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Abstract. An integral invariant is a generalization of first integrals to differential forms. Although this 
mathematical technique is more difficult, the integral invariants allow to obtain new properties for systems 
which have already well-known first integrals. Integral invariant of first order correspond to a 'local first 
integral' near any solution of motion. In this work I obtain an '11th local first integral' for the gravitational 
«-body problem, or any homogeneous fl-body problem as planetary systems. As this local first integral 
contains a secular term, a discussion of the stability is obtained. The integral invariant is used for the 
construction of very particular solutions (Levi Civita's or Poincare's singular solutions). These solutions 
realize conditional maximum or minimum of the contraction of the system. 

1. Introduction 

Un invariant integral est une forme differentielle qui se conserve au cours du mouve-
ment: c'est une generalisation naturelle de Fintegrale premiere. Pour les problemes 
dont les integrates premieres connues sont limitees, les invariants integraux peuvent 
amener a des consequences tres utiles. Dans une recente publication (Losco, 1973) je 
mets en evidence pour tout probleme de n corps de positions (qx ... <?J de variables 
conjuguees (px... pn) dans un champ de forces homogene de d°k, l'existence de Tin-
variant integral 

co = (l +±fc) p dq-d(pq) + (l -±k) t dh, 

oil h est Fenergie. 
Cet invariant integral est deja signale dans Poincare (Methodes nouvelles de la 

mecanique celeste, tome 3), qui ne Fa exploite que pour le probleme des deux corps. 
Dans co apparait 

" d 
t= i at 

Posons I=miqf (moment d'inertie en 0 fixe ou G, viriel), pq = ^(dI/dt)=jL 
Si /c = — 1: 

co = jp dq-%dl+%t dh, 

co ne correspond pas en general a une integrate premiere sauf si fc = 2 (I=4ht +10). 
L'invariant complet (Cartan, 1971) est aussi tres utile: 

co* = cQ — kh dr. 

Extensions. Par la meme methode (Losco, 1973): 
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(a) Le lagrangien est homogene de degre 2 par rapport a q et q, alors on a 

co = p dq — q dp. 

Ceci s'applique aux mouvements relatifs a un systeme d'axes tournants dans un po-
tentiel du second degre. 

(b) Le potentiel dans le plan tournant est du type spirale: 

L = i(r24-r2d2) + cor2d+ico2r2 + (70(r) + yl(r)cos[(/>(r)-me]. 

Supposons que U0 et A sont homogenes du second degre et que </>(r) = a logr: 

(D = 2ped0 — r dpr — (a/m) dpe + pr dr. 

2. Application a la stabilite 

Poincare montre que si co = at dxl est un invariant integral d'ordre 1 de dx/dt = X, si 
x(t) est une solution particuliere et x(t) + £(t) une solution voisine, £(t) etant alors 
solution des equations variationnelles: 

(equations fondamentales pour I'etude de la stabilite), alors </>(<!;, t) = ai{x{t))£>
1 est 

une integrate premiere des equations variationnelles: </>(<!;, t) est une integrate pre
miere 'locale' au voisinage de toute solution particuliere. 

9=±kp£-qn^l-±k)t[H{q+t9p+ri)-H(q,p]} 
est integrate premiere des equations variationnelles du probleme pose au 1. 

Si on reduit par H = h, on a l'integrale premiere locale 

<f>=?kpt-qrj. 

La forme de (f> est particulierement interessante car elle contient un terme seculaire 
(1 — jk) 18h. Pour le probleme des n corps 8h n'est jamais nul car il n'y a pas de con
figuration d'equilibre. Supposons k / 2, et supposons que Ton etudie le voisinage d'une 
trajectoire (q(t), p(t)) bornee, comme </> se conserve au cours du mouvement et que 
(1 — jk) t <5fe->oo, on en deduit Finstabilite des que dh^O et fc#2. 

Ainsi toutes les solutions bornees, parametrees par le temps, du probleme des n 
corps sont instables: toute solution d'energie differente s'eloigne: ce resultat est 
valable, par exemple, pour la configuration equilaterale de Lagrange. Le raisonne
ment est en defaut si 8h = 0 ou fe = 2. 

Cependant si on considere le simple probleme keplerien, on sait que les ellipses 
sont stables du point de vue geometrique: si M decrit une ellipse £, M' decrit une 
ellipse E' voisine et le raisonnement precedent indique que si dh^O il y a decalage 
horaire sur E' par rapport a E: il est done interessant de poser le probleme de la 
stabilite 'orbitale', stabilite de l'arc geometrique (orbite) independamment du parame-
trage temporel. 
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Supposons que M decrive T, M' decrit une orbite adjacente 7", M' s'ecarte de M 
du fait du decalage horaire si Sh^O. Si il y a stabilite on peut trouver sur T Mx voisin 
de M et atteint a t' = t + At. Nous sommes ainsi amenes a comparer deux points M 
et Mx atteints a des instants differents: il faut done considerer l'invariant complet co*. 
Faisons done un changement temporel dt = judr, ceci afin de freiner M' ou de l'ac-
celerer afin de le comparer a M. 

Par une extension du lemme on trouve que 

est integrate premiere des equations variationnelles parametrees par T, t etant la loi 
horaire sur T, t + At celle sur T. 

Ainsi, si il y a stabilite orbitale on sait comment se comportent les lois horaires 
de deux orbites voisines: 

At/t~(l/k-$dh/h. 

Remarquons que Ton peut verifier aisement cette relation pour le probleme keplerien 
a Paide des formules 

n V = c t e , a=-ii/2h, n(t-t0) = l, 
At/t Sn/n=%5a/a= -%5h/h. 

Par consequent le comportement est analogue a celui du probleme keplerien dans 
un espace de phases de dimension 6n. 

Le probleme de la stabilite orbitale peut se poser de fagon 'conditionnelle' (Losco, 
1968). Si q = q(t) est solution, Q£ = ( l + £)g[(l—(1 — jk)s)t~\ est aussi solution. Par 
consequent, toute solution particuliere q peut etre plongee dans un ensemble de so
lutions QE d'energie (1 + ks) h: nous sommes dans les conditions d'application de la 
stabilite conditionnelle: si chaque solution QB est stable pour les mouvements de 
meme energie, la solution q = q(t) est orbitalement stable. L'interet est de se ramener 
a <5/z = 0, sans decalage horaire. 

L'etude precedente etant due a Thomogeneite du potentiel, elle reste par consequent 
valable pour le probleme restreint de n corps soumis a leur attraction et a celle d'une 
masse fixe placee en 0, mais par contre n'est plus valable pour le probleme restreint 
classique des trois corps car il n'y a plus homogeneite. 

3. Caracterisation de solutions particulieres grace a T 

Levi Civita caracterise des solutions particulieres d.'un systeme canonique de hamil-
tonien H de la fagon suivente: si Fu..., Fp sont p integrates premieres d'un systeme 
differentiel canonique de hamiltonien H, l'ensemble des points ou, sur la surface 
d'equations Ft = Q, . . . , Fp = Cp, l'energie H est extremum, est un ensemble invariant 
forme de solutions remarquables appelees solutions de Levi Civita. Ainsi, par ex-
emple, pour le point materiel dans un plan soumis au champ de forces l/(r), les so
lutions circulaires sont des solutions de Levi Civita associees a l'integrale premiere 
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r2$ = C. On exprime analytiquement la condition d'extremum lie de H par la con
dition des multiplicateurs de Lagrange: 

dH = l1dF1 + -+/lpdFp, 

ou mieux, grace au produit exterieur: 

dHAdF1 A...A6FP = 0. 

Poincare a introduit lui aussi des solutions remarquables: les solutions singulieres, 
que Ton retrouve dans le livre de Whittaker (1917). Ces solutions singulieres sont 
associees, plus generalement que les solutions de Levi Civita, a des invariants inte-
graux co i... co p d'ordre 1, formes differentielles invariantes de degre 1: elles sont 
caracterisees par le fait que le long de ces solutions singulieres cox... cop sont linee-
airement dependantes: 

co1 A . . . ACOP = 0. 

J'ai etudie en detail ces solutions dans ma these (Losco, 1972) en mettant en evidence 
de telles solutions pour des problemes concrets de la mecanique celeste, mais pour 
la premiere fois je vais mettre en evidence de telles solutions pour un invariant inte
gral, avec une interpretation concrete d'extremum conditic inel sur /: vitesse de con
traction ou de dilatation. 

3.1. SOLUTIONS SINGULIERES CO A dH=0 

Ces solutions verifient (%p dq—d(^/)) A dH=0, done: 

d(±/)=±pd« + adif. 

Elles realisent parmi les solutions de meme energie, de meme configuration, a chaque 
instant, l'extremum de J (que j'appelle vitesse de contraction), 

dH= -A(±p d«-d(±/)) = A(*p dq + q dq). 

Or, dH = qdp-p dq. Done: 

V^AM,., (1) 

Tt-iXVt. (2) 

(1) montre qu'il s'agit de solutions par homothetie; (2) et (1) impliquent M((t) = 
= Ai(3t + 2a)2/3. 

Un calcul direct permet de caracteriser ainsi toutes les solutions par homothetie, 
d'energie nulle: ce sont les solutions de Levi Civita co A dH=0. 

Pour le probleme plan des 3 corps les seules solutions par homothetie sont les 
solutions equilaterales (Annexe) ou alignees. II existe de nombreuses solutions par 
homothetie: Walvogel (1972) a mis en evidence recemment des solutions par homo
thetie pour un nombre de corps arbitraire et dans l'espace. 
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3.2. SOLUTIONS DE LEVI CIVITA a> Ad//dC=0 

(a) Probleme plan 

Soit C = mIGMl A V, le moment cinetique par rapport a GZ. 

dC = (z A GMf) d ^ V j + faV, A z) d(GMI). 

Done les solutions de Levi Civita sont telles que 

dH = ^P dq + qdp) + fi dC, 
Af^AA^ + zizAMj, (3) 

K = 4 ^ - / ^ A Z . (4) 

(3) montre qu'il s'agit de solutions par similitude; (3) et (4) aboutissent a 

2 p 
3r + 2a 3r + 2a 

II s'agit de solutions spirales: l'orbite est une spirale logarithmique. Ces solutions 
realisent a chaque instant l'extremum de la contraction parmi les solutions de meme 
configuration, de meme energie, de meme moment cinetique. Or de telles solutions 
ne peuvent exister (sauf si /? = 0: (3.1)), car les mouvements par similitude plans sont 
necessairement kepleriens. 

Ceci montre que co est independant de H et C. 

(b) Probleme de I'espace 

Soit Gxlx2x3 un repere galileen, ClC2C3 les moments cinetiques sur ces axes, les so
lutions singulieres sont caracterisees par: 

0 = a> AdH AdCx AdC2 AdC3, 

Mi = ^Mi-\-(fi1xl+fi2x2-\-fi3x3)Mi, (6) 

D'apres (6) ce sont encore des mouvements par similitude, 

J*,= - i A ^ + Q A ^ = JlAfl + AA3ri + /AAfi + OAA*l = 

= XMi^X2Mi^-XQ/\Mi-¥QAMi^Q/\Mi. 

Done: 

X= - | / l 2 , 4 = 2/(3f + 2a), {Q+±XQ) A M , . = 0 . 

Si la configuration n'est pas alignee: £+f>W2 = 0, Q a par consequent une direction 
fixe z:0 = [j?/(3t + 2a)] z. Or, un calcul immediat montre que: 

Y, miMiAri = P(3t + 2<x)~2/3 (rriixfz — Y ™i(Xiz) Xf + mf(xfz) xfAz = 0). 
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Projetons sur z: 

0=(3r + 2a)-3 '2 p(£ mri-mfazf). 

Done soit j?==0 (3.1), soit la configuration est alignee. 
Montrons qu'il n'est pas possible d'avoir de tels mouvements, meme en configura

tion alignee: Si la configuration est alignee sur Q, comme M = XM + Q A M, le mouve-
ment est par homothetie (3.1); si la configuration n'est pas alignee sur ft, prenons des 
axes i, j , k tels que i porte les points Mh (i, j) est le plan (q, ft). 

M I-AM I .=i/ l(OAM l . )AM I . -h(OA(OAM I . ))AM l- . 

Un calcul rapide de M, A M{ montre que necessairement Q=0 ou 0 = 0. Cette reponse 
negative est regrettable mais interessante en elle-meme, car elle aurait pu donner une 
interpretation variationnelle des solutions spirales comme realisant une contraction 
maximum pour un moment cinetique et une energie donnee a un instant t a n corps 
en attraction newtonienne. 

3.3. LES SOLUTIONS PAR HOMOTHETIE, PAR SIMILITUDE 

Cherchons plus generalement quels sont les mouvements qui realisent 1'extremum 
de I pour une energie donnee h, une configuration q donnee a l'instant t. d/ = dH + 
-{-fii dql traduit la condition liee a satisfaire. II suffit que q^q^a. 

Par consequent, si pour une configuration et une energie donnee a t on cherche la 
distribution de vitesses realisant 1'extremum de /, on trouve la distribution de vitesses 
par homothetie. 

Tous les mouvements par homothetie realisent done 1'extremum de / a chaque 
instant parmi les mouvements qui auraient la meme energie et la meme configuration : 

d / A d f l A d ^ A - A d ^ = 0 . 

Par un calcul tout a fait analogue, on trouve que e'est une distribution de vitesses par 
similitude qui realise a l'instant t 1'extremum de / pour h, C, q donnees. Tous les 
mouvements par similitude realisent cet extremum a tout instant: 

d / A d i / A d C A d ^ A - A d ^ O . 

Done: 
(a) Les solutions par rotation sont des solutions de Levi Civita realisant 1'extremum 

de h pour C donne. 
(b) Les solutions par homothetie realisent 1'extremum de / pour h, q donnees. 

Seules sont de Levi Civita les solutions d'energie nulle (co Ad/J=0). 
(c) Les solutions par similitude realisent 1'extremum de / pour h9 C, q donnees. 

Seules seraient de Levi Civita des solutions spirales. 

Annexe. Recherche des solutions par similitude plane pour trois corps 

Caratheodory a montre en 1933 que les seules solutions par similitude planes sont 
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les solutions de Lagrange. Nous retrouverons plus simplement ce resultat: 
Posons: Z = z2 — zu z3 — zl =aZ. a = (x + if} verifie alors 

(E) ni (1 + « ) ( l - i I ^ ) + » a « ( l - ^ ) + »3«(l +«) ( | T ^ - ^ ) = 0 -

Cherchons mu m2, m3 tous trois positifs satisfaisant a (E). Posons 

A=.\-\J\\+a\\ B=\-\/\a\\ C=l/\l+a\3-l/\a\3 = B-A, 
m1(l+(x)A + m2oiB + m3((x + OL2-p2)(B-A) = 0, 
mJA+m2pB + m3(ll + 2otP)(B-A) = 0. 

Sauf lorsque /? = 0 (configurations alingnees de Lagrange) et A = B = 0 (configuration 
equilaterale de Lagrange): 

m1=AJ?(B-a)(a2 + iS2), 

m 2 = - ; U ( B - 4 ) [ ( l + a ) 2 + j 8 2 ] , 
m 3 = / U £ . 

Done £ (£ — A), —A{B — A\ AB sont tous du meme signe. —A et B sont dememe 
signe, contraire a celui de B — A, ce qui est impossible. 

References 

Cartan, E.: 1971, Lecons sur les invariants integraux, Hermann, Paris. 
Losco, L.: 1968, Bull. Astron. Ser. 3, III, Fasc. 4, 433-42. 
Losco, L.: 1972, Solutions particulieres et invariants integraux, These Besancon. 
Losco, L.: 1973, C. R. Acad. Sci. Paris 111, Ser. A, 323-25. 
Poincare, H.: 1957, Les methodes nouvelles de la mecanique celeste, Dover publications, New York. 
Waldvogel, J.: 1972, Celes. Mech. 5, 37. 
Whittaker, E. T.: 1917, A Treatise on the Analytical Dynamics, University Press, Cambridge, U.K. 
Wintner, A.: 1941, The Analytical Foundations of Celestial Mechanics, Princeton University Press, 

Princeton, N. J., U.S.A. 

D I S C U S S I O N 

T. Inoue: Vous avez bien trouve la onzieme integrale premiere. Est-ce que c'est possible de me montrer une 
forme concrete de cette integrale (dans le cas du probleme des trois corps)? 

L. Losco: F=p£/2 — (p1; + qri) + 2t Sh/2, si j'ai un mouvement particulier que je connais q = q(t), p =p(t), 
et sont petits pour que, q + €etp + rj explorent le voisinage du mouvement particulier. 

S. F. Mello: Est-ce que vous croyez qu'en changeant legerement la formulation du probleme restreint, 
il serait possible de servir de vos resultats pour etudier les mouvements autours de L4 et L5 ? 

L. Losco: Le potentiel du probleme restreint n'etant pas homogene, les resultats ne sont pas applicables. 
F. Nahon: La onzieme integrable premiere locale, deja signalee par Cartain, peut servir a l'etude de l'in-

egalite de Sundman et a l'etude de la diffusion dans les problemes voisins des problemes integrables. 
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