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G-FONCTIONS ET
COHOMOLOGIE DES HYPERSURFACES SINGULIERES

CRISTIANA BERTOLIN

Our object of study is the arithmetic of the differential modules W) (I € N —
{0}), associated by Dwork’s theory to a homogeneous polynomial f(}, X) with
coefficients in a number field. Qur main result is that W is a differential module
of type G, c’est-a-dire, a module whose solutions are G-functions. For the proof
we distinguish two cases: the regular one and the non regular one.

Our method gives us an effective upper bound for the global radius of W,
which doesn’t depend on “l” but only on the polynomial f(A,X). This upper
bound is interesting because it gives an explicit estimate for the coefficients of the
solutions of W)

In the regular case we know there is an isomorphism of differential modules
between W(*) and a certain De Rham cohomology group, endowed with the Gauss-
Manin connection, c’est-a-dire, our module “comes from geometry”. Therefore our
main result is a particular case of André’s theorem which assert that at least in
the regular case, all modules coming from geometry are of type G.

INTRODUCTION

Dans cet article on va étudier ’arithmétique des modules différentiels W) in-
troduits par Dwork dans ses travaux sur la fonction Zéta d’une hypersurface [3, 4,
5]. L’arriére-plan de cette étude est la conjecture de Dwork et Bombieri qui affirme
Pexistence d’une représentation intégrale algébrique pour toute G-fonction (au sens de
Siegel). Plus précisément, dans [7, Section 12] Dwork fait correspondre & toute fonction
hypergéométrique xFi_; un polynéme 3 plusieurs variables puis, par une construction
algébrique élémentaire, un module différentiel W (analogue & notre W(1)), qui a la pro-
priété d’étre isomorphe & la cohomologie associée & la différentielle qui apparait dans
la formule intégrale pour xFi_,. Dans [9] on peut trouver des tables ou on associe de
méme un tel polynéme aux éléments de la liste de Horn, aux quatre séries de Lauricella
et & leurs variantes confluentes.
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Partant d’un polynéme homogene f(A, X) € R=3Y K(\)X*, ol A est un élément
transcendant sur K corps de nombres, u € N**! et S"u; =0 mod d, avec d € N
fixé, on définit, comme Dwork, pour chaque ! € N — {0}, le K())-espace

R/ 3 Dy, -+ DyR,
(8110 i)E{L,e.n+1}¢

. d .

ou D; = E; + f; avec E; = XiBT et f; = E;f pour chaque i € {1,...,n+1}. Le
i

résultat principal de ce travail est le suivant:

0 Of
a2 o’
est un module différentiel de type G, c’est-a-dire, un module dont toutes les solutions
sont des G-fonctions.

THEOREME. Pour chaque | € N—{0}, W) | muni de la connexion oy =

Pour vérifier ce résultat, on va distinguer deux cas:

k
casl. I>1et f1,..., fans1 est une suite réguliere (c’est-a-dire, > fih; =0 avec 1 £

i=1
k
k<n+1eth; € K(A)[X] pour 1 <1<k, implique que h; = Y n; ;f; pour chaque
i=1

i=1,...,k, avec 1;; € K(A)[X] et n;; = —m;; pour chaque ¢,j =1,...,k). Le cas
! = 1 fut traité par Dwork dans un cours tenu a Padoue pendant ’année universitaire
1993/94. Puisque ce cours n’a pas été publié, sa démonstration sera reproduite dans la
Section 2. Si I > 1, W) est une extension itérée de copies de W(1) et le résultat est
une simple conséquence du cas [ = 1.

Les cas “réguliers” les plus connus sont fournis par les fonctions hypergéometriques
xFi—1. Bien que pour tout & > 2 les polyndmes associés a ces fonctions ne forment
pas une suite réguliére, on peut trouver dans [7] une construction qui permet de se
ramener au cas “régulier”: dans [7, Section 12], Dwork construit un anneau R par
rapport auquel ces polynémes forment une suite réguliere. Apres, griace aux résultats
de [7, Section 9.7], on sait que le module W(1) construit & partir de R, et le module
W) construit 2 partir de ﬁ, sont, sous certaines hypothéses raisonnables, isomorphes.

cAas 2. 1 2 1 et fi,..., fay1 n’est pas une suite réguliere. Dans ce cas la démon-
stration est beaucoup plus longue et compliquée car elle fait intervenir la “théorie
de déformation” qui permet de se ramener au cas “régulier” grice & un argument de
spécialisation (voir 3.2).

Rappelons que 'une des caractérisations des modules différentiels de type G est la
finitude du “rayon global p” (voir (1, IV Section 3]). Nos méthodes nous fournissent
en fait une majoration effective du rayon global de W) | qui ne dépend pas de “I ” mais
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seulement du polynéme f(X, X):

p(WY) <

4 (n+(7;+ 1)d)2 [g log((;‘“_“;’) %) +%(log(m+1)+hoo(f))]

ou
(1) m+1 est le nombre de variables Xi,...,X,41 de f(A, X),
(2) d est le degré d’homogénéité en les variables Xy,..., X,41 de f(A, X),
(3) m est le degré en A de f(A, X),
(4)  hoo(f) est la hauteur logarithmique & l'infini de f(A, X).

Cette majoration effective est intéressante car, grace a [1, V Section 5 et Section 6],
elle nous fournit une majoration explicite pour le commun dénominateur des m-premiers
coefficients d’une G-fonction solution de W) et ce genre d’estimations effectives des
coeflicients est trés utile pour la théorie diophantienne des valeurs des G-fonctions.

Gréice au livre [7], les résultats de ce travail se généralisent sans difficulté aux poly-

no A

ndémes quasi-homogenes de la forme g(X) = 3 Xn1+]-f(1)(X1, ooy Xpny),oung,npy €N
j=1

et les fU) sont des formes de degré d; en les variables X1, ..., Xy, , qui sont associés

dans ce livre aux fonctions hypergéométriques.

L’interprétation cohomologique de W), sous I’hypothése de régularité, a été
étudiée par Katz: dans [10], il démontre que W) est isomorphe , en tant que module
différentiel, au n-iéme espace de cohomologie de De Rham de I'hypersurface Z(f(), X))
pour n impair (et & un quotient explicite de cet espace pour n pair), muni de la
connexion de Gauss-Manin. Cet isomorphisme de notre module différentiel avec un
module de Picard-Fuchs entraine ’origine geométrique des W ; par conséquent, sous
I’hypothése de régularité, notre résultat principal est un cas particulier du théoréme
d’André qui affirme qu’au moins dans le cas régulier, tous les modules différentiels
d’origine géométrique sont de type G (voir [1, V Appendice]).

Une autre démonstration de ce théoréme peut se déduire du travail de André et
Baldassarri sur la stabilité de la notion de G-conunexion par le foncteur image directe
[2]. 11 faut toutefois observer que notre démonstration est beaucoup plus explicite car,
comme on l’a déja dit, elle permet de trouver une majoration effective du rayon global
de WO,

0. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

0.1 VALEURS ABSOLUES.
K corps de nombres
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Ok anneau des entiers de K
P (respectivement Py, P,) ensemble des places (respectivement finies, infinies) de K
K, complété de K pour la valeur absolue v-adique
Qp complété de Q pour la valeur absolue p-adique
C, complété de la cléture algébrique de Q, pour la valeur
absolue p-adique
Zy anneau des entiers p-adiques
™ élément de C, tel que 7Pl = —p
ty point générique de v € Py dans le sens de Dwork
(voir (8, III 5])
[la valeur absolue euclidienne
1/2
ol = (5 lwila®) VG = (wy,...,wn) € K"
1<ign
ordva=—%ﬂ Yae€ K,vePs,v|p
hoo(9) = ve; sup log* |ai, Vg(X) = iia,—/\" € K[X]
hauteur logarithmique infinie de g(X)
lglo (r) = sup |g(z)], Yv € P; et g(X) € K((X)) convergente
o= pour |z|, =T

0.2 NORMALISATION DES VALEURS ABSOLUES.
(0.2.1) si v € Py et v|p, alors |p|, = p~*/! avec I, = [K, : Qu);
(0.2.2) siv€Py,alorsVae K |af,= |a|z,"/' avec £, =1si K, =R et

ey =2si K,=C.

0.3. LEs MmopuLEs W),

Fixons d, m € N — {0}. Soient A un élément transcendant sur K, R l'espace
sur K()\) engendré par X* = X{1--- X1 ot u € N**l et uy + -+ upyy1 =0
mod d, et pour tout s € N, R, le sous-espace de R engendré par les monémes X*

avec u € N®*1 et u; + -+ + u,y; = sd. On observe que R = @ R,. De plus soit
8sEN

f(A, X) € R un polyndme homogene de degré d dans les n+ 1 variables X;,..., X, 41
et de degré m en A:
fANX)= Y AMXY, A €K
ui+---tupy1=d

Pour simplifier les calculs on suppose que f(\, X) € Ok[A, X] et pour simplifier les
notations on pose

(0.3.1) F={ueN* | uy+ - +up=d}.
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Soient pour i = 1,...,n+ 1, E; = :z:,-é%, fi = BE;f, D; = E; + f; et pour tout

v € N**1, D¥ = D{*-..D;"4'. Avec cette terminologie on peut finalement définir
pour chaque ! € N — {0} les K(A)-modules W®:

wi =R/ZD”R vieN-{o0}.

|Jui=l

of
ax " ox
pour chaque i € {1,...,n + 1}, et par conséquent pour chaque ! € N — {0} elle induit
une connexion sur W) qui prolonge P’action de d/(d)) sur K()).

Pour conclure on observe que ’application K-linéaire o) = commute avec D;

1. THEORIE GENERIQUE

1.0. Avant de démontrer les deux cas enoncés dans l'introduction, on va vérifier
des résultats “génériques” qui nous servirons pour étudier les modules W), Jutilise
Padjectif “générique” car ces résultats concernent le polynéme générique, c’est-a-dire,
un polyndme homogeéne de degré d, h(A4,X) = ZFA,,X“ € Q(Au),e#[X], tel que,

ue€ '

les {Au},cr soient ("F%)-éléments algébriquement indépendants sur Q. Mais si on
spécialise de fagon adéquate les coeflicients de ce polynéme, on obtient le polynéme
f(), X), qu’on a introduit en 0.3, et par conséquent les résultats de ce paragraphe se
spécialisent en des résultats concernant le polynéme f(A, X), dont on aura besoin dans
la suite.

1.1. Pour simplifier les notations, soient A le vecteur (..., Ay,...),cx, Ko le
corps @Q(m) muni de la valeur absolue qui prolonge la valeur absolue p-adique de Q et
enfin Qg le corps K¢(A) muni de la norme de Gauss par rapport & A (voir [8, I 4]). De
plus pour ¢ =1,...,n+ 1, posons h; = E;h. Avec ces notations on peut énoncer une
propriété trés importante du polynéme générique: hy,...,h, 41 est une suite réguliére.
En effet:

PROPOSITION 1.2. Soit h(A,X) = Y, Ay X* un polynéme générique ho-
ueF

mogeéne de degré d. Si R(h,hy,...,h,) indique le résultant des polynémes h, hy, ..., hn,
alors
|R(h,hy,....,hp)| = 1.

PREUVE: Pour simplifier les notations nous indiquons avec R(A) le résultant des
polyndmes h,hy,...,h,. Puisque R(A) € Oq, il suffit de vérifier que R(A) # 0, ou
R(A) =R(h,h,...,h,) avec h= Y A, X" et les A, appartenant au corps résiduel

ue€F
de Qo .
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Commengons par observer que pour chaque p il existe un polynéme homogeéne
9y
o a‘Xn+1

9(X) € Fp[X] tel que g, Ba)?l y- n’aient pas de zéros communs. En effet il
suffit de prendre
(1) siptd
9(X) = X{+ -+ X35

(21) sip|detd>2
9(X) = X+ X1 X5+ XoX{T 4+ Xt XA+ X X301
(2.21) sip|d,d=2et n+1 estpair
9X) = (X2+ XaXo+ X2 + -+ (X2 + Xn X1 + X2, )
(2.2.2) sip|d,d=2 et n+1 estimpair

9X)=(XP+ X1 Xo+ X2) 4+ + (X2 + Xo X1 + X241) + X241

Mais alors si on choisit n+1 hyperplans génériques {e;(X) =0,i=1,...,n+1}, on sait
que pour tout 7 € {1,...,n+1}, {g,€j,,...,€j,.} 1<j;<n+1 est une variété non singuliére.

1€igr
Par conséquent, en faisant un changement de coordonnées, on trouve que pour chaque
re{l,...,n+1}, {9,Xj,,..., X, }1<i;cn+1 e€st une variété non singuliere. Supposons
1<igr
maintenant par I’absurde que R(A) = 0, c’est-a-dire, que

- oh oh
B Xi—me X ——}
{ "Max, "9X,
aient un zéro commun. Il existe alors une partition de {1,...,n+ 1}, {j1,...,J}
U{é1,--1ins1-+} avec 0 < 7 < n + 1, telle que la variété {~, Xipseo s Xjn b1giignet

1<igr
soit une hypersurface singuliere de P% ". Donc si on choisit une spécialisation de
y Ko D

A, soit A© | telle que E(X‘”,X) = g(X), on obtient que {g, Xj,,...,X;,.} est une

hypersurface singuliére de IP'}(;'. Mais ceci est en contradiction avec ce qui précede. 0

REMARQUE 1.3. Normalement on voit que hi,...,h,4; forment une suite réguliére a

ce que le résultant de ces polyndmes n’est pas nul. Dans cette proposition on a considéré

R(h,hy,...,hy) & la place de R(h;,...,hny1) & cause du probléme suivant: d’aprés
n41

le théoréme de Euler sur les fonctions homogénes on sait que dh = ) h;. Mais alors
i=1

pour tous les p qui divisent d, les fonctions h; sont linéairement dépendantes modulo p
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et donc le résultant R(h,,...,Ant+1) est identiquement nul modulo p. C’est pour éviter
ce probléme qu’on considére le résultant R(h,hi,...,h,) en observant que tout zéro
commun dans IP’}}D de h,hy,...,hy,, est un zéro commun des polynémes hq,..., hn4
et vice versa.

1.4. Les définitions suivantes sont analogues & celles de la Section 1, mais ici, le
role qu'avait f(A, X), sera joué par h(A,X). Soit R4 lespace sur g engendré par
X%, ot u € N**1 et uy + -+ + upy1 = 0 mod d, et pour tout I € N — {0}, soit
wy = RA/F':ID}"RA, ol pour chaque v € N*+!, DY = D! ... D"+ | avec

vl=
(1.4.1) Dy =E; + h;(A, X) (1gig<n+1).

Puisque d’aprés 1.2 hy,...,h,41 forment une suite réguliére, on a grace a [5, Lemme
‘1.2 et Théoréeme 2.1}

(1.4.2) dimg, W) = d» ¥ N,
0) =1 n+1 déf —
(1.4.3) dimg, WY’ = ; ( . >N ZN.

1.5. Pour rappeler certaines notions concernant 1’espace dual de R4, on va suivre
P’exposition de [5, Section 3], mais on peut trouver une présentation analogue aussi dans
[7, 3.2]. Soit R Despace dual de R4. Ses éléments peuvent étre vus comme éléments

de Panneau { 3 Bu(1/X*) | By € Qo}. La dualité est définie de la fagon suivante:
uEF

(., ) :Rz X Rg — Qo
(€*,€) —> coefficient de X° dans le produit £* - €.

Pour i =1,...,n+1, I'adjointe de 'opérateur différentiel D, ; est
(15.1) Dj; = 7- o (—E; + hi(4, X))
ol

1
7L_{ﬁ siv; 20 Vi=1,...,n+1,
%5 =

0 autrement.

De plus pour tout i € N — {0}, soit K§) = {¢* € R} | D3¥¢* =0 V |w| =i} le sous
espace de RY% qui annule Y DYR4.

lw|=i
1.6. Dans ce paragraphe on va étudier I'espace ICg) pour tout ! € N — {0}. Mais
avant d’énoncer le résultat principal concernant cet espace, on va changer un peu les

https://doi.org/10.1017/5S0004972700034043 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700034043

360 C. Bertolin (8]

notations et on va rappeler la définition de certains espaces utilisés par Dwork dans
ses travaux sur la fonction Zéta d’une hypersurface. Pour simplifier les calculs on va
introduire w,Xg, c’est-a-dire, on va remplacer X; par X.-(7r.,X0)1\d. A cause de ce
changement on doit substituer & I’ensemble F, défini en (0.3.1), ’ensemble:

.7-'o={u€N“+2 | u1+---+u"+1=duo}.

Maintenant pour tout b€ R, b > 0 et c € R posons

mw={§:qxv

Cy €N et inf{ordC,, - bvo} > —oo},
veFy Y

L*(b) = { Z C,,% l Cy, €Q et ir;f{ordC’,, +bvo} > —oo},
vEFg

L(b) = { Z Cy X" | C, €l et ordC, — bug — +oo},
vEFy
L(b,c) = { Y CX* | C,eQ et ordC, > bv0+c},
vEFg

M(b)={1+ﬁlz+ﬂ2z2+--- | B; > jb VjeN‘},

ou 2 est le complété de €2y par rapport i la norme dont on a muni £y en 1.1. On
observe que si £* € L*(V'), £ € L(b) et b > V', alors v_(€*-€) est bien défini et
appartient & L*(}’) et que si b’ < b alors L*(b") — L*(b). Grice A ces espaces on peut

finalement commencer 1’étude de ICﬁ).

THEOREME 1.7. ICS) C L*(e) pourtout l € N— {0} et € > 0.

PREUVE: Soit R(A) le résultant de h,hy,...,h,. Puisque d’aprés 1.2 R(4) # 0,
on peut écrire, grice a [5, Théoréme 6.2], les éléments d’une base de ICfi) de la fagon

suivante:

* 1 Gwy“,i (A) 1
Wy i = -
i w;,o XA (R(A)m,)™ X

oll Gy,u,i(A), x(A) € Oq,. Mais alors grice & 1.2 on observe que ICE:) cL*(1/(p-1)).

Maintenant pour démontrer qu’en réalité ICﬁ) C L*(e) Ye>0,ily adeux méthodes:

(1) la premiere, qu’on va appeler itération de Frobenius, est valide seulement
pour p 2 3;

(2) la deuxiéme est valide pour chaque p, mais elle est beaucoup plus com-
pliquée.
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Avant de commencer I’exposition de l'itération de Frobenius, nous allons définir deux
applications utiles dans ces deux méthodes:

¢: XV +— XP
o X Xv/p siplvg Vi=1,...,n+1,
: —
0 autrement.

(1) Commengons par 'itération de Frobenius.
Considérons 'application
0:K9 — IL* (p——(pl_ 1))

ol § =vy_0G(A,X)og, avec G(A, X) = exp (n(Xoh(4, X) — XFh(AP, X?))). Puisque
d’aprés de [6, 21.1) G(A,X) € L((p—1)/p?), on a que 6 est bien définie si p #
2. De plus si D} 4p = v- o (—E; + mXohi(AP, X)), on trouve que D 4060 = pfo
D; 4» et par conséquent I'image de IC% par 8 est contenue dans ICg), c’est-a-dire,
6 : IC%, — ICf?@Q. Mais alors, puisque 8 est injective si p # 2 (y_o9oG(A, X) ! est
un inverse & gauche sur 'image), griace & (1.4.3) on obtient que ICf:) cL*(1/(p(p-1))
si p # 2. Maintenant en prenant comme point de départ cette derniére inclusion et en
itérant ce processus on peut conclure que si p # 2, lcﬁ) C L*(¢) pour tout € > 0.

(2) Pour démontrer la deuxiéme méthode qui est valide pour chaque p, on va
utiliser “the s = oo splitting theory” que Dwork a introduit dans [3, Section 4] et (4,
Section 3]. Comme cette méthode est trés longue, on va la diviser en 5 parties:

I Théorie & Iinfini: I'espace K.

Considérons la série formelle s(t) = ¢t +tP/p + tP° /p? + ... D’aprés [8, II 2.1] elle
admet p — 1 zéros d’ordre 1/(p — 1) : soit « le zéro qui est le plus proche de 7. Pour

l
simplifier les notations posons v, = Y. 'y”’ /p®. On observe facilement que

=0
(1.7.1) ordy; > (P /(p—1)) - (1 +1).
Soit E(t) = exp(f (t”j /p’)) la série de Artin-Hasse. Avec cette ‘terminologie
=0
définissons les fonctions
-~ s i
(1.7.2) o(t) = E(vt), 8(t) = [T o),

=0

Goo(A, X) = [] 6(XoAuXx™).
ueF
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o0 1
Soit maintenant F = Y vy X¥ h(A”l,X"’) et pour 1 = 1,...,n + 1, définissons les
=0

opérateurs disérentiels

Dajjsi0 = E; + F,
(1.7.3) D} 00 =1- 0 (—E; + F),

ou F; = E;F pouri=1,...,n+1. Le symbole co sert 4 nous rappeler que F' est associé
a Goo(A, X) car expF = Goo(A, X). Puisque d’aprés (1.7.1) F; € L(p/(p — 1), -1),
on observe que si 0 < b < p/(p — 1), alors I'applications D} ; ., : L*(b/p) — L*(b/p)
est bien définie et par conséquent pour 0 < b < p/(p—1) et | € N — {0}, on peut
définir les modules

K o (b) = {g* € L*(b) I Dt € =0 YweN"*! tels que |w|= z}.

IL Si 1/(p-1) <b < p/(p— 1), dima KP_ () = N.
Avant de vérifier II, modifions la terminologie utilisée jusqu’ici. En effet pour tout

v = (vo,...,vs) € N1, définissons DY ,, = Dy . ---Dy, , (respectivement
DYy, =D, -Dy, 1), odpour i =1,...,n, les Dy (respectivement Dy ;1)

sont les opérateurs définis en (1.7.3) (respectivement définis comme en (1.4.1) mais ou
on remplace X; par Xj(ruXo)l\d) et

Dpooo = XOBLXD + F ( respectivement D401 = XOBLXO + 7 Xoh(A, X))
, . . : . 7]
L’opérateur adjoint de Dy 0,00 (respectivement Dy pg,1) est DYoo =7-° (-XOEX—
0
+F) (respectivement Djo1 = 7-0° (—Xoa% +1rXoh(A,X)) ). Ce changement
0

n’est pas trés grave car si on considére les Dy ;oo (respectivement Dg4;;) comme
opérateurs de Ry, alors D g oo = Da1,0+ "+ Dant1,00 (respectivement Dy o1 =
D11+ +Dang1,1), Cest-a-dire, du point de vue des espaces vectoriels, il n’y a pas
de différence si on considére D4 0,00,-..,DA4,n,00 (respectivement Dygg1,...,Dan,1)
a la place de Dg1,00).--1DAant1,00 (respectivement Dy 1 1,...,D4n41,1). Mais on
doit se rappeler que 1.2 est vraie pour R(h,...,h,) et non pour R(hy,...,hn41).
Commengons maintenant la démonstration de II. D’apres [3, Lemme 3.6] il existe un
sous espace Wy, de [X], contenu dans L(b), telquesi 1/(p—1)<b<p/(p-1)

(1.7.4) Ld) =wW® + > DY L(b)

lvl=t

https://doi.org/10.1017/5S0004972700034043 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700034043

[11] G-fonctions et cohomologie 363

on W = Woo+l; Dy W +|§I:2D§’OOW°°+...+I Izl: 1Dﬁ’°°W°°. Maintenant
v|=1 v|= v|=l-

si on refait les mémes calculs qu’a faits Dwork dans [5, Lemmes 2.1, 2.2 et Théoréme
2.1}, en remplagant [5, Lemme 1.3] avec {3, Lemme 3.10], on trouve que si 1/(p — 1) <

b<p/(p-1)

(1.7.5) ch)) n Z Dz,ooL(b) = {0},
lvl=1

(1.7.6) dimg WY = N.

Puisque si b < b, les éléments de I'espace L*(b') agissent comme formes linéaires

sur ’espace L(b), on a que ICg?oo(b’ )} s’identifie & un sous espace de Hom(L(b) /
> Dj‘Q’mL(b),Q) et donc grace & (1.7.4), (1.7.5) et (1.7.6) on a que si 1/(p—1) <

Jw|=l
b <p/lp-1)
(1.7.7) dimg £ () <N,

c’est-a-dire, la fonction

1
1. r ) N
p—-1p-1
b dimg £ (b)
est majorée par N. Par conséquent puisqu’elle est bornée et monotone croissante,
elle est localement constante dans le complémentaire d’un ensemble fini S. Fixons un

be (1/(p—1);p/(p—1)] \ S. 1l existe alors un ¥ < b tel que K (b) C L*(¥') et
donc ’application

KD (8) x L(b) —
(€*,€) —> coefficient de X° dans le produit ¢ - £*

est bien définie. D'autre part puisque pour tout b € R, b > 0, W, C L.(b) et d’aprés

(1.71) F et F; € L(p/(p—1)) pour i = 1,...,n, on observe que si b < p/(p~-1),

&8 C Le(b). Donc si on définit E(b) = Le(5)N Yo DY o, L(b), d’aprés (1.7.4), (1.7.5)
Jvl=l

et (1.7.6) on obtient que si 1/(p—1) <b<p/(p-1)

(1.7.8) dimg L.(b)/E(b) = N.
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Considérons maintenant les projections m, : L(b) — c(,'o) et mep @ Lc(b) —
L.(b)/E(b). Grace a (1.7.5) elles sont bien définies. Vérifions que m.p est con-
tinue: en itérant [3, Lemme 3.6], il existe un sous espace V(b,c) de 2(X) tel que

sil/(p—-1)<b<p/lp—-1)ete=b—-(1/p—1)

Lb,c)=V(bc)+ > Dy Vibete)+ D Dy V(bc+2e) +--

lvi=1 lv|=2
ot Y DY Vibet+ (1—1)e)+ Y DY o L(b,c+ le).
lv|=t—1 |v]=l

Ceci entraine que m, est continue et en particulier que son noyau, Y D} . L(b), est
lv]=t

fermé dans L(b). Par conséquent E(b) est fermé dans L.(b) et donc m.p est continue.
Alors si x est un élément de Hom(L.(b)/E(b),2), x o mp est une fonction linéaire
et continue sur L.(b). Mais puisque d’aprés [11] I’espace des fonctions linéaires et
continues sur L.(b) est isomorphe & L*(b), il existe un £* € L*(b) tel que pour tout

€ € Lc(b)
(1.7.9) (x o me,p)(€) = (€7,€)-

D’autre part 7.p annule > DYy L.(b), et donc en réalité £* € ICg)oo(b). En
lvl=t ’
résumant, on a construit 1’application

Hom(Lc(b)/E(}), ) — K9 (b)

x— &

qui est injective d’aprés (1.7.9). Alors grice & (1.7.8) et (1.7.7) on obtient que
dimg ICg?oo(b) =Nsibg Setl/(p—1)<b<p/(p—1). Par conséquent puisque
I’application b — dimg Kﬁ?w(b) est croissante, majorée par N et atteint son max-
imum sur le complémentaire d’un ensemble fini, elle est constante, c’est-a-dire, si
1/(p—1) <b<p/(p-1), dimgK{ () =N.

IIL Si 0 < b < p/(p — 1), dimg K (b)) = N.
Posons G(A, X) = [] 6(XeA.X") et considérons ’application
u€F

o L*(b) — L‘(%)

ol a* = vy_ 0 G(A,X) o ¢. Puisque d’aprés {6, 21.1] G(A,X) C L(1/(p—1)}, on a
que si 0 < b < p/(p—1), a* est bien définie et injective (y_ o9 o G(A4, X)™" est
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son inverse & gauche sur I'image). Mais alors aussi a} : L*(b)) — L*(b/p®), qui est
I’ s-iéme itération de a*, est bien définie et injective si 0 < b < p/(p — 1). D’autre part
puisque D} ; ,oa*=pa*oD},; . ,0naquea ( gls (b)) (’) oo (b/P*), et donc
grace 4 II on obtient que N < dimg Kg?oo(b/p’) sil/(p-1) < b<p/(p—1). Mais
puisque Kﬁ?w(b/p’) s’injecte dans Kﬁ?w(b), toujours grace & II on trouve l'inégalité
inverse et par conséquent on peut finalement conclure que si 0 < ¥ < p/(p-—1),
dimp K () =N
IV. Notre théorie: I'espace }Cg?I

Posons
(1.7.10) 81(t) = expm(t — tP), bi(t) = [ &x (t"j),
=0
G1(4,X) = [] 01(XoAux™),
ueF
et pour 2 =1,...,n+ 1, définissons les opérateurs différentiels

Dy = E; + nXohi(A, X),
D:i,i,l =+q_o (—E; + nXohi(A, X)).

L’indice 1 sert & nous rappeler que wXph(A, X) est associé a G (A, X) puisque
G1(A, X) = exp(mXoh(A, X)). On remarque que ces opérateurs sont comme ceux
définis en (1.4.1) et (1.5.1) mais ol on remplace X par Xj(ﬂ'uX())l\d, et donc pour
chaque bER, >0, K(')I(b) IC(') L*(b), ot IC est le module introduit en 1.5.

V. Transition entre notre théorie et la théorie & 'infini.

ol(t) des fonctions 8(t) et )(t) définies respective-

Introduisons le quotient k(t) =
ment en (1.7.2) et (1.7.10). Vérifions que k(t) € M((p—1)/p) : puisque k(t) =
exp (t(m — 'y))~f[ exp (—'nt”'fn) il suffit de démontrer que pour tout ! > 1, exp (—wtpl'y,)
et exp(t(m — 'y)_)le M((p—1)/p). Gréace & (1.7.1) on montre trés facilement que pour

chaque I > 1, exp (—7rt”"n) € M((p—1)/p). Pour vérifier que exp(t(r —1v)) €
M((p — 1)/p), posons ¥ = wz pour un certain z. Puisque s(y) =0 on a

— 2—
hz) &1 G L 4z
p p?
On observe que h(z) est analytique et limité par 1 dans le disque D(0,17) et donc

Vze D(1,17)
h(z) = Bo+ B1(2 = 1)+ B2(2 — 1) +...
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avec B, = (h(”)(l))/(s!), |Bo| < |p|, |B1] =1 et |B,s| < 1 pour chaque s € N. Par
conséquent d’aprés [8, IT 2.1] il existe un seul zéro zp de h(z) tel que |1 — z| < |p|.
Mais alors, puisqu’au début de I on a choisit v comme étant le zéro le plus proche de
m, on a = zm et donc on trouve que exp(t(r —v)) € M((p — 1)/p).

Maintenant soit G = [] k(XoA,X*"). Puisque k{t) € M((p—-1)/p), si 0 < b <
uvEF

((p — 1)/p), lapplication
¥-0G : L*(b) — L*(b)

est bien définie et est un isomorphisme (7. o G~! est son inverse A droite et & gauche).
D’autre part puisque D} ; ;07_0G =vy_0GoD} ; ., on trouve que 'y_og(KZ(l) (b)) c
(') 1(0) ® Q et donc grace & III et (1.4.3) on peut enfin conclure que si 0 < b <
(/9. K9 = KD,0). 0
COROLLAIRE 1.8. Soit

* _ 1 Gw,u’,’(A) 1
{wu’i’A - Z x(A4) (R(A)ﬂ')woﬁ} 1IN

wEFy 1<|ulgi-1

une base de Kﬁ). Alors

wut( )

(A) ey 2 —woe + o(1) Ve > 0.

ord4
2. CAS D’UNE SUITE REGULIERE

2.0. Dans ce paragraphe on va démontrer, sous I’hypothése de régularité, que W
est un module différentiel de type G. Commencgons avec le cas | =1

PROPOSITION 2.1. Sifi,..., fat1 est une suite réguliére, alors dimg ) w)
= N. Par conséquent W) | muni de la connexion oy, est un module différentiel sur
K()).

PREUVE: Conséquence de la décomposition de I'espace R qui se trouve dans (5,
Section 1]. 0

2.2. Maintenant on va spécialiser la théorie duale introduite en 1.5:
Rj, = Hom(R, K(3),
ir=17-o0(—E;i + fi(), X)) (1<i<n+1),
KO ={e eR; | Dixe*=0 Vi=1,...,n+1}.

De plus on modifie aussi les espaces L(b) et L*(b), introduits en 1.6, en remplacant
par 2, un corps qui soit complet pour une extension de la valeur absolue v-adique de
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K(m,) et qui contienne un point générique t,. On considére A comme une variable de
Q,. Grace A ces espaces et a la théorie duale on peut finalement démontrer que

p(G(N)) = Z log* 1. +00
UE'Pf Rv

ol G()A) est une matrice N x N qui représente la connexion oy sur W et R, est

. . R J .
le rayon de convergence de la matrice solution du systéme o G(\) = 0 au point
générique t,,.

THEOREME 2.3. Si f1,..., fat1 est une suite réguliére, alors pour chaque v €

Py le rayon de convergence, R,, de la matrice solution de 6% — G(X) = 0 au point

générique t,, est au moins |R(t,)|. Par conséquent

P60 < 3 1ot Ty

uG‘P

PREUVE: Simplifions les notations en indiquant avec R(A) (respectivement R(t,))
le résultant des polyndémes fi(A, X),..., far1(A, X) (respectivement fi(ty, X),...,
fa+1(ts, X)). Pour trouver la matrice solution au point générique ¢, du systéme

X — G(X) = 0, considérons I’application

Ty 5 Ky — Kr®Q,

ou Ty , = v- oexpnXo(f(X,A) — f(X,t,)). Vérifions si cette application est bien
définie. En faisant des calculs trés simples, qu’on laisse au lecteur, on trouve

(2.3.1) exp 7 Xo(f(X,A) — f(X,t,)) € L(ord(X — t,,)).
D’autre part en spécialisant de fagon convenable le vecteur A de 1.8 on obtient
(2.3.2) K  L*(ordR(t,))-

Mais alors pour tout £* € K, , le produit Ty, ,(£*) existe si ord(A — t,) > ordR(t,). De
plus puisque T}, yoD;, = Dj,oT; ,,onaquesi§* € K, alors Ty ,(£*) € Ka®Q,.
On peut donc conclure que T;, , est bien définie si |A —t,| < |R(t,)]-

Maintenant soit {w],},¢;<n (respectivement {w}, },¢;cn) une base de Ky (re-
spectivement de ICtv) qui a pour base duale la base {w.-,,\}lgs n (respectivement
{wit, }1<ign) composée de mondmes de la forme mJoX* avec u € Fo. De plus
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0 of

t . e . .
) /\) et Y(t,,A)" la matrice de ’application T3, »- Puisque

soient o} = - o (

Tt:,,,\ ° )

_i l‘(tﬂ, A) - G(A) » (t", A),

c’est-a-dire, Y(ty, A) est la matrice solution au point générique ¢, dont on doit chercher
le rayon de convergence R,. Mais alors, si w}, = > Buy(l/X") et T \ = 7-o0

u€Fo

( > HwX'”) , grace a (2.3.1) et (2.3.2) on a

weFy
Y(to, ’\)j,i = (Tt:,,,\ (w:,t.,)’ 0 X") = Z HyBytu

weFg

avec

ord(HyBua) > wo(ord(A — t,) - (ordR(t,,))) — ugordR(t,) + (1),
et donc on peut conclure que R, > |R(t,}]. a

2.4. Passonsaucas [ > 1:

PROPOSITION 2.5. Sifi, ..., fa+1 est unesuite réguliére, alors dimg () wi =
N . Par conséquent pour chaque l € N, [ > 1, W® | muni de la connexion oy, est un
module différentiel sur K(X).

PREUVE: Conséquence de [5, Théoréme 2.1}]. 1]

PROPOSITION 2.6. Sifi, ..., fat1 est une suite réguliére, alors pour chaque
leN, I>1, WY est de type G.

PREUVE: Soit G()) la matrice N x N & coefficients dans K(A) qui représente la
connexion oy sur le module de type G, W(1) | c’est-a-dire,

wy wy
o] ¢ |=GW | P |+ >, DR

wN wN ie{l,...n+1}

Si on applique DY, avec |v| <1 —1, & droite et & gauche de cette dernitre égalité, on

obtient
D w, D¥w,

oa : =G(\) : + Y DR
Dwy DYwp lwi=1+|v|

https://doi.org/10.1017/5S0004972700034043 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700034043

[17) G-fonctions et cohomologie 369

Par conséquent si on choisit comme base de W), la base ordonnée
{wj: 1<j<N; D'wj: Ju|=1,1<j<N; ...; D’wj: [vy|=1-1,1<j < N},
on trouve que la matrice G()\) qui représente la connexion oy sur W) est de la forme

G(\)
G()) *

o
G())

ol la partie triangulaire supérieure est composée de matrices N x N & coeflicients dans
K()). Mais alors puisque G(A) est la matrice d’'un module différentiel de type G, on
peut conclure grace 4 [1, IV 3.3 Lemma 2].

3. CAS D'UNE SUITE NON REGULIERE

3.0. Dans ce paragraphe on va démontrer que méme sans [’hypothése de régularité,
W® est pour tout ! > 1 un module différentiel de type G. Pour traiter ce cas, on
va introduire une nouvelle variable, soit I', et on va utiliser la notion de polynéme
générique, introduite dans la Section 1, de fagon a nous réduire au cas d’une suite
réguliére.

3.1. Soit g(A\,T,4,X) = f(A\,X)+Th(A,X) ou h(4,X) = 3, A, X" est un

ueF
polyndme générique. Posons g;(A,T', 4,X) = Ejg(A, T, A, X) pour f: 1,...,n+1.
Puisque le résultant R(\,T, A) de ¢1(\T, A, X),...,9n+1(A, T, A, X) est un élément
de Ok, T, A] qui s’annule quand I"' =0, on a

(3.1.1) R(\T,A) = re(po()\, A) +Tpi(A, A) + T2p5(\, A) + .. )

ol po(A, A) # 0 et pour chaque i € N, p;(A, A) est un polynéme homogéne de degré
e + 1 par rapport aux variables {A,,}ue - Maintenant spécialisons A dans un A ¢
ntd
O™ ) tel que po (A, A(o)) # 0. (Dans la suite, si c’est nécessaire, on va modifier cette
spécialisation). Les polynémes g1 (A, T, A®, X),...,gn41(A,T, A©®, X) forment alors
une suite réguliere, c’est-a-dire, R(,T', A©®) # 0. Pour simplifier les notations on pose

(3.1.2) g\ T, X) % g(,\,r, A(O),X) =fO\X) + rh(A<°),x),

(3.1.3)
RO\ D)% R(A, T, A<°>) —Te (po (,\, A(°>) +Tpy (,\, A(°>) +T2p, (,\, A<°>) ¥ )
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REMARQUE 3.2. On peut expliquer ce qu’on a fait en 3.1 de la fagon suivante: notre
but est d’étudier f(A, X) en le rendant une spécialisation (I' = 0) d’une famille qui est
génériquement réguliere {g(A,I', A, X)}. Cependant il y a plusieurs choix pour cette
famille: chaque fois qu’on spécialise A, on obtient une famille différente. Notre but est
de choisir la famille, c’est-a-dire, la spécialisation de A, qui rend minimum ’entier “e”
qui apparait dans I’équation (3.1.1).

3.3. Avant de commencer ’étude des modules W) sous I’hypothese d'irrégularité,
on va spécialiser les notions introduites en 1.4 et 1.5 pour le polynéme générique afin
d’en trouver d’analogues pour le polynéme g{\,T’, X). On obtient

Rar= )Y K(\,I)X",
u€EF

R} r = Hom(Rx r, K(A,T)),
Di\r=7-°(-Ei+g(A\T[,X)) 1<ig<n+1),

wi. = R,\r‘/ > DYrRar,
lw|=l

[} *
K = {6 € Byp | Dy%& =0 ¥ |w|=1}.
3.4. Commencons par démontrer que, méme dans le cas d’une suite non réguliere,

WO est un module différentiel pour tout I > 1

ProrPoOsITION 3.5. Soit fi,...,fns+1 une suite non réguliére. Alors pour
chaque | € N — {0}, W) est un module différentiel sur K()).

PREUVE: Considérons I'application
* ]
Tor: Ky — K{r ® KA)(T)

oit Tgp =v-oexp(9(A, T, X) —g(A,0,X)). Vérifions qu’elle est bien définie. Si £* €

KI& » alors le produit exp (Th(A®, X)) -£€* est bien défini puisque £* = Y Cu(1/X™)
u€EF

avec C, indépendant de I’ et

(3.5.1) Tor=7-°Y By(AT)X®,  By(A\T) € KNI,
veEF

avec lim By(\T') = co. De plus puisque D;,\roTgr = Tor o Do, On a que si
V00

= ’Cf\',)o alors Tg p(€*) € /C(l) ® K(A)((I')). On peut donc conclure que Ty est bien
définie.
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Puisque Tgr est injective (Tf, = v~ o exp(g(A,0,X) —~ g(A, T, X)) est un inverse &

gauche sur I'image) et puisque of o Tgr = Tgr © o= implique

or
(3.5.2) o F(zc(;o) C Ker(op, KO ® K(AN)((T))),
on peut conclure grice a [8, III 1.2] et 4 2.5 que

dimg ) K = dimgy T (’CA o) < dimg(x) Ker (UE, ke K (A)((I‘)))
dlmK(,\)(p) K:)‘ r= =N < +o0o0. 0
3.6. Maintenant, comme en 2.3, pour démontrer que W) est de type G, on va
vérifier que p(G())) < +oco0, ot G(A) est la matrice qui représente la connexion o sur
WO | Commencons par chercher des informations sur les éléments de Klf\l,)o. On observe

que si w3, o est un élément d’une base de ICS\‘,)O et si 75 1 est 'application définie en 3.5,
alors

(3.6.1) Tsr (w3 0) r=0 = W} 0-

(Grace a (3.5.1) on sait que l'on peut spécialiser le I' en 0). Donc, pour avoir des
information sur wj, il suffit d’étudier T(;,r("”f\,o)- Puisque R(A\,T) # 0, grace
a [5, Théoreme 2.1], on sait que si {wiar},¢;cn €st une base de Wf\ll)- alors
{D¥wiar}ogivigi-1 est une base de W() En supposant que les DYw;  r soient

1€ig

des éléments de K[A,T', X], on obtient que
8i0 = (To.r(w3 o), D*wiar)

est une combinaison K[, I'-linéaire de coefficients de exp (Fh(A®), X)) - w3 o et donc
c’est un élément de K(A)[[T']], c’est-a-dire,

(3.6.2) To,r (w3,0) Z > biuADwlyar
i=1 0g|v|<i-1
ot les 6; ,,(/\ T') sont des éléments de K(A)[[T]] et les w], , p sont des éléments de la

base de IC)‘ r» qQui est duale a la base {D"wj r}ogiigi-1 - En réalité on peut avoir des
1€iKN

informations plus précises sur le vecteur 6 = (6; (A, I));,: d’aprés (3.5.2) ce vecteur
satisfait le systéme différentiel

d
3T -G(A\T)=0
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ol G(\,T) est une matrice NxN 3 coefficients dans K (), ") qui représente la connexion
3 ag (1)
= — ur Wy
or tar®
3.7. Dans le théoréme suivant nous allons étudier plus en détail €, mais avant,
comme en 1.6, on va faire un petit changement de notations: pour simplifier les calculs

on introduit 7,Xp, c’est-a-dire, on remplace X; par X; (1r,,X0)1\d

3.8 NOTA BENE. Aprés ce changement, la connexion or devient or = (ﬁ +
X ovr.,g—lg,) , mais les coefficients de la matrice G(A, ') appartiennent toujours & K(A,T"),
c’est-a-dire, le systéme différentiel 61 G(A,T) =0 ne dépend pas de v.

THEOREME 3.9. Soit v € Ps. Munissons K(\,I') de la norme de Gauss par
rapport & A et T, et soit Q la cléture algébrique de K (A, T') munie d’une valeur absolue
qui prolonge celle de K(A,T). De plus soit 8t = (6;,,(\,T)) oglw|gi-1 le vecteur &

1€ig

9 5 —0=G(\T)d avec G(A\,T') définie comme en 3.6.

coefficients dans K (M\)([[']]} tel que BT

Alors 6;4,(A,T) converge pour
14n52
| < |p0(,\,A(°>)| .

o0
Par conséquent, si 0; 4, (A, T) = 3 h; [ avec hiy , € K(X) pour tout s, alors pour
8=0
chaque € < 1, il existe M(e) > 0 tel que
M(e)
14N2)°
(¢ loo(n, 4@)[)*(+)

(3.9.1) |Piw,s] <
PREUVE: Puisque R(/\,I‘) # 0, grace & 2.6 on sait que si on choisit de fagon
convenable la base de KI,\ r»> la matrice G(A,T') est de la forme
G(\,T)
G(AT) *
o
G\ T)

ol la partie triangulaire supérieure est composée de matrice N x N 3 coefficients dans
K(\,T) et ot G(A,T') est une matrice N x N a coefficients dans K (A,I') qui représente
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la connexion or sur Will)‘ D’aprés A.1, si R(A,t) # 0 alors % -G\,T) =0
admet un systéme de solutions formelles dans K(A)[[I" — t]], et donc les singularités
non triviales de ce systéme sont contenues dans I’ensemble des I tels que R(A\,T') = 0.
Mais alors si I' = @ € Q est le zéro minimal de R(A,T) tel que 0 < |a| £ 1 (si un

tel zéro n’existe pas on pose ¢ = 1), on a que le systéme Faéf —al'G(\al’)) =0

a seulement des singularités triviales dans le disque D(0,17) \ {0}. D’autre part si

on spécialise A dans un élément X de K tel que R(A,T) # 0, % -G(AT) =0
est “un” systéme (dont la variable est T'), et donc grace & 2.3 p(G(}, T)) < +oo.
Mais alors d’aprés [8, VII 2], pour une infinité de valeurs de A dans K, ce systéme
a en I' = 0 une singularié réguliére avec exposants rationnels, et par conséquent on
a

) a—F—G(z\,I‘) =0aenTl =
0 une singularité réguliere avec exposants rationnels. Ceci implique que le systéme

peut conclure qu’aussi pour A transcendant sur K

différentiel Fair —al'G(), al’) = 0 a une matrice solution & I' = 0 de la forme suivante:

Y (eI)I'8 avec Y(T') € GL(N, K(A)((T))), B € Myxn(K())) et les valeurs propres de
2

B rationnels. Alors grace a (8, VI3.4] r(Y) > || T(uarc(,\,a[‘),tv)N , 01t UparG(a,al) by

est la matrice solution au point générique ¢, de Fa_r —al'G(A,al’) = 0 et r indique

le rayon de convergence. Par conséquent si Y(I)I'B, avec Y(T) € GL(N,K(A\)((I)))

et B € My, 7(K())), est une matrice solution & I' = 0 du systéme 511_‘ -g(\T)=0,

d’apres A.3 on obtient

2
(3.9.2) (V) 2 la| r(Uarcraryee)”

On doit donc calculer |a| et r(u,,m( ,\’a[‘),tu) . Pour cela, on va reprendre partiellement
la démonstration de [8, VII 3.3]: soit t, un point générique tel que jto] = |a|. Si
ty = (to/a) on trouve

[> o]

Gt
(3.9.3) UnrG(aly 20 = Zoaa$(r —t,)".
8=
Mais d’apres [8, VII 3.1] on a
X*G
st | @) 1
log —% — > -3 log ————— + constante
X°G, (la]) 0<[T|<1,T" non triviale sup (laf , [T)
sl o R(A\,I)=0
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et donc grace & (3.9.2), (3.9.3) et au théoréme de Dwork-Robba [8, IV 2.1 et 2.2] on
obtient

2 N2
r(¥) > lel r(Usorys) ( II |F|>

0<{r|<1,TI' non triviale
R(A.T)=0

Par conséquent grace & A.1 et A.2 on peut conclure que

r() > | (2 40)" " 0

3.10. Avant d’utiliser les informations qu'on a trouvées sur 6, pour étudier IC(;,)O,

on va modifier les espaces L{b) et L*(b), introduits dans 1.6, en remplacant Q par Q. ,
un corps qui soit complet pour une extension de la valeur absolue v-adique de K(m,) et
qui contienne un point générique ¢,. On considére A et ' comme des variables de €.
Nous allons chercher un élément b € R, b > 0 tel que ICg‘l’)o C L*(b). Cette information
nous sera utile pour calculer p(G()\)).

THEOREME 3.11. K{} c L*((1+e(1 + N?)) ordpo(A, A®)).

PREUVE: Puisque R(A,T") # 0, d’apres [5, Théoréme 6.2] on sait que les éléments
w}, sr de la base de fo\l,)r peuvent s’écrire de la facon suivante:

. _ 1 Gu,w,\' ()\1 F) 1
Wi y AT = w;__o x(A,T) (R(/\,F)ﬂ'v)wo Xw

ou x(A,I),R(\T) et Gyu,i(A\T) € Og[AT] pour i = 1,...,N et pour tout u tel
que 0 < |u| £ 1—1. Par conséquent si x(\,I') =T7-¥(\,T) avec (X, 0) # 0, d’aprés
(3.6.1) et (3.6.2) on a

- . 1
X\ Dwio= > 5w Cw(A)
weFy

ou

(3.11.1) Cuw(N) =
hi,u,srs

(i Z Gu,w,i(/\7 F) 0gsgewg+7 )
i=1 oglul<i~1 L Lewot7 (po (A, A®) + Tpy (X, A®) + ... )wo |r=o

Donc, pour trouver un réel b tel que IC&',)O C L*(b), il suffit de calculer une estimation
de ordC,()\). En utilisant les notations de 3.9, on observe que

(po (,\, A<°>) +Tp, (,\,A(")) +.. )

—-wo
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est analytique pour |['| < |a| et limité dans D(O, [al_) par 1/(|po(/\, A(o))|w°). Alors
d’aprés Cauchy on a

(Po (,\, A(O)) +T'p; (/\, A(o)) +... )_wo = go(wo) + q1(wo)T

avec |gj(wo)| < 1/(|po (A, AO)|*° |a|j) et donc grice 4 A.2 on obtient

1
Ipo (/\’ A(O)) |w0+j .

(3.11.2) lg;(wo)| <
Par conséquent en spécialisant de facon convenable le vecteur A de 1.8 et en utilisant
(3.11.2) et (3.9.1), d’aprés (3.11.1) on peut enfin conclure que

M(e) 1
elrrewn) (1N2) |50 (3, A©@) | (e(tN)Juosr(1482)

ICu(M)] < p™°
0

3.12. Maintenant qu’on a des informations précises sur IC&I')O, on peut finalement

chercher le rayon de convergence de la matrice solution de aa—/\ —G(A) = 0 au point

générique ¢, et donc conclure enfin que, méme dans le cas d’une suite non réguliére,
WO est de type G pour chaque [ > 1

THEOREME 3.13. Soit fi,..., fny1 une suite non réguliére. Alors, pour chaque

i} .
Y —G(A) =0 au point

générique t,, est au moins |po (tu,A(O))|(1+e(N +1)). Par conséquent

v € P le rayon de convergence, R, , de la matrice solution de

(3.13.1) p(G(N) € (1 +e(N?+1)) log ———.
,,;, lPo(A, A“”)I
PREUVE: La démonstration est analogue & celle de 2.3. En effet, si on choisit

un point générique ¢, tel que po (t,,,A(O)) # 0, pour trouver la matrice solution de
0

E))
la faire agir entre les espaces IC o0 €t IC(’) ® €2y, c’est-a-dire,

- G(A) = 0 en ce point, on utilise 'application Ty, , définie en 2.3, mais ici on va

Tin Kido — K ® Q.

Apreés les calculs sont similaires & ceux de 2.3: il suffit de remplacer (2.3.2) par 3.11. 0

https://doi.org/10.1017/5S0004972700034043 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700034043

376 C. Bertolin [24]

4. MAJORATION DE p(4)

4.0. Dans ce paragraphe on va améliorer (3.13.1) en trouvant une bonne majoration
pour Y log1/(|po(A, A®)|,) en fonction de n, d, m et hoo(f).
vEPy

4.1. Commencons par spécialiser A\, I" et par modifier la spécialisation A(® de A
faite en 3.1.
En prolongeant éventuellement le corps K si nécessaire, spécialisons A en une racine
de I'unité, soit ¢, telle que po(¢, A®) # 0. Puisque g(A\, T, X) € O[\,T, X] et £ est
une racine de 'unité, on a

(4.1.1) > log ma A‘O’)l =Y loglpo( £, AC ))|

vEPy v€EPoo

ou la derniére égalité est due & la formule du produit [8, VII 1]. Spécialisons maintenant
I : soit 4 € K tel que |u|, =1 pour tout v € Py, et R(€,p) # 0. En ce qui concerne
A®© on va modifier cette spécialisation de A de fagon A ce que:
n+d
1) 4@ e o),
(2) Po (’\a A(O)) # O)

(3) les coefficients ALY soient des racines de l'unité.
Pour simplifier les notations posons
x) =3 ZC“X’X“ , h(A<°>,X) =3 A X,
uvEF s=0 ueF
et H, = sup |Cy,l, pour tout v € P. Avec ces spécialisations de A\,I" et A, on va
ngsfm
maintenant améliorer (4.1.1) et donc (3.13.1).

THEOREME 4.2.

(42.1) ple) < (MDY

2on((329) 4523) 2w )

PREUVE: Puisque R(§, ) # 0, d’aprés [5, Section 1] I'application linéaire

§: Rp*' — Rap
n+1
(91,1 qn41) — Z‘Iigi

=1
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est surjective. Choisissons comme bases de Rn41 et de RPF! celles composées de
mondmes. Conformément a 3.1 po(€, A®) est le coefficient de p® dans R(£,n), et
R(&, i) est le déterminant de la sous matrice de rang maximum de la matrice A qui
représente 4 par rapport aux bases qu’on a choisies. Par conséquent en utilisant les
notations de 4.1 on trouve

(4.2.2) Po (g,A“’)) = > (Aaewﬁ.) /\(A,,GJJZ,)

JCI,#J=e
JuJ'=1,0nJ' =0

ol I est un ensemble de N’ = ("*",‘l“)d) éléments, X, est un vecteur dont les co-
efficients sont les u,(z Cy €8 ) pour tout v € F et )70, est un vecteur dont les

=0

coefficients sont les uiAS, ) pour tout u € ¥. Comme d’autre part
2 _(n+d n+d\ _ (n+d\ (n+2d)
gu‘_(d—l)+2(d—2 “\d-2) @-D

et que £ et les coefficients du vecteur A(®) sont des racines de ’unité, on trouve

(5"
2 ||| < ((Z ! ;) (Zi+ 21‘?)1/2 (m+1)Hyq ,

ol pour tout v € P, Hy g = = HY® avec | = [K:Q,e, =181 K,=Rete, =2
si K, = C. Mais alors, en appliquant le théoréme d’Hadamard aux (A; ’) déterminants
qui apparaissent dans la formule (4.2.2), on obtient grace & (4.2.3), (4.2.4), (4.1.1) et

(3-.13.1) que
p() < 1+ e(v? + 1)) g ()
(4.2.5) + NTI log<(3 :L g) (Z;L 21‘;)) +(N' —e) (log (m+1)+ hoo(f))] .

Enfin puisque (’Z') <2V e (N'~€) < (N'/2)? et e < N', on trouve la majoration
(4.2.1). a
REMARQUE 4.3. On observe que la formule (4.2.1) nous fournit une majoration effective

de p(G (X)) indépendante de “I”. En effet la majoration, que nous venons de trouver,
dépend seulement du polynéme f(A, X) introduit dans 0.3:

(1) 7n+1 est le nombre de variables Xy,...,X,41 de f(), X),
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(2) d est le degré d’homogénéité en les variables X1,..., X, 41 de f(A, X),
(3) m estle degré en A de f(), X),
(4) hoo(f) est la hauteur logarithmique & l'infini de f(A, X).

De plus grice & (4.2.5) on a que si fi,..., fn4+1 €st une suite réguliere (e = 0), alors
(4.3.1)
1 n+d\ (n+2d d
p(GN) <N’ (% 108 (32D | log(m+1) + heol1)) Y 0(9(N)
2 d-2) (@-1)
et si fi1,..., fas1 D'est pas une suite réguliére (e #£ 0), alors

(4.3.2) p(G(N) € (1+e(N?+1)) [log (]Z I) + po(g(,\))] L pe(6(N).

5. EXEMPLE

5.1. Je termine en donnant un exemple de module W) . Soit
fOL X1, Xa) = X7+ 220 X1 X, + X2
En utilisant la terminologie de la Section 0 on trouve que

D, =Fi+ 2(X12 + /\X1X2),
D, = B> +2(A X1 X2 + X3),
7]

= ) +2X,X,.

X

Puisque d’aprés 0.3 R = @@ R,, ou R, est I’espace engendré sur K (\) par les monémes
s€EN
X1 X,? avec u; +up =52, on a que R est le K())-espace des polyndmes homogeénes

de degré pair dans les variables X; et X,. En particulier R = (fiR+ fa2R)+1 K(\)+
X1X2 K()\) et donc WY = R/(D,R + DyR) est engendré sur K(\) par 1 mod D1 R+
DR et X1X5 mod DR+ D;R.

Maintenant cherchons la matrice G()\) qui représente la connexion o sur W),
c’est-a-dire, telle que

1 1
o ( X, Xz) =G(\) ( X, Xz) mod D1 R + D;R.

1\ 2X1X2)
P\ xxe) " \exzxz )
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En utilisant les définitions de f; et de f, et la régle de Cramer on trouve

2 1 1
2y2 _ 2
2X2X] = =5 (X5 o - XX 5 i)
Mais puisque
X2f,=0 mod D1 R+ D3R,

X1X2f1 = —X1X2 mod D1R+ DzR,

cn=(2 A
w=(o Ao)

5.2. Pour avoir des informations sur W® pour ! > 1, on observe que
R(\) =16 (1 - A%) #0,

c’est-a-dire, f1, f est une suite réguliére. Par conséquent, pour étudier W) on peut
utiliser les résultats obtenus dans la Section 2. En particulier grace a4 2.5 on a

dimgy WO =1 (1 +1),

on obtient

et d’aprés 2.6 on sait que si on choisit de fagon convenable la base de W® alors la
matrice G()), qui représente la connexion oy sur W() | est de la forme

0 /2\ \
0 1o *
0 2
A
1-A2
O 0 /2\
\ ° =5/

ol la “diagonale” est composée de I{l — 1)/2 matrices 2 x 2 toutes égales & G(A). De
plus puisque Ao {f) = log2, d’aprés (4.3.1) on a

po(G(A)) <5 (% log5 + 2 logZ) < 400.

Mais dans cet exemple trés simple, on peut vraiment calculer p(G())). En effet, les
solutions du systeme d/(d\) — G(A) = 0 sont

2
———dA
1 / (1-a2)/?
0/’ _ 1

(1 - a2)l/2
et puisque !'intégration ne change pas le rayon de convergence, celui-ci est 1 si p # 2 et
1/2 pour p = 2. Par conséquent p(G(})) = 2.
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APPENDICE

PROPOSITION A.1. En utilisant les notations de la Section 3, soient v € Py, t,
un point générique pour cette valeur absolue et R(A,t,) le résultant de g;(\,t,, X),...,
gn+1(A, ty, X). De plus soit G(A,T) la matrice N x N a coefficients dans K(\,T)

qui représente la connexion or = i + er-@ sur W\, Alors si R Aty) £ 0,
or or AL

les solutions du systéme 3T G(M\,T) = 0 au point générique t,, convergent pour
|F - tvl < IR(’\’tu)I
PREUVE: Analogue 3 celle de 2.3 Section 2. 0

LEMME A.2. Soit Q un corps algébriquement clos muni d’une valeur absolue
finie. Soit f(X) = Ao+ A1 X +-- -+ AnX™ € Q[X] avec f(0) = Ap # 0. Alors

IT =l
F(m)=0 | lgaues
lri<1

PREUVE: Conséquence de [8, I 6.1]. 0

LEMME A.3. Soient F un corps différentiel de caractéristique zéro muni d’une
valeur absolue qui prolonge la valeur absolue p-adique de Q, X un élément transcendant

sur F et § = XdiX' Posons S = F((X)) et

S1={£ €S | € analytique pour 0< |X|< 1}.

De plus soit G une matrice appartenant & My, x,n(S1) de la forme suivante

G

0 G
Gy
avec Gy € Muxn(S1) tel que:
(1) - G, a comme matrice solution Uy X#1 avec Uy € GL(n,S1) et A, €
Muxn(F),
(2) Ia différence entre les valeurs propres de A; est de type 1 (voir [8, VI 1]
pour la définition de “nombre de type 1”).

Alors le systéme 6 — G a une matrice solution de la forme U X® avec U € GL(rn, S1)
et B € Mynxrn(F).

PREUVE: Je vais seulement donner 'ésquisse de cette démonstration.
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I. Supposons que F contienne
(1) ¢ éléments z),...,z, tels que Vi,j =1,...q, 6(zi) = aiz; avec o; € F
et o —a; ¢ Z pour i # j,
(2) un élément w tel que §(w) =1.

Alors les {z;w?}1<igq sont linéairement indépendant sur F((X)).
j20

II. Posons T = S[log X], T} = Si[logX]) et Va € F Wy = X°T et Wy, =
X°T; . De plus soient aj, ..., a4 des éléments de F appartenant a des classes distinctes
modulo Z. Alors la somme Wy, + -+ + Wy, est directe et si —a1,...,~aq sont de
type 1, alors

§(Way1 ++ + Wag) = Way 1 + -+ Waga

III. Soit G une matrice appartenant & M, +ns)x(ni+ng)(F((X))) de la forme
suivante: . O
—é = 1 —2
( o G4)

avec G1 € Mu xn, (F[[X]]) et G4 € My xn,(F[[X]]). Alors il existe une matrice
H € GL(n1 + ng, F(X)) tel que

— o _ —
G[H] = Xa—)(-(H)H 1 + HGH 1 € M(n1+n4)x(n1+n4) (F[[X]])

IV. Soit G une matrice appartenant & M, +Ny)x(n1+N,)(S1) de la forma suivante:

G- (5"1 ?2) .
O Gy
Supposons que § — 61 (respectivement § — 54) ait comme matrice solution U; X 8
(respectivement Uy X ;{4) avec Uy € GL(ny1,51) et A; € My, xn, (F) (respectivement
Uy € GL(n4,S1) et Ay € M,,4x,.4(F)), et que les differences @ — B, avec « et
respectivement valeurs propres de A1 et A4, soient de type 1. Alors §— G admet comme
matrice solution UXB, avec U € GL(ny + ny, S)) et Be M, 4 Ny)x(ny+Ng) (F) - 1]

Index des notations

m 0.3. Q 1.6.
R 0.3. R}, 2.2.
d 0.3. Dj; 2.2.
(A, X) 0.3. KV 2.2.
E; 0.3. Q0 2.2.
fi 0.3. G()) 2.2.
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D; 0.3. r 3.0.
D¥ 0.3. g(A\T, A, X) 3.1.
R, 0.3. R(\,T, A) 3.1.
F 0.3. pi(A, A) 3.1
wi 0.3. e 3.1.
o 0.3. A© 31.
h(4, X) L0. g(\,T, A) 3.1.
A 1.1. R(\,T) 3.1.
Ko L1. Ryr 3.3.
Qo 1.1. R} r 3.3.
h; 1.1. Dyr: 3.3.
R(h,... k) 1.2. Dir 3.3.
Ra 1.4. Wik 3.3.
Wy 14. KO 3.3.
Da; (1.4.1) G(\) 3.6.
Dy 1.4. w} o 3.6.
N (1.4.2) K, 3.6.
N (1.4.3) T r 3.6.
R;‘ 1.5. Wi AT 3.6.
D3, (1.5.1) §=(6,(\T) 386.
Y- 1.5. W], AT 3.6.
Ky L.5. G(\T) 3.6.
Fo 1.6. ar 3.6.
L(b) 1.6. Q! 3.10.
L*(b) 1.6. £ 4.1.
L.(b) 1.6. " 4.1.
L(b,c) 1.6. H, 4.1.
M(b) 1.6.
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