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§ 1. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, E un

ensemble ferme dans E et / une application completement continue de E

dans E. M. Nagumo a montre,1) apres avoir defini le degre topologique

d(b, E, I—f) de Fapplication /—/ de E en un point b $ (/—/)(&E), la

validitέ des proprietes importantes dont jouit le degre topologique. Mais

dans sa demonstration du theoreme de produit, il reste encore une lacune a

combler.

En efFet, soit Δ un ensemble ouvert contenant (I—f)(E), φ une application

completement continue de Δ dans E et c un point de E n'appartenant pas a

Le theoreme s'enonce alors comme il suit.

Sϊ Von designe par ΔUΔ2, Us composants de Vensemble ouvert Δ—(I—f){dE),

on a

(1) d{c, E, (I-φ)(I-f))= Σ d(c, It91-φ)d(bu E, I-f) ,

i

hi designant un point quelconque de Δt.

Dέsignons par Dk Vensemble des points y e Δ tels que
d(y,E,I-f)=k.

Grace a Γadditivite du degrέ topologique, la relation (1) est έquivalente a

Γέgalite

(2) d(c, E, (I-φ)(I-f))= Σ k. d{c, Dk, I-φ) .

dDk est une partie de Γensemble
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dJ\j(l-f)(dE)

et Γimage de celui-ci par /— φ ne contenant pas c, il existe un voisinage Ϊ8

(convexe et symetrique de o) tel que

ϊ8(c)Π(I-φ)(dDk) = 0

Soit Γ un compact D φ (Z). II existe une application continue S de Γ dans

un sous-espace a dimension finie telle que

Sy-y e<8

pour y e Γ. Soit 33 Γensemble des points y e Z tels que

(I-Sφ)y = c .

$8 est une partie compacte de J et on a

On peut en conclure Γexistence d'un voisinage U tel que

Soit C un compact ID f{E). II existe une application continue T de C dans un

sous-espace a dimension finie telle que

(3) Tx-x e U

pour a? e C.

Posons

(4) ft = (l~t)f+tTf .

M. Nagumo suppose Γinclusion

/ / ) ( £ ) c J ,

pour ί e [0, 1], ce qui n'est nulle part assure. Si cette inclusion est assuree, sa

demonstration est valide et son resultat est applicable. Cette remarque sera

utile dans la suite.

§ 2. Nous voulons done complέter sa demonstration. B etant la plus

grande partie compacte de Δ telle que (I—φ)(B) = c, Γensemble

A={x e E; (I-f)x e B}

est une partie compacte de Γinterieur EQ de E. Prenons un voisinage W tel
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que

et puis un voisinage V tel que

E' = V{A) c E\ (/-/)(£') c W{B) .

D'apres la definition de Ef, on a

B Π (I-f)(E-E'°) = 0 .

On peut done trouver un voisinage U contenu dans W et tel que

(5) U{B) Π (/-/)(£-£'°) = 0 .

II est important de remarquer ici que rien n'empeche de remplacer U par

un voisinage plus petit. Prenons une application continue T de C dans un

sous-espace a dimension finie telle que l'on ait (3). Definissons ensuite la

fonction ft par (4).

Si x e E9 on a

pour ί e [0,1]. Done la relation

{I-ft)x

implique

et la relation (5) implique x φ E—E/o. On a par suite

(6) B f Ί ( W t ) ( £ - F ) = 0 .

Si as e £', on a

(/-Λ)α e U((I-f)x) c ί/(T7(fi)) c

de sorte que l'on a

(/-Λ)(£0 c J^

pour ί e [0, 1], Et puisqu'on peut supposer U assez petit, la demonstration

de M. Nagumo est valable si Γon restreint a E' le domaine de Γapplication /.

Si done on pose
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D'k=ίyeΞJ>; d(y,E',I-f)=k} ,

on a

d(c, E', (I-φ)(I-f))=Σί k d(c, Dζ, I-φ) .
h

Or on a

d(c, E, (I-φ)(I-f)) = d(c, E'9 (I-φ)(I-f)) ,

car

c Φ (l-φ)(I-ft)(E-E>η .

Par suite, pour que Ton puisse obtenir (2), il suffit de demontrer l'egalite

d(c,Dk,I-φ) = d(cMJ-φ) .

Celle-ci est une consequence immediate de Γegalitέ

(7) BΠDk=BΠDr

k .

Si y e J5, la relation (6) implique

d{y,EJ-ft) = d{y,E'J-ft)

pour t e [0, 1]. En posant ί = 05 on obtient

d(y,E,I-f) = d(y,E',I-f) ,

d'oύ decoule l'έgalite (7).
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