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La construction de theories planetaires precises est un travail 
long et, pour ce qui nous concerne, n'est pas encore achevee. Aussi, 
les resultats dont nous parlerons ici ne sont que des resultats provi-
soires. Nous developperons quelques aspects des difficultes que nous 
avons rencontrees et les consequences de ces difficultes sur 1'orienta
tion des methodes utilisees pour resoudre les problemes suivant qu'il 
s'agit des planetes interieures ou des grosses planetes. 

Dans la construction de theories planetaires que nous avons entre-
prise, I'objectif est d'atteindre une grande precision sur un intervalle 
de 1000 ans afin d'ameliorer les ephemerides. Nous entendons par la 
conserver, sur cet intervalle, une precision de 0','001 pour les planetes 
Mercure, Venus, la Terre et Mars et de 0','01 pour Jupiter, Saturne, Ura
nus et Neptune. 

Les termes a longues periodes (periodes des perihelies et des 
noeuds qui sont comprises entre 50 000 ans et 2 000 000 d'annees) sont 
exprimes sous la forme de developpements par rapport au temps. Nos solu
tions ont done la forme des solutions de Le Verrier (1855), c'est-a-dire 
qu'elles contiennent des termes de Poisson. Un element quelconque 
s'ecrit sous la forme : 

2 3 
x = x + x t + x t + x t + . . . 

0 1 2 3 
• 2 

+ I ( s 1 + s 1 t + s 1 t + . . . ) s i n $ . (1) 
£ 0 1 2 1 

i i i 2 

+ £ (c + c t + c t + . . . ) cos *. 
£ 0 1 2 1 

ou t est le temps et les arguments $. des combinaisons lineaires des 8 

longitudes moyennes. Les coefficients x , x , x , x , . . . , s , s , s , 
i i i 0 1 2 3 0 1 2 

. . . , c , c , c , ... sont des fonctions des elements metriques et angu-
0 1 2 

laires autres que la longitude . lis sont conserves sous forme numerique 
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ou F est une forme fermee, X la solution du systeme a 1'iteration n et 
n J 

X ,, la solution a 1'iteration n+1 ; la solution de depart etant pour n+1 v v 
chaque planete une ellipse keplerienne. X et X . sont des vecteurs a n r r r n n+1 
48 composantes : les elements des 8 planetes. Un inconvenient de la me-
thode iterative est qu'elle necessite le calcul global des seconds 
membres des equations de Lagrange (2) ce qui, dans le cas des planetes 
interieures, entraine, pour atteindre la precision recherchee, une pro
liferation d'arguments des la deuxieme iteration. Cela s'explique par 
1'importance des petits parametres excentricites et inclinaisons de 
Mercure, et de Mars egalement. A titre d'illustration signalons, par 
exemple, dans la theorie de Mars, au premier ordre, la presence de 1'ar
gument 17A_ - 32X d'ordre 15 en excentricites-inclinaisons qui donne 

une contribution de I'ordre de 0','002 dans la longitude. Cela s'explique 
aussi par un rapport eleve des demi-grands axes entre Venus et la Terre, 
par la presence d'un grand nombre d'arguments quasi-resonants qui neces-
sitent une grande precision dans le calcul, et, en outre, par le fait 
que Mars surtout est perturbee d'une maniere importante par presque 
toutes les planetes du systeme solaire. Ainsi, le calcul n'est plus li-
mite par la precision souhaitee mais la taille de I'ordinateur. Travail-
lant actuellement dans des tableaux de 8192 arguments $., notre precision 

s'est revelee tres insuffisante pour determiner correctement les argu
ments quasi-resonants tels que, par exemple, 1'argument 4AT - 8AM + 3A 

dans la longitude de Mars, argument de periode 1783 ans soit 1000 fois 
environ la periode de la planete. 

Nous avons done, pour les planetes interieures, abandonne la methode 
iterative pour une determination ordre par ordre par rapport aux masses. 

Ecrivons l'equation de Lagrange d'une variable quelconque x d'une 
planete perturbee par une autre : 

dx 
g - fx(y.) ; i = 1, 2, ..., 12 (3) 

ou les y. sont les elements des deux planetes et x est 1'un quelconque 

d'entre eux. La solution s'exprime sous la forme : 

x = x ( ° ) + A
( 1 ) x + A

( 2 > x + A
( 3 ) x + ... (4) 

ou x est la solution keplerienne, A x les perturbations au premier 
(2) ordre des masses, A x celles au deuxieme ordre ... 

Nous avons done : 
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par le premier ordre A y.. Nous sommes en train de construire 

d A ( 2 ) x i2 3fx(yf
}) ( 1 ) 

1=1 • ' I 

On voit sur l1equation (6) que, contrairement a ce qui se passe dans la 
methode iterative, il est aise de determiner avec la precision souhaitee 
un argument quelconque fixe a priori dans le produit de la derivee 

3f (y<°>) 

9?i 
actuellement ce deuxieme ordre pour les planetes Mercure, Venus, la 
Terre et Mars. II faudra bien sur construire le troisieme ordre et pro-
bablement le quatrieme pour atteindre la precision recherchee. 

La methode iterative a toutefois donne, avec trois iterations, une 
determination assez bonne pour les arguments de periode pas trop grande, 
c'est-a-dire de 1'ordre de quelques dizaines d'annees. La solution obte-
nue sous la forme (1) contient, pour chaque element, entre 500 et 1000 
arguments suivant la planete et 1'element. Nous avons fait des comparai-
sons a 1'integration numerique sur des periodes courtes : 10 ans. Les 
ecarts sont de quelques 0','01 pour les longitudes et de quelques 0','001 
pour les autres elements, mais il est bien evident que sur un intervalle 
de temps si court on ne peut voir apparaitre les erreurs dues aux termes 
quasi-resonants. 

LES GROSSES PLANETES 

Pour les grosses planetes, la methode iterative donne des resultats 
plus satisfaisants. II y a en effet une proliferation d'arguments moindre 
et, toujours dans des tableaux de 8192 arguments $. , on obtient une pre
cision acceptable : 0','01 sauf pour quelques arguments quasi-resonants 
pour lesquels on est limite a quelques 0','01. Ces arguments devront etre 
ameliores, pour la partie periodique et la partie en tsin t de la solu
tion, par la methode d'accroissement par rapport aux masses. Par ailleurs, 
pour les grosses planetes, la methode iterative permettra d'atteindre 
dans la formule (1) des puissances elevees du temps. Notons quelques 
problemes de convergence pour 1'argument A - 2X de periode 4200 ans 

dans les longitudes d1Uranus et de Neptune. 

Actuellement nous avons effectue 5 iterations sur des seconds 
membres des equations de Lagrange limites a leur partie periodique et 
leur partie en tsin t. Mis a part l'argument A - 2A dans les longitudes 
d1Uranus et de Neptune, nous avons obtenu la convergence de notre solu
tion dans les composantes que nous avons conservees, c'est-a-dire les 
termes periodiques et les termes de Poisson. Nous avons done une solution 
de la forme (1) tronquee : 
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x = x + x t + x t + Z ( s + s t ) sin$. 
0 1 2 i 0 1 1 (7) 

+ Z (c1 + c1t) cos *. 
i 0 1 

Des comparaisons de cette solution a 1'integration numerique ou aux APAE 
donnent sur 1000 ans des ecarts de quelques dizaines de secondes d'arc 
pour les longitudes et de quelques secondes pour les autres variables. 

Nous avons represents sur les figures 1 a 4 les comparaisons a. 1'in
tegration numerique concernant Jupiter. Les temps sont porte's en annees. 
La courbe epaisse represente les differences entre notre theorie et les 
APAE ou 1'integration numerique (N - APAE ou N - IN). La courbe fine 
represente les differences entre la theorie de Le Verrier et les APAE 
(LV - APAE). II s'agit en fait de la theorie de Le Verrier-Gaillot d'ou 
sont tirees les ephemerides publiees dans la Connaissance des Temps. 

La figure 1 represente les differences exprimees en UAxsecondes 
d'arc, concernant le demi-grand axe. On constate, comme pour les autres 
elements, une difference pour t = 0 entre la constante utilisee dans la 
theorie et celle des APAE. Ces differences de constantes d'integration 
expliquent une partie des oscillations a courtes periodes que comporte 
notre courbe. Le reste des ecarts est du a 1'insuffisance actuelle de la 
theorie ; en particulier, on voit tres bien apparaitre la grande inega
lite entre Jupiter et Saturne de periode 883 ans et d'amplitude crois
sant avec le temps. Ce terme est de la forme : 

2 2 
s t sin (2XT - 5X„) + c t cos (2A.T - 5A„) 
2 J D 2 J o 

composante que nous n'avons pas encore determinee dans notre solution 
(7). La solution de Le Verrier-Gaillot est ici nettement moins bonne que 
pour les autres elements. 

La figure 2 represente les differences exprimees en secondes d'arc 
concernant les variables h = e sin ai et k = e cos to. On peut faire les 
memes remarques que pour le demi-grand axe. On constate que la theorie 
de Le Verrier-Gaillot est meilleure pour ces variables que pour le demi-
grand axe. Elle ne se degrade pas avec le temps mais comporte, sur tout 
1'intervalle, des ecarts de quelques secondes. Les ecarts entre notre 
theorie et les APAE, a une difference de constante d'integration pres, 
restent inferieurs a la seconde pendant plusieurs siecles. 

La figure 3 represente les differences exprimees en secondes d'arc 
concernant la longitude. Dans la longitude, notre solution se degrade 
assez rapidement avec le temps car les termes en t^ sin t, actuellement 
negliges, atteignent une centaine de secondes au bout de 1000 ans. Mais 
on voit que cette courbe traduit presque uniquement les effets de la 
grande inegalite entre Jupiter et Saturne. En effet, la figure 4 repre
sente, a une autre echelle, les deux memes courbes et la courbe tiretee 
(F. INT.) represente une analyse de Fourier des residus de notre theorie. 
Dans cette analyse, nous n'avons recherche que la grande inegalite c'est-
a-dire que nous avons ajoute a la theorie la fonction : 
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2 3 
f = x + x t + ( s + s t + s t + s t ) s i n (2XT - 5XC) 

0 1 0 1 2 3 „ J b 
2 3 

+ ( c + c t + c t + c t ) cos (2X - 5X„) 
0 1 2 3 J b 

avec : 

x = - 12,96 x = - 2 , 5 4 x l 0 ~ 3 / 
0 ! ' an 

s = - 4 , 0 7 c = - 12 ,18 
0 0 

s = + 5 5 , 4 3 x l 0 ~ 3 / c = - 3 1 , 7 5 x l 0 ~ 3 / 
1 an i an 

s = + 55,38xl0~6 / 2 c = + 86,26xl0~6 / 2 
2 an 2 a n 

s = - 5,04xl0"9 / 3 c = + 12,56xl0"9 / 3 
3 an 3 ' an 

Cette seule amelioration de la grande inegalite reduit les ecarts a 
moins d'une seconde pendant plus de 500 ans. Nous n'avons pas cherche a 
analyser les courtes periodes restant, notre but etant de determiner 
analytiquement ces termes, ainsi que la grande inegalite. L'etude de la 
solution actuelle et des residus montre qu'il sera necessaire d'at-
teindre, pour Jupiter et Saturne, des puissances elevees du temps dans 
les developpements de la formule (1), probablement 5 ou 6 pour obtenir 
la precision de 0','01 pendant 1000 ans. 

CONCLUSION 

Les progres restant a faire sont de nature differente pour les pla
netes interieures et pour les grosses planetes. Pour les planetes inte-
rieures il nous faut ameliorer la precision des termes quasi-resonants 
afin d'elargir l'intervalle de validite de notre theorie. Pour les 
grosses planetes il nous faut developper notre solution jusqu'S une 
puissance elevee du temps et resoudre les problemesde convergence dans 
les longitudes d'Uranus et de Neptune. 

Ensuite, se posera le probleme de l'ajustement des constantes d'in
tegration. On pourra, pour cela, ajuster notre solution a 1'integration 
numerique des APAE ou a des integrations numeriques plus recentes comme 
celle de C. Oesterwinter et C. J. Cohen (1972). 
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'Discussion on the Results of Planetary Theories' by P. Bretagnon 

ABSTRACT. Various aspects of the construction of the developments of the 
solutions are discussed: problem of convergence in iterative methods, 
comparisons with numerical integrations and ephemerides, special differ
ences between major and minor planets, and precision of the solutions. 
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