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DIVISEURS DANS LES ANNEAUX DE SERIES
FORMELLES EN UNE INFINITE D’INDETERMINEES

PAR
B. BALLET

ResUME. Etant donné un anneau commutatif unitaire A et un
ensemble d’indices infini I; on peut obtenir, par passage a la limite
projective, essentiellement trois anneaux A;, A,, A; de séries for-
melles en des indéterminées indexées par I et a coefficients dans A.
On étudie alors les implications A factoriel > A,, A,, A, factoriels
et A de Krull=> A,, A,, A; de Krull. On donne a cet effet des
conditions pour qu’une limite projective d’anneaux factoriels soit
factorielle.

I. Introduction. Soit A un anneau commutatif, unitaire et integre; I un ensem-
ble d’indices infini. L’anneau des séries formelles A [[X;]];c;, qu 'on notera A,
dans la suite, est par définition ([1] ch. IIT §2 n° 11) I’algébre large sur A du
monoide N© des applications de I dans N a support fini; en tant que
A-module, il s’identifie 3 AN, Pour tout i € I, X; est ’élément de ANP dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf celle d’indice ¢; ou ¢;(j)=38;. Un
élément s de A, pourra étre noté s =) ,.now a, X avec X =[] X¢®. D’autre
part, désignons par %(I) I’ensemble des parties finies de I; pour tout J e F(I),
on posera s; =) ,.n’ 4, X¢ et Iapplication s~>s; est un homomorphisme sur-
jectif d’anneaux: A; — A; = A[[X;]];c;. Pour J< K € %(I), 'homomorphisme
précédent donne par restriction un homomorphisme fy:Agx — A;, les fx
constituent un systeéme projectif d’homomorphismes et A, s’identifie a la limite
projective limy.gq) A;. On peut distinguer dans A; trois autres anneaux de
séries formelles en les indéterminées X; (i€ I):

(1) ’anneau A, des séries s telles que pour tout Je %(I), s; soit un
polyndme, autrement dit, A2=LLnl,€g,—(I) AlX ey

(2) ’anneau A; des séries qui n’ont chacune qu’un nombre fini de termes de
degré donné. Cet anneau est le séparé complété de ’anneau de polyndmes
A[X;]ier pour la topologie J-adique, J étant I'idéal des polyndmes sans
coefficient constant. C’est donc encore une limite projective, mais d’anneaux
non integres.

(3) 'anneau A, des séries n’ayant chacune qu’un nombre fini de variables,
c’est-a-dire I'union filtrante (ou la limite inductive) des anneaux A;. Lorsque A
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est le corps des complexes et I dénombrable, Cashwell et Everett ont établi
dans [3] que A,, qui s’identific alors a lanneau des séries formelles de
Dirichlet a coefficients complexes, est factoriel. On va généraliser ce résultat au
cas ou I n’est pas dénombrable, en étudiant, systématiquement les propriétés
“divisorielles” de A,; induites pour celles de A. L’anneau A; hérite de
certaines des propriétés de A,, mais par contre I'anneau A, n’a aucune
propriété divisorielle, et ceci quel que soit 'anneau de base A. Enfin, I'anneau
A, n'est cité que pur mémoire, ses propriétés divisorielles sont bien connues
(2 §3 ex. 2 et §1 ex. 9).

I1. Factorialité de A, et non-factorialité de A,

(1) Etude de A1l. On va voir, de facon générale, que certaines limites
projectives d’anneaux integres factoriels sont factorielles.

Considérons un systeme projectif (W), ff) d’anneaux integres indexé par
F(I), de limite projective W. Pour K 2 J et we Wy, on note simplement (w),
I’élément f}(w) lorsqu’aucune confusion ne sera possible. Il est immédiat que
W est intégre, on note U le sous-groupe des unités du monoide W* = W —{0}
et U, celui du monoide W% = W, —{0}. Enfin, pour un élément J, de %(I), on
note W(J,) le sous-monoide de W* des éléments (w;);;, tels que w; # 0.

LemME 1 (de relevement “modulo les unités™). On suppose qu’il existe un
systéeme inductif d’homomorphismes @ : W; — W (K 2J) tel que:

(i) Pour K> I, ff o oF est I’homomorphisme identité de W,.

(i1) Pour tout couple (J,J') d’éléments de F(I), le diagramme

¢‘,'U'"
W, ——— W,

i lﬂ’uy
@]

[Ia's

W,ny—— W,

est commutatif.
Alors, pour tout Joe F(I), I’homomorphisme canonique

W)U “”(l_lm Wi/ Ux

K=>J,

est bijectif.

L’injectivité est évidente, montrons la surjectivité. Soit (wy) un élément de
l.i_rg,@,“ WUy et pour K ©J,, un relévement wy de wx dans Wi. 11 existe
alors, pour K>J>J,, des unités ufe U, telles que (wy); = ufw,, et il faut
montrer qu’il existe (w})eii_g,:‘,(_ W*=W(J,) tel que wj=w, mod Uj, la con-
struction se fait par récurrence sur card(J —J,).

(1) On prend wj, = w,,, et pour J; =J,U{i}, i¢ Jo, W) =@ (uy)w;,
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(2) Supposons avoir effectué la construction pour tout J—J, de cardinal
strictement plus petit que n et soit L—J, de cardinal n. Posons L—J,=
{1,2,...n}. Pour tout K < L, on note (K) I’ensémble (L — K)U J,. D’autre part,
une image ¢X(-) sera simplement notée (-)* lorsqu’aucune confusion n’en
résultera. Enfin, notons simplement w I’élement w;. Pour tout 1=k =n, il
existe donc des unités ug,e Wi, telles que wg, = Ug,Wi,. Soit [ un autre
indice, alors (Wgo)aey = (Uaoy)aeny(Wiy ey €t comme (Wao))aeny = Waeny = (Wa)aeny
(resp. (Wi, = Wiy = W) et que Wi 7 03 (uao)acny = (Uayary valeur
commune que nous noterons U . 11 est clair que pour tout r =2 et tout couple
{i,j} de {1,2,...r}:

(u<i>)<1,2....r> = (u<,'>)<1.2....r>

pr= H (u(i,,i2~~-i,))L

i<y - - - <i,

de W, et fixons 1=<j=n. On peut écrire:
(P =TT () )
k=1
Or, d’apres (i), (ugy)G,=ug, et pour k#j, d’aprés (ii) appliqué a J={j) et
J =<k, (ugh)6, = (ugly)? il en résulte:

(1" =ug < I T (waly)®

k#j

Faisons ’hypotheése de récurrence:

(—=1)r —1 — 1r Gy -1
CpaP1 gy = H (ug, )P X ugy
i <ip<- - -<i,
b~

(p:

alors:

(U P | (G, ) ay

<ipe +  <ipyq

X H (u<h - 1,;))0) X u( >

lk;é]
. 1)70| L ’l)y+\
- H ((u<u : lt,H)) )(J>X H (u<!1 e ,J>)<1>
<r o <ipp
" ik#i‘ I ‘k#l

X H (u<nl-)‘ )P X ugy

or en appliquant (i) et (ii) a des parties J et J' convenables:

])r+|

(u(z‘ " Dr+t )(J')

)>)<1> (u<n'- i)
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et
((“ol )‘H‘lrlr+1>)L)<J) = (“ml-) H:,Hn)m (i # 1)
il en résulte bien:

et -1 _ 1)r+1 G —1
(priv PP gy = I1 (ug, )T X ugy
<t <ipq
]
On peut donc écrire:

(l)nl (1nl

(pn- P20 Dy = WS )P X ugy = (o gy X ugy

Finalement en posant a =p V" - - - pop;’, il vient:

(aw)gy = ugy UGy Wiy = Wiy
et ’élément aw a bien les propriétés requises.

REMARQUE. Dans le cas ou I est dénombrable, ce lemme est une
conséquence immédiate d’un théoreme de Mittag—Leflier ([4], prop. 13.2.2) il
suffit d’ailleurs seulement que les restrictions des f¥ aux groupes Uy soient
surjectives.

LEMME 2. On suppose ici que les unités de W sont les éléments (ay) de W pour
lesquels il existe Joe F(I) tel que ay, soit une unité de W . Alors, si pour tout
F(I), les idéaux principaux de W, vérifient la condition de chaine ascendante,

il en est de méme pour W.

Soit [wy]<[w,] - - - =[w,] une suite croissante d’idéaux principaux non nuls
de W. Soit Je F(I) tel que (w,);# 0. Dans W, la suite des idéaux principaux
(w,); stationne a partir d’un certain rang ny; en écrivant w, = o, W,, il en
résulte que (a,); est une unité de W; et donc que «, est une unité de W

d’aprés I’hypothese.

THEOREME 1. Soit (W, fX) un systéme projectif d’anneaux factoriels indexé
par ’ensemble F(I) des parties finies d’un ensemble infini I et satisfaisant aux
conditions des lemmes 1 et 2. Alors la limite projective W est un anneau
factoriel.

Montrons d’abord, en reprenant une idée de Cashwell et Everett, que si s est
un élément irréductible de W™*, il existe Je F(I) tel que pour K 2 J, (s)x soit
irréductible dans Wy.

Raisonnons par I’absurde: soit J, un élément de F(I) tel que (s);, soit non
nul; si ’assertion était fausse, il existerait une partie I' de #(I), cofinale a %(I),
et telle que pour tout Kel' on ait K>J,; et (s)x ni nul ni irréductible.
Désignons alors par Dg un ensemble effectif de diviseurs propres de (s)g, c’est-
a-dire tel que tout diviseur propre de (s)x soit associé a I’'un des éléments de
Dg. On n’a pas nécessairement (Dg); < Dy pour K o J, mais on I’a “‘modulo les
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unités”, c’est-a-dire que si on note Dy I'image de Dy dans Wi/ Uy, (Dg);<
D,. Comme Wj est factoriel, Dy est un ensemble fini, et donc l(i_n_lKer Dy est
non vide, soit (ax) l'un de ses éléments, qui appartient donc a
limecr W}E/UK=li_mK3,n W%/ Ug puisque T est cofinale & %(I). D’aprés le
lemme 1, il existe a € W'(J,) tel que (a)x =ax VK eI'. De plus, pour chaque
K €T, on peut écrire ($)x = axPBk, et comme (($)g); = ($);, (Bx)s = By; et donc
(BK)elimKD T Wl’i/ U, se reléve, toujours d’apres le lemme 1, en un élément B8
de W(J,). Il en résulte qu’il existe u € U tel que s = uaf3, comme « et 3 ne sont
pas dans U, s ne serait pas irréductible.

Soit maintenant w un élément ni nul ni inversible de W. 1l est clair que
I’existence d’une décomposition de w en produit d’irréductibles résulte du
lemme 2. Montrons 'unicité. Soit w=s, - - - s, =r; * - - r, deux décompositions
en produit d’irréductibles. D’apres ce qui précede, il existe Joe F(I) tel que
pour K >J,, tous les (s;)x et tous les (r)g soient irréductibles. Comme les
anneaux Wy sont factoriels par hypothese, il existe pour chaque K >J, une
partie finie non vide ®(K) de {1,2:- - n} telle que, pour i ®(K) on ait
($;)x = (F)k. I est clair que pour K> K'>J,, ®(K) = ®P(K’) et si J; est tel que
card ®(J,) soit minimum, on a, pour K>J; et i;e®(J,), (5;)x = (f)k, ce qui
signifie que s;, est associé & r,. On termine par récurrence.

COROLLAIRE. Soit A un anneau factoriel, tel que A; = A[[X;]];cs soit factoriel
(VT e #(I)). Alors A, est factoriel.

On applique le théoréme 1 aux anneaux W;= A;: d’abord on sait quune
série, élément de A, est inversible a la condition nécessaire et suffisante que
son coefficient constant le soit; la condition du lemme 2 est donc remplie.
Ensuite les homomorphismes ¢¥ du lemme 2 sont les injections naturelles
Aj; — Ag; les conditions (i) et (ii) résultant immédiatement de la définition des
homomorphismes de spécialisation fx.

(2) Etude de A,

PrOPOSITION. (i) Les unités de A, sont identiques a celles de A (identifié & son
image dans A, par ’'homomorphisme diagonal A — [[;ceq A[X ]ics

(i) Il existe dans A, des suites strictement croissantes d’idéaux principaux. En
particulier, I’anneau A, n’est jamais factoriel ni méme de Krull.

(1) Soit u = (u;) une unité de A,, alors u; est une unité de I’anneau de
polyndémes A[ X, ];.;, doncu; € A(VJ € F(I)).llenrésulte; u; = ug (VJ, VK € (1))
et u s’identifie a une unité de A.

(if) L’assertion va résulter de I’existence de ‘‘produits infinis” dans ’anneau
A,. Considérons, dans A,, une famille dénombrable d’indéterminées (X,,),cn»
et définissons les éléments P, =(P,); de [I;cga) A[Xi )ics par les relations:

(*) (P);=1siJNRy=O
(x%) (P)y= [l (A+Xp)siJNR,# T,

peJNR,
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ou l'on a posé R, ={p;peN et p=n}. Alors on vérifie aisément qu’en fait
P,c A, et que P, =(1+X,)P,.,(Vn). La suite des idéaux principaux (P,) est
alors strictement crossante, puisque d’aprés (i), le polyndéme 1+ X, n’est pas
inversible dans A,.

REMARQUE. L’anneau A, a valeur de contre-example; sa présence infirme

I’assertion qu’un systeme projectif d’anneaux factoriels, méme vérifiant les
conditions du lemme 1, a une limite factorielle ou de Krull. Pour ce qui est de
Aj, j’ignore, méme lorsque A est un corps, s’il est factoriel; cependant on
verra dans le § suivant que c’est un anneau de Krull.
II1. Etude de A, et A, lorsque A est un anneau de Krull. Commencons par
établir un lemme qui rend compte de I’existence de certains liens entre A, et
Aj. Nous noterons u" la composante homogeéne de degré n d’une série u de
Aj, série qui sera dite homogene de degré n si u = u". Pour que u € A, il faut
et il suffit que u" soit un polyndme (Vn =1), ou encore qu’il existe J,, € #(I) tel
que u"€A; (Vn=1).

LemME 3. (1) Soient u™ et v™ deux séries homogenes de A,. Alors si u"v™ €
A\, u" et v™ sont dans As.

(2) Soit K le corps des fractions de As; alors KNA;=A;

(1) Soit Je F(I) tel que u"v™ € A;. Considérons 'isomorphisme de ‘‘change-
ment de base” ®; de A; sur A;[[X;])ic;—; =(A;); défini par:

@,( ¥ a)\X">= ¥ (z awx")X“.

AeN® neNT \gen’

Ecrivons, dans ’anneau (Aj);:
O, (um)=r+-+r"; O, (v™)=5"+---+s5™ ot les r' et les s’ sont

des séries homogenes de degré i et j respectivement. Comme u"v™ €A,
®;(u"v™) est une constante h, de (A;); et on a Iéglité: h,=
(r®+- - +r)(s®+- - -+s™), ce quientraine r' =s' =0 Vi,j=1 et donc u" et v™
sont dans A;.

(2) Soient we A%; y, ze A% tels que y=wz. Si w", z™,y sont les com-
posantes homogenes de plus bas degré de w, z, y respectivement on a, pour
tout entier p=0, y" " P =Wz 4wtz P L4 L w"*Pz™ En appliquant
le 1), on voit alors facilement par récurrence que w™*? e A; (Vp=0). Nous
aurons besoin aussi du lemme suivant, concernant les anneaux de séries
formelles en un nombre fini d’indéterminées:

n+m

LEMME 4. Soit A un anneau de Krull noethérien (c’est-a-dire un anneau
noethérien intégralement clos). On désigne par I, I’ensemble des idéaux pre-
miers de hauteur 1 de A; et pour pell,, par p, l’idéal premier de A;=
Al X lic;y JeF()) des séries dont le coefficient constant est dans p. Alors:

(1) Let localisé (A;),, est un anneau factoriel.
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(2) Soit F une partie finie de I1,, M,(F) I’ensemble des idéaux § de A; tels que
Iidéal 4, des coefficients constants des éléments de 9 soit non nul et que
Supp (div¥,) = F: si G et §' sont deux éléments de M;(F) tels que div(4(A;)p,) =
div(%'(A;)p,) pour tout p € F, alors div4=div ¥

(1) (A;),, est un anneau local noethérien dont le séparé complété pour la
topologie p;(A;),—adique est I'anneau factoriel Ap[[Xi]]ie ; il est donc lui
aussi factoriel ([2] §3 n°® 6 prop. 4).

(2) Soit P un élément de Suppdiv¥, alors P> 9 et Py>%,. Si p est un
élément de II, contenant P,, alors p e F et p; © P. Il en résulte que d’une part
la valuation essentielle v, de A; est I'une des valuations essentielles, soit w, de
(Ay),,; et que d’autre part d’apres I'hypothese, div 4(A;),, =div 4'(A;),,. On a
alors:

Infu,(z)= Inf w(z)= Inf w(z)=Infuv,(z),
ze%4 ze‘Q(A,)pl ze@’(A,),,] ze¥9

et donc les composantes de div 9 et div ¢’ sur div P sont égales. CQFD.

THEOREME 2. Soit A un anneau noethérien intégralement clos. Alors A, et A,
sont des anneaux de Krull.

Supposons avoir démontré que A, était de Krull, alors le résultat est aussi
acquis pour Aj, en vertu du lemme 3 2) et de ([2], §1 n° 3).

Pour A,, il y a plusieurs étapes:

(a) A, est completement intégralement clos; soit x un élément du corps des
fractions H de A, tel qu’il existe de A, avec dx"e€ A; (Vn=0). Ecrivons
x =a/b, et soit Je F(I) tel que pour K >J on ait by #0; on a dg(ag/bx)" €
Ax(Vn=0) et donc ag/by = cx € Ay. 11 est clair que la famille (cgx) définit un
élément de A; qui n’est autre que x.

(b) Soit maintenant (9") une suite croissante d’idéaux entiers divisoriels de
Aj;. Quitte a remplacer A par A; pour J suffisamment grand, on peut supposer
que lidéal U des coefficients constants de %' est non nul. Si on pose
F=Suppdiv U, pour tout Je%(I) et tout entier positif n, 94je M;(F)
(notations du lemme 4). D’autre part, pour chaque peF et pour K2/,
I’homomorphisme canonique Ag~> A; induit un homomorphisme entre les
localisés: By = (Ax),, ~(A)),, = B;, que nous continuerons de noter (-)5 ou (+);
si aucune confusion ne doit en résulter (pour J = J, c’est-a-dire A; = A, on le
notera (+),). Ceci posé, comme A est noetherien, B; est factoriel (lemme 4.1)),
il existe un élément z7(p) de B; tel que div 9}B; =div z}(p). Etudions ces
éléments z}(p) (p fixé). Comme Y By < Bxzk(p), 41B; < B;(zx(p)); (K>J); et
donc par définition de z}(p), zJ(p)e(zk(p));B;. 11 en résulte, en appliquant
I’homomorphisme (-):

(z5(PNoe (zk(P)od,  (¥Yn=0) J<Ke%F().
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D’autre part, pour n'=n, l'inclusion 4" < %" implique, évidemment z}(p)e
B;z% (p). Considérons alors, dans ’anneau de valuation discrete A,, un élément
maximal (z7'(p))oA, parmi les idéaux principaux (z}(p))yA,. Ce qui précede
montre que pour n=m, K> L, (zg(p))oA, =(z1'(p))oA,; et si on écrit dans
By : zg(p) = uzik(p) il en résulte que u, est une unité de A, les (zi(p)), n’étant
pas nuls puisque ¥3# 0. Mais alors u est aussi une unité de Bg: si on écrit
u=t/s avec t€ Ag, S¢ px, il vient uy=ty/s, donc to¢ p et t¢ pg, par définition
de T'idéal pg. Ainsi: Bgzg(p)=Bgzi(p), Vn=m, K> L. Comme F est un
ensemble fini, quitte a augmenter m et agrandir L, on peut supposer que
I’égalité précédente est vraie pour tout p € F. En revenant a la définition des
z%(p), on a donc:

div G(Ag),, = div 92(Ag),. Yn=m, VK> L,VpeF

Le lemme 4 (2) montre alors que div ¥ =div¥4gVn=m, Ko L.

(c) La derniere étape consiste a montrer que si ¢ et 9B sont deux idéaux
entiers divisoriels de A; pour lesquels il existe Le %(I) tel que div ¥ =
div B (VK o L), alors ¢ =%. 1l suffit évidemment de montrer, par exemple,
que B<A;:A;:%9 Soit donc ue?®B et te A;:9. Ecrivons t=r/s, re Ay,
se A%; et soit M un élément de %(I) contenant L pour lequel s,,# 0. Pour
K> M, on a, en posant tg = rg/sg, tx9x © Ak, SOit tx € A 1 9k. Or div G =
div Bk veut dire que Ag:Ag:9x = Ag:Ag: Bk, comme u, est évidemment
dans le second membre, il est aussi dans le premier, donc ugtx € Ax et on a
bien u te A,.

L’anneau A, est bien de Krull, en vertu de ([2], §1, n° 3, Th. 2).

REMARQUE. L’hypotheése noethérienne est peut-étre superflue, mais pour
employer la méme méthode qui consiste a “‘envoyer” les diviseurs dans un
anneau factoriel, il faudrait pouvoir prouver que si P est un idéal premier de
hauteur 1 de A;, avec P,# 0, alors la valuation essentielle v, est induite par
une valuation essentielle de I'anneau factoriel A,[[X;]];c;, pour un certain
p € Supp div P, ce qui ne semble pas évident si card J>1.
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