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Abstract. We show that, under conditions about the microcharacteristic variety of a coherent
D-module, the Cauchy problem is well-posed in the spaces of formal power series with Gevrey
growth. We deduce that the filtration of the Irregularity Sheaf of a holonomic D-module, which
we defined in a previous work, is preserved under inverse image if some rather general geometric
conditions are fullfilled.
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0. Introduction

Soient (X, Oy) une variété analytique complexe, Dy le faisceau des opérateurs dif-
férentiels d’ordre localement fini et Z une sous-variété non singuliére de X. Si Z
est non caractéristique pour un Dy-module cohérent M le Dz-module induit
Mz est cohérent et le morphisme de Cauchy-Kowalevska

RHomp, (M, Ox)|; - RHomp,(Mz, Oz)

est un isomorphisme [3]. Lorsque M est holonome il existe une partie localement
finie F de X, telle que par tout point de X — F il passe au moins une hypersurface
non caractéristique.

Si Y est une hypersurface de X le complété formel Oy, est une Dy-module a
gauche et I'on a la formule de dualité [10, 2.2.1.3]:

RHomp, (RI[yj(M), Ox) =~ RHomp, (M, OXTY)

ou RI(y(M) est le complexe de cohomologie locale algébrique. Le probléme
de Cauchy pour un module a valeur dans les fonctions formelles se raméne au
probléme de Cauchy pour son complexe de cohomologie locale algébrique a valeur
dans les fonctions holomorphes. D’autre part le complexe de cohomologie locale
commute a I'image inverse. Si bien que si M est un Dy-module cohérent tel que
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son complexe de cohomologie locale est a cohomologie cohérente et que Z est une
sous-variété non caractéristique pour les deux faisceaux de cohomologie locale le
morphisme de Cauchy-Kowalevska

RHomp, (M, Oyl — RHomp,(Mz, O, )

est un isomorphisme. Lorsque M est holonome, les faisceaux de cohomologie locale
sont encore holonomes et il existe donc encore une partie localement finie F/ de X en
dehors de laquelle passe par tout point au moins une hypersurface non
caractéristique pour M et RIyj(M).

Par définition [10], I'irrégularité d’un module holonome M est le complexe des
solutions de M dans le quotient de Oyiy par Oy, et ce qui précede montre que
I'irrégularité commute a 'image inverse par les sous-variétés non caractéristiques
pour M et RIyj(M).

Les problémes de Cauchy a valeurs dans les fonctions holomorphes et a valeurs
dans les fonctions formelles le long d’une hypersurface sont deux cas extrémes
des problemes de Cauchy a valeurs dans les fonctions de classe de Gevrey le long
de Y d’ordre r € [1, oo], fonctions avec lesquelles nous avons pu définir une filtration
de l'irrégularite [9].

Dans cet article nous nous proposons de montrer que le résultat précédent reste
vrai pout tout 7: Si M est un Dy module holonome il passe en dehors d’une partie
localement finie de X une hypersurface Z telle que le probleme de Cauchy a valeurs
dans les fonctions de classe de Gevrey le long de Y d’ordre r € [1, o] est bien posé,
i.e. le morphisme

RHomp, (M, Oxy{r)lz — RHomp,(Mz, Ozzny{r})

est un isomorphisme pour fout r € [1, 0o).

Ce probléme de Cauchy avait déja éteé étudié dans [5], plus exactement on con-
sidérait non pas les fonctions de classe de Gevrey mais le probléme dual avec les
faisceaux de cohomologie locale de classe de Gevrey By|x{r}. On montrait que
le probleme de Cauchy est bien posé¢ dans le faisceau Byx{r} a condition de
remplacer la variété caractéristique par une variété ‘{r}-microcaractéristique’ et
de faire un changement de base Dy — Dy y{r} pour définir I'image inverse. On
obtenait ainsi un isomorphisme

RHomp, (M, Byx{r)l; — RHomp,,..in(Mzir}, Bzzay{r})

Le faisceau Dy y{r} est un faisceau d’opérateurs différentiels d’ordre infini a
coefficients dans Oy y{r}. Le probléme est qu’en général I'image inverse ne commute
pas a ce changement de base.

En fait, nous étudions le probléme plus général de I'image inverse par une appli-
cation ¢:Z — X transverse a Y et nous montrons que si M est holonome et si
I’application ¢ est non {r}-microcaractéristique pour tout r, alors on a bien com-
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mutation entre image inverse et changement de base Dy — Dy, y{r} pour tout r
(corollaire 2.2.3.).

Dans le cas holonome, la condition ‘¢ est non {r}-microcaractéristique’ ne fait
intervenir qu’un nombre fini de variétés lagrangiennes lorsque r varie et donc elle
est suffisamment générique pour qu’il existe des hypersurfaces non {r}-micro-
caractéristique’ pour tout r en tout point sauf un ensemble localement fini.

Nous utilisons d’une part le probléme de Cauchy pour les Dy|y{r} a valeurs dans
les faisceaux de cohomologie locale de classe de Gevrey By x{r} [5] et d’autre part
la finitude des pentes [6] en supposant que Y est non singuliére.

Ce résultat a pour conséquence que la filtration Gevrey du faisceau d’irrégularité
d’un Dy-module holonome le long d’une hypersurface [10] commute a la restriction
assez générale.

Un autre résultat important que nous obtenons est que sous les conditions
précédentes, les pentes du module M et celles de son image inverse par ¢ sont
les mémes (2.2.9), en fait c’est méme le polygone de Newton tel qu’il a été défini
dans [9] qui est conservé.

1. Probléme de Cauchy dans les espaces de type Gevrey

1.1. VARIETES MICROCARACTERISTIQUES (RAPPELS)

(Les variétés microcaracteéristiques et les ‘pentes’ d’un Dy-module ont été définies
dans [5] et [6]. Ces définitions ont été reprises dans [9] et nous donnons ici seulement
un résumeé treés rapide.)

Dans tout le chapitre, on considére une variété analytique complexe X de
dimension # et une sous-variété lisse ¥ de X. On note A = T3 X le fibré conormal
a Y dans X et T*A le fibré cotangent a A, Or« le faisceau des fonctions holomorphes
sur T*A et Or-4) le sous-faisceau de O7«5 des fonctions qui sont polynomiales dans
les fibres de n: T*A — Y.

Le faisceau Dy,y des opérateurs différentiels a coefficients holomorphes définis au
voisinage de Y est muni de deux filtrations canoniques. La premicre est la filtration
usuelle par I'ordre des opérateurs que nous noterons (Dy ), >0 €t la seconde
est définie [4] par:

ViDy ={P € Dxl|y Vj € Z, PT, c T;"}
ou Zy est I'idéal de définition de Y et IjY =0y sij<0.

Si r est un nombre rationnel strictement supérieur a 1 d’écriture irréductible
r=p/q avec p > ¢ > 1, on définit les filtrations F;:

FFDy = Z Dy, N V,Dy (1.1.1)
(p—q)m+gn=k
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Pour tout r > 1, le gradué associé¢ grr, Dy est isomorphe au faisceau d’anneaux
m.Or+a) [6]. Pour r =1, on pose encore FfDy =Dy, et pour r =00, FKDy =
Vi Dy (mais dans ces deux cas le gradué n’est plus le méme).

Soit (x1,..., Xp—p, t1, ..., 1) un systéme de coordonnées locales de X tel que

Y={x,0)eX|t=0} et A={(x,t,{,1)eT*X|t=0,¢=0}

On note (x, 7, x*, 7*) les coordonnées correspondantes de 7*A. Dans un tel systéme
de coordonnées un opérateur P € Dy|y s’écrit:

P(x, 1, Dy, D)) =Y pua(x)' D D’

et il est dans F¥Dy si et seulement si p(k — /) + q(|a| + /) < N quand pyx # 0.
Alors la fonction

oP)= > pa®E (=0 )
plk=D+q(la+)=N
est bien définie sur T*A (i.e. est indépendante des coordonnées locales) et
I'isomorphisme entre grg, Dy et m,Ojr«a) est donné par les fonctions o,(P).

La fonction o,(P) est bihomogene (i.e. homogene en (x*, t*) et en (x*, 1), sauf pour
un nombre fini de valeurs de r, les pentes du polygone de Newton de P. Entre deux
pentes, la fonction ¢,(P) ne dépend pas de r.

Soit M un Dy-module cohérent défini au voisinage de Y. Une bonne F,-filtration
de M est, par définition, une filtration sur M compatible avec la filtration F, Dy et
localement de type fini. On montre dans [6] que le gradué associé a une bonne
F,-filtration est un grgDy = n.Or«o; module cohérent qui définit un cycle
analytique i,\(r)(./\/l) sur T*A.

Ce cycle est indépendant du choix de la bonne filtration, c’est le cycle
microcaractéristique de type (r) de M, son support XA (r)(M) est la variété micro-
caractéristique.

Cette variété microcaractéristique est r-homogéne c’est-a-dire invariante par
laction de C* sur T*A qui s’écrit en coordonnées

H,(2): (x, 7, x*,7%) — (x, 1, Mx*, 297P7%) (1.1.2)

Ces cycles sont en nombre fini pour un module donné:

THEOREME 1.1.1 [6, théoréme 3.4.1]. Soit M un Dy-module cohérent défini au
voisinage de Y. Il existe (localement sur Y ) une suite finie de rationnels
ro=1<r <---<ry <ryy = 400 telle que Zp(r)(M) soit indépendant de r dans
chacun des intervalles ouverts |r;, riyq|.

Si la variété X (r)(M) est indépendante de r sur un intervalle, elle est -homogéne
pour tout r. Dans ce cas on dit qu’elle est bihomogéne. Inversement on montre dans
[7] que si ZA(ro)(M) est bihomogene alors XA(r)(M) est indépendant de r au
voisinage de ry.
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Il y a donc deux familles finies distinctes de variétés microcaractéristiques, celles
qui correspondent a I’'un des nombres rq, . . ., ry, elles sont r;-homogéne pour la pente
r; correspondante, et celles qui correspondent a un intervalle entre deux pentes et
sont bihomogenes.

DEFINITION 1.1.2. Pour tout nombre rationnel > 1 on définit Iy(r)(M) comme
I’adhérence dans Y de la projection par 7*A — Y de la réunion des composantes
irréductibles non bihomogénes de XA (r)(M).

On dit que r est une pente de M en y € Y si y € Iy(r)(M).

Pour simplifier les énoncés, on étend cette définition aux nombres réels en posant
qu’un réel non rationnel n’est jamais une pente. D’autre part on considere toujours
que 1 et 400 sont des pentes.

Puisque le nombre de pentes est fini, pour tout r il existe gy tel qu’il n’y ait pas de
pentes dans les intervalles Jr—eo,r{ et ]r,r+el[. On pose aaA{r}(M)
= iA(,+,;)(M) et Chp(r)(M) = i,\(r,,;)(/\/l) pour ¢ > 0 assez petit. On définit encore
les variétés correspondant a ces cycles Chp(r)(M) et Chp{r}(M).

Si r n’est pas une pente, les variétés X (r)(M), Chp(r)(M) et Chp{r}(M) sont con-
fondues. Si r est une peute, on peut montrer [6] que Chp{r}(M) est le cone tangent
a XA (r)(M) le long de la section nulle de 7*A tandis que Chp (r)(M) s’obtient comme
le cone tangent a I'infini (cf [9] pour un énoncé plus précis).

On montre [6, Propositions 3.5.2. et 3.5.3] que toutes les variétés microcaracté-
ristiques ZA(r)(M) et donc Chip(r)(M) et Cha{r}(M) sont involutives dans T*A.
De plus, si M est un module holonome elles sont lagrangiennes [6, Corollaire 4.1.2].

Les variétés Chp(r)(M) etChp {r}(M) sont toujours bihomogénes et en particulier
sont homogenes dans les fibres de 7*A — A et ont donc des propriétés géométriques
analogues a celles des variétés caractéristiques. Par contre cela n’est pas vrai pour les
variétés XA (r)(M) quand r est une pente.

1.2. OPERATEURS DIFFERENTIELS D’'ORDRE INFINI

Comme nous ’avons annoncé dans I’introduction, nous allons utiliser les images
inverses de D-modules qui dépendent de I'indice de croissance r de [5] pour ensuite
éliminer cette dépendance. Ces images inverses se définissent a partir de faisceaux
d’opérateurs différentiels d’ordre infini particuliers dont nous allons rappeler la
définition.

Le faisceau Dy|y des opérateurs différentiels définis au voisinage de la variété Y
est muni de la V-filtration. Son complété pour cette filtration est noté dans [§]
@th ici nous le noterons plutot Dy y{c}. Dans les coordonnées locales (x, f) con-
sidérées plus haut, une section de Dy|y{c} sur un ouvert U de Y s’écrit de maniere
unique comme une série formelle

P(x,t, Dy, D;) = > Papy ()0 DDV (1.2.1)
(o, B,7)eN" x NP 5 NP
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ou p, g, est holomorphe sur U et ou, pour chaque k, la somme pour |f| — |y| = k est
finie.

Soit » un nombre rationnel supérieur ou égal a 1 d’écriture irréductible r = p/q. Le
faisceau Dy y{r} est le sous-faisceau de Dy y{c} dont les sections sur un ouvert U
sont les sections de Dy y{co} qui vérifient:

() 3IN e N, p(IBl = IyD + gl + [y)) > N = pyp, =0
(2) VKU, 3Cy>0,C; >0,

Il Iy~
PRI o!

Le faisceau Dyy{r} est muni de la filtration (FN Dy y{r})ycz o0 FN Dy y{r} est le
sous-faisceau des sections qui vérifient (1) pour N fixé.

Il est assez facile de montrer directement que ces définitions ne dépendent pas du
choix des coordonnées locales, mais pour étudier les propriétés de ces faisceaux,
il est préférable de les considérer comme un cas particulier des constructions de [5].

Dans [5] (voir aussi [6]), on a défini une famille Ef\(r, s) de faisceaux sur T*A (les
opérateurs ‘2-microdifférentiels’) puis la famille D3 (r, s) de faisceaux sur A par
restriction a la section nulle de A de T*A, c’est-a-dire Df\(r, s) = Sf\(r, s) |a. La
restriction a la section nulle ¥ de A du faisceau Di(r, s) ne dépend pas de r et
on a Dy y{r} = Di(r,7) |y.

On a en particulier Dyy{l} = Dx|y et, d’aprés [5], si r =5 >1 le faisceau
d’anneaux Dy, y{r} est plat sur Dy y{s}.

La filtration V" est bien définie sur Dy y{oo} donc sur Dy,y{r} pour tout r. A partir
de cette filtration et de la filtration F, on peut étendre & Dy y{r} la filtration Fysis > r
par une formule analogue a (1.1.1). On peut aussi remarquer que la famille Dy,y{r}
est croissante en r et définir la filtration de la maniére suivante:

sup |po:,/3,"/(x)| < COC
xeK

FNDyy{r} = FNDyy{s} N Dy y{r}.

Les définitions du paragraphe 1.1 s’étendent a Dy, y{r} a condition de se restreindre
a lintervalle ]r, co]. Plus précisément, le gradué associé a la filtration F est
isomorphe a 7,O[r«x) muni de la graduation correspondante, il ne dépend pas de
r. Par contre, pour s = r il s’identifie au faisceau des fonctions qui s’écrivent en
coordonnées locales comme des sommes finies de séries:

Papy (=) (x*)*”
PUBI=IyD+4(lol+17))=N

7l
avec supy |yl < CoCY.
Ces séries sont convergentes dans un domaine

x| < ¢, 1T < C (1.2.2)

c’est-a-dire dans un voisinage de Y conique pour H, et le gradué s’identifie donc a un
sous-faisceau de Oraly.
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Ce fait est a rapprocher du cas r = 1 ou Fj est la filtration usuelle par ’ordre des
opérateurs et ou le gradué associé est le faisceau des fonctions holomorphes sur
T*X polynomiales dans les fibres et définies au voisinage de Y.

D’apreés [5], ces filtrations sont ‘noethériennes’ comme dans le cas de Dy et donc si
M est un Dy y{r}-module cohérent muni d’une bonne Fi-filtration, le gradué associé
est un Opr-p-module cohérent si s > r et un Or-p-module cohérent défini sur un
domaine du type 1.2.2 si r=us. Le cycle analytique associé a ce gradué est
indépendant du choix de la bonne filtration. Pour s> r on le note encore
EA(S)(M) tandis que pour s = r on a seulement un germe de variété sur Y que ’on
note 4 (s)(M).

LEMME 1.2.1. Si s > ¥ > r et si M est un Dy|y{r}-module cohérent, on a:

ZAG)(Dx1y () ®y511 M) = Za(s)M)
Z2ODx 1y {s} ®pyy iy M) = (Za()M))]y
ou (X)|y désigne le germe de la variété T sur Y.
Démonstration. Par récurrence sur le nombre de générateurs de M, on se raméne

au cas d’un module a un seul générateur, c’est-a-dire au quotient de Dy y{r} par
un idéal cohérent Z. Il suffit dans ce cas de montrer que:

gre,(Dxy(r'YT) = gre,(Dxyy(r'})gre (2)

Supposons tout d’abord s > r/, on a grg, (Dxy{r'}) = grr,(Dx|y{r}) et on applique
le lemme 2.6.0. de [5].

Si s =/, on considére le faisceau Dy|y(s) qui en coordonnées est le sous-faisceau
de Dyy{s} des opérateurs tels que si s = p/q et

P(x,t, Dy, D,) = > Papy ()0 D*DF (1.2.3)
(2, 8,)eN"7 x NP x NP

alors pour p(|f| — Iy]) + g(Ja| + []) fixé, il y ait un nombre fini de p, g, non nuls.
On a gry, (Dxy(s)) = grr, (Dxr{r}) donc en appliquant & nouveau le lemme 2.6.0.
de [5] on obtient

grr,(Dx1y($)T) = grr, (Dxv())gre,(T)

D’autre part la filtration Fy est zariskienne au sens de [13] sur Dy,y(s) et Dy|y{s}
d’apres le théoreme 2.5.1. de [5] donc

gre,(Dxv(8}T) = gre,(Dx v {s})gre, ()
pour tout idéal cohérent 7 de Dy y(s) ([1]). O

Lorsque s > r, on peut définir les cycles az,\(s)(/\/l) et alA{s}(M) pour un
Dy y{r}-module comme on I'a fait pour les Dy-modules en posant
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g’h,\{s}(/\/l) = EA(W;)(M) et @A(s)(/\/l) = EA(S,E)(M) pour ¢ > 0 assez petit. Lorsque
r =5, la méme formule définit @A{s}(M) mais évidemment CN'hA(s)(/\/l) n’est pas
défini.

Le théoréme 1.1.1 est encore vrai lorsqu’on se limite a I’intervalle ]r, 0o] et les
variétés X (5)(M), Chp(s)(M) et Chp{s}(M) supports des cycles correspondants sont
involutives et méme lagrangiennes quand M est holonome. Ces résultats se montrent
exactement comme les résultats analogues pour les Dy-modules dans [6].

Le cycle Chp{s}(M) est le cone tangent le long de A a EA(S)(M) oua EOA(S)(M).
(Remarquons que ce cone tangent ne dépend que des composantes irréductibles
de EA(S)(M) qui rencontrent Y et qu’il peut donc se calculer a partir de f‘.?\(s)(./\/l)).

1.3. IMAGE INVERSE D’'UN MODULE

On considére une sous-varieté Z de X transverse a Y. Alors Ty,Z ~ (T} X)
xy(ZNY) est une sous-variété lisse de A = T5X que nous noterons A'. Le
plongement A'<>A définit les morphismes:

TN < (T*A) xp A - T*A.
On peut choisir des coordonnées locales (X', x”, 1) de X telles que Y soit donnée par
I’équation {r = 0} et Z par {x’ = 0}. On a alors

AN ={.x"1)eA|x =0}, (1.3.1)

TOoA ={(x, X", 1, X" ¥, 1) e T*"A | ¥ = 0,x" =0, 7" = 0} (1.3.2)
et o et @ sont données par:

Q(x”, T, .XJ*, x/bk7 T*) — (x//’ T, .Xﬂ*, T*), (133)

a(x’, 7, X, X", 1) = (0, X", 7, x*, X", ). (1.3.4)

Plus généralement, on peut considérer une variété analytique complexe Z et une
application analytique ¢:Z — X. Le fibré conormal a ¢, que I’on note 75X, est
le noyau de (T*X) xy Z — T*Z. Nous supposerons ici que ¢ est transverse a
Y, c’est-a-dire que 75X N(T%X) xy Z = {0}. On pose alors Y’ = ¢ '(Y) et il y
a un isomorphisme 7% X =~ (T3X) xy Y. On note A’ ce fibré et I'application
A — A définit les morphismes ¢ et @ comme précédemment.

DEFINITION 1.3.1. Le morphisme ¢ est non {r}-microcaractéristique (resp. (r)-)
pour M le long de Y si lintersection de Chp{r}(M) (resp. Cha(r)(M)) et de
T\ A est contenue dans la section nulle de T*A.

Les variétés considérées étant homogenes dans les fibres de 7*A, cette définition
est, comme dans le cas des variétés caractéristiques, équivalente a la finitude du
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morphisme g sur @~ Chp{r}(M) ou @~ Cha(r)(M). Lorsque ¢ est le plongement
d’une sous-variété Z de X, on dit encore que Z est non microcaractéristique.

L’image inverse d’un Dy-module cohérent M par ¢ est, par définition, 'image
inverse au sens des Oy-modules c’est-a-dire:

P*M =07 @, 10, ' M.

Elle est munie canoniquement d’une structure de D,-module et si ¢ n’est pas carac-
téristique, @*M est un Dz-module cohérent. De maniére analogue, on pose:

DEFINITION 1.3.2.
P*M{r} = 07 ®,10, ¢ (Dx y{r} ®p, M)

Par définition, on a ¢* M1} = ¢* M. Le faisceau ¢* M{r} est muni canoniquement
d’une structure de Dz y{r}-module et on a [5, théoreme 2.10.4]:

PROPOSITION 1.3.3. Si Z est non {r}-microcaractéristique pour M, le faisceau
@*M{r} est un Dz y{r}-module cohérent.

Ce résultat se démontre a I’aide de théorémes du type ‘préparation de Weierstrass’
et ‘division’ comme dans le cas des modules microdifférentiels. Dans la suite, nous
aurons a nouveau besoin de ces théorémes que nous transcrivons ci-dessous pour
les opérateurs de Dy,y{r} en deux lemmes.

LEMME 1.3.4. Si Z = {(x,t) € X | x; = 0} est non {r}-microcaractéristique pour le
module Dy /DxP, on a un isomorphisme:

DX|Y{V}/ =DX|Y{V}/
Dy y{r}P Dy y{r}Q

ou Q est un opérateur de Dy y{r} de type Weierstrass en Dy, c’est-a-dire de la forme:
m—1
Q(x7 tv va DI) = Di:ll + Z Qk(x5 t9 Dx”» DY)D_]; .
k=0

Dans cette formule, I'opérateur Qi ne dépend pas de Dy, (i.e. commute avec x,) et
lordre de Qy(x, t, Dy, Dt)qu pour la Fi~filtration est inférieur ou égal a celui de DY; .

Si ry est la premiere pente de P supérieure a r, (donc oy(P) est indépendant de
s €lr, rol), alors pour tout s € [r, ro[, tout opérateur S de Dy y(s) s’écrit de maniéere
unique S = UP + R avec

m—1

R(x, 1, Dy, D)) = Y Ri(x, 1, Dyr, DD,
k=0
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et l'ordre de UP et de chaque RkDf_l pour la F.-filtration (v € [r, s]) est inférieur ou
égal a celui de S.

LEMME 1.3.5 On suppose que Z = {(x, t) € X | x; = 0} est non (r)-microcaracté-
ristique pour le module Dy /DyxP et on note r est la premiere pente de P inférieure
ar, (donc as(P) est indépendant de s €lry, r[). Alors, pour tout s € [r1, 1], on a un
isomorphisme:

DX|Y{S}/ :DX|Y{S}/
Dy y{s}P Dxy{s}Q

ou Q est un opérateur de Dy, y{s} de type Weierstrass en Dy, c’est-a-dire de la forme:

m—1

Q(x7 l7 Dxa Df) = D;n] + Z Qk(x5 19 DX”7 D[)D{\Cfl
k=0

Dans cette formule, I'opérateur Qi ne dépend pas de Dy, (i.e. commute avec x,) et
lordre de Qi(x, t, Dy, D,)Df;l pour la Fy-filtration est inférieur ou égal a celui de D! .

Pour tout s elry, ], tout opérateur S de Dxy(s) s’écrit de maniére unique
S = UP + R avec:

m—1
R(x, 1, Dy, D) = Y Ri(x, 1, Dyr, DD,
k=0

et l'ordre de UP et de chaque R;CD’;I pour la F.-filtration (v € [s, r]) est inférieur ou
égal a celui de S.

Démonstration. Ces deux lemmes sont des conséquences directes des
théorémes 2.7.1 et 2.7.2 de [5]. 1l suffit de remarquer que si P n’a pas de pentes dans
Pintervalle Jr, ro[, si r < s < 1/ < ry, la fonction a4(P) que nous avons définie dans
le paragraphe 1.1 est égale a la fonction o(+/, r)(P) définie dans [5]. Si Z est non
{r}-microcaractéristique pour P, cette fonction vérifie les hypothéses du théoréeme
de préparation de Weierstrass en x} et les deux théorémes précités s’appliquent.
Il reste & remarquer que, par définition, on a Dy|y{r} = Df\(r,r) |y pour obtenir le
premier lemme.

Le deuxiéme lemme est analogue mais une hypotheése du type ‘non (r)-micro-
caractéristique’ induit des résultats sur la fonction a(r, s)(P) pour s > r donc un
théoréme de préparation dans Df\(r,x) c’est-a-dire dans Dy y{s} et non dans
Dy yi{r}. O

1.4. PROBLEME DE CAUCHY

De méme que le module ¢* M sert a définir le probléme de Cauchy pour les fonctions
holomorphes, le faisceau ¢* M{r} définit un probléme de Cauchy pour les faisceaux
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Oy y{r} (complété formel de Oy le long de Y a croissance Gevrey) et les faisceaux de
cohomologie By x{r}.

Supposons tout d’abord que Y est une hypersurface et notons j le plongement
X — Y — X. Le faisceau des hyperfonctions holomorphes de [12] est le faisceau
de cohomologie de Oy a support dans Y, cest-a-dire By y = HY(Ox) =
J.i 'Oy /Oy, quotient du faisceau des fonctions ayant une singularité sur Y par celui
des fonctions holomorphes. Si on remplace les fonctions a singularités essentielles
par le faisceau Oy[«y] des fonctions méromorphes a poles sur Y on obtient le faisceau
de cohomologie algébrique Byx = H[IY]((’)X) = Oyxlxr1/Oy.

Pour tout réel r > 1, on désigne ([6, 9]) par By x(r) le sous-faisceau de B"}?lx image
des fonctions de j,j~'Oy qui sont majorées par une fonction Cp exp(C|t|% ou
C et Cy sont des constantes positives et ¢ une équation de Y. De méme, By x{r}
est I'image des fonctions qui, pour tout ¢ > 0, sont majorées par une fonction
C, exp(elt] =k).

Lorsque Y est une sous-variété de X de codimension d, on pose encore, suivant
[12], ‘}°|X = H‘,’/(Ox) et By;y = ny]((’)x). Si Y est I'intersection de d hypersurfaces
T: d’équations {#; = 0}, BY,y est le quotient du faisceau des fonctions holomorphes
définies en dehors de la réunion des hypersurfaces 7; par celui des fonctions
holomorphes en dehors d’une réunion de d — 1 hypersurfaces 7;. Le faisceau
Byx est donné par les fonctions méromorphes et les faisceaux By x(r) et By x{r}
par les fonctions a croissance de type Cyexp(Clt; - - - t4] ﬁ) ou C,exp(e|ty - - - t4] ﬁ).

Dans un systeme de coordonnées locales (xi, ..., x,, 1, ..., tg) de X pour lequel
Y ={(x,) € X | t =0}, un élément de B‘;,ol y est représenté de manicre unique par
un développement de Laurent:

fen= Y ar

a1 <0,...,0y<0

Les ¢éléments de By y correspondent aux sommes finies et les éléments de By x(r)
définis sur un ouvert U de Y sont ceux qui vérifient:

VKEU,3Cy > 0,C; > 0,Vx € K, Vo, |a,(x)| < CoC)" (|oc|!1)"1
tandis que pour By x{r} la majoration devient
VKeU,Ve > 0,3C, > 0,Vx € K,Vo, |a,(x)] < C,e* (|oc|!)”1
On note encore B‘}"lx = Byx et Byx{l} = °Y°|X. On obtient ainsi une famille de

Dy-modules décroissante en r > 1:

Byx C Byx{r} C Byx(r) C By
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On peut veérifier par un calcul direct que By x{r} est un Dy,y{s}-module pour s < r
et que By|x(r) est un Dy, y{s}-module pour s < r. Le résultat suivant a été démontre
dans [5, Corollaire 3.2.4]:

PROPOSITION 1.4.1. Si ¢ est non {r}-microcaractéristique pour M, on a un
isomorphisme canonique.

¢~ 'RHomp, (M, Byx{r) — RHomp, ,,iy(@* M{r}, By, z{r})
et si @ est non (r)-microcaractéristique pour M, on a un isomorphisme canonique:
¢~ RHomp, (M, By x(r)) — RHomp, ) (@" M{s}, By z(r))

pour s < r assez proche de r.

Le point de vue dual consiste a regarder le complété formel du faisceau des
fonctions holomorphes le long de Y que ’on notera OXTY' Dans les coordonnées
locales (x, 7), une section de OXTY sur un ouvert U de Y est une série formelle:

[ =) a0
xeN?

de fonctions a,(x) holomorphes sur U.
On définit alors Oy, y{r} comme le sous-faisceau des séries qui satisfont:

VKEU,3Cy > 0,C; > 0,Vx € K, Vo, |a,(x)| < CoC(Jarft) !

I1 est immeédiat que Oy, y{r} est le quotient de Dy,y{r} par 'idéal engendré par les
champs de vecteurs, c’est-a-dire:

Oxy{r} = Dy y{r} ®p,|, Oxly

Comme dans le cas de la cohomologie, le probléme de Cauchy est bien posé en
utilisant les images inverses de type (r):

PROPOSITION 1.4.2. Si ¢ est non {r}-microcaractéristique pour M, on a un
isomorphisme canonique.

¢~ RHomp, (M, Ox y{r}) — RHomp, (9" M{r}, Oz y{r})

Démonstration. Ce résultat pourrait sans doute étre obtenu par dualité a partir du
précédent, il est plus simple de le démontrer directement. La premiére étape consiste
a se ramener au cas d’une hypersurface Z de X et d’'un module de la forme Dy /Dy P.
La méthode est standard, voir par exemple [3, th 2.4.6] ou [2, th 2.7.4].

Dans le cas d’un seul opérateur, on peut utiliser la méthode de [13, th 3.1.1]. Les
deux ingrédients sont un théoréme de division, le lemme 1.3.4, et un théoréme
de Cauchy abstrait [13, th 3.2.1]. La norme formelle de Boutet de Monvel doit étre
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remplacée par la norme N, définie en [5, Déf 2.4.3] et qui est adaptée a Dy y{r}.
Comme cette norme est assez compliquée, on peut aussi montrer par un calcul direct
que les opérateurs de Dy, y{r} operent continiment sur Oy, y{r}. O

Dans les propositions 1.4.1 et 1.4.2, on utilise I'image inverse ¢* M {r} qui dépend
de r et dans la suite nous allons nous efforcer d’¢liminer cette dépendance et nous
montrerons que sous certaines conditions on peut remplacer ce module par I'image
inverse usuelle ¢*M. Il faut remarquer cependant que en général le module
@* M{r} dépend effectivement de r.

2. Image inverse et pentes d’un D-module

2.1. LE CAS D’'UN MODULE COHERENT QUELCONQUE

On reprend les notations précédentes, ¢’est-a-dire que I’on considére une sous-variété
lisse Y de X et une application ¢: Z — X transverse a Y. On note Y’ = ¢~ ().

Etant donnés deux indices r < s, on a toujours un morphisme canonique de
Dz v {s}-modules:

Dziy{s} ®p,, 1y " M{r} — ¢* M(s} (2.1.1)

On dira que @*M{r} ‘ne dépend pas de r €[a,b]’ si ce morphisme est un
isomorphisme pour r et s dans 'intervalle [, b]. C’est un abus de langage justifié
par le fait que dans ce cas @*M{r} et ¢*M{s} ont mémes solutions dans un
Dz y{s}-module et mémes cycles microcaractéristiques (lemme 1.2.1).

Le premier résultat est que 'indépendance de r est satisfaite tant que ’on ne
franchit pas de pente. Cela implique en particulier que le nombre de sauts est fini
(localement sur Y). Auparavant, nous allons montrer deux lemmes qui permettront
de se réduire au cas d’un seul opérateur.

LEMME 2.1.1. Si ¢ est un morphisme lisse, alors le morphisme (2.1.1) est un
isomorphisme pour tout (r, s).
Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour M =Dy. D’apres [5,

lemme 2.10.2], si ¢ est lisse, ¢* Dy y{r} est cohérent sur Dy y {r} pour tout r et
on a:

(p*DX‘Y{V} = DZ\Y’{V} ®D7 IDZHX
d’ou le résultat. [

LEMME 2.1.2. Soit Z une hypersurface de X non {r}-microcaractéristique pour le
Dyx-module cohérent M, il existe (localement) un morphisme surjectif L — M
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ou L est une somme directe:

E:

N
Dy /DxP;

i=1

telle que Z est non {r}-microcaractéristique pour chaque Dy /DyxP;.

Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas des variétés
caractéristiques (cf [2] par exemple):

Puisque Z est une hypersurface, le fibré T, A qui intervient dans la définition 1.3.1
est un fibré en droite et par homogénéité pour que Z soit non {r}-microcaractéristique
pour M il suffit qu’un point non nul de cette droite ne se trouve pas dans Ch {r}(M).
Si u est une section de M, la variété {r}-microcaractéristique de Dyu est contenue
dans celle de M donc Z est non {r}-microcaractéristique pour Dyu. Comme la variété
{r}-microcaractéristique de Dyu est égale a lintersection des variétés micro-
caractéristiques des opérateurs qui annulent u, il existe un opérateur P qui annule
u et qui n’est pas {r}-microcaractéristique.

On obtient le lemme en considérant localement une famille finie uy, ..., uy de
générateurs de M et pour chaque i un opérateur P; qui annule u; et n’est pas
{r}-microcaractéristique. [

PROPOSITION 2.1.3. Si M n’a pas de pentes (le long de Y ) dans 'intervalle Jry, ri[
et si @ est non {ro}-microcaractéristique pour M, alors ¢* M{r}'ne dépend pas de
r e [ro, ri[-

Démonstration. Le résultat étant stable par composition des morphismes, on peut
décomposer ¢ en une immersion de Z dans le graphe de ¢ suivie de la projection du
graphe sur X. Le cas de la projection étant démontré par le lemme 2.1.1, il suffit
d’¢étudier le cas d’une immersion que I’on peut décomposer en une suite d’immersions
de variété de codimension 1. Il suffit donc de traiter le cas ou Z est une hypersurface
lisse de X.

Sous les hypotheses de la proposition, la variéte Chp{r}(M) ne dépend pas de
r € [rg, r1[ donc Z est non {r}-microcaractéristique pour tout r de cet intervalle. Pour
montrer la proposition, il suffit donc de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que ¢* M {r} ne
dépend pas de r € [rg, ro + €.

D’apres le lemme 1.3.4, si M est de la forme Dy /Dy P, le module ¢* M{r} est
isomorphe a (DZ| y/{r})N pour tout r dans un intervalle [rg, o + ¢[. La proposition
est donc vérifiée dans ce cas et on obtient le cas général en utilisant le lemme 2.1.2.]

Le deuxieme résultat général que I’on peut obtenir est la surjectivité:

PROPOSITION 2.1.4. Si Z est non {s}-microcaractéristique pour M, alors le
morphisme 2.1.1. est surjectif.

Démonstration. Comme précédemment, on se ramene au cas d’un seul opérateur et
d’une hypersurface en utilisant les lemmes 2.1.1 et 2.1.2. On peut aussi fixer des
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coordonnées locales dans lesquelles Z = {x; = 0}. Alors, si M =Dy/DxP, le
module ¢* M{r} est, par définition, égal a:

. _DX|Y{V}/
" Mfr} = (Dxy{rtP + x1 Dy y{r})

Notons pour simplifier (avec ici Y’ = Y N Z):
D= Dz iy {s} &1, in (Dxyir} Iy)

On a donc

D ’ 1 * :5 ~ D
z1v{s} ®p, . iry @ M{r} /(DP+x1D)

et le morphisme 2.1.1 est alors égal a:

'ZND/ _ _ _)DXY{S}/
(DP +x1D) (Dxy{s}P + x1Dx y{s})

Le théoréme de division (lemme 1.3.4) montre que tout opérateur de Dyy{s}
s’écrit comme la somme dun opérateur de Dy y{s}P, d’un opérateur de
X1Dxy{s} et d'un polynome en D, a coefficients dans Dz y{s} c’est-a-dire
précisement d’un opérateur de D. Ceci montre que le morphisme est bien surjectif. []

Si ¢ est non (r)-microcaractéristique pour M, le cycle microcaractéristique du
module image inverse se calcule a partir du cycle correspondant de M:

THEOREME 2.1.5. (1) Si ¢ est non {r}-microcaractéristique pour M on a:
=0 (@ M) = e E] (M)

(2) Si ¢ est non (r)-microcaractéristique pour M le long de Y et si M n’a pas de
pentes dans intervalle [s, [, on a:

Iy (9" Mis)) = g EA(P)(M)

Demonstration. La démonstration est essentiellement la méme que pour la formule
donnant le cycle caractéristique de la restriction d’un Dy-module. On peut recopier
par exemple la démonstration de [13, th 3.4.2 ch II] et nous ne donnerons ici
que les principales étapes de la démonstration. Nous considérons tout d’abord la
premiere partie du théoréme.

(a) Comme dans la démonstration de la proposition 2.1.3, on se ramene au cas ou
¢ est I'immersion d’une hypersurface Z dans X. On peut alors choisir des
coordonnées dans lesquelles Z est ’hypersurface x; = 0.

(b) D’apres le lemme 2.1.2, toute section # de M est annulée par un opérateur P tel
que Z est non {r}-microcaractéristique pour P.
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(¢) Soit D;Ty{r} le sous-faisceau de Dy, y{r} des opérateurs indépendants de D,,. Le
théoréme de division (lemme 1.3.4) montre que pour toute section u de M, il existe un
entier m tel que:

m—1
FEDyy{riu € Y FS "Dy y(r}Diu
i=0

et donc, si uy,...,u; engendrent localement M, celui-ci admet une bonne
F.-filtration de la forme:

g mi—1

M= 3" FFDyyr1 Dy

J=1 =0

(d) Soit Ny = My /(x; M N My). Les faisceaux N définissent une bonne filtration
de N = M/x;M et donc les faisceaux g, N définissent une bonne filtration de
o.N = @* M{r}.

(e) On en déduit alors, toujours suivant [13], que le module ¢p* M{r} est cohérent (ce
qui était déja connu) et que le cycle analytique défini par le gradué de F,¢* M{r} est
I'image par o~ du gradué de F,M. Ces cycles sont, par définitions les cycles
30 (M (@* M{r}) et g 'EQ (”)(M) d’out le théoréme (cas 1).

(f) La démonstration de la deuxiéme partie est analogue. On remarque tout
d’abord que grace a la proposition 2.1.3, on peut localiser la démonstration en
s, c’est-a-dire qu’il suffit de montrer le résultat sur les intervalles [s;, s;1[ d’une par-
tition finie de [s, 7[. On remarque alors comme en (b) que toute section u de M
est annulée par un opérateur P tel que Z est non (r)-microcaractéristique pour P
et de plus P n’a pas de pentes sur un intervalle [s, r[. Prenant un nombre fini de
générateurs locaux de M annulés par des opérateurs du type précédent sans pentes
dans un intervalle commun [sg, [, on peut comme en (c) définir une bonne filtration
de M de la forme:

g mi—l

M= 3" FFDyylsol Dl g

j=1 i=0

(Le lemme 1.3.5 assure que le théoreme de division sur Dy y{sp} respecte la
F,-filtration). La suite de la démonstration est la méme que précédemment et on
obtient le résultat sur un intervalle [sg, 7. On peut alors reprendre a partir de s
mais il faut s’assurer que 1’on atteint s par un nombre fini de segments. Pour cela
on applique la proposition 3.4.2. de [6]. O

COROLLAIRE 2.1.6. Si ¢ est non {r}-microcaractéristique pour M on a:

Chp{r}(@* M{r}) = oo™ Chalri(M)
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et si @ est non (r)-microcaractéristique pour M on a pour & assez petit:
Chn (9" Mir = &) = e~ Cha()(M)

(Le résultat était déja connu dans le cas des variétés microcaractéristiques [5], nous
I’étendons ici au cas des cycles.)

Démonstration. Si ¢ est non {r}-microcaractéristique on peut appliquer la partie
(1) du théoréme 2.1.5 qui donne directement le résultat puisque ahA{r}(M) ne
dépend que de i(l)\(r)(/\/l).

Si ¢ est non (r)-microcaractéristique, on choisit un ¢ assez petit pour que M n’ait
pas de pentes sur I'intervalle [r — ¢, r[ et on applique la partie (2) du théoréeme 2.1.5. [J

COROLLAIRE 2.1.7. Si {ro} n’est pas une pente de M et si Z est non {ro}-micro-
caracteristique pour M, @* M{r} ne depend pas de r au voisinage de ry et ry n’'est
pas une pente de ¢* M{r}.

En particulier, sile module M n’a aucune pente et si Z est non microcaractéristique
pour tout r, le module induit usuel ¢* M n’a aucune pente.

Démonstration. Le module ¢* M {r} ne dépend pas de r d’apres la proposition 2.1.3
et d’apres le théoréme 2.1.5 la variété {r}-microcaractéristique de ce module est égale
a Qw‘lf/\(r)(/\/l) qui est bihomogene. Elle est donc elle-méme bihomogene et ry n’est
pas une pente de ¢* M{r}. I

2.2. LE CAS D’'UN MODULE HOLONOME

Le premier résultat que I’on obtient dans le cas holonome est que ’indépendance de r
du module induit peut se lire sur les cycles microcaractéristiques:

LEMME 2.2.1. Soit M un Dy-module holonome, r et s deux nombres verifiant
s >r =1 et tels que ¢ soit non {s} et non {r}-microcaracteristique. On suppose que.

Z0 (0" Ms) = Zn (0" M(r)) |y
alors le morphisme 2.1.1 est un isomorphisme.

(Comme dans le lemme 1.2.1, il s’agit d’une égalité entre les germes sur Y car le
premier terme est seulement défini sur un voisinage de Y).

Déemonstration. Montrons tout d’abord que Z(/)\/(s)((p*/\/l{s}) est (un germe de
variété) lagrangienne de T*A’.

En effet, si Z est non {s}-microcaractéristique, I’application g est finie sur la variété
@~ Chp{s}(M). Comme Chy{s}(M) est involutive, cela implique qu’aucune de ses
composantes n’est contenue dans (7*A) x, A’. (En coordonnées (T*A) x A" est
la sous-variété de T*A d’équation x; = 0 et si une composante irréductible d’une
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variété involutive est contenue dans cette hypersurface, elle est invariante en x et la
projection correspondante n’est pas finie).

La dimension de gz ~! Chy {s}(M) est donc strictement inférieure a la dimension de
Chpa{s}(M). Comme M est holonome, Chp{s}(M) est lagrangienne [6,
Corollaire 4.1.2], donc de dimension n = dimc X et o' Cha{s}(M) est de dimension
au plus n—1. D’aprés le théoréme 2.1.6, ow 'Chp{s}(M) est égale a
Chp(s)(@*M{s})) qui, par ailleurs est une sous-variété involutive de T*A’ donc
est lagrangienne.

Enfin, Chy(s)(¢* M{s}) étant le cOne tangent a Z;(\)(s)(qo*./\/l{s}) , celle-ci est de
méme dimension donc est lagrangienne.

Si Z est non {s} et non {r}-microcaractéristique, les modules ¢* M{s} et p* M{r}
sont cohérents et d’apres la proposition 2.1.4 on a un morphisme surjectif
Dz y{s} ® p* M{r} — @*M{s} dont nous noterons N le noyau.

On a donc une suite exacte

0—> N — Dgy{s} @ o*M{r} - ¢*M{s} - 0

dont les deux derniers termes ont méme cycle microcaractéristique, donc par
additivité la partie de dimension n — 1 du cycle microcaractéristique de A est nulle.
Comme la variété microcaractéristique de A est involutive, elle doit étre vide et
donc N est nul et le morphisme 2.1.1 est un isomorphisme. O

THEOREME 2.2.2. Soit M et un Dy-module holonome tel que ¢ est non
{r}-microcaractéristique pour r dans un intervalle \rg, r1[, alors ¢* M{r} ne dépend
pas de r dans cet intervalle.

Démonstration. Fixons ry €]rg, r1[. Sir, n’est pas une pente de M alors ¢* M {r} ne
dépend pas de r au voisinage de r, d’apres 2.1.3.

Si r, est une pente, les nombres r proches de r, n’en sont pas (les pentes sont
localement en nombre fini). D’aprés la proposition 2.1.3 ¢*M{r} ne dépend pas
de r sur un intervalle [r;, r, + ¢[. Par ailleurs, d’apres le théoréme 2.1.5, on a 1’égalité
de cycles:

2 (r)(@* Mira)) = % (r2)(p* M{s))

pour s < r; assez proche donc d’apres le lemme 2.1.5 ¢* M {r} ne dépend pas de r sur
un intervalle [r; — &, r;]. Finalement le résultat est vrai sur un voisinage de rp. []

De ce théoréme, nous pouvons déduire le résultat principal de cet article:

COROLLAIRE 2.2.3. Si M est un Dy-module holonome tel que ¢ est non
{r}-microcaractéristique pour tout r = 1, on a:

Vr=1, @*M(r) = Dz iy {rt ®p, (" M)

ou ¢* M désigne l'image inverse usuelle au sens des Dy-modules par ¢.
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En appliquant les propositions 1.4.1 et 1.4.2 on obtient:

COROLLAIRE 2.2.4. Si M est un Dy-module holonome tel que ¢ est non
{r}-microcaracteéristique pour tout r =1, on a alors des théoréemes de type
Cauchy—Kowalevska:

RHomp, (M, By x{r}) lynz — RHomp, (¢* M, By z{r})
RHomp, (M, Byy (1)) | ynz — RHomp, (¢* M, By z(r))
RHomp, (M, Oxy{r}) lynz — RHomp,(¢* M, Oz y{r})

Le faisceau d’irrégularité de type r est défini [9, 2.4.] par:
Irry {r}(M) = RHomp, (M, B,y /By x{r})
et son dual de Verdier par

Irry{r}(./\/l) = RHOHIDX (M, OX‘Y{I’}/OX)

Les résultats précédents signifient donc que sous les hypothéses du corollaire 2.2.4
I'image inverse commute a lirrégularité:

o Irry {r}(M) = Irry{r}(¢" M)

Comme nous I’avons annoncé dans I'introduction, I’intérét des résultats de ces
corollaires tient a ce que les conditions a remplir sont vérifiées de maniére générique,
plus précisément on a:

PROPOSITION 2.2.5. Si M est un module holonome et si Y est une hypersurface, il
existe une sous-variété lagrangienne homogene S de T*Y telle que une sous-variété
Z de X transverse a Y est non {r}-microcaractéristique pour tout r si et seulement
si YN Z est non caractéristique pour S, c’est-a-dire si l'intersection de S et du
conormal a Y N Z dans Y ne rencontre pas S.

En particulier, les points de Y par lesquels ne passe aucune hypersurface non
{r}-microcaractéristique pour tout r sont isolés.

Démonstration. 11 n’y a qu’un nombre fini de variétés microcaractéristiques
distinctes donc la réunion de toutes les variétés microcaractéristiques Chi{r}(M)
pour r € [1, 400] est une réunion finie de variétés lagrangiennes bihomogeénes donc
est elle-méme une variété lagrangienne bihomogéne X de 7*A. La condition ‘Z
non {r}-microcaractéristique pour tout r > 1’ équivaut a T, AN X C TxA et comme
nous I’avons remarqué dans [7], paragraphe 1.5, cela équivaut a Y NZ non
caractéristique pour une sous-variété lagrangienne S de 7*Y. O

D’apreés la proposition 2.1.7. 'image inverse non microcaractéristique n’augmente

pas le nombre de pentes. Pour étudier la réciproque, il faut d’abord remarquer que
pour le module ¢*M/{r} on ne sait pas définir la variété X, (r) mais seulement un
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germe de variété Z%,(r) sur Y. La condition ‘7 n’est pas une pente de ¢p* M{s}” a donc
un sens pour s < r mais pas pour s = r. Par contre, cette condition ne dépend pas de s
dans un intervalle [r — &, r[ si ¢ est assez petit. En effet, pour ¢ est assez petit, M n’a
pas de pentes dans I'intervalle [r — ¢, r[ car les pentes sont isolées, et on peut appliquer
la proposition 2.1.3.

Considérons une hypersurface Z d’équation locale f, notons Z, I’hypersurface
o) et 9, Z, — X.

PROPOSITION 2.2.6. Soit M un Dy-module holonome et r €]1, +00[. On suppose
qu’il existe & > 0 tel que, pour tout o tel que |o|<ey et tout s€[r— e,
Uhypersurface Z, est non (r)-microcaractéristique pour M et r n’est pas une pente
de @3 M{s}.

Alors r n’est pas une pente de M.

Démonstration. Fixons tout d’abord « a la valeur 0. D’apres le théoréme 2.1.5 on a

I ((@* Mis)) = o ' Ea(r)(M)

si s est assez proche de r. Puisque r n’est pas une pente de @*M/{s}, la variété
involutive X (r)(¢*M({s}) est bihomogéne. D’autre part, comme dans la
démonstration du lemme 2.2.1, elle est de dimension strictement inférieure a celle
de ZA(r)(M) qui est lagrangienne dans 7*A donc de méme dimension que A. La
variété o 'ZA(r)(M) est donc une sous-variété involutive de 7*A’ de méme
dimension que A’ donc elle est lagrangienne.

Reprenons les coordonnées et les notations du début du paragraphe 1.3 avec Z
d’équation (x; = 0). La variété omw~'ZA(r)(M) est lagrangienne bihomogéne donc
d’aprés [9, prop. 1.1.1.], elle est contenue dans I’hypersurface d’équation
(t,7*) = 0. Il en est donc de méme de @ 'TA(r)(M) qui est en coordonnées,
Iintersection de XA (r)(M) avec x; = 0.

En faisant varier o« on coupe XA (r)(M) par x; = o et on trouve une variété contenue
dans I’hypersurface (t,7*) = 0. On voit donc que XA(r)(M) est contenue cette
hypersurface. Or Z(r)(M) est involutive donc invariante par le champ hamiltonien
associé a la fonction (t,71*), c’est-a-dire (t, d/97*) + (t*, 9/9t*1), ce qui signifie
exactement que XA (r)(M) est homogene pour H,,. Comme elle est déja r-homogene,
elle est bihomogene et donc que r n’est pas une pente de M. O

Remarque 2.2.7. On peut étendre la proposition en remplacant I’hypersurface Z
par un morphisme ¢:Z — X quelconque et en remplagant les hypersurfaces Z,
par tous les morphismes dont le graphe est voisin de celui de ¢.

En utilisant les résultats de [9] on peut améliorer ce résultat en évitant de faire
varier ¢. Pour cela nous utiliserons le cycle d’irrégularité de [9]. A tout cycle
lagrangien r- homogene T de T*A on associe un cycle Irr(Z) de T*Y qui est positif
si et seulement si & Iest et qui est nul si et seulement si T est bihomogene.
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Considérons les applications:
T*(Y) & (T Y) xy (Y) 2> TY

Puisque le cycle Irr(i) ne dépend que de i le théoréme 2.1.5 montre que si Z est non
(r)-microcaractéristique pour le module holonome M et si M n’a pas de pentes dans
Iintervalle [s, r[ alors:

Irr(i,\/(r)(qo*/\/l{s})> - gowgllrr(EA(r)(M)) 2.2.1)

THEOREME 2.2.8. Soit M un Dy-module holonome et r €]1, +00[. On suppose que
Uhypersurface Z est non (r)-microcaractéristique pour M et que r n’est pas une pente
de ¢* M{s} pour s < r assez proche de r.

Alors r n’est pas une pente de M.

Démonstration. Si r n’est pas une pente de ¢* M({s}, le cycle E;\(r)((p*/\/l{s}) est
bihomogeéne et le cycle d’irrégularité Irr (2, (r)(@)* M{r})) est nul. D’aprés 1’égalité
(2.2.1) il en est de méme pour le cycle Qowo‘l Irr (ZA(r)(M)).

Si Z est non (r)-microcaractéristique, nous avons vu que cela implique que ¢ est
propre sur le support de XA(r)(M) et donc g, est propre sur le support de
@y ! Irr (Za(r)(M)) donce ce cycle est nul. Le cycle Irr (Z5(r)(M)) est positif et sa
restriction par wy a T*Y Xy (Y’) est nulle donc il est nul au voisinage de
T*Y xy (Y’) ce qui implique que r n’est pas une pente. O

COROLLAIRE 2.2.9. Si M est un Dy-module holonome tel que Z est non
{r}-microcaractéristuge pour tout r = 1, les pentes de M au voisinage de Z le long
de Y sont les mémes que celles de p*M de Y N Z.

(Il suffit d’appliquer le corollaire 2.2.3 et la proposition précédente).

Le polygone de Newton d’un module holonome M le long d’une hypersurface Y a
¢té défini dans [7]. C’est la donnée d’un sous-ensemble analytique lagrangien
homogeéne S de T*Y et pour chaque composante irréductible de cet ensemble d’un
‘polygone’, c’est-a-dire d’un sous-ensemble convexe de R%. On dit que S est le
support du polygone de Newton de M. L’ensemble & est la réunion des supports
des cycles Irr(i/\(r)(/\/l)) et le polygone ne dépend que de ces cycles, on obtient donc

immédiatement:

COROLLAIRE 2.2.10. Soit M un Dy-module holonome tel que Z est non
{r}-microcaractéristique pour tout r = 1. Soit S le support du polygone de Newton
de M.

Le support Sz du polygone de Newton de p* M est donné par: Sz = QOZUO_I Setpour
chaque composante G% de Sz le polygone associé est la somme (au sens des
sous-ensembles convexes de R?) des polygones associés a toutes les composantes
& de G telles que S = gy ' &
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2.3. PENTES D'UN MODULE ET CROISSANCE DES SOLUTIONS

L’égalité entre ‘pentes algébriques’ et ‘pentes analytiques’ d’un module holonome a
été démontrée dans [9, théoréme 2.4.3] par des méthodes géométriques. Montrons
rapidement comment on peut retrouver ce théoréme en utilisant les résultats
précédents.

THEOREME 2.3.1. Soient M un module holonome, y un point de Y et r €]1, +ocl. Le
nombre r est une pente de M au point y si et seulement si:

RHomp, (M, By|x(r)) # RHomp, (M, By\x{r}) au voisinage de y

Démonstration. Si r n’est pas une pente, 1’égalité entre les solutions a été montrée
dans [7]. Ce que nous voulons montrer ici, c’est la réciproque. Nous utiliserons
la proposition 2.2.6 plutét que le théoréme 2.2.8 sinon la démonstration ne serait
pas indépendante de [9].

Montrons le résultat par récurrence sur la dimension de X, le cas de la dimension 1
étant bien connu depuis Ramis [11].

Soit F le sous-ensemble discret de Y de la remarque 2.2.5. Supposons tout d’abord
que le point y considéré n’appartient pas a F. Par définition de F, il existe une
hypersurface Z passant par y, transverse & Y, qui est non microcaractéristique pour
tout r. Soit f une équation de Z (tout est local ici) et pour o€ C soit
Z, =f""(«). Si o est assez petit, la variété Z, vérifie la méme propriété que Z.

Si r est une pente de M, pour tout ¢ > 0 il existe, d’aprés 2.2.6, a tel que | . |< ¢ et
que r soit une pente de M ,. D’aprés I’hypothése de récurrence, les complexes de
solutions de Mz, dans Bz,nyz{r} et Bz,nyz (r) sont différents et on conclut en
appliquant le théoréme de Cauchy-Kowalevska 2.2.4. que RHomp,
(M, Byx(r) # RHomp, (M, By x{r}).

Supposons a présent que y appartient a F et que r est une pente de M. Notons 2 la
réunion des composantes irréductibles de X,(r)(M) non bihomogenes et dont
I’adhérence de la projection sur Y contient y. Par hypothése X, n’est pas vide.
Si la projection de Zj sur Y n’est pas réduite a y, dans tout voisinage de y il y a
des points qui n’appartiennent pas a F et on peut appliquer le résultat précédent.

On peut donc supposer qu’il existe un voisinage ¥ de y tel que n(Zo) N V' = {y} avec
7 projection canonique de 7*A sur Y. En coordonnées, cela signifie que, sur V, X est
contenue dans {(x, 7, x*, ") € T*A | x = y} et puisque elle est lagrangienne, elle est
invariante en x* donc de la forme:

Yo ={(x,7,x", ) e T"A | x =y, Mz,7")=0}

La variété X, est donc le produit du conormal a y dans Y par une surface
r-homogéne de 7*C? d’équation 4. On vérifie facilement sur la définition que le cycle
Irr(ZA(r)(M)) est nul si et seulement si la fonction 4 est bihomogéne donc le cycle
ZA(r)(M) est bihomogéne. Comme ce n’est pas le cas par hypothese, le cycle
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Irr(ZA(r)(M)) n’est pas nul et d’apres [7] cela implique que les solutions dans By x(r)
et Byx{r} sont différentes. O
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