AXIOMATIQUE DES LATTICES DISTRIBUTIVES

R. CROISOT

CETTE note a pour principal objet de répondre & deux questions posées par G.
Birkhoff.

§1

THEOREME 1. Les lattices distributives avec O et I sont exactement les systémes
algébriques avec une opération ternaire (a, b, c) et des éléments O et I tels que:

(1.1) 0, a,I) = a,
(1.2) (a, b, @) = a,
(1.3) @, (a, b, c), e) = (b, (c, d, e), (a, d, e)).

(On définit a\J b = (a,I,b) et aMNb = (a,0,b). Alors (a,b,¢c) = (aMb)
U @Nc)\J (cMNa).) Deoplus,les axiomes (1.1), (1.2), (1.3) sont indépendants.

Je rameéne la démonstration a celle du théoréme 4, p. 137.! Les axiomes
du théoréme 4 entrainent évidemment les précédents. Etablissons la récipro-
que. On a successivement:

Par (1.2), (1.3), (1.2),
(1.4) a = (a, (a, b, a), @) = (b, (a, a, a), (a, a, @)) = (b, a, a).
Par (1.4), (1.3), (1.2),
(1.5) (a,d, e) = (b, (a, d,e), (a, d, e) = (d, (a, b, a), e) = (d, a, e).
Par (1.1), (1.3), (1.5), (1.1),
(1.6) (a, b,¢) = (0, (a, b, ¢), I) = (b, (c, O, I), (a, O, I))
= (b, (0, ¢, I), (0, a, I) )= (b, c, a).

L’axiome (17) du théoréme 4 résulte alors directement de (1.3), (1.5), (1.6).
L’indépendance des axiomes est prouvée par les contre-exemples suivants:

E, = {0, I} avec (e, b, ¢) = c.

E, = {O, x, I} avec (@, b, ¢) = x si au moins un des trois éléments a, b, ¢
est x; sinon, (a, b, ¢) = O ou I selon que au moins deux ou moins de deux des
trois éléments sont O.

Regu le 26 janvier, 1950.

1G. Birkhoff, Lattice theory, (2ie¢me ed.) 1949, Amer. Math. Soc. Colloquium publications,
vol. XXV. Problemes 64 et 65, pp. 138 et 139. Pendant I'impression de cette note, Ph.
Vassiliou m’a communiqué une solution voisine du probléme 64. Cette solution est publiée par
I'Université technique nationale d’Atheénes, no 5, 1950.
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E3 = {0, I} avec (I, I, 0) = 0; (I, O, 0) = I; sinon, (a, b, ¢) = O ou I
comme dans E,.
§2

Par la méme méthode, on déduit du systéme de 5 postulats des algébres de
Boole de Grau? un systéme de 2 postulats (indépendants).

D’aprés Grau, un systéme algébrique avec une opération ternaire (a, b, c)
dans lequel, pour tout ¢, existe au moins un complément a’, avec les propriétés:

((@, b,¢),d,e) = ((a, d, ), b, (¢, d, e)),
(bv bv a) = (G, b, b) = bv
%', b,a) = (a, b, b) = a,

peut étre organisé en algébre de Boole (et réciproquement).
Je remplace ces postulats par les suivants:

(2-1) (dy ¢, (by a, C)) = (b’ (e’ d, C), (d: ¢, a)),
2.2) ®, a, b)) = a.

D’aprés les résultats de Grau, ce systéme est conséquence du précédent.
La réciproque est vraie; on a successivement:

Par (2.2), (2.2), (2.1), (2.2),

(2.3) a=(bab)=(ba,(ald,a))
= (ar (ar b, a,)y (b’ a, b/)) = (09 b, d).

Par (2.3), (2.1), (2.3),

(2'4> (bl al a) = (b, a, (a’ b’ a)) = (a’ (a’ b’ a)’ (b1 a’ b))
= (a, a, b).

Par (2.3), (2.1), (2.4), (2.1), (2.3), (2.3),

(2.5) b, a, a) = (b, (a, a, a), (g, a, a)) = (a, a, (b, a, a))
(a, a, (a, a, b)) = (a, (a, a, b), (a, a, a))
(e, (a, a, b), a) = a.

Par (2.5), (2.1), (2.4), (2.5),
(26) (a,0,0) = (a,b, (x,¢0) = (x, (b a,0), (ab ) = (bac),
si on prend x = (b, @, ¢).

Par (2.2), (2.2), (2.6), (2.1), (2.6), (2.2), (2.3),

[ |

2.7) a=(ab)=(a, 07?0)) =(,a (057))
= (¥, (a, b, V'), (b, a, b)) = (¥, (b, a,¥), (b, a, b))
= (¥, a, b).

2A. A. Grau, Ternary Boolean Algebra, Bull. Amer. Math. Soc., vol. 53 (1947), pp. 567-572.
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Par (2.2), (2.7), (2.1), (2.5), (2.2),

(2.8) a=(bab)=(ba 60, 0b) = (¥, (b b)), (b a,bd))
= (b, b, a).
Par (2.8), (2.1), (2.6), (2.8),
2.9) (a, b,¢) = (x', x, (a, b, ©)) = (a, (x, x', ¢), (x, x, b))
= (a, c, b).

De (2.6) et (2.9), on déduit facilement tous les axiomes de Grau.
Les axiomes (2.1) et (2.2) sont indépendants:
E, = {0, I} avec (x, y, 2) = ».
Es; = {0, I} avec (v, y, 5) = O.
§3
En ce qui concerne le probléme 65 de Birkhoff, j’établis que les postulats du

théoréme 3 sont indépendants, puis je montre qu'une modification convenable
de'un d’eux permet d’en supprimer trois autres. Le théoréme 3 peut s’énoncer

ainsi:

Un systéme algébrique qui satisfait les axiomes (S):
3.1) eaNa =a,
(3.2a) a\JI =1 pourunl,
(3.28) I'Ua =1 pourun I,
(3.3a) aMNJ =a pourunJ,
(3.38) J’Na =a pourunJ’
(on voit de suite que I = I'et J = J'),
(3.2-3.3) I=1,
(8.4a) aNGUc)=@Nbd) U @Ne),
(3.48) GUce)Na=0BNa)J(cNa)

est une lattice distributive avec I.

TutorEME II. Les axiomes précédents sont indépendants.

Ei: NjablI UlablI Esw: NlabdlI Ulabl

a |aaa a (abl a {aba a |abl

b |laabd b |bbI b |abbd b |lablIl

I (abI I |III I |abIl I |III
Esy: N|aI Ulal Es:N|al Ulael Ees:N|IJ YUI|IJ
a |laa a |aa a lal a |alI I’II I‘II
I |laI I |II I |lal I |II JI|\I1J J|II

Eag, Esg, Esg: anti-isomorphes de Ego, Esoy Ego.
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THEOREME II1. Le systéme d'axiomes (S) est équivalent au systéme (S')
d’axiomes également indépendants:

(3.1), (3.2a), (3.3a), (3.2-3.3) et

3.4) : aN BGYc) =(cNa)J(dNa).
Il suffit d’établir que (S’) entraine (S). On établit successivement:
Par (3.34), (3.2-3.3), (3.24), (3.4),

(3.5) a=aN{IVUI) =UTNa)J I Na).
Par (3.4%), (3.3a),
(3.6) IN@Ua)=@NDhU@@NI) =aVa.

Par (3.5), (3.6), (3.5),
338 INa=IN[INaVU(INa)]=INaVU{INa) =a.
Par (3.3a), (3.24), (3.4), (3.38), (3.1),

3.7 ea=aNI=aN@U=UNa)J@Na) =ala.
Par (3.7), (3.4"), (3.7),

(3.8) aNb=aNGUbd =0Na)JUBNa) =bNa.
Par (3.38), (3.4"), (3.3a),

(3.9) bUc=INBGYUe)=(NDHUGNI) =cUb.

Alors, (3.28) résulte de (3.9); (3.4a) et (3.48) résultent de (3.4"), (3.8), (3.9).
Les contre-exemples suivants montrent I'indépendance:
E’l et E,2_3: E1 et E2_3.
E's: NaI Ylal Ey:Nal Ylal E'y:N|al Ulal
alaa alaa a II a Ir
el I|aa I

I Ir I IrI
Tous les contre-exemples utilisés sont tels qu'il n’en existe pas avec un nombre
moindre d’éléments. Pour E; et E4,, il n'existe pas de contre-exemple avec 2
éléments seulement.

al a
al T

aa a
I1T 1
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