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DEFORMATIONS G-VERSELLES ET G-STABLES

JEAN-JACQUES GERVAIS

1. Introduction. Soit &, l’anneau des germes en 0 des fonctions
numériques de classe C* dans R”. On écrira aussi &, pour &, ou x est la
variable dans R”. Désignons par Diff (n) le groupe des germes en O des
difféomorphismes locaux 7 de classe C° d’un voisinage de 0 dans R" sur
un voisinage de 0 tels que 7(0) = 0. Soient G un sous-groupe de Lie de
Gl,(R) et C (R", G) 'ensemble des germes en 0 des applications de classe
C® de R" dans G.

Définition 1.1. Les germes f et /' € & sont dits G-équivalents s’il existe
r € Diff (n) et g € Cy(R", G) tels que

g(x) - for(x) = f(x)
au voisinage de 0.

Cette notion est due a J. C. Tougeron [4, ch. 8] et [5] et généralise les
notions de “right-equivalence” et “contact-equivalence” introduites par R.
Thom et J. N. Mather.

N.B. Dans la suite de ce texte, on notera indifféremment un germe de
fonction et un de ses représentants lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible.

Définition 1.2. Soit [ € &”. Une déformation a q paramétres de f est un

germe F € co“”:,+q tel que Flg,x o) = f

Définition 1.3. Une déformation F i ¢ paramétres de / € & est dite
G-verselle si toute autre déformation H de f est induite par F de la fagon
suivante: disons que H € é’fﬁq/, alors il existe M € Cy(R" X R?, G) et
® € C(R" X RY, R" X RY) tels que

(1) H(x,v) = M(x,v) - F(®(x, v));
(ii) (x, v) = (¢(x, v), Y(v)) ou
¢ € Co(R" X R, R") et ¢ € Cy(R?, RY);
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(i) ®(x, 0) = (x, 0) et M(x, 0) = e ou e est ’élément neutre
de G.

Supposons que G est de dimension / et soit {4, ..., 4;} une base sur R
de I'algebre de Lie T,G. Pour [ € &, considérons

Mfzgn ®&,— 8
(. v) = (A, )y - [+ (DS, »)

ou

!
(A, py = 21 A (= (s oo )

et

(Df,v)y = Df v

ol Df est la matrice jacobienne de f. Désignons par Oy I'ensemble des
germes dans &) qui sont Geqmvalents a f. Intuitivement, “I’espace
tangent” a lorblte Oy en f est Mf(o@ ® &)). Si Oy est de “codimension
finie” i.e.,

dimg (&5/My(&) ® &) < oo,
on a le résultat fondamental suivant:

1.3. THEOREME DE G-VERSALITE. Soit F € &, une déformation a q
paramétres de | € &”. Alors F est G-verselle si et seulement si

E 0. 2E (o)
Buq

engendrent sur R lespace é“ﬁ/Mf((o@i D&Y e,

(13.1) & = MEL D &N + R{g—f x, 0)}.

. oF . " oF
N.B. Ici, B—u, (x, 0) désigne le germe en 0 € R” de o R (0) et
F oF
R{g— (x, 0)} est I’espace vectoriel engendré sur R par F (x,0),...,
Uu; 1
oF
5;; (x, 0).
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Définition 1.4. Lorsque I'égalité (1.3.1) est satisfaite, on dit que F est
G-infinitésimalement verselle.

On déduit immédiatement du Théoréme 1.3, le corollaire suivant qui
permet de construire une déformation G-verselle d’'un germe de codimen-
sion finie.

COROLLAIRE 1.5. Soit f € &, tel que
dimg (E72/Mp(& ® &%) = g.
Siby,...,b; € &" se projettent sur un base de é"‘;/Mf(cg’f< ® &),

F(x, u) = f(x) + é uib;(x)
i=1

est une déformation G-verselle de f.

By

Nous verrons comment démontrer le théoréme de versalité a partir
d’arguments dus a R. Thom et J. N. Mather qu’on retrouve, par exemple,
dans [6]. Ensuite, nous traduirons la G-versalité en termes de transversa-
lit¢. Enfin, nous montrerons que la G-versalité est équivalente a la
G-stabilité. Intuitivement, une déformation F € é”;u de [ € &% est
G-stable si tout H € &5, “assez prés” de F est G-équivalent
(notion analogue a celle définie en 1.1 mais qui, en particulier, respecte la
fibration de R” X RY) a F. En particulier, on en déduit que tout germe 4
€ &% “assez prés” de f est G-équivalent 4 F(—, uy) pour un certain u, €
RY.

Nous verrons dans la derniére section que nos résultats s’étendent au
cas de changements de restreints (1 € Diff (n + s) ) de coordonnées i.e.,
qui respectent une certaine fibration de ’espace de départ R"™S = R" X
R’. Par exemple, cette notion avec G = G/,(R) et s = 1 est utilisée en
théorie de la bifurcation (voir e.g. [3] ). En particulier, nous prolongeons et
précisons certains résultats de [3].

2. G-versalité. Comme dans [7], on voit aisément que le théoréme de
G-versalité est une conséquence du

LEMME 2.1. Soit F € (o@’;,u une déformation G-infinitésimalement verselle

a q paramétres de f € &7, i.e.,

Q.11) & = M&. ® &) + R{g—i (x, 0)}.

Si F' € &%, est une déformation de f a q paramétres telle que
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oF — F)

— (x,0) € M(E ®EY), i=1,....q

alors F et F’ sont G-isomorphes i.e., F’' est induite par F au sens de 1.3 avec
® un difféomorphisme local.

2.2. Esquisse de la démonstration du Lemme 2.1. Pour s € R fixé,
posons

Fyx, u) = sF'(x, u) + (1 — s)F(x, u),
et soit
H(x,u,t) = F;4,(x,u) out € R.

Nous montrerons que H(x, u, 0) est G-isomorphe a H,(x, u) si t est assez
prés de 0. En fait, nous montrerons qu’il existe

® € C(R" X RY X R, R" X RY) et
M € Cy(R" X R? X R, G)

tels que:

22.1) H(x,u,0) = M(x,u,t) H®(x, u, t), t);

(222) &, € Diff (n+q) et @,(x, u) = (¢,(x, u), Y,(u))

pour ¢ pres de 0;

(2.2.3)  By(x, u) = (x, u);

(2.2.4)  ¢(x,0) = x pour tout ¢ pres de 0;

225) M(x,u,0) =e

(22.6) M(x,0,t) = e pour tout ¢ prés de 0;

Ayant M(0, 0,0) = e, il existe A = (A},..., ) € @“’i‘u,, tel que

M(x, u, t) = exp ({4, Nx, u, t) )).

Ainsi, d’aprés (2.2.5) et (2.2.6), A vérifie:

(2.2.5) Nx, u,0) = 0;

(2.2.6') A(x,0,¢) = 0 pour tout ¢ pres de 0.

Dérivons (2.2.1) par rapport a ¢, on obtient
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(2.2.7) <A, %—}t\ (x, u, t)> H(®(x, u, ), 1)

oH d¢
+ <a—x(<1)(x, u, t),t), 3 (x, u, t)>

OH %
+ <E (D(x, u, 1), 1), m (u, f)>

= F(®(x, u, 1)) — F(®(x, u, t)).

Tenant compte des conditions (2.2.2) a (2.2.6), ’égalité (2.2.1) est satisfaite
pour ¢t = 0, et donc (2.2.7) est équivalent a (2.2.1).

De 14, on procéde comme dans [7] pour déduire 'existence de A, ¢ et ¢
vérifiant les conditions précédentes.

3. Transversalité. Nous verrons dans cette section que la G-versalité se
traduit en termes de transversalité. %(n) = Cy (R", G) X Diff (n) est un
groupe lorsque muni de la multiplication:

(g1, 1) " (82, ) = (g1(g2 0 ™), T2 0 ™).

1 est alors clair que 9(n) opére sur & de la fagon suivante: (g, ) - fest le
germe en 0 de

x = g(x) - (for(x)).

Désignons par J(n, p) (resp. Jg(n, p) ) lespace des jets d’ordre k en O des
éléments de &) (resp. m,, - &) et par ¥ le groupe de Lie analytique des
k-jets en 0 des éléments de %(n). L’action du groupe %(n) sur &, induit,
pour tout k, une action analytique de ¥ sur J%(n, p) définie par:

@& DY) = (&g - f)

Pour z € J*(n, p), on désigne par Of l'orbite de z dans J*(n, p) sous
Iaction de ¥*.

LEMME 3.1.
(B.1.1) T;9¢ = R' X Jhn, 1) X J§ (n, n)
ot I est I’élément neutre de G~
(3.12) T.0% = m[My(&, ® m&)]
ouz = jk(f) et m: 60 — Jk(n, p) est la projection canonique.

Démonstration. (1) On a
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CORY, G) = GO CUR", G)
ou
CouR", G) = {g € CG(R", G)lg(0) = e};

ce dernier ensemble s’identifie a m, - (o@lY car tout g € Cg(R", G) est de
la forme

gx) =exp ({4, r(x))) our e m/\é"i.

D’autre part, I’espace tangent a m; (Diff (n)), en I'identité, est Jé(n, n).
Par conséquent,

T,9% = T,G X Je(n, 1) X Jo(n, n)
= R' X Ik, 1) x T, n).
(1) TZOf est 'image de ’application
T; ©:T; 9 — J*(n, p)
ou
0:9 — Jk(n,p)
@ n) =g n) -z

En considérant les courbes différentiables dans @ issues de 1, on montre
facilement (voir e.g. [6, p. 41]) la deuxiéme partie du lemme.

Soit F € &, 4 une déformation de f € &2 et soit F un représentant
de F sur un voisinage U de 0 dans R” X RY. Pour (x, u) € U, désignons
par Fi le germe en 0 € R” de I'application Fy:y — F(x + y, u) et
posons

JFU 3 (x, u) = jFFL € Jk(n, p);

ceci est bien défini car il est clair que le germe de JKF en un point de U ne
dépend que du germe de F en ce point.

Définition 3.2. On dit que F est G-k-transverse si j5F est transverse en 0 a
k3 -k
0; ou z = j*f.

ProrosITION 3.3. F est G-k-transverse si et seulement si

& = My(& D& + R{g(x, 0)} + mit e
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Démonstration. On vérifie aisément que I'image de R” X R par
I’application linéaire tangente de JKF en 0 est

WA[R{ ~—(x, 0) (x 0)}]

Ainsi, la G-k-transversalité de F équivaut a ’égalité

sy = m el o mety + R{ L 0 L0} ]

8X,‘ au,
1.€.,
n ad oF
@@ﬁ=Mf((fi@mﬁx)+R{—f() —(x, 0)} mh e,
ax,- 8u,
Mais

Mp(&, @ m&7) + R{aa—){(x)} = My(&, @87,

d’ou le résultat.

Il est alors clair que la G-versalité (ou de facon équivalente, la
G-versalité infinitésimale) entraine la G-k-transversalité pour tout k. La
réciproque est aussi vraie; pour le vérifier nous introduisons d’abord la

Définition 3.4. On dit que z € J(n, p) est G-suffisant si pour tout et f”
e & tels que j*f = z = j*f7, fet f7 sont G-équivalents.

Une conséquence immédiate du Théoreme 1 de [1] est la

ProPOSITION 3.5. Soit [ € &7,
(3.5.1.) Si j*(f) est G-suffisant,
My ® &%) > miH!

X

(3.5.2) Si Mp(&' ® &%) > ml - &2, jK(f) est G-suffisant.

&8

De (3.5.2) et du Lemme de Nakayama (voir e.g. [4, p. 3] ) on obtient
aisément:

PROPOSITION 3.6. Soit F € &%, une déformation a q paramétres de f €
&% qui est G-k-transverse pour tout k € N. Alors F est G-verselle et il existe
un ko € N tel que *(f) soit G-suffisant.

Remarques 3.7.
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(3.7.1) D’aprés ce qui précéde, f € &% admet une déformation G-verselle
si et seulement si

4
aima( 510 ) < o0

(3.7.2) Si G, le complexifié¢ de G, a au plus une famille a un parameétre
d’orbites dans (7, la remarque précédente et un résultat de J. C. Tougeron
[5] (voir aussi [2, p. 267] ) entrainent qu’“‘en général” f € &% admet une
déformation G-verselle i.e., 'ensemble des f € &% qui n’admettent pas de
déformation G-verselle est, dans un sens que nous ne préciserons pas (cf.
[4, p. 150]), de “codimension infinie” dans &%.

4. G-stabilité. Dans ce qui suit, les espaces de fonctions C* sont munis
de la topologie de Whitney (voir e.g. [4, p. 144]).

Définition 4.1. Soient U et V des ouverts de R” X RY, F € C(U, R?) et
H € C®(V, RP). Nous dirons que F est, en (xg, ug) € U, G-équivalent, en
tant que déformation a q paramétres, @ H en (x|, u;) € V, s’il existe des
voisinages ouverts W, de x; dans R” et W, de uy dans RY tels que W, X
W, C Uets’il existe ® € CO(W, X Wy, V)et M € C(W, X W,, G)
tels que:

(1) F(x,u) = M(x, u) - H(®(x, u)) dans W; X W,;

(ll) (I)(XO’ u()) = (X], ul);

(1) D(x, u) = (¢p(x, u), Y(u) ) pour x € W, etu € Wy;

@iv) ¢|W|><{uo} est inversible en x( et ¢ est inversible en u,.

Définition 4.2. Une déformation F € é”,’,+q de f € &% est dite G-stable
si pour tout voisinage ouvert U de 0 dans R” X RY et tout représentant F
€ C®(U, R?) de F, la condition suivante est satisfaite: il existe un
voisinage % de F dans C*(U, R”) tel que pour tout H € %, il existe un
point (xg, ug) € U tel que H en (xg, uy) soit G-équivalent & F en (0, 0).

Le résultat principal de ce travail est:

THEOREME 4.3. Soit F € é’f,+q une déformation de f € &". Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(4.3.1) F est G-infinitésimalement verselle.

(4.3.2) F est G-verselle.

(4.3.3) F est G-k-transverse pour tout k € N.

(4.3.4) F est G-stable.

Démonstration. En vertu des résultats des sections précédentes, il suffit
de montrer les implications (4.3.3) = (4.3.4) et (4.3.4) = (4.3.2).
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(1) (4.3.3) = (4.3.4). La démonstration s’inspire de [8, p. 325]. Soit U
voisinage ouvert de 0 dans R” X RY, et soit F € C°(U, RY) un
représentant de F. En vertu de I’hypothése et de la Proposition 3.6, il
existe un kg tel que z = jX9f soit G-suffisant. Puisque F est G-k-transverse,
il résulte du théoréme de transversalit¢ ([8, p. 321]) qu’il existe un
voisinage % de F dans C*(U, R?) tel que pour tout H € %, jxo H
rencontre transversalement 0? au moins en un point. Soit H € %, et soit
(x9, yo) € U tel que

. — k
J*kOH(Xm Yo) = 20 € O, ‘.

Les germes z et zy € &° sont G-équivalents, au sens de 1.1, car z, €
O et z est G-suffisant; il en résulte que z, est G-suffisant. Soit H le germe
en (0, 0) de I’application

(x, u) = H(xg + x, up + u),
et soit & le germe en 0 de I'application
x = H(xy + x, up).

Comme j*h = z, et jKOH est transverse a Ofo = OI‘O en (xq, uo) il en
résulte que H est G-kg-transverse. D’autre part, z, = jXh étant
G-suffisant, on déduit de 3.3, 3.5.1 et du théoréme de G-versalité que H est
G-verselle. Par ailleurs, f est G-équivalent, en tant que germe, (i.e., au sens
de 1.1) a A car z et z; sont G-équivalents et G-suffisants; il existe donc 7 €
Diff (n) et g € C3(R", G) tels que

h(x) = g(x) - fo 7(x).

Posons F(x, u) = g(x) - F(r(x), u); alors F est une déformation de h
car

F(x,0) = g(x) - F(r(x), 0) = g(x) - fo 7(x) = h(x).
La G-versalité de H entraine donc I'existence de

M € Cy(R" X RY, G) et
= (9. %) € Co (R" X R%, R" X RY)

tels que:
F(x, u) = M(x, u) - H®(x, u));
D(x, u) = (o(x, u), Y(u));
D(x, 0) = x et M(x, 0) = e.
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Mais

F(x, u) = m'(x) - F(r7'(x), u)
ou

m(x) = (g(r~'(x))) ",
d’ou

Fx, u) = m'(x) - M(r"'(x), u) - H®(1~ '(x), u))
= M'(x, u) - H(xg + ¢(17'(x), u), uy + Y(u))

ou M'(x, u) = m'(x)M(r '(x), u). Par conséquent, F est, en (0, 0),
G-équivalent & H en (xg, o).

(i1) (4.3.4) = (4.3.2). Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R" X RY, et
soit F un représentant de F sur U. Le théoréme de transversalité ( [8, p.
321]) et la G-stabilité de F entraine qu’il existe H € C°(U, R?) telle que
F en (0, 0) soit G-équivalent 2 H en un point (xo, yo) € U et telle que jXH
soit transverse a Ojk(f) en tout point de U, pour tout k& € N. Soit H
définie sur un voisinage de (0, 0) par

H(x, u) = H(xg + x, uy + u);

ainsi,j,’,ﬁﬁ est transverse a OJI-(k(f) en (0, 0) pour tout k € N, et H est en

(0, 0) G-équivalent a F en (0, 0). En particulier
H(x, u) = M(x, u) - F(®(x, u))
ou M et ® sont comme en 4.1. Posons &(x) = H(x, 0); on a
h(x) = H(x, 0) = M(x, 0) - F(¢(x, 0)0) = M(x, 0) - f(go(x)),

d’ou le germe h de & en O est G-équivalent (au sens de 1.1) a f. Par
conséquent,

OJ»kk(f) = Oj,-i(h) pour tout k € N;

il en résulte que le germe H de H en (0, 0) est G-k-transverse pour tout k
€ N car jXH est transverse a Oj'-i( 7 en (0, 0) pour tout £ € N. D’apres
I’équivalence de (4.3.2) et (4.3.3) H est G-verselle. D’autre part, ayant H en
(0, 0) G-équivalente a F en (0, 0), on vérifie alors aisément que F est
G-verselle.

5. G-versalité dans le cas de changements restreints de coordonnées. 11

importe dans certaines situations (e.g. en théorie de la bifurcation [3] ) de
distinguer entre les différents paramétres d’une déformation. A cette fin,
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on introduit une relation d’équivalence entre les germes qui respecte une
certaine fibration de 1’espace de départ. Ceci nous améne a poser la
définition suivante:

Définition 5‘1.OfO € &, = &%\ est dit G(n, s)-équivalent a f' € &%)
s'il existe g € Cy (R""S, G) et 7 = (¢, ) € Diff(n + s) tels que

SN = g(x, M(f o (x, N)),
ou
¢ € Co(R" X R, R") et ¢ € CJ(R, R).
La notion de G(n, s)-versalité se définit comme suit:

Définition 5.2. Une déformation F € &%,y de f € &) est dite
G(n, s)-verselle si toute autre déformation H de f est induite par f de la
fagon suivante: disons que H € &5, | g» alors il existe

M e C7(R" X R* X RY, G) et
® € C®(R" X R* X RY, R" X R® X RY)

tels que:
() H(x, A, v) = M(x, \,v) - F(®(x, A\, v));

(i) D(x, Av) = (¢(x, A, v), ¥(A, v), 6(v)) ou
¢ € Co(R" X R* X RY,R"), ¢y € Co(R° X RY, R’) et
6 € CPRY, R,

(iii) ®(x, A, 0) = (x, A, 0) et M(x, A, 0) = e.

On peut alors, dans ce contexte, définir les notions analogues a celles
des sections précédentes. On montre, en utilisant les mémes méthodes, le
théoréme suivant qui précise et prolonge certains résultats de Golubitsky-
Schaeffer [3]:

THEOREME 5.3. Soit F € cg’i’)\’u une déformation de [ < @“’i‘)\. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes:

(5.3.1) F est G(n, s)-verselle.

(5.3.2) F est G(n, s)-infinitésimalement verselle.

(5.3.3) F est G(n, s)-k-transverse pour tout k € N.

(5.3.4) F est G(n, s)-stable.

Nous ne ferons pas la démonstration, nous nous contenterons de faire
les remarques suivantes a la suite desquelles il est possible d’utiliser les
démonstrations, mutadis mutandis, des résultats des sections précé-
dentes.

https://doi.org/10.4153/CJM-1984-002-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1984-002-9

20 JEAN-JACQUES GERVAIS

Remarques 5.4.

(5.4.1) Ici la G(n, s)-versalité infinitésimale de F s’écrit:
oF
En = MiENOER) + Ni(E) + R{aa, A 0)}

ou

My (p, v)(x, N) = (A4, 1(x, N) ) - f(x, A) + (Df (x, ), »(x, A) )

et

Nr(m)(x, X) = (Dyf (x, N), n(A) ).
(5.4.2) La G(n, s)-k-transversalité de F se traduit par

n Ky F
&\ = Mf(éai,x O &) + Ne(&) + R{g;(x, A, 0)}

+ mi{ l(g)i‘x.
(543)Unjetz € JK(n + s, p) est G(n, s)-suffisant si et seulement si,
pour tout f € &%, tel que *(f) = z,on a
! k+1
Mp(& ) © myp - 64y + Ne(my 63) D miy - &5y
Ceci se démontre en utilisant la méme méthode que [1] sauf que 1a ou on
utilise le lemme de Nakayama, il faut employer le théoréme de
préparation.

6. Exemples. Dans ce qui suit, G = G/;(R).

Considérons I’équation x> — Ax = 0 que I’on rencontre, par exemple,
dans le probléme de flambement d’une poutre (voir e.g. [3] ). On peut dans
ce cas considérer que x est la déviation maximale de la poutre et que A est
la force exercée aux extrémités de la poutre.

6.1. Le germe en (0, 0) de x> — Ax est de G(1, 1)-codimension 2 et une
déformation G(1, 1)-verselle est donnée par x> — Ax + Bx> + a. Dans le
cas du probléeme de flambement d’une poutre, a et S représentent
respectivement la courbure initiale de la poutre et une force normale
exercée au centre de la poutre.

6.2. Considérons x> — Ax comme une déformation A un paramétre de
x?, alors il faut ajouter un second paramétre pour obtenir une déformation
G(1, 0)-verselle de x3. En fait, dans ce cas, x> — Ax + a est une
déformation G(1, 0)-verselle de X
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Notons qu’en 6.1 'on ne permet pas de “mélange” du parameétre (de
bifurcation) A avec les paramétres externes (imperfections) « et 8, tandis
qu’en 6.2 les paramétres A et a sont traités sur le méme pied. La premiére
facon d’aborder le probléme est plus adéquate: nous renvoyons le lecteur a
la discussion dans [3], p. 27.

6.3. Considérons I'équation x> — Ax + Bx> = 0 que I’on recontre aussi
dans le probléme (perturbé) de flambement d’une poutre. Ici, 8 représente
une force normale exercée au centre de la poutre.

Si ce probléme est traité comme un probléme de G(1, 2)-stabilité, il est
facile de voir que x> — Ax + Bx? est de G(1, 2)-codimension infinie.

D’autre part, on peut considérer x> — Ax + Bx*> comme une
déformation A un paramétre de x> — Ax. On est ainsi ramené au cas
6.1.

Si, par contre, x> — Ax + Bx? est considéré comme un déformation a un
paramétre de x> + Bx%, on a un probléme de codimension infinie i.e., x?
+ Bx? est de G(1, 1)-codimension infinie.

Ces quelques exemples simples illustrent 'importance, en théorie de la
bifurcation perturbée, d’établir une hiérachie entre les différents para-
métres; nous renvoyons encore le lecteur a la discussion dans [3], p.27.
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