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DEFORMATIONS G-VERSELLES ET G-STABLES 

JEAN-JACQUES GERVAIS 

1. Introduction. Soit Sn l'anneau des germes en 0 des fonctions 
numériques de classe C°° dans R". On écrira aussi êx pour ên où x est la 
variable dans R". Désignons par Diff (n) le groupe des germes en 0 des 
difféomorphismes locaux r de classe C°° d'un voisinage de 0 dans R" sur 
un voisinage de 0 tels que T(0) = 0. Soient G un sous-groupe de Lie de 
Glp(R) et C^°(R", G) l'ensemble des germes en 0 des applications de classe 
C°° de R" dans G. 

Définition 1.1. Les germes/ et f G êp
x sont dits G-équivalents s'il existe 

r G Diff (n) et g G C™(Rn, G) tels que 

g(x) - / o T(X) =f(x) 

au voisinage de 0. 

Cette notion est due à J. C. Tougeron [4, ch. 8] et [5] et généralise les 
notions de "right-equivalence" et "contact-equivalence" introduites par R. 
Thom et J. N. Mather. 

N.B. Dans la suite de ce texte, on notera indifféremment un germe de 
fonction et un de ses représentants lorsqu'il n'y a pas de confusion 
possible. 

Définition 1.2. So i t / G $p
n. Une déformation à q paramètres de f est un 

germe F G £p
n+q tel que i ^ x f o } = / 

Définition 1.3. Une déformation F h q paramètres d e / G $p
n est dite 

G-verselle si toute autre déformation H d e / e s t induite par F de la façon 
suivante: disons que H G <^+<?>, alors il existe M G C0(R

n X R?', G) et 
* G C£°(R" X R«, R" X R*) tels que 

(ï)H(x,v) = M ( x , v ) - F ( $ ( x , v ) ) ; 

(ii) $(x, v) = (<#*, v), i/<v) ) où 

* G C™(Rn X R*, R") et ^ G CJftR*', R<0; 
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10 JEAN-JACQUES GERVAIS 

(iii) $(x, 0) = (x, 0) et M(x, 0) = e où e est l'élément neutre 
de G. 

Supposons que G est de dimension / et soit {Ah . . . , A/} une base sur R 
de l'algèbre de Lie TeG. P o u r / e Sp

n, considérons 

Mf.ê'n © S"n -> < 

Oi, * ) - > < . 4 , / i > - / + (Df,v) 

OU 

et 

/ 
(.4, /i> = 2 M * (M = (Mi, • • • , M/) ) 

£ = 1 

où Df est la matrice jacobienne d e / . Désignons par 6y l'ensemble des 
germes dans êp

n qui sont G-équivalents à / Intuitivement, "l'espace 
tangent" à l'orbite Of e n / e s t Mf(S\ © Sn

n). Si Of est de "codimension 
finie" i.e., 

dimR (</M / (4©<))<œ, 

on a le résultat fondamental suivant: 

1.3. THÉORÈME DE G-VERSALITÉ. Soit F e êp
xu une déformation à q 

paramètres de f e $p
x. Alors F est G-verselle si et seulement si 

dF dF 
— ( * , 0 ) , . . . , — ( * , 0 ) 
ÔU\ ÔUq 

engendrent sur R l'espace êp
xi'Mf(S'x ® é>n

x) i.e., 

(1.3.1) < = M/ (^0O + R { ^ ( * , 0 ) } . 

dF dF 
N.B. Ici, — (JC, 0) désigne le germe en 0 e R" de — 

out out 
R"X{0} et 

• {sM 
3F 

duq 

dF 
est l'espace vectoriel engendré sur R par -— (JC, 0), . . . , 

àu\ 
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DEFORMATIONS G-VERSELLES ET G-STABLES 11 

Définition 1.4. Lorsque l'égalité (1.3.1) est satisfaite, on dit que F est 
G-infinitésimalement verselle. 

On déduit immédiatement du Théorème 1.3, le corollaire suivant qui 
permet de construire une déformation G-verselle d'un germe de codimen-
sion finie. 

COROLLAIRE 1.5. Soitf <E $p
x tel que 

âwL*{ép
x/Mf(é

l
x®én

x)) = q. 

Si b\, . . . , bq G êp
x se projettent sur un base de êp

xIMf{ë x © £x), 

q 
F(x, u) = f(x) -h ZJ Uibi(x) 

z = l 

est une déformation G-verselle de f 

Nous verrons comment démontrer le théorème de versalité à partir 
d'arguments dus à R. Thom et J. N. Mather qu'on retrouve, par exemple, 
dans [6]. Ensuite, nous traduirons la G-versalité en termes de transversa-
lité. Enfin, nous montrerons que la G-versalité est équivalente à la 
G-stabilité. Intuitivement, une déformation F e $P de / e Sp

x est 
G-stable si tout H G êp

xu "assez près" de F est G-équivalent 
(notion analogue à celle définie en 1.1 mais qui, en particulier, respecte la 
fibration de R" X Rq) à F. En particulier, on en déduit que tout germe h 
G êp

x "assez près" d e / e s t G-équivalent à F( —, UQ) pour un certain w0
 G 

R« 
Nous verrons dans la dernière section que nos résultats s'étendent au 

cas de changements de restreints (T G Diff (n + s) ) de coordonnées i.e., 
qui respectent une certaine fibration de l'espace de départ Rn+S = Rn x 
Rs. Par exemple, cette notion avec G = Glp(R) et s = 1 est utilisée en 
théorie de la bifurcation (voir e.g. [3] ). En particulier, nous prolongeons et 
précisons certains résultats de [3]. 

2. G-versalité. Comme dans [7], on voit aisément que le théorème de 
G-versalité est une conséquence du 

LEMME 2.1. Soit F G Sp
xu une déformation G-infinitésimalement verselle 

à q paramètres de f G. S^ i. e., 

(2.1.1) / ^ M / ^ e O + R ^ f c O ) ) . 

Si F' e gp est une déformation de f à q paramètres telle que 
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12 JEAN-JACQUES GERVAIS 

-^— }-(x,Q)eMf(éx®gx), i=\,...,q, 

alors F et Ff sont G-isomorphes i.e., F' est induite par F au sens de 1.3 avec 
$ un difféomorphisme local. 

2.2. Esquisse de la démonstration du Lemme 2.1. Pour s e R fixé, 
posons 

Fs(x, u) = sF(x, u) + (1 — s)F(x, u), 

et soit 

H(x, w, /) = Fs + t(x, u) où / G R. 

Nous montrerons que / /(x, w, 0) est G-isomorphe à //,(x, w) si t est assez 
près de 0. En fait, nous montrerons qu'il existe 

$ G C£°(R" X R« X R, R" X W) et 
M €E C™(R" X R<? X R, G) 

tels que: 

(2.2.1) H(x9 w, 0) = M(x, u, t) • H(Q(x, w, 0 , 0 ; 

(2.2.2) $, G Diff (w + tf) et $,(*, w) = (<f>,(jt, w), i//,(w) ) 

pour r près de 0; 

(2.2.3) *o(*, ") = (*, " ) ; 

(2.2.4) <M*> 0) = x pour tout / près de 0; 

(2.2.5) M(x, u,0) = e 

(2.2.6) M(x, 0, /) = e pour tout / près de 0; 

Ayant M(0, 0, 0) = e, il existe À = (Xh . . . , À/) e <f x ^, tel que 

M(x, w, /) = exp ( (A, X(x, u, t) ) ). 

Ainsi, d'après (2.2.5) et (2.2.6), À vérifie: 

(2.2.50 Mx, u, 0) = 0; 

(2.2.6') X(x, 0, t) = 0 pour tout / près de 0. 

Dérivons (2.2.1) par rapport à /, on obtient 
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DEFORMATIONS G-VERSELLES ET G-STABLES 13 

(2.2.7) \A, y (x9 u9 t) ) H($(x, u, /) , /) 

/dH 3<J> 
+ ( ^ r ( ° ( x > w> 0 , 0 , — (*> M> 0 

/dH ^ M 
+ ( — ($(x, u, /), /), — (u, t) 

\ du dt 

= F($(x, u9t)) - F($(x , u, t) ). 

Tenant compte des conditions (2.2.2) à (2.2.6), l'égalité (2.2.1) est satisfaite 
pour / = 0, et donc (2.2.7) est équivalent à (2.2.1). 

De là, on procède comme dans [7] pour déduire l'existence de À, <j> et \p 
vérifiant les conditions précédentes. 

3. Transversalité. Nous verrons dans cette section que la G-versalité se 
traduit en termes de transversalité. ^(n) = C^°(RW, G) X Diff (n) est un 
groupe lorsque muni de la multiplication: 

tel, Ti) ' (g 2 , T2) = (g\(g2 O Ti), T2 O Ti). 

Il est alors clair que &(n) opère sur êp
n de la façon suivante: (g, T) / e s t le 

germe en 0 de 

x -^ g(x) ' (fo T (X) ) . 

Désignons par Jk(n,p) (resp. J0(n,p) ) l'espace des jets d'ordre k en 0 des 
éléments de êp

n (resp. mw • Sp
n) et par ^ le groupe de Lie analytique des 

/c-jets en 0 des éléments de &(n). L'action du groupe &(n) sur êp
n induit, 

pour tout k, une action analytique de & sur Jk(n9 p) définie par: 

jk((g,r))jk(f) =/((g,r)-f). 

Pour z G Jk{n9 /?), on désigne par Oz l'orbite de z dans Jk{n9 p) sous 
l'action de 0*. 

LEMME 3.1. 

(3.1.1) 7>0* = R7 X 4( / i , /) X 4 (i , «) 

où I est Vêlement neutre de ^k. 

(3.1.2) TzO
k
z = -nk[Mf{$'n @ mjn

n) ] 

où z = jk{f) et iTiç'-^n ~~> Jk(n> P) est la projection canonique. 

Démonstration, (i) On a 
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14 JEAN-JACQUES GERVAIS 

Co (R", G) = G 0 C^e(R", G) 

où 

<X(R", G) = { g e Co"(R", G)|g(0) = e}; 

ce dernier ensemble s'identifie k mx - é)
x car tout g e CQ^(RW, G) est de 

la forme 

g(x) = exp ( (A, r(x) > ) où r G m^ x. 

D'autre part, l'espace tangent à ^(Diff («)), en l'identité, est Jo(n, n). 
Par conséquent, 

Tr&
k = TeG X jfa, l) X Jk

0(n, n) 

= R1 x 4(«, o x 4(«> «)• 
(ii) r z0 z est l'image de l'application 

où 

0 : ^ ->Jk(n,p) 

/ ( ( f t T ) ) - > ( / ( g , T ) ) - Z . 

En considérant les courbes différentiables dans ^ issues de 7, on montre 
facilement (voir e.g. [6, p. 41] ) la deuxième partie du lemme. 

Soit F G $p
n+q une déformation d e / G ^ , et soit T7 un représentant 

de F sur un voisinage U de 0 dans R" X Rq. Pour (x, u) e £/, désignons 
par Fu

x le germe en 0 e R" de l'application Fu
x:y ^ F(x + j>, w) et 

posons 

J S J F : £ / 3 (x, u)^jkFu
x ^Jk(n,p); 

ceci est bien défini car il est clair que le germe dej*F en un point de U ne 
dépend que du germe de F en ce point. 

Définition 3.2. On dit que F est G-k-transverse siylF est transverse en 0 à 
0* où z = jkf. 

PROPOSITION 3.3. F est G-k-transverse si et seulement si 

S"x = Mf(S'x®Sn
x) + R { | ^ ( * . 0 )} + m*+ 1 - < . 
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DEFORMATIONS (7-VERSELLES ET C-STABLES 15 

Démonstration. On vérifie aisément que l'image de R" X R^ par 
l'application linéaire tangente de j*F en 0 est 

Ainsi, la G-/c-transversalité de F équivaut à l'égalité 

Jk{n,p) = <nk\ 
\dXi ou; J J 

i.e., 

Mais 

sp
x = Mf{ê'x ® mxs"x) + R { £ ( * ) , ^(X, 0)} , k+\ 

+ mY 

Mf(S
l
x ® tn/:.) + R{^-(^)} = Mf(*'x®<), 

d'où le résultat. 

Il est alors clair que la G-versalité (ou de façon équivalente, la 
G-versalité infinitésimale) entraîne la G-/c-transversalité pour tout k. La 
réciproque est aussi vraie; pour le vérifier nous introduisons d'abord la 

Définition 3.4. On dit que z e Jk(n,p) est G-suffisant si pour t o u t / e t / ' 
G êp

x tels que jkf = z = jkf\fslf sont G-équivalents. 

Une conséquence immédiate du Théorème 1 de [1] est la 

PROPOSITION 3.5. Soit f e SP
X. 

(3.5.1.) Sijk(f) est G-suffisant, 

Mf(<?l
x®<?n

x) D m£+1 • < • 

(3.5.2) Si Mf(ê
l
x 0 gn

x) D m* • £p
xJ

k(f) est G-suffisant. 

De (3.5.2) et du Lemme de Nakayama (voir e.g. [4, p. 3] ) on obtient 
aisément: 

PROPOSITION 3.6. Soit F G. êp
xu une déformation à q paramètres de f e 

êp
x qui est G-k-transverse pour tout k e N. Alors F est G-verselle et il existe 

un k0 G N tel que jk°(f) soit G-suffisant. 

Remarques 3.7. 
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(3.7.1) D'après ce qui précède,/ e êp
x admet une déformation G-verselle 

si et seulement si 

( Sp \ 

X/Mf(ê'x®S"x))
 < c o -

(3.7.2) Si G , le complexifié de G, a au plus une famille à un paramètre 
d'orbites dans Cp, la remarque précédente et un résultat de J. C. Tougeron 
[5] (voir aussi [2, p. 267] ) entraînent qu'"en général" / e Sp

x admet une 
déformation G-verselle i.e., l'ensemble d e s / e êp

x qui n'admettent pas de 
déformation G-verselle est, dans un sens que nous ne préciserons pas (cf. 
[4, p. 150] ), de "codimension infinie" dans Sp

x. 

4. G-stabilité. Dans ce qui suit, les espaces de fonctions C°° sont munis 
de la topologie de Whitney (voir e.g. [4, p. 144] ). 

Définition 4.1. Soient U et F des ouverts de R77 X R\ F e C°°(U9 R
p) et 

H G C°°(V, Rp). Nous dirons que .F est, en (x0, w0) ^ U, G-équivalent, en 
tant que déformation à q paramètres, à H en (x\, u\) e V, s'il existe des 
voisinages ouverts W\ de x0 dans R" et W2 de w0 d

a n s ^ t e l s Que ^ i x 

W2 c Uet s'il existe O G C°°(WX X J^2, F) et M G C 0 0 ^ X W2, G) 
tels que: 

(i) F(x, u) = M(JC, w) • / / ($(*, M) ) dans Wx X JF2; 
(ii) ®(x0, "o) = (^b "i); 
(iii) $(;c, w) = (< (̂JC, w), \p(u) ) pour i G W\ et w G Pf2; 
(iv) ^ln/,x{w0} est inversible en x0 et ip est inversible en w0. 

Définition 4.2. Une déformation F e <#^+ d e / e ^ est dite G-stable 
si pour tout voisinage ouvert U de 0 dans R" X Rq et tout représentant F 
e C°°(U, RP) de F, la condition suivante est satisfaite: il existe un 
voisinage <% de F dans C°°(U, Rp) tel que pour tout H e % il existe un 
point (XQ, WQ) ^ U tel que 7/ en (JCQ, WQ) soit G-équivalent à F en (0, 0). 

Le résultat principal de ce travail est: 

THÉORÈME 4.3. Soit F e ^p
n+q une déformation de f e <f̂ . L ^ condi­

tions suivantes sont équivalentes: 
(4.3.1) F est G-infinitésimalement verselle. 
(4.3.2) F est G-verselle. 
(4.3.3) F est G-k-transverse pour tout k e N. 
(4.3.4) F est G-stable. 

Démonstration. En vertu des résultats des sections précédentes, il suffit 
de montrer les implications (4.3.3) => (4.3.4) et (4.3.4) => (4.3.2). 
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(i) (4.3.3) =̂> (4.3.4). La démonstration s'inspire de [8, p. 325]. Soit U 
voisinage ouvert de 0 dans R" X R<?, et soit F G C°°(U, Rq) un 
représentant de F. En vertu de l'hypothèse et de la Proposition 3.6, il 
existe un k0 tel que z = jk°f soit G-suffisant. Puisque F est G-£o-transverse, 
il résulte du théorème de transversalité ( [8, p. 321] ) qu'il existe un 
voisinage «f de F dans C°°(t/, R ' ) tel que pour tout # _ G % y*0 H 
rencontre transversalement Oz° au moins en un point. Soit H G % et soit 
(*o> J>o) G U tel que 

j*k«H(x0,y0) = z0 G Ok
z°. 

Les germes z et z0 G <?̂  sont G-équivalents, au sens de 1.1, car z0 G 
Oz° et z est G-suffisant; il en résulte que z0 est G-suffisant. Soit H le germe 
en (0, 0) de l'application 

(x, u) —> / / (x 0 + x, w0 + w), 

et soit h le germe en 0 de l'application 

x \—> H(XQ + x, Mo)-

Comme jk°h =^ z0 et 7 *°/7 est transverse à Oz° = Oz°Q en (x0, Mo), il en 
résulte que H est G-/c0-transverse. D'autre part, z0 = jk°h étant 
G-suffisant, on déduit de 3.3, 3.5.1 et du théorème de G-versalité que H est 
G-verselle. Par ailleurs,/est G-équivalent, en tant que germe, (i.e., au sens 
de 1.1) à A car z et z0 sont G-équivalents et G-suffisants; il existe donc r G 
Diff (n) et g G CJftR", G) tels que 

h(x) = g(x) - / o T(X). 

Posons F(x, w) = g(x) • F(T(X) , W); alors F est une déformation de h 
car 

F(x, 0) = g(x) • F(r(x), 0) = g(x) - / o T(X) = A(JC). 

La G-versalité de / / entraîne donc l'existence de 

M G C™QBLn X R«, G) et 
$ = (0, ,//) G C£°(R" X R ,̂ R" X R?) 

tels que: 

F(x, u) = M(x, w) • //(«H*, w) ); 

<ï>(x, M) = (<j>(x, u), Mu) ); 

0(x, 0) = x et M(x, 0) = e. 
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Mais 

F(x, u) = m\x) • F(T~ (X), U) 

où 

m'(x) = (g{r-\x)))-\ 

d'où 

F(x, u) = m\x) • M ( T _ 1 ( X ) , M) • H(^(T~\X), U)) 

= M'(x, u) • H(XQ + <J>(T_1(.X), U), UQ + ^(u) ) 

où M\x, u) = m'(x)M(r~\x), u). Par conséquent, F est, en (0, 0), 
G-équivalent à 7/ en (XQ, yo). 

(ii)_(4.3.4) =» (4.3.2). Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R" X R ,̂ et 
soit F un représentant de F sur U. Le théorème de transversalité ( [8, p. 
321] ) et la G-stabilité de F entraîne qu'il existe H e C°°(U9 R?) telle que 
T7 en (0, 0) soit G-équivalent à H en un point (x0,yo) G [/et telle quej*H 
soit transverse à # / ( / ) en tout point de U, pour tout A: G N. Soit H 
définie sur un voisinage de (0, 0) par 

H(x, U) = H(XQ -h X, UQ + u)\ 

ainsi, y*// est transverse à # / ( / ) en (0, 0) pour tout k e N, et 7/ est en 
(0, 0) G-équivalent à F en (0, 0). En particulier 

ît(x, u) = M(x, u) • F($(x, u) ) 

où M et 0 sont comme en 4.1. Posons h(x) = H(x, 0); on a 

h(x) = H(x, 0) = M(x, 0) • Ffâx, 0)0) = M(JC, 0) - f(<f>0(x) ), 

d'où le germe /i de /i en 0 est G-équivalent (au sens de 1.1) à / . Par 
conséquent, 

k k 
Ojk(f) = Ojk(h) P o u r tout /c e N; 

il en résulte que le germe H de H en (0, 0) est G-/c-transverse pour tout k 
e N car j%H est transverse à 0 / (A en (0, 0) pour tout k e N. D'après 
l'équivalence de (4.3.2) et (4.3.3) H est G-verselle. D'autre part, ayant H en 
(0, 0) G-équivalente à F en (0, 0), on vérifie alors aisément que F est 
G-verselle. 

5. G-versalité dans le cas de changements restreints de coordonnées. Il 
importe dans certaines situations (e.g. en théorie de la bifurcation [3] ) de 
distinguer entre les différents paramètres d'une déformation. A cette fin, 
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on introduit une relation d'équivalence entre les germes qui respecte une 
certaine fibration de l'espace de départ. Ceci nous amène à poser la 
définition suivante: 

Définition 5 . 1 . / G Sp
n+S = êp

x), est dit G(n, s)-équivalent àf G Sp
xX 

s'il existe g G C™(Rn+\ G) et T ' = (<J>, ̂ ) G Diff(w + j ) tels que 

/ ' (* ,X) = g(x,X)( /oT(x,A)) , 

où 

* G C ^ R " X* RJ, R") et ^ G C~(R5, R ) 

La notion de G(n, 5-)-versalité se définit comme suit: 

Définition 5.2. Une déformation F G Sp
n+s + q de / G <^ + J est dite 

G(n, s)-verselle si toute autre déformation H d e / e s t induite p a r / d e la 
façon suivante: disons que H G < ^ + 5 + ^ , alors il existe 

M G C™(Rn X R5 X R?', G) et 
$ G C ^ R " X R5 X R?', R" X R5 X R<?) 

tels que: 

(i) H(x, A, v) - M(x, A, v) • F($(x, A, v) ); 

(ii) <D(x, A v) = (<#>(*, A, v), ^(A, v), 0(v) ) où 
<j> G C^°(R" X R5 X R«, R"), if, G C^°(RS X R^, RJ) et 

0 G CS°(R^, R*); 

(iii) $(*, A, 0) = (JC, A, 0) et M(x, A, 0) = e. 

On peut alors, dans ce contexte, définir les notions analogues à celles 
des sections précédentes. On montre, en utilisant les mêmes méthodes, le 
théorème suivant qui précise et prolonge certains résultats de Golubitsky-
Schaeffer [3]: 

THÉORÈME 5.3. Soit F G êp
x^u une déformation de f G êp

xX. Alors les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(5.3.1) F est G(n, s)-verselle. 
(5.3.2) F est G(n, s)-infinitésimalement verselle. 
(5.3.3) F est G(n, s)-k-transverse pour tout k G N. 
(5.3.4) F est G(n, s)-stable. 

Nous ne ferons pas la démonstration, nous nous contenterons de faire 
les remarques suivantes à la suite desquelles il est possible d'utiliser les 
démonstrations, mutadis mutandis, des résultats des sections précé­
dentes. 
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Remarques 5.4. 

(5.4.1) Ici la G(n, s)-versalité infinitésimale de F s'écrit: 

<x = M/(<x ©<x) + Nf(S
s
x) + R{J^(*, k 0)} 

OU 

et 

M/0x, *)(*, X) = <^, /i(x, X) > • / (* , X) + </ ) / (* , X), *>(*, *) > 

Nf(7i)(x, X) = <Z)j/(x, X), TKX) >. 

(5.4.2) La G(«, s)-/c-transversalité de F se traduit par 

<x = M7(<X e <x) + Ay(̂ x) + Rfô*, A, o) j 

+ mlf<x. 
(5.4.3) Un jet z e ,/*(« + s, p) est G(«, s)-suffisant si et seulement si, 

pour t o u t / e <f̂ x tel quejk(f) = z, on a 

M , ^ © m,,x • < x ) + Nf(mx ês
x) D m*,!' • < x -

Ceci se démontre en utilisant la même méthode que [1] sauf que là où on 
utilise le lemme de Nakayama, il faut employer le théorème de 
préparation. 

6. Exemples. Dans ce qui suit, G = Gl\(R). 
Considérons l'équation x3 — Xx = 0 que l'on rencontre, par exemple, 

dans le problème de flambement d'une poutre (voir e.g. [3] ). On peut dans 
ce cas considérer que x est la déviation maximale de la poutre et que X est 
la force exercée aux extrémités de la poutre. 

6.1. Le germe en (0, 0) de x3 — Xx est de G(l, l)-codimension 2 et une 
déformation G(l, l)-verselle est donnée par x3 — Xx + fix2 + a. Dans le 
cas du problème de flambement d'une poutre, a et /? représentent 
respectivement la courbure initiale de la poutre et une force normale 
exercée au centre de la poutre. 

6.2. Considérons x3 — Xx comme une déformation à un paramètre de 
x3, alors il faut ajouter un second paramètre pour obtenir une déformation 
G(l, 0)-verselle de x3. En fait, dans ce cas, x3 — Xx + a est une 
déformation G(l, 0)-ver selle de x3. 
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Notons qu'en 6.1 l'on ne permet pas de "mélange" du paramètre (de 
bifurcation) X avec les paramètres externes (imperfections) a et fi, tandis 
qu'en 6.2 les paramètres X et a sont traités sur le même pied. La première 
façon d'aborder le problème est plus adéquate: nous renvoyons le lecteur à 
la discussion dans [3], p. 27. 

6.3. Considérons l'équation x3 — Xx + fix2 = 0 que l'on recontre aussi 
dans le problème (perturbé) de flambement d'une poutre. Ici, fi représente 
une force normale exercée au centre de la poutre. 

Si ce problème est traité comme un problème de G(l, 2)-stabilité, il est 
facile de voir que x3 — Xx 4- /Sx2 est de G(l, 2)-codimension infinie. 

D'autre part, on peut considérer x3 — Xx + fix2 comme une 
déformation à un paramètre de x3 — Xx. On est ainsi ramené au cas 
6.1. 

Si, par contre, x3 — Xx 4- fix2 est considéré comme un déformation à un 
paramètre de x3 4- fix2, on a un problème de codimension infinie i.e., x3 

4- fix2 est de G(l, l)-codimension infinie. 
Ces quelques exemples simples illustrent l'importance, en théorie de la 

bifurcation perturbée, d'établir une hiérachie entre les différents para­
mètres; nous renvoyons encore le lecteur à la discussion dans [3], p.27. 
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