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UNE CARACTERISATION DU FIBRE COTANGENT
ToNnG VAN Duc

We prove that the Lie algebra of infinitesimal automorphisms of the cotangent structure
on the total space of the cotangent bundle of a manifold is isomorphic to the semi-direct
product of the Lie algebra of the vector fields on the manifold by the space of closed
1-forms, the vector fields operating on the forms by Lie derivation. The derivations of this
algebra Lie are completely determined and we prove that it characterises the cotangent

bundle.
DEFINITION: On appellera  groupe  cotangent, le sous-groupe de
GL(2n,R) dont l=s éléments sont de la forme :
A 0
(1) [B t A—l ]

ou A € GL(n,R) et ‘AB =*BA.

DEFINITION: Une structure presque-cotangente sur une variété est une G-
structure dont le groupe structural est le groupe cotangent. Une structure cotangente
est une structure presque cotangente intégrable.

Soit N une variété différentiable munie d’une structure presque-cotangente et soit

(6%,6%,...,6°") une cobase adaptée a cette G-structure. Il existe sur N deux exten-

sions de cette structure : la premiére est la structure presque-symplectique définie par

n . .
la 2-forme 2 = Y 6* N " et la deuxiéme est déterminée par la distribution définie
i=1

par 01 = cte, .. on = cte [2].

Soit M une variété différentiable connexe, paracompacte de dimension n . Tous
les objets considérés sont supposés de classe C™ .

Soit (T*M,p, M) le fibré cotangent de la variété M . Si (U,z*) (4,5,... = 1,... ,n)
est une carte locale de M , on désigne par (a:‘,y,-) les coordonnées canoniques de T*M
dans'ouvert p~!(U). Si (U', mi') est une autre carte locale de M telle que UNU' #£0,

alors la matrice jacobienne des changements de coordonnées est de la forme (1) ot
8z 8%z'  9z¥
A= - t B=|—7=vis—
[ar] © [31:"32:7 Yok
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Ainsi, Despace total du fibré cotangent est muni d’une structure cotangente.
Cette structure est subordonnée a la structure symplectique définie par la différentielle

n .

extérieure de la forme de Lionville § = ) y;dz* et & la G-structure définie par le
i=1

feuilletage lagrangien dont les feuilles sont les fibres du fibré cotangent. La structure

cotangente est ’intersection de ces deux structures.
Soient X un champ de vecteurs sur M , (p,) son groupe local a un paramétre,
alors *(¢;.') est un groupe local & un paramétre sur T*M dont le champ de vecteurs

associé X est appelé relévement de X .

9 -
Si X = X'g—'.- , X a pour expression locale :
z

= . 8 09X @
X=X'—— —y;j— .
9zt Ozt VI dy;
Puisque le fibré vertical VI*M de T*M est isomorphe & T*M 1>‘<4 T*M , toute

section w de T*M induit une section w® de VT*M , appelée relevement vertical de

w .
. 8
Si w=aidz', ona w’=aq; .
' Oy;
Soit C le champ canonique sur 7*M ; C a pour expression locale C = y,'ai .
Yi
PROPOSITION 1. On a :
[X,Y]=[X,Y], [X,0']=(Lxw)"
[w",w"’]:O, [C,X] =0, [C,w”]:—w"
VX,Y € X(M) et Vw,w' € X*(M) .
PREUVE: Utiliser, par exemple, les expressions locales de X, X',w et ' . |

Soit L D’algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux de la structure cotan-
gente sur T*°M .

; 0 8
Soit A = A' + A;— un élément de L . Le fait que A est un champ symplec-

Ozt 8y;
tique se traduit par
BA; 84; 8A' DAT  9A;  BA
dzi ~ 9z* ’ 8y, dy;  By; 0zt~

D’autre part, comme A est un automorphisme infinitésimal du feuilletage défini
i

par les fibres du fibré cotangent, on a ol 0. On en déduit que les éléments de L
Yj

sont de la forme :

i o A7 0
A=4 (z)az‘ + (- Bzt +w,(:c)) 9y
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ou les w; sont soumnises & la condition

Bw,' _ Bwj
dzi ~ 8zt

Autrement dit, w;aiyi est le relévement vertical d’une 1-forme fermée sur M .
Ainsi les éléments de L sont projetables sur M et on a un morphisme surjectif
d’algébres de Lie ¢ de L sur Xm) défini par ¢(4) = (’71) VA € L . D'oli la suite
exacte scindée :
0 — ZY (M)’ — L -1 X(M) — 0
ou Z'(M)’ désigne le relévement vertical de ’espace Z'(M) des 1-formes fermées sur
M.

—

THEOREME 1. L=X(M)® Z} (M)’ .
On déduit de la proposition 1 et du théoréme 1 le :

THEOREME 2. L est isomorphe au produit semi-direct de ’algébre de Lie X (M)
par I’espace vectoriel Z'(M) des 1-formes fermées, les champs de vecteurs opérant sur

les 1-formes par dérivations de Lie.

On rappelle que le crochet dans X(M) x Z'(M) est défini de la fagon suivante :
(X, w), (X', w')] = (X, X'}, Lxw' — Lxw)

VX, X' € X(M) et Vw,w' € Z'(M) .

On va maintenant étudier les dérivations de 1’algébre de Lie L .

Soit D une dérivation de L identifiée & X (M) x Z'(M) . Alors, il existe des
applications R-linéaires P,Q, R, S telles que :

D((X,w)) = (P(X) + Q(w), R(X) + 5(w))

pour tout couple (X,w) € X(M) x Z}(M) .
Le fait que D est une dérivation implique que P,Q,R,S sont des solutions des
équations suivantes :
1) P(IX,Y]) =[P(X), Y]+ [X, P(Y)];
2) Q(Lxw)=[X,Qw));
3) Lo = Louws
4) R([X,Y])=Lx(R(Y)) - Ly (R(X));
5) S(Lxw)= Lp(x)w + Lx(S(w)) .
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L’équation 1) montre que P est une dérivation de X(M) . Il existe donc un champ
de vecteurs Xy sur M tel que P(X) = [X,,X] VX € X(M) ([8]).

Les équations 2), 4) et 5) montrent que @, R, S sont des opérateurs locaux.

) .8 1] :
Si 'on pose Q(d:c’) = Q%Y -— et si 'on choisit X = — et w = dz*, I’équation
a:l:j Jz
. ] .

2) montre que Q*/ sont des constantes ; pour X = z'— | w = dz' , I’équation 3)

ozt
a _ il a .

devient : jﬂ = 3ol dot QY =0si j#1 et Q¥ = —Q" Vi ; par suite
z z

Q(dz’) = 0.
- gt o i d jin 9 9 Fdmi 4 aidad
Si ’on pose Q(a: dz +:z:d:c)=Q Bk * Pour X=%'i , w=azldz* + z*dz? ,
. aQIik o A
puisque Q(d:c‘) = 0, I’équation 2) implique que 5l = 0. Pour w = 2ldz* + z*dz?
et w' = z*dz! + «'dz* ’équation 3) devient :

QFkdg! + Q7dz* = QMide’ + Q¥ide .

Si Pon choisit ¢ = j = k # I, on trouve Q% = 0 et Q% = 2Q* . Pour
i=j#k=1, ontrouve Q%% =0, par suite Q** =0.Si i =k #£1=7, on trouve
Q7% =0 et Q9 =0 . Donc Q%% =0, si deux des trois indices sont égaux. Enfin,
pour i # 7 # k =1, on trouve Q7% = 0 . De méme, si I’on consideére des 1-formes
fermées de type w = Szt ...zl dz+1 (I > 1) ol S désigne la sommation portant sur
les permutations circulaires de i3,...,%4+1 , un raisonnement par récurrence montre
que @ =0 sur Z'(M).

L’opérateur différentiel R est une application R—linéaire de X (M) dans Z'(M)

vérifiant 1’équation :

(4) R([X,Y]) = Lx(R(Y)) — Ly(R(X)) .

Puisque R est local, on va se restreindre & des cartes locales (U,:ci) ou U est
contractile.

8
Si 'on pose R( az‘) = df; ou f; sont des fonctions différentiables définies sur U
_ a _ o A fi 3fj _ . Of af j

pour X—@ ) Y—"a—y—k ) OlltI'OuVCd(a;—é;;)-—O. Soit ij—b—;;—éﬁ,
ona: Crj = —Cyx . Silon pose a = fidz' + C’ij:c"dwj , alors « est une 1-forme
fermée.

Soit H: X(M) — Z'(M) définie par :
H(X)=R(X) - Lxa.

Alors H vérifie la méme équation que R :
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(6) H([X,Y]) = Lx(H(Y)) - Ly (H(X)) -

De plus, H(ai..) =0.

;] , ) 8 afi
(B ] : — L4 —_ pd P —— —k =
Sil’on pose H(:c —3::,-) df;, pour X =z 5ok Y 5.1’ o8 trouve d(am')
ofi
0, donc = sont des constantes.
Ozt
i 0 k9 Y : .
Pour X ==z %; , Y=z 321’ Péquation 6) devient :
. afF . Ofi
kgei _ glack ] i J k
6;dfy — 6;df; _ij dz Bm‘dw .
of} ;
Pour i = j = k £ 1, on trouve f’:Osim;éiet%=0.Ainsi,
dz™ . ozt
i af: aft .
vl , :jfn =0si m;ézj.Pouri:l,j;ék,onobtient a—'::a"l—z ai‘i . Soit C}; la
8f: . n . . .
—L = tdx? ) = X
valeur commune des -4 et soit 8 igl Cldz* . Alors H (a: azj> L, 3%; B) .

Soit G l'opérateur défini par G(X) = H(X) — LxpB . Alors G vérifie la méme
équation que H :

(7) G([X,Y]) = Lx(G(Y)) - Ly(G(X)) -

g ; 8
De plus, on a : G’( ) = G(:c'—.) = 0 . Un raisonnement par récurrence
Ozt ozJ

montre encore que G =0 .

Il résulte de ce qui précéde que, si 'on pose wg = —(a+ ) , alors R(X) =
—wao .

Puisque P(X) = [Xo,X] , Papplication S de Z'(M) dans lui-méme vérifie
I’équation :
(8) S(wa) =L[X0,X]W+LX(S(W)) .

. . . 8 17 .
Si l'on pose S(dz‘) =dg' et Xy = X';T , pour X = i et w = dz' on trouve
zt T

(Bgi N aX,;') = 0 ; par suite §(de*) = dX{ + Cidz’/ ou C! sont d tantes ;
57 " 9gi) =0 P ') = dX§ j /i sont des constantes ;
pour X = zkﬁ , w=dz', I’équation 8) devient :

T

8§5(dXy + Cld') = 61dX§ + Clda® .
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Ainsi C} =0 si [ # i et C{ = CF. Soit k la valeur commune des C} et soit T
I’application de Z'(M) dans lui-méme définie par :
T(w) = $(w) — Lxow — kw .
Alors T vérifie I’équation :
(9) T(Lxw) = Lx(T(w)) -

T est un opérateur local et on a T(dmi) =0.
Si 'on pose T(:z:"dxj + :cjdw") =dh¥ |, on a A = k7' . Pour w = zide? + zidz’

X = 2 d(20y o p = widad + oidet , X = ot 2
etx—ag,ontrouve (amk)_o. our w = z'dz’ + zldz' , =251
I’équation 9) devient :
o . . .. tj
T(ak6ide? +o'6{da* + b6 da’ + o6{de*) = %h, dz® .
z
fai i P P L
En als:'nt 2 _.ty =1, on trou:tle 4 = 5prd% - Ainsisi m #k, o
Oh**  Oh® Oh** . o
—_— i — 3 —— — T ] ¥ ) — . ,
et s 5g7 5 P suite Dok 0 et T(w de? + 2lde ) 0 . En procédant de

nouveau comme pour @ , on trouve T =0 . Donc S(w) = Ly,w + kw .

Comme P, @, R, S sont des opérateurs locaux, il en est de méme de D et on vient
de montrer que, pour tout domaine contractile U d’une carte locale, il existe une forme
wo,, et une constante ky telles que pour tout couple (X,w) € X(M) x Z'(M) , la
restriction Dy de D a U soit donnée par :

Dy(Xy,wuv) = ([Xo,X]U, Lxywoy — Lixo,wu — kUwU) .
On en déduit que sur UNV #£ 0 ol V est le domaine d’une autre carte locale :
Lxyny (woy — woy ) = (kv — kv)wuay = 0

pour tout couple (X,w) € X(M)xZ*(M), ce qui montre que wp,, = wq, et ky = ky .
Ainsi, pour toute dérivation D de X (M) x Z}(M) , il existe (Xo,wp) € X (M) x
ZY(M) et une constante k telle que :

D(X,w) = ([Xo,X], Lx,w — Lxwp + kw) .

1l est facile de voir que le triplet ainsi déterminé est unique.

En vertu de la proposition 1 et du théoréme 1, on a le :
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THEOREME 3. Pour toute dérivation D de L , il existe un élément unique Ao de
L et une constante unique k telle que, VA € L , D(A) = [Ay + kC, A] ; le premier
espace de cohomologie de Chevalley H,1(L;L) de L a pour dimension un.

On va désigner par Dy les dérivations de L de la forme :
Di = ad(io w4+ kc) .

Si Pon cherche les dérivations Dy, telles que Dy o Dy = (D}, , alors :
1) sil=0,ilvient: Xo=0et k=0; d’olt Dy = ad(w]) ;
2) sil#£0,ilvient: Xg=0¢et | =—k; d’out D} = ad(wi + kC) .

Les dérivations ad(wj + kC) ont pour valeur propre 0 et —k . L’espace propre
associé a la valeur propre —k est Z1(M)" .

Soient L et L' les algebres de Lie des automorphismes infinitésimaux des struc-
tures cotangentes sur les fibrés cotangents de deux variétés M et M' et soit ¢ un
isomorphisme de L sur L' . D’aprés I’étude faite sur les espaces propres des dérivations
de L, ¢ induit un isomorphisme de Z!(M)" sur Z'(M')" et par suite un isomor-
phisme de L/ZY(M)® = X(M) sur L'/Z'(M')" = X(M') . Donc les variétés M et
M' sont difféomorphes [1} ; d’oui le :

THEOREME 4. Si les algébres de Lie des automorphismes infinitési-
maux des structures cotangentes sur les fibrés cotangents de deux variétés sont iso-

morphes, les deux fibrés cotangents sont isomorphes.

On peut démontrer le théoréme 4 d’une autre fagon. D’aprés la proposition 1,
ZY(M)" est un idéal abélien de L . De plus, c’est le plus grand idéal abélien de I .
En effet, soit J un idéal abélien quelconque de L . L'image de J par le morphisme
qg:L— Xm) est un idéal abélien de Xm) qui est isomorphe & A(M) . Or X(M)

n’a pas d’idéal abélien. Si ¢ est un isomorphe de L sur L', alors ¢ envoie Z'(M)
sur Z1(M')" et on conclut comme précédemment.
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