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Abstract

Soit D l'opérateur de Laplace-Beltrami sur le bi-disque. On démontre que les fonctions { —
P,({, u) provenant du noyau de Poisson associ¢ au bi-disque sont les seules solutions réelles
normalisées du systéeme

DF =0, F(F)=2F*(oaceR)
qui satisfont une certaine hypothése.

1991 Mathematics subject classification (Amer. Math. Soc.): 43-02, 43 A 75.

1. Introduction

Soit U le disque unité de C, ensemble des z € C tels que |z|2 =z-Z<1,
et soit U = {z € C: |z| = 1} le cercle unité, sa frontiére.

Soit X = U x U le bi-disque, muni du produit des metriques de Poincaré
(qui n’est autre que sa metrique de Bergman), et soit I' = U x 9U sa
frontiere maximale de Furstenberg (cf: [6]).

Notons par G le groupe SU(1, 1) des matrices (%g) € GL(2, C) qui
sont de déterminant 1 et par K, = S(U(1) x U(1)) son sous groupe compact
formé des matrices (‘;g .

Considérons le groupe produit G = G, x G, qu’on identifie au sous groupe
de GL(4, C), formé des matrices g = (f)' ;2) ou g,,8 € G,, et K son
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sous groupe formé des matrices p = (’;‘ ;2) ou p,, p, €K,.
Le groupe G est un groupe de Lie réel, semi-simple, de centre fini et de
rang 2. Il opeére transitivement sur X et I' par la formule:

(& 0). _ B+, By+ad,
. 0
ol g=(g0‘g2)€G et {=({,{,) € XUT.
L’opérateur de Laplace-Beltrami dans X, invariant par cette action est
donné par:

D=(1- |c1|2)2—"; +(1- |¢2|2>2—62—_
a¢,0¢, 8L,0¢,

ou
o _1 [_f’__,-i] ot 1_1[3_+,-1]
c’)Cp 2 axp (‘)yp acp 2 dx, 8yp
si Cp=xp+iyp r=1,2).
Le noyau de Poisson dans le cas du bi-disque est le produit P({,,u,)P({,, u,)
des noyaux correspondant au cas du disque:
=g
=3
-
Ici, un phénoméne intéressant se produit. En effet, si 1 = (4, 4,) est un
point du cercle € (0, v2/2) (i.e. lf +l§ =1/2) etsi u=(u,,u,) €l la
fonction P, définie dans X par:

Py(¢, b) = (P(Ly, u) (PG, )

est harmonique au sens DP, =0.
Il est également connu que, pour tout exposant complexe u, tout A €
#(0, v2/2) et tout u € I' fixés, la fonction sur X

P, u,) pourp=1,2.

{— (P, w)
vérifie I’équation
(1) D(P{(-, u)) = p(u — 1)(1 + A + )P (-, u)
L’objet de ce papier est de donner une réciproque de cette derniére pro-

priété,

Des probléemes analogues a celui-ci ont fait ’objet d’études dans [1}, [8],
[5] et [4] sur des espaces symetriques de rang 1 et dans [2] sur les variétés
riemannienne de dimension supérieure ou egal a 2.

Dans ce présent travail, on démontre que les { — P,({, u) sont les
seules fonctions F réelles normalisées qui vérifient dans X 1’équation (1)
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et dont les dérivées secondes & I'origine vérifient une hypothése (hypothése
(2d) du théoreme) dont j’ignore si elle est nécessaire et qui, méme si elle
apparait compliquées, se simplifie énormément lorsqu’on passe aux coor-
données horisphériques et que ’on fait un certain changement de fonction
(voir ’hypothése (7d) du lemma 2. Ce résultat est le suivant:

THEOREME. Soit F une fonction réelle de classe C? dans X, telle que
F(0) =1, et vérifiant dans X les deux équations:

(2a) DF =0

(2b) D(F*) = 2cF?, oit c € R.

Supposons de plus que, pour j =1 et 2, nous ayons:

(2d) [Re [(g—g«n) ‘;; - 2L )| -ZE (0)}

2
a¢; ag, ¥ a¢; at.

Alors il existe u = (u,, u,) dans I" et A= (4,, 4,) dans #(0, v2/2) avec
A, +4,+ 1 =c tels que, pour tout { € X, on ait:

F(Q) = P(L, w) = [Py u)) PP, w177,

2. Simplification du probleme par action du groupe K

Compte-tenu de 'identité:

aF |? oF
D(F2)=2F-DF+2{( - 16 = ac| +01 — 16 o }
1
les hypotheses (2a) et (2b) équivalent a:
(2a) DF =0, et
aF aF |?
(2v') (= 16FY |57 | + =160 |57 | =<F"-

On peut supposer que ¢ > 0 ; car si ¢ < 0, ’hypothese (2b') impliquerait
que F = 0, mais ceci contredirait le fait que F(0)=1.

Comme F vaut 1 a I’origine, on a, d’aprés (2b'):
2

oOF oF
57O * |5z OF (o)
Par conséquent, il existe (r,, r,) € R? et (e i, , e_i02) €T tels que: rf+r§ =
c et
OF .\ _ -if, —if,
(20) aC] (0) - rle s aCZ (0) - r2
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Pour (a,b) € I = {(0,0); (0, 1);(1,0); (1, 1)}, considérons dans K
la matrice:
e—i(an+01)/2 0
oian+6))/2
Pa,py™ PR CLaAT
0 i (n+0,)/2

Puisque D est invariant par I'action de G et donc par celle de X, la fonction
F (@, b) définie par:
i(an+6 i(br+6
Fp(a,b)(cl , CZ) = F(p(a, b) . (Cl R Cz)) — F(el(aﬂ'f' I)Cl , el( n+ 2)C2)

satisfait aux équations (2a) et (2b). De plus, nous avons:

oF,
Zpla,b) an _
ac, ——(0)=r, e = (1-2a)r,,

oF,, ,
é"c"z —2e:b) ) = 1" = (1 - 2b)r,.

L’hypothése (2d) se transforme, pour la fonction F . b)

2 2
Re l:a FP(“ b)( ) 9 F/’(a b)( )]

(2¢")

@d)y

3 .
i =|r;|; pourj=1,2.

BC a¢; 6{

3. Passage aux coordonnées horisphériques

Pour tout (7,¢) € R’ et tout &,n) € R? , considérons dans G les matri-

ces:
ch(t/2) sh(t/2)
_ | sh(z/2) ch(/2) .
Ye,n = ch(t/2) sh(t/2) |’
sh(t/2) ch(t/2)
1+iE/2  —ig/2
_ i£/2  1-ig/2
Nem = L+in/2  —in/2
in/2 1-in/2
On calcule que:

_ _fef-1+iE € —1+in
(3) (CI’CZ)_n(éa ﬂ)a(t,;) 0" (et+1+ié, e’+l+ir’) .
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Cette formule définit les coordonnées horisphériques (7, &, n) € R? du
point { = ({;, {,) = R 8 0 variant dans X .

Pour u = (u,,u,) € I' et { = N men 0 € X, la fonction P,,
provenant du noyau de Poisson hyperbolique, est donné en coordonnées ho-
risphériques par la formule:

l—ﬁl /2 1—71-1 . -1/2

( > )e +(1— > (1—1&))e

(——l_ﬁz)et/2+(l—l_ﬁz(l—in) e_t/z_
2 2

En particulier, pour u = ¢ = (1, 1), on a la formule remarquablement
simple:

=2(1/2+44,)

P),(Ca u)=

2(1/2+4,)
X

P;,(C , e) - e(1/2+l,)r+(1/2+).2)t )
De plus, I’expression de D en coordonnées horisphériques (cf: [3], pour
le disque) est:
08 0 x0 O 0 ud
arr ot ant’
De I'identité:

me=ar-mra{(55) o () (57) o (5) ).

on déduit que, pour tout (a, b) € I, la fonction F (@, b) satisfait aux rela-

tlons.
Fyapy OFpap) | 20 Frap 0 Fp(a » _ 9Fpa,)
2 ot 2 ot
(4a) a1 " 8¢ ar
+eZI p(;,b) =0;
on
(4b)

2 2 2
oF oF oF OF

pa,b) 2t pla,b) pla,b) 2t pla,b) | _ g2
(—61 ) +e ( OE ) +< o1 ) +e (—an ) ch(a,b).

En utilisant la formule (3), les relations (2c') se transforment en:

dF OF,

Toebo) = (1-2ay,,  2eB0) = (1-2b)r,,

0F)a,0)
5

De plus, en exploitant les équations (2d’ ), on obtient le

(4c)
(0) = . ”’ (0) =
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LemME 1. Il existe (a,, by) € I tel que la fonction F p(ay, by) satisfait aux

équations:
9’F 9°F
(4d) r—2%b ) =0, r—L%%0)=0.
6{ on

. 2
DEMONSTRATION DU LEMMA 1. Pour une fonction F de classe C° dans
X , nous avons:

9’F o C, T v+ T°F o (2510))
E 0= T OGFO+ 070+ T0 (o)
02 8¢, 1%, o, O°F 651 ?
+2 82,07, 0)=% Y 05z ( )+ 2 (0) (0) .
En utilisant la formule (3), on peut calculer que:
62 82— F) . a"‘ R
ho="30=5 HO=1 a TLO=-1.

Par conséquent, nous avons:
9°F
0 0)+ 0 0) - =
2( ) = (BC,( )+ 641( )) sk acf( ) 50,07,

Compte tenu de cette derniere égalité et des formules (2d') et (2¢'), nous
avons pour tout (a,b) e l:

2 2
1o [BF 6F(O)l'

9°F
2 b 3
(4d.1) (1 -2a)r, - ————6’2‘2‘ L) = Ir,l>.
De méme, nous pouvons obtenir:
9°F
2 b 3
(4d.2) ry |(1=2b)r, — _a_f;g_>(0) =|r,l>.

Le choix de a, est quelconque lorsque r;, = 0, de méme que celui de b,
lorsque r, =0.
Si r, # 0, nous avons pour tout (a, b) € I:
2
F
— @b gy - -2ar, ou 2(1-a)r,.

G
De méme, si r, # 0, nous avons pour tout (a, b) € I:
9%F,, ,
a”‘; —28:90) = —2br, ou 2(1-b)r,
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En particulier, pour (a, b) = (0, 0), on voit bien que la fonction F
initiale vérifie les formules:

2
8_£(0)=0 ou 2r,

8*F

—(0)=0 ou 2r,.
Mais, d’apres (2¢) et (5), nous pouvons calculer que pour touta (a, b) € I:
3°’F 9%F
2 2H0) = =2r +—(0),
a& ¢
(6)
0 F (@, 1) 8%F

6112 (0)=-2r,+ 5—2(0)

Dans le cas ot r, # 0, on choisit g, = 0 lorsque (62F /662)(0) =0 et
a, =1 lorsque (62F/6¢’2)(0) =2r,.

De méme, si r, # 0, on prend b, = 0 lorsque (62F/6n2)(0) =0 et
b, = 1 lorsque (8°F/an°)(0) = 2r,.

Par ces choix et grace aux formules (6), on a achevé la démonstration du
lemme 1.

4. Changement de fonction

Pour démontrer le théoreme, on est ramené a prouver que la fonction

F n’est autre que exp((1 — 2a,)r,t + (1 — 2b,)r,t), et par conséquent

play, by)

que:
6, 2ap)r 0,+b,m),1(1—2bo)r.
Gy, 0 = [P, O] T [y, Oty T

pour tout ({,,{,) € X.
Faisant un changement de fonction en posant, dans un voisinage ¥ de 0
ol cela a un sens:

G(t, &, n) =log[(F p(dy. b, y (e B g -0)] - (1 = 2ay)r,t — (1 - 2by)r,t.

Compte-tenu du fait que F p(a. b )(0) = 1, des équations (4a), (4b), (4c) et
(4d), des formules:

oF oF
T p(ay, by) T < plag, by) é
2 2
62 G 1 9 Fl’(ao , by) 1 an(ao » by) .
7= F -5 5 ; ...etc.,
Jt plag.by)  OT P(aq,by) T
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et de I'ananlyticité de F p(dg.by) dans X, on est ramené a prouver le

LEMME 2. Soit V un voisinage de 0 dans R*, et soit G = G(t,t, ¢, n)
une fonction réelle de classe C 2 dans V , nulleal ‘origine et qui satisfait dans
V aux hypotheses:

(7a) f—g—-%—f—+ehzg+{;g %?+e2tgz—”(2;=a+ﬂ—a2—ﬂ2,
(70)

00+ (30 280 () () oo
0 SO=510-50-520- %(0) -0,
(19) o? f(O) G 0-0

a 2

Alors G est identiquement nulle dans V .

N.B. Nous avons posé¢ a = (1 —2a,)r, et f = (1 —2b)r,.

5. Démonstration du Lemme 2

Solution de I’équation elliptique (7a) (cf. [7, page 52]), la fonction G est
analytique réelle dans V ; elle est donc, dans un voisinage convenable W de
0, somme de son développement de Taylor:

G(Tata éa ﬂ)=G0+G](t’t’ 69 7’)++Gk(T,t, f, ")"'

ol, pour k >0, G, est un polyndme en les variables 7, ¢, ¢ et 7, qui est
soit identiquement nul, soit homogeéne de degré k.

D’aprés (7c) et (7d), on sait déja que G, et G, sont identiquement
nuls. Dans un premier temps, nous allons montrer que G, = 0; puis, par
récurrence sur k, nous démontrons que G, = 0 pour tout k> 2.

Dans ce qui suit, on introduit les notations:

2 2 2 2 2 2
o] i) ti] d 0 0 o i)
A=a—+f—, B=a +,B et A=—+—S+—+—.
at " "ot o oy 81> o8&t an’

Si E est 'un des trois opérateurs venant d’étre cités et p un entier

supérieur ou égal 1, on note par E” l'opérateur Eo Eo-o E (p fois).
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Si F et G sont des fonctions de class C' dans un voisinage V' de O dans
R* , ON pose

OF8G OFJ8G OFIG 08FaG

F. i Ul Nl U tddind)

VE- V6=t 5161 T 98 9 T an o

En prenant les composantes homogénes d’order 0 et 1 dans I’équation

(7a), puis les composantes homogénes d’order 1 et 2 dans I’équation (7b), on

et |VF|’>=VF-VF.

obtient:
(8) AG,=a+B-ao’ -8,
G, 0G 9’G 9’G
9 AG,= 24+ 2 _271—2_2t— =2,
( ) 3 o1 ot 352 3)72
(10) AG, =0,
1 2
(11) AGy = —5|IVG, |
Si on applique I'opérateur 4 a (9) et A & (11), on obtient:
1 2 3G 3’G
—ZA[|IVG, |1 = —2a—=2 -2 2
3 [IVG,| Y B on

ce qui, d’aprés (7d), vaut zéro. Le polynéme G, a donc toutes ses dérivées
secondes nulls, il est par conséquent.

Avant de poursuivre la démonstration, remarquons tout d’abord que,
compte- tenu de (8) et du fait que G, =0, nous avons:

a+B=ao"+p".

Donc, lorsque a = B, le couple (a, B) est soit égale a (0, 0), soit égal
a (1, 1). Mais dans le cas ou (a, B) = (0, 0}, il est clair que G est nulle.
Plus tard, nous distinguerons alors deux cas: (a, 8)=(1,1); a# 8.

Par hypothese de récurrence, supposons que, pour un entier k > 2, on ait
Gy=G, =G, =---= G =0 et montrons que G, =0.

En prenant les composantes homogenes d’ordre m — 1 (ou m est un
entier < 2k), 2k, 2k + 1 et 2k + 2 respectivement dans I’équation (7b),
nous obtenons

(12) AG, =0
pour tout m < 2k (mais puisque k > 2 et donc k + 2 < 2k, nous avons en
particulier:
(12a) AGy,, = AG,,, =0,
1 2
(13) AGy = —5lIVG i

G, \* . (9G,,,\*
(14) AGZk+2=—VGk+1VGk+2—t<—66L‘) —t(—ani) ,
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aGk+l aGk+2 _ 2taGk+1 aGk+2

Y Y: an _on

- 12 aGk+1 )2 — t aGk+l)
Ii14 an

Si on applique I'opérateur 4 aux deux membres de I’égalité (14), puis
Popérateur A% a ceux de (15), il vient, grace a (13), que:

1 2
AGy 3= — §"VGk+2” -2
(15)

2

(16) A’Gy,, =0,
3

(17) A’Gy,,=0.

D’autre part, en prenant les composantes homogenes d’ordre m — 2 dans
I’équation (7a), on obtient:

(18a) AG,,, =0 (lorsque m=k+1),
(18b)
asz+l asz+1 aGkH aGk+l
AG,,=-21 Py -2t 6112 + PP + a1 (lorsque m =k +2),
8G m—k=-1 8’G,,_ ?8°G
(18) AG, = —m=l, -3 (2’ 2y Q07 Tmyp
a1 o aE2 Iy

pour m >k +2.

En appliquant I'opérateur 4 a 1’équation (18b) et en tenant compte de
(12a), il vient que:

(19) B(G,,,) =0

Maintentant, si on donne a m les valeurs 2k et 2k + 1 respectivement
dans I’équation (18), on obtient:

(20) ,
AG,,) = AT ank L [(21 Gy, = (2)° 0°Gyp
LT 2&? " e |’
p=1 n
@b 2 2
8Gy 3Gy [0 Gy p , 210 Gy,
Al = 57 +_6t2__z; p! a¢2p+ M7 6n2p+ '
p=

Si, pour ¢ un entier compris entre 1 et k — 1, nous appliquons les
opérateurs 47 et AT respectivement a ces deux derniéres équations; nous
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obtenons:

P q 6 G
o o= (S 5255
k-1 p—q 52
q (Zt) 0 G2k—p
A (,; w-a)! on )}

k—1 -q g2
Q1)1 976y
(23) A6y, 1= -2 {a‘”‘ (; - 82’5 *

_ —q a2
g ("Z‘ (2™ 8 GZk_,,)}
—_g)! 2 .
-9t oap
Or, puisque ¢ > 1, nous avons d’aprés (12) et (16):

q g+1
A°Gy =4 sz+1 =0.

Par conséquent, si a # B, les équation (22) et (23) impliquent que:

k=l 07y=18%G k=l 2P 8°G
(24) a} 81_) ) Sr=8Y ((2? ) Z =0,
p-q) a¢ -9 oy
pourtous 1<g<k-1.
En donnant 4 ¢q les valeurs kK — 1, puis k—2, ..., puis 1 dans ’équation
(24), il vient que:
2
‘9 Gk+l L "Gy,
== — =0,
'3% - = ﬂa_%l =0
2. T 2~
an an

En reportant ceci dans (20) et (21), on obtient les relations:

oG oG

ot ot ’
8G,, 8G 8%G 8’G
27 Ay, = 52+ — 2~ 21 6622k -2t 8"2% .

En appliquant I’opérateur Ao 4 & I’équation (26), il vient que:
2
A (AGy,,) = ALB, Gyl
Or, d’apres (25) et (26), nous avons:

o a
A[BIGZk] = 6—;(31G2k—1) + E(BIGZk—l) =0
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11 s’en suit alors que:
2
(28) A"(A4Gy,,,) =0.
Mais, en appliquant I’'opérateur A? a I’équation (13), on obtient:
2 1.2 2
(29) A (AGyyy) = —58°[IVG i I']-

Vu I’équation (18a) et les deux égalités (28) et (29), le polyndme homogene
G, ., qu’on avait supposé ou nul ou de degré k41 > 3 atoutes ses dérivées
troisiemes nulles, par conséquent il est nul.

Désormais, nous supposons que o = f§ = 1. Dans ce cas I'opérateur 4
vaut 8/8t+0/dt et B est égal a 8%/0E* +8%/on*.

En appliquant I'opérateur Ao 4 a Péquation (14) puis 'opérateur Ao A?
a I’équation (15), on obtient:

G, \? (0G, \?
ALAG, )] = —A ( k+l) + ( k+l)
|

a¢ on
et _ ) -
3 aG, 8G,,,

A[A G2k+3] = ~2A (%) + (—a—';-—) .
Mais

2 2

A (aGkH) + (aGkH)
aé an
9? a* 2
=\sat o (VG II) =2V Gy - V(BG,,) = =2B(A4Gy, ),

d’apres (13) et (19).
Par conséquent, nous avons:
(30) 5[a332k+3] = 2‘5[a2gzk+2] = 4b(agy,y)-

D’autre part, si on donne 2 m les valeurs 2k + 2 puis 2k + 3 dans
I’équation (18), on obtient:

2 2
S [<2r>" 0 Goura—p , (21)° 0 sz_,,]

Asz+2 = Asz+1 - Z

e ot ar
" "i 208G, . (200 0°Gyys,
AGy 3 =AGy ) = [ 57— + | -
el 0 AR 4 pt g

Maintenant, on va appliquer les opérateurs A et A° respectivement a
ces deux derniéres équations.
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Nous obtenons pour la premiére:
2 2
2 2 9" Gy 0" Gty
A4°G =-A"{27 4+ 2t +
( 2+2) ( Py on’

2 a2
B 4kz+:l[ )~ 29 Gorra—p | (207 29 GZk+2—p]

2)! pe? (r-2)! oan?

(207" 9° Gy
= —4B(4Gy ) - 42[ (p—1) 66; £

- 2
L@ 107Gyt
-1  ay? ’

Mais, si on applique I'opérateur 4 a I’équation (21), on obtient:

k p 2 p 2
(21)° 0" Goy1_p |, (21 0" Gy
A(Asz+1) =4 (_Z [ p! 35; L+ p! angr £

p=1

— 2
22k: [(ZT)p la G2k+l—p (2t)p ' GZk+1—p] )

+
Sle-Dt a8 -1  on?

1l s’ensuit alors que:
31) A(A’G,,,,) = —4B(AG,, ) + 2A(AGy, , ).

Pour la deuxiéme, nous avons:
8’G
AA’Gy,,) = -A’a (2r ag’;” + 2t

2 2
9 GZk+2 + (2‘5)2 9 sz+1

6’72 pAl 652
(2t) 9 "Gy
2' 8”2
- _ 2 _ -
_ 8,§ (27)1’ 9 G2k+3—l’ + (2t)p } 9 G2k+3—p
o ((p-3) 5 -3 oy’
= —6B(4’G,,,,) — 12B(4G,,,)

- _ 2 _ 2 -
gy [Q Oy O iy
~[e-D'" 9g  T@-DU oy |’

2
= —6B(A"Gy,,) — 12B(AG,, ) + 4A(4G,y; )
ce qui, compte-tenu de I'équation (31), devient:

(32) A(A Gyt = 6B(A G2k+2)+2A(A Goin) —4B(AGy, ).
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Les équations (31) et (32), jointes a I’équation (30), nous donnent:

(33) 2A(AG,, ,,) = 6B(AG,,,,),
(34) 2B(4Gay, ) = —3B(A’Gy, ).

En appliquant 'opérateur B 2 (33) et ’opérateur A 2 (34) puis en faisant
de nouveau appel a I’équation (30), on obtient:

2A[B(AGy,, )] = 6B’[4G,, ] = —6B*(4Gy,, ).

Ceci implique que A[B(AG, )] = 0, c’est a dire, d’apres (13), que

AIB(IVGy,, 11 =0.
Mais, compte-tenu de (18a) et (19), on a:

2 2
4 0’G 0’G
2 k
ABYGy I =4 3 (——ax.ax.‘ag) +(——ax,a§.+5n> ’
’]--1 i J ! J

i

ou I'on a posé (x,, X,, X3, X,) = (t,¢,&,1).

Donc 3G, /8¢ et 8G,,/On sont des polyndmes homogenes, nuls ou
de degré k > 2, dont toutes les dérivées secondes par rapport aux vari-
ables (7,t¢,&, n) sont nulles, par conséquent ils sont identiquement nuls.
Autrement dit, G, est un polyndme en les seules variables t et ¢, nul ou
de degré k + 1 > 3, or nous avons

2 2
9 G’;“ + 9 G’;“ =0 (d’apres (18a) et (19)),

AG 17 "ot a1

- BG,

k+1

et

2 2 2
4 Gk+1 — 4 Gk+1 = __a Gk+1
912 Y 010t

du fait que 4G, , soit nul.

Il s’ensuit alors que G, _, =0, ce qui achéve la démonstration du Lemme
2 et donc du théoréme.
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