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La Variante infinitésimale de la formule des
traces de Jacquet–Rallis pour les groupes
unitaires

Michał Zydor

Résumé. Nous établissons une variante inûnitésimale de la formule des traces de Jacquet–Rallis
pour les groupes unitaires. Notre formule s’obtient par intégration d’un noyau tronqué à la Arthur.
Elle possède un côté géométrique qui est une somme de distributions Jo indexée par les classes
d’éléments de l’algèbre de Lie de U(n + 1) stables par U(n)-conjugaison ainsi qu’un "côté spectral"
formé des transformées de Fourier des distributions précédentes. On démontre que les distributions
Jo sont invariantes et ne dépendent que du choix de lamesure deHaar surU(n)(A). Pour des classes
o semi-simples régulières, Jo est une intégrale orbitale relative de Jacquet–Rallis. Pour les classes o
dites relativement semi-simples régulières, on exprime Jo en terme des intégrales orbitales relatives
régularisées à l’aide des fonctions zêta.

1 Introduction

1.1 Contexte

Jacquet et Rallis [11] ont proposé une approche à la conjecture globale de Gan, Gross,
et Prasad pour les groupes unitaires via une formule des traces relatives [6]. Soient E/F
une extension quadratique de corps globaux, σ ∈ Gal(E/F) non-trivial,A l’anneau des
adèles de F, et η∶F∗/A∗ → C∗ le caractère quadratique associé à l’extension E/F par la
théorie du corps de classes. Fixons V et W des E-espaces hermitiens non-dégénérés,
de dimensions n et n + 1, respectivement, munis de l’inclusion V ↪ W et notons
U = U(V) et Ũ = U(W), les groupes unitaires associés. L’inclusion V ↪ W réalise
U comme un sous-groupe de Ũ . Les formules des traces qu’ils suggèrent les mènent
à postuler l’égalité entre les intégrales formelles suivantes :
(1.1)
∫

U(F)/U(A)
∑

γ∈Ũ(F)

f (x−1γx) dx = ∫
GLn(F)/GLn(A)

∑
γ′∈Sn+1(F)

g(x−1γ′x)η(det x) dx

où Sn+1(F) = {x ∈ GLn+1(E) ∶ xσ(x) = 1}, f et g sont des fonctions lisses à support
compact sur U(A) et Sn+1(A), respectivement, qui vériûent certaines conditions de
compatibilité des intégrales orbitales locales.
Ces formules des traces sont liées à la conjecture de Gan, Gross, et Prasad de la

façon suivante. Chacune des deux intégrales peut être vue comme une période d’un
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noyau automorphe. Au moins formellement, chacune admet deux développements :
l’un, qui exploite la décomposition spectrale du noyau automorphe, est la somme des
périodes des représentations du spectre automorphe, l’autre, qui utilise l’action de U
sur Ũ et de GLn sur Sn+1, est une somme des intégrales orbitales relatives. Pour GLn ,
les périodes automorphes sont reliés à des valeurs spéciales de fonctions L par la théo-
rie de Rankin–Selberg. L’égalité (1.1) relie les périodes des groupes unitaires à celles de
GLn et donc aux valeurs spéciales de fonctions L. Cette égalité devrait résulter de
l’égalité des décompositions géométriques.

Zhang [18, proposition 2.11], établit l’égalité (1.1) pour des fonctions vériûant cer-
taines contraintes locales. Il s’en est servi pour démontrer une partie substantielle de
la conjecture de Gan–Gross–Prasad. Cette même formule des traces a ensuite permis
à Zhang [19] d’obtenir certains cas du raõnement de la conjecture de Gan–Gross–
Prasad dû à Ichino et Ikeda [8] pour les groupes orthogonaux et adapté aux groupes
unitaires par Harris [7].

1.2 Nos résultats

Les deux intégrales dans (1.1) ne sont pas convergentes en général et elles nécessitent
d’être tronquées. Dans cet article nous nous proposons de donner une version inû-
nitésimale de la formule des traces relative de Jacquet–Rallis dans le cas des groupes
unitaires par un processus de troncature d’après Arthur. Le cas des groupes linéaires
est traité dans [20].

Plus précisément, la formule qu’on tronque est

(1.2) ∫
U(F)/U(A)

∑
ξ∈ũ(F)

f (x−1ξx) dx = ∫
U(F)/U(A)

k f (x) dx , f ∈ S(ũ(A))

où ũ est l’algèbre de Lie du groupe unitaire Ũ et S(ũ(A)) est l’espace des fonction de
classe Bruhat–Schwartz sur ũ(A) (voir § 2.6).
Décrivons notre troncature brièvement. Fixons P0 un F-sous-groupe parabolique

minimal de U ainsi qu’une décomposition de Levi P0 = M0N0 avec M0 une partie
de Levi de P0 et N0 son radical unipotent. Tout sous-groupe parabolique standard P,
i.e., P ⊇ P0, admet alors une décomposition unique de Levi P = MPNP où M0 ⊆ MP .
Tout sous-groupe parabolique standard de U est déûni comme le stabilisateur d’un
drapeau isotrope dans V . On associe à tout sous-groupe parabolique standard P le
sous-groupe parabolique P̃ de Ũ déûni comme le stabilisateur du même drapeau que
P mais vu dans l’espace hermitien W . On a alors une décomposition unique de Levi
MP̃NP̃ de P̃ telle que MP̃ ⊇ MP . Dans §2.3 on décrit une décomposition de ũ(F) en
classes stables par U(F)-conjugaison ; on note O l’ensemble de ces classes.

Pour un sous-groupe parabolique standard P, o ∈ O, et f ∈ S(ũ(A)) on pose

k f ,P ,o(x) = ∑
ξ∈Lie(M P̃)(F)∩o

∫
Lie(N P̃)(A)

f (x−1(ξ+U)x) dU , x ∈ MP(F)NP(A)/U(A).

Le noyau tronqué est déûni alors comme

kT
f ,o(x) = ∑

P⊇P0

(−1)dP ∑
δ∈P(F)/U(F)

τ̂P(HP(δx) − T)k f ,P ,o(δx), x ∈ U(F)/U(A)
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où, si l’on pose aP ∶= HomZ(HomF(MP ,Gm),R), alors HP ∶U(A) → aP est l’applica-
tion de Harish–Chandra qui dépend du choix d’un sous-groupe compact maximal
dans U(A), τ̂P est la fonction caractéristique d’un cône obtus dans aP , dP = dimR aP
et T est un paramètre dans a0 ∶= aP0 (voir §2.1). Remarquons que Ichino et Yamana
[9], en s’inspirant de [10], déûnissent des périodes régularisés qui apparaissent dans
le contexte de la conjecture globale de Gan–Gross–Prasad pour les groupes unitaires
et leur opérateur de troncature ΛT

m utilise les mêmes ensembles des sous-groupes pa-
raboliques de U et Ũ que nous. Notre premier résultat, démontré dans §3, est alors le
suivant.

_éorème 1.1 (cf. _éorème 3.1) Pour tout T ∈ T+ + a+0 on a

∑
o∈O
∫

U(F)/U(A)
∣kT
f ,o(x)∣ dx < ∞.

Ici a+0 c’est le cône aigu engendré par les combinaisons linéaires à coeõcients po-
sitifs de copoids dans a0 et T+ ∈ a+0 est précisé dans §2.1.
Ensuite, on s’intéresse au comportement de l’application

T ↦ ∫
U(F)/U(A)

kT
f ,o(x) dx .

Dans §4.3 on obtient le suivant.

_éorème 1.2 (cf. _éorème 4.5) La fonction T ↦ JTo ( f ) ∶= ∫U(F)/U(A)
kT
f ,o(x) dx

où T parcourt T++a+0 est un polynôme-exponentielle (voir §4.2) dont la partie purement
polynomiale est constante.

En fait, si l’on remplace l’intégrale dans (1.2) par ∫U(F)/U(A)
FU(x , T)k f (x) dx où

la fonction FU est à support compact (voir §2.1), alors on obtient une expression
convergente. D’après les résultats de [13], cette expression est asymptotiquement un
polynôme-exponentielle en T . Notre distribution JTo égale alors ce polynôme-expo-
nentielle (cf. Corollaire 3.3).

On note Jo( f ) la partie constante du polynôme-exponentielle JTo ( f ). Il s’avère que
la distribution Jo a des propriétés remarquables. On obtient
● la distribution Jo est invariante par conjugaison par U(A) (cf. _éorème 4.7),
● la distribution Jo ne dépend que du choix de la mesure de Haar sur U(A) (cf. §4.5).
Dans §4.6, on constate que les distributions JTo pour les classes semi-simples régu-

lières, c’est-à-dire les classes composées d’une seule U(F)-orbite de stabilisateur tri-
vial, ne dépendent pas du paramètre T , donc JTo = Jo, et qu’elles s’expriment comme
des intégrales orbitales relatives qui apparaissaient déjà dans [11].
Dans§5 on obtient la formule des traces de Jacquet–Rallis inûnitésimale pour les

groupes unitaires.

_éorème 1.3 (cf. _éorème 5.1) Pour tout f ∈ S(ũ(A)) on a

∑
o∈O

Jo( f ) = ∑
o∈O

Jo( f̂ ).
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Ici f̂ c’est une transformée de Fourier (on en considère plusieurs) de f .
La section 6 est consacrée à donner une expression plus explicite des distributions

Jo pour des o dites relativement semi-simples régulières. Ces classes sont des réunions
ûnies d’orbites et ses éléments admettent des tores pour centralisateurs. Soient o une
telle classe et P un sous-groupe parabolique standard de U tel que l’unique orbite
fermée dans o intersecte Lie(MP̃)(F)non-trivialement,minimal pour cette propriété.
On choisit des représentants XI des orbites de dimension maximale dans o de façon
qu’ils aient le même centralisateur, noté T0, qui vériûe T0 ⊆ MP . Le F-tore T0 est
alors anisotrope et le quotient T0(F)/T0(A) est compact. Pour f ∈ S(ũ(A)) et XI

l’intégrale

ζI( f )(λ) = vol(T0(F)/T0(A))∫
T0(A)/U(A)

f (Ad(x−1)XI)eλ(HP(x)) dx ,

pour tout λ ∈ HomR(aP ,C), converge sur un ouvert de HomR(aP ,C) qui dépend
de XI, et admet un prolongement méromorphe à HomR(aP ,C) noté aussi ζI( f ). La
fonction ζI( f ) peut avoir un pôle en λ = 0 mais la somme de ζI( f ) sur toutes les
orbites de dimension maximale dans o n’en a pas. En fait, la valeur en λ = 0 de cette
somme est liée à notre distribution de la façon suivante.

_éorème 1.4 (cf. _éorème 6.12) On a Jo( f ) = (∑XI
ζI( f ))(0) où la somme porte

sur toutes les orbites de dimension maximale dans o.

Dans [20] on déûnit aussi la notion d’une classe relativement semi-simple régulière
dans le contexte du groupe linéaire et on obtient une formule complètement analogue.

La troncature que nous proposons et ses propriétés se transposent bien dans le cas
des groupes et donnent le développement géométrique de la formule des traces de
Jacquet–Rallis pour les groupes unitaires. Ceci sera établi dans [21] où on donnera les
formules des traces relatives de Jacquet–Rallis grossières. Par ailleurs, notre formule
a un intérêt propre. Elle peut être un outil puissant pour des questions d’analyse har-
monique locale. Par exemple dans le cas de l’endoscopie classique, un analogue simple
pour les algèbres de Lie de la formule des traces d’Arthur joue un rôle central dans la
preuve du transfert par Waldspurger [17]. Notons aussi que Zhang [18] a passé par
les algèbres de Lie pour démontrer le transfert dans la formule des traces simple qu’il
utilise.

2 Prolégomènes

2.1 Préliminaires pour la formule des traces

Soient F un corps de nombres etU un F-groupe algébrique réductif. Pour tout F-sous-
groupe de Levi M de U (c’est-à-dire un facteur de Levi d’un F-sous-groupe parabo-
lique deU) soitF(M) l’ensemble des F-sous-groupes paraboliques deU contenant M
et P(M) le sous-ensemble de F(M) composé des sous-groupes paraboliques admet-
tant M comme facteur de Levi. On ûxe un sous-groupe de Levi minimal M0 de U .
Fixons aussi un P0 ∈ P(M0). On appelle les éléments deF(M0) les sous-groupes para-
boliques semi-standards et les éléments de F(M0) contenant P0 les sous-groupes pa-
raboliques standards. Tout F-sous-groupe parabolique de U est U(F)-conjugué à un
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unique sous-groupe parabolique standard. On utilisera toujours le symbole P, éven-
tuellement avec des indices, pour noter un sous-groupe parabolique semi-standard.
Pour tout P ∈ F(M0) soit NP le radical unipotent de P et MP le facteur de Levi de P
contenant M0. On a alors P = MPNP . On note AP le tore central de MP déployé sur
F et maximal pour cette propriété. Les objets associés au sous-groupe P0 seront noté
avec l’indice 0 ; on écrit donc N0, A0 au lieu de NP0 , AP0 , etc. De même, quand il n’y
aura pas d’ambiguı̆té on écrit N1 au lieu de NP1 , etc. pour un P1 ∈ F(M0).

Soit P ∈ F(M0). On déûnit le R-espace vectoriel

aP ∶= HomZ(HomF(MP ,Gm),R),
isomorphe à HomZ(HomF(AP ,Gm),R) grâce à l’inclusion AP ↪ MP , ainsi que son
espace dual a∗P = HomF(MP ,Gm) ⊗Z R et on pose

(2.1) dP = dimR aP , dP
Q = dQ − dP , Q ⊆ P.

Si P1 ⊆ P2, on a un homomorphisme injectif canonique a∗2 ↪ a∗1 qui donne la
projection a1 ↠ a2, dont on note a2

1 = aP2
P1

le noyau. On a aussi l’inclusion a2 ↪ a1,
qui est une section de a1 ↠ a2, grâce à la restriction des caractères de A1 à A2. Il
s’ensuit que si P1 ⊆ P2, alors

(2.2) a1 = a2
1 ⊕ a2 .

Conformément à cette décomposition, on pose aussi

(a2
1 )∗ = {λ ∈ a∗1 ∣ λ(H) = 0 ∀H ∈ a2}.

Grâce à la décomposition (2.2), on considère les espaces a∗1 et (a2
1 )∗ comme des sous-

espaces de a∗0 .
Notons ∆U

P = ∆P , l’ensemble de racines simples pour l’action de AP sur NP . Il y a
une correspondance bijective entre les sous-groupes paraboliques P2 contenant P1 et
les sous-ensembles ∆2

1 = ∆P2
P1
de ∆1 = ∆P1 . En fait, ∆2

1 est l’ensemble de racines simples
pour l’action de A1 sur N1 ∩M2 et l’on a a2 = {H ∈ a1 ∣ α(H) = 0, ∀α ∈ ∆2

1}. En plus,
∆2

1 (les restrictions de ses éléments à a2
1 ) est une base de (a2

1 )∗.
Fixons P1 ⊆ P2 et soit B ∈ P(M0) contenudans P1. On a alors l’ensemble ∆∨B = {α∨ ∈

a0 ∣ α ∈ ∆B} de coracines simples associées aux racines simples ∆B . A une racine
α ∈ ∆2

1 on associe de manière univoque une coracine α∨ ∈ a2
1 de façon suivante : α est

une restriction d’une unique α0 ∈ ∆2
B ∖ ∆1

B à a2
1 et on déûnit α∨ comme la projection

de α∨0 à a2
1 . Cela ne dépend pas du choix de B. Notons également ∆̂2

1 et (∆̂2
1 )∨ les bases

de (a2
1 )∗ et a2

1 duales à (∆2
1 )∨ et ∆2

1 , respectivement. Si P2 = U , on note simplement
∆1 , ∆∨1 , etc.

Soient P, P1 , P2 ∈ F(M0). On note a+P = {H ∈ aP ∣ α(H) > 0∀α ∈ ∆P} et si P1 ⊆ P2,
notons τ2

1 , τ̂2
1 les fonction caractéristiques de

{H ∈ a1 ∣ α(H) > 0 ∀α ∈ ∆2
1}, {H ∈ a1 ∣ ϖ(H) > 0 ∀ϖ ∈ ∆̂2

1},
respectivement. On note τP pour τU

P et τ̂P pour τ̂U
P .

Soit A = AF l’anneau des adèles de F et soit ∣ ⋅ ∣A la valeur absolue standard sur le
groupe des idèles A∗. Pour tout P ∈ F(M0), posons HP ∶MP(A) → aP déûni comme

(2.3) ⟨HP(m), χ⟩ = log(∣χ(m)∣A), χ ∈ HomF(MP ,Gm), m ∈ MP(A).
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C’est un homomorphisme continu et surjectif, donc si l’on note MP(A)1 son noyau,
on obtient la suite exacte suivante 1 → MP(A)1 → MP(A) → aP → 0. Soit A∞P la
composante neutre du groupe des R-points du tore déployé et déûni sur Q maximal
pour cette propriété dans leQ-tore ResF/QAP . Alors, comme F⊗QR s’injecte dansA,
on a naturellement A∞P ↪ AP(A) ↪ MP(A). En plus, la restriction de HP à A∞P est
un isomorphisme, donc MP(A) est un produit direct de MP(A)1 et A∞P .
Fixons K un sous-groupe compactmaximal admissible deU(A) par rapport àM0.

La notion d’admissibilité par rapport à un sous-groupe de Levi minimal est déûnie
dans [1, §1]. On a donc que pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P, K ∩
MP(A) est admissible dans MP(A) et on obtient aussi la décomposition d’Iwasawa
U(A) = P(A)K = NP(A)MP(A)K ce qui nous permet d’étendre HP à U(A) en
posant HP(x) = HP(m) où x = nmk avec m ∈ MP(A), n ∈ NP(A), k ∈ K. Dans ce
cas HP(x) ne dépend pas du choix de m.

On ûxe un T1 ∈ −a+0 et un compact ω ⊆ N0(A)M0(A)1 pour qu’on puisse déûnir
FP(x , T) pour tout T ∈ T1 + a+0 comme l’a fait Arthur [2, §6]. Pour tous sous-groupes
paraboliques P1 ⊆ P2 et T ∈ T1 + a+0 soit

(2.4) A∞1,2(T)
= { a ∈ A∞1 ∩M2(A)1 ∣ α(H1(a) − T1) > 0,ϖ(H1(a) − T) < 0 ∀α ∈ ∆2

1 ,ϖ ∈ ∆̂2
1} .

Pour un T ∈ T1 + a+0 on déûnit la fonction FP(x , T) où x ∈ U(A) comme la fonction
caractéristique de la projection de ωA∞0,P(T)K sur A∞P NP(A)MP(F)/U(A). On a
alors la propriété que si x = nmak où n ∈ NP(A), m ∈ MP(A)1, a ∈ A∞P , et k ∈ K,
alors FP(x , T) = FP(m, T). Fixons aussi un T+ ∈ a+0 tel que pour tout T ∈ T+ + a+0 et
pour tout sous-groupe parabolique P, les fonctions FP( ⋅ , T) sont déûnies et vériûent
le lemme 6.4 de [2]. En particulier, on peut choisir le compact ω, et on le fait de façon
que la fonction FP restreint à MP(A) soit égale à FMP relativement aux compacts
ω ∩MP(A) et K ∩MP(A).

On note Ω le groupe de Weyl de (U ,A0). Celui-ci opère naturellement sur les
espaces a0 et a∗0 . Pour tout s ∈ Ω, on choisit un représentant ws dans l’intersection de
U(F) avec le normalisateur de A0.

Pour tous P,Q ∈ F(M0) notons Ω(aP , aQ) l’ensemble des isomorphismes dis-
tincts de aP sur aQ obtenus par restriction d’un élément de Ω à aP . Pour tout s0 ∈
Ω(aP , aQ) il existe un unique s ∈ Ω tel que la restriction de s à aP soit s0 et s−1α est
une combinaison linéaire à coeõcients positifs d’éléments de ∆0 pour tout α ∈ ∆Q

0 .
Ainsi, on peut voir Ω(aP , aQ) comme un sous-ensemble de Ω.
Fixons maintenant un sous-groupe parabolique standard P1. Pour un sous-groupe

parabolique standard P notons Ω(a1 , P) l’ensemble de s ∈ ⋃Q⊇P0 Ω(a1 , aQ) tels que
aP ⊆ sa1 et s−1α est une combinaison linéaire à coeõcients positifs d’éléments de ∆1
pour tout α ∈ ∆P

Q . Si l’on pose alors

F(M1 , P) = {Q ∈ F(M1)∣∃γ ∈ U(F)∣γQγ−1 = P},
on a la décomposition en parties disjointes F(M1) = ∐P⊇P0

F(M1 , P) ainsi que la
bijection entre Ω(a1 , P) et F(M1 , P) donnée par
(2.5) Ω(a1 , P) ∋ s ↦ s−1P ∈ F(M1 , P)
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où l’on note s−1P ∶= w−1
s Pws .

Pour tous P ∈ F(M0), s ∈ Ω, T ∈ a0, et x ∈ U(A) notons la formule

(2.6) τ̂P(HP(wsx) − T) = τ̂s−1P(Hs−1P(x) − s−1T −Hs−1P(w−1
s )).

Notons ûnalement, que parfois, pour économiser l’espace, on utilisera la notation
[G] pour noter G(F)/G(A).

2.2 Généralités sur le groupe unitaire

Soit E une extension quadratique de F avec σ le générateur du groupe de Galois
Gal(E/F). Soit W un E-espace vectoriel de dimension ûnie n + 1, où n ∈ N, muni
d’une forme hermitienne non-dégénérée Φ̃, et notons Ũ = U(W , Φ̃) le groupe uni-
taire associé. Choisissons e0 ∈ W tel que ν0 ∶= Φ̃(e0 , e0) /= 0. Notons D0 la droite
engendrée par e0 et soit V le sous-espace deW orthogonal à D0. La restriction de Φ̃
à V , notée Φ, est alors non-dégénérée et l’on pose U = U(V , Φ). Les groupes Ũ et
U sont des F-groupes algébriques et l’on voit U comme un sous-groupe de Ũ grâce à
l’inclusion V ↪W .

Un sous-espace V ′ ⊆ V est appelé isotrope si pour tous v1 , v2 ∈ V ′ on a Φ(v1 , v2) =
0. Soit d0 l’indice de Witt de Φ, c’est-à-dire le maximum des dimensions de sous-
espaces isotropes de V . Fixons donc Vd0 et V ♯

d0 deux sous-espaces isotropes de V
de dimension d0 qui sont en dualité grâce à Φ et choisissons d droites D1 , . . . ,Dd0
(resp. D♯1 , . . . ,D♯d0 ) engendrant Vd0 (resp. V ♯

d0 ) de façon que Φ(D i ,D♯j) /= {0} si et
seulement si i = j pour tous 1 ≤ i , j ≤ d0. Pour i = 0, . . . , d0 posons Vi = ⊕i

k=1 D i ,
V ♯

i = ⊕i
k=1 D♯i et Z i le complément orthogonal de Vi ⊕V ♯

i dans V . Notons Z = Zd0 et
remarquons que la restriction de Φ à Z est anisotrope. On a alors

Z i = Z
d0
⊙

k=i+1
(Dk ⊕ D♯k), V = V�

i ⊕ V ♯
i = Vi ⊕ Z i ⊕ V ♯

i , i = 0, 1, . . . d0 .

Par drapeau isotrope dans V , on entend une suite V ′
0 , . . . ,V ′

j de sous-espaces iso-
tropes de V telle que V ′

0 = {0} et V ′
i−1 ⊊ V ′

i pour i = 1, . . . , j. Les stabilisateurs des
drapeaux isotropes dans U sont précisément les sous-groupes paraboliques de U dé-
ûnis sur F. Soit M0 le sous-groupe de U déûni par le fait qu’il ûxe les droites D i ,D♯j
pour tous 1 ≤ i , j ≤ d0 et M0∣Z = U(Φ∣Z). Alors M0 est un sous-groupe de Levi mi-
nimal de U . Les éléments de F(M0) sont en bijection avec des drapeaux isotropes de
type

(2.7) {0} = V ′
0 ⊊ V ′

1 ⊊ ⋅ ⋅ ⋅ ⊊ V ′
j

oùV ′
i est engendré par certaines des droitesD1 , . . . ,Dd0 ,D♯1 , . . . ,D♯d0 pour i = 0, . . . , j

(de façon que V ′
i soit isotrope). Si P ∈ F(M0) stabilise le drapeau comme (2.7), on

pose

VP ∶= V ′
j , ZP = Z ⊙

1≤i≤d0
(D i⊕D♯i )∩VP={0}

(D i ⊕ D♯i), V ♯
P = ⊕

1≤i≤d0
D i⊆VP

D♯i ⊕ ⊕
1≤i≤d0
D♯i⊆VP

D i .

On a alors V = VP ⊕ ZP ⊕ V ♯
P .
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Pour se placer dans le cadre du paragraphe 2.1 on choisit le sous-groupe parabo-
lique minimal P0 ∈ F(M0) déûni comme le stabilisateur du drapeau isotrope

{0} = V0 ⊊ V1 ⊊ ⋅ ⋅ ⋅ ⊊ Vd0−1 ⊊ Vd0 .

Alors, les sous-groupes paraboliques standards de U correspondent aux l + 1-uplets
(i0 , i1 , . . . , i l) où 0 ≤ l ≤ d0 et 0 = i0 < i1 ⋅ ⋅ ⋅ < i l ≤ d0. Le l-uplet (i0 , i1 , . . . , i l)
correspond au sous-groupe de U ûxant le drapeau

(2.8) {0} = Vi0 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ Vi l .

Pour un sous-groupe parabolique semi-standard P dans U déûni par un drapeau
comme dans (2.7), notons P̃ le sous-groupe parabolique de Ũ ûxant le même drapeau
sauf que l’on regarde les sous-espaces V ′

i comme des sous-espaces de l’espace hermi-
tien W .

Soit M0̃ = MP̃0
le facteur de Levi de P̃0 qui stabilise les droitesD i ,D♯j pour 1 ≤ i , j ≤

d0. Pour P ∈ F(M0) notons MP̃ le facteur de Levi de P̃ contenant M0̃. L’application
P ↦ P̃ est une bijection entre F(M0) et F(M0̃). En plus, sa restriction à P(MQ), où
Q ∈ F(M0) est ûxé, est une bijection entre P(MQ) et P(MQ̃).

Remarque 2.1 En général, le F-sous-groupe parabolique P̃0 ⊆ Ũ n’est pas minimal.
Il l’est si et seulement s’il n’y a pas de v ∈ Z tel que Φ(v , v) = −ν0.

Posons ũ = Lie(Ũ) et u = Lie(U) ↪ ũ. On déûnit la forme bilinéaire ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ sur ũ
invariante par adjonction donnée par

(2.9) ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩∶ ũ × ũ→ Ga , ⟨X ,Y⟩ = Tr(XY).

Soit P ∈ F(M0). Notons mP = Lie(MP), mP̃ = Lie(MP̃), nP = Lie(NP), et nP̃ =
Lie(NP̃). Il existe un unique P ∈ P(MP), appelé le sous-groupe parabolique opposé
à P, tel que P ∩ P = MP . Notons alors nP ∶= nP et nP̃ ∶= ñP . La restriction de la forme
⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ à nP̃×nP̃ (resp. nP×nP) est non-dégénérée, donc l’espace nP̃ (resp. nP) s’identiûe
à l’espace dual à nP̃ (resp. nP) grâce à cette forme.

Pour des sous-groupes paraboliques semi-standards P1 ⊆ P2 on déûnit aussi NP2
P1
∶=

MP2 ∩NP1 , n
P2
P1
∶= LieNP2

P1
, nP̃2

P̃1
∶= Lie(MP̃2

∩NP̃1
), nP2

P1
∶= mP2 ∩nP1 , et n

P̃2

P̃1
∶= mP̃2

∩nP̃1
.

On a alors mP2 = nP2
P1
⊕mP1 ⊕ nP2

P1
, etc.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté on écrira les objets associés à Ũ avec le tilde :
donc par exemple, on noteram1̃ au lieu demP̃1

, n2̃
1̃ au lieu de nP̃2

P̃1
etc. En particulier les

objets associé au groupe P̃0 seront noté avec l’indice 0̃.

2.3 Les invariants

Pour un E-espace vectorielV soit glE/F(V) le F-groupe algébrique ResE/F(EndE(V)).
La décomposition W = V ⊕ D0 induit l’inclusion GL(V) ↪ GL(W). Soit X ∈

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9


1390 M. Zydor

glE/F(W). On a

(2.10) X = (B u
v d)

où B ∈ glE/F(V), u ∈ ResE/F(HomE(D0 ,V)), v ∈ ResE/F(HomE(V ,D0)), et
d ∈ glE/F(D0). On identiûe u avec u(e0) ∈ ResE/F(V) et v avec l’élément de
ResE/F(V∗) déûni par x ↦ Φ(e0 , v(x)). Notons u1 l’algèbre de Lie du groupe uni-
taire U(D0 , Φ̃∣D0). On a

U(D0 , Φ̃∣D0) ↪ ResE/F(GL(D0)), U ↪ ResE/F(GL(V)), Ũ ↪ ResE/F(GL(W))

d’où u1 ↪ glE/F(D0), u↪ glE/F(V) et ũ↪ glE/F(W). Donc, on a que X ∈ glE/F(W),
décomposé comme (2.10), est dans ũ si et seulement si

(2.11) B ∈ u, v = u♯ ∶= −Φ(u, ⋅), d ∈ u1 .

Le groupe ResE/FGL(V) agit sur glE/F(W) par conjugaison. On introduit alors les
invariants suivants de cette action. Soit X ∈ glE/F(W) décomposé comme dans (2.10).
On pose A0(X) = Φ(e0 , d(e0)) et A i(X) = vB i−1u pour i = 1, 2, . . . , n. Notons aussi
B i(X) les coeõcients de polynôme caractéristique de B :

det(T − B) = Tn − B1(X)Tn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + (−1)nBn(X).

On a alors un F-morphisme ResE/F(GL(V))-invariant

Q∶glE/F(W) → ResE/F(A2n+1
E ),

où AE c’est la E-droite aõne, donné par

Q(X) = (A0(X),A1(X), . . . ,An(X), B1(X), . . . , Bn(X)).

On dit que X ∈ glE/F(W) est semi-simple régulier s’il vériûe les conditions de la
proposition suivante, due à [15, théorème 6.1 et proposition 6.3].

Proposition 2.2 Soit X = ( B u
v d ) ∈ glE/F(W). Alors les conditions suivantes sont

équivalentes
(i) det(a i j) /= 0 où a i j = vB i+ ju, 0 ≤ i , j ≤ n − 1.
(ii) Le stabilisateur de X dansResE/F(GL(V)) est trivial ; l’orbite de X dans glE/F(W)

pour l’action de ResE/F(GL(V)) est fermée pour la topologie de Zariski.

Par restriction, on a l’applicationU-invarianteQ∶ ũ→ ResE/F(A2n+1
E ). On dit qu’un

élément de ũ est semi-simple régulier s’il l’est comme un élément de glE/F(W). En
vertu de la proposition 2.2, l’ensemble des éléments semi-simples réguliers dans ũ est
un ouvert pour la topologie de Zariski. La proposition suivante, démontrée dans [15,
proposition 17.2], accentue le rôle privilégié des éléments semi-simples réguliers.

Proposition 2.3 Soient X et Y deux éléments semi-simples réguliers de ũ(F). Alors
Q(X) = Q(Y) si et seulement s’ils sont conjugués par U(F).
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On introduit une relation d’équivalence sur ũ(F) :

X1 = (B1 u1
u♯1 d1

) , X2 = (B2 u2
u♯2 d2

) ∈ ũ(F)

sont équivalents si et seulement s’ils sont dans la même ûbre de Q et si les parties
semi-simples de B1 et B2 sont conjugués sous U(F). Notons O l’ensemble de classes
d’équivalence pour cette relation. Grâce à la proposition 2.3, si o ∈ O est telle qu’il
existe un X ∈ o semi-simple régulier, alors tous les éléments de o le sont et o est une
U(F)-classe de conjugaison dans ũ(F).

On étudiera maintenant les intersection des classes o ∈ O avec les algèbres de Lie
de sous-groupes paraboliques relativement standards.

Lemme 2.4 Soient

X = (B u
u♯ d) ∈ ũ(F)

et P ∈ F(M0). Alors
(i) X ∈ mP̃(F) si et seulement si B ∈ mP(F) et u ∈ ZP ,
(ii) X ∈ nP̃(F) si et seulement si B ∈ nP(F) et u ∈ VP .

Démonstration (i) Supposons X ∈ mP̃(F). Si l’on note Ṽ�
P l’espace orthogonal à VP

dans W , on a Ṽ�
P = V�

P ⊕ D0. Donc Xe0 = u + de0 ∈ ZP ⊕ D0 d’où u ∈ ZP . On voit
alors que la restriction de X à VP et à V ♯

P égale B, d’où B ∈ mP(F). La réciproque est
évidente. L’analyse analogue démontre (ii).

Proposition 2.5 Soit P ∈ F(M0). Alors pour tous X ∈ mP̃(F) et N ∈ nP̃(F) on a

Q(X) = Q(X + N).

Démonstration Soient alors

X = (B u
u♯ d) ∈ mP̃(F) et N = (BN uN

u♯N dN
) ∈ nP̃(F).

D’après le lemme 2.4 on a B ∈ mP(F), BN ∈ nP(F), u ∈ ZP , uN ∈ VP . SoitV�
P = VP⊕ZP

l’espace orthogonal àVP dansV . En utilisant le fait que [B, BN] = BBN −BNB ∈ nP(F)
on voit qu’on a ((B+BN)i −B i)V�

P ⊆ VP , ∀ i ≥ 0. En utilisant cela, le fait que u+uN ∈
V�

P ainsi que la relation (2.11), on obtient

A i+1(X + N) = Φ(u + uN , (B + BN)i(u + uN))
= Φ(u + uN , ((B + BN)i − B i)(u + uN)) +Φ(u + uN , B i(u + uN))
= 0 +Φ(uN , B iuN) +Φ(u, B iuN) +Φ(uN , B iu) +Φ(u, B iu)
= Φ(u, B iu) = A i+1(X)

pour i ≥ 0. L’égalité A0(X + N) = A0(X) est claire.
Quant aux invariants B i , l’identité B i(X +N) = B i(X) est un résultat classique de

l’algèbre linéaire.

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9


1392 M. Zydor

Corollaire 2.6 Soient P ∈ F(M0) et o ∈ O. Pour tous R ⊆ mP̃(F) et S ⊆ nP̃(F) on a
o ∩ (R ⊕ S) = (o ∩ R) ⊕ S.

2.4 Racines simples

Pour tout choix de vecteurs non nuls dans D i ,D♯j , et pour toute base de Z, l’ensemble
des F-points de A0 = AP0 égale

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
diag(x1 , . . . , xd0) ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x1
⋱

xd0
IdZ

x−1
d0

⋱
x−1
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

RRRRRRRRRRRR
x1 , . . . , xn ∈ F∗

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Soit P ∈ F(M0). Remarquons que AP = AP̃ (on voit toujours U comme un sous-
groupe de Ũ). On va alors écrire AP tout court pour dénoter l’un d’eux.

Soient P1 , P2 ∈ F(M0) standards. On s’intéresse à la relation entre ∆2
1 et ∆2̃

1̃ . Suppo-
sons donc d’abord que P1 = P0 et P2 = U . On voit alors que ∆0 égale {α1 , α2 , . . . , αd0}
où α i(diag(x1 , . . . , xd0)) = x i/x i+1 pour 1 ≤ i < d0 et

αd(diag(x1 , . . . , xd0)) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x2
d0 si 2d0 = dimV ,

xd0 sinon.

Par déûnition de l’inclusion U ↪ Ũ on voit que ∆0̃ = {α̃1 , α̃2 , . . . , α̃d0} où α̃ i = α i
pour 1 ≤ i < d0 et α̃d0 =

αd0
2 si 2d0 = dimV et α̃d0 = αd0 sinon. On obtient donc le

lemme suivant.

Lemme 2.7 Pour tous sous-groupes paraboliques standards P1 ⊆ P2, les éléments de
∆2̃

1̃ sont égaux aux éléments de ∆2
1 à la multiplication par 1/2 près.

Démonstration Cela découle du fait que pour un sous-groupe parabolique P, les
éléments de ∆P (resp. ∆̃P) sont des restrictions de ∆0 ∖ ∆P

0 (resp. ∆0̃ ∖ ∆P̃
0̃ ) à AP .

2.5 Les mesures de Haar

Fixons dx unemesure deHaar surU(A). Soit P = MPNP un sous-groupe parabolique
semi-standard deU . Onûxe alors pour tout sous-groupe connexeV deNP (resp. toute
sous-algèbre h de nP̃) l’uniquemesure de Haar surV(A) (resp. h(A)) pour laquelle le
volume deV(F)/V(A) (resp. h(F)/h(A)) soit 1. Choisissons la mesure deHaar sur K
normalisé de la même façon. On ûxe aussi une norme euclidienne ∥ ⋅ ∥ Ω-invariante
sur a0 et des mesures de Haar sur tous les sous-espaces de a0 compatibles avec cette
norme. On en déduit la mesure de Haar sur A∞P grâce à l’isomorphisme HP .

Soient dp la mesure de Haar sur P(A) invariante à gauche normalisé de façon
que dx = dpdk (grâce à la décomposition d’Iwasawa). Notons ρP (resp. ρP̃) l’élément
de a∗P tel que d(Ad(m)n) = e2ρP(HP(m))dn pour m ∈ MP(A) et n ∈ NP(A) (resp.
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d(Ad(m)UP̃) = e2ρ P̃(HP(m))dUP̃ pour m ∈ MP(A) et UP̃ ∈ nP̃(A)) Il s’ensuit qu’il
existe une unique mesure de Haar dm sur MP(A) telle que si l’on écrit p = nm où
p ∈ P(A), n ∈ NP(A), et m ∈ MP(A), alors dp = e−2ρP(HP(m))dndm. On pose aussi

ρ
P
∶= 2(ρP̃ − ρP).

Puisque ρP (resp. ρP̃) est la demi-somme des poids (avec multiplicités) pour l’action
de AP sur nP (resp. nP̃), on a, grâce au lemme 2.4 (ii), que ρ

P
c’est juste la somme de

poids (avec multiplicités) pour l’action du tore AP sur VP .

2.6 Fonctions de Bruhat–Schwartz

On note A∞ l’anneau des adèles ûnis de F et A∞ le produit de complétions de F aux
places inûnies, de façon qu’on aA = A∞ ×A∞. On ûxe une norme ∥ ⋅ ∥ sur ũ(A∞). Si
X ∈ ũ(A), par ∥X∥ on entend ∥ ⋅ ∥ appliqué à la projection de X sur sa partie inûnie
grâce à la décomposition canonique ũ(A) = ũ(A∞) × ũ(A∞).

Soient Vi(F) ⊆ ũ(F) des sous-F-espaces en somme directe et notons Vi(A) =
Vi(F)⊗FA pour 1 ≤ i ≤ k. Notons V(F) = ⊕1≤i≤k Vi(F) et V(A) = V(F)⊗FA. Donc
V(A) et les Vi(A) sont naturellement des sous-A-modules de ũ(A). Pour X ∈ V(A)
notons X i sa projection sur Vi(A). On a alors le lemme suivant qui se démontre en
utilisant l’équivalence des normes sur ũ(A∞).

Lemme 2.8 Il existe un réel positif cV tel que pour tout X ∈ V(A) on a

∥X∥ ≥ cV∥X1∥
1
k ⋅ ⋅ ⋅ ∥Xk∥

1
k .

Notons S(ũ(A)) l’ensemble des fonctions de Bruhat–Schwartz sur ũ(A) i.e., l’es-
pace de fonctions sur ũ(A) engendré par des fonctions du type f∞⊗ χ∞ où f∞ est une
fonction de la classe de Schwartz sur ũ(A∞) et χ∞ est une fonction caractéristique
d’un compact ouvert de ũ(A∞). Un opérateur diòérentiel ∂ sur ũ(A∞) s’étend sur
ũ(A) en posant ∂( f∞ ⊗ χ∞) = ∂ f∞ ⊗ χ∞. On a donc que pour tout f ∈ S(ũ(A)),
tout opérateur diòérentiel ∂ sur ũ(A∞), et tout n ∈ N il existe une constante C f ,∂ ,n
telle que supX∈ũ(A) ∥X∥n ∣∂ f (X)∣ ≤ C f ,∂ ,n .

3 Convergence du noyau

À partir de cette section, jusqu’à la section 6, par un sous-groupe parabolique de U
on entend un sous-groupe parabolique standard.

Soit f ∈ S(ũ(A)). Pour un sous-groupe parabolique P de U et une classe o ∈ O

notons pour x ∈ MP(F)NP(A)/U(A)

(3.1) kP ,o(x) = k f ,P ,o(x) = ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
nP̃(A)

f (x−1(ξ +UP)x) dUP

et pour x ∈ U(F)/U(A)

kT
o (x) = kT

f ,o(x) = ∑
P⊇P0

(−1)dP ∑
δ∈P(F)/U(F)

τ̂P(HP(δx) − T)kP ,o(δx)
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où dP est déûni par (2.1). N.B. la somme sur δ dans P(F)/U(F) est ûnie en vertu de
[2, lemme 5.1].

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant.

_éorème 3.1 Soit T+ ∈ a+0 introduit dans le paragraphe 2.1. Alors, pour tout T ∈
T+ + a+0 on a∑o∈O ∫U(F)/U(A)

∣kT
o (x)∣ dx < ∞.

Suivant Arthur [2, §6], pour P1 ⊆ P2 on déûnie la fonction σ 2
1 par

σ 2
1 (H) = σ P2

P1
(H) = (−1)d2 ∑

Q⊇P2

(−1)dQ τQ
P1
(H)τ̂Q(H),H ∈ a1 .

C’est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble de a1. On pose aussi
χTP1 ,P2

(x) = χT1,2(x) = F 1(x , T)σ 2
1 (H1(x) − T), x ∈ P1(F)/U(A),

kP1 ,P2 ,o(x) = k1,2,o(x) = ∑
P1⊆P⊆P2

(−1)dP kP ,o(x), x ∈ P1(F)/U(A).

Alors en utilisant [2, lemme 6.4] et l’invariance de kP ,o et HP par rapport à P(F), on
s’aperçoit qu’on a l’identité
(3.2) kT

o (x) = ∑
P1⊆P2

∑
δ∈P1(F)/U(F)

χT1,2(δx)k1,2,o(δx).

On a donc

∑
o∈O
∫

U(F)/U(A)
∣kT

o (x)∣dx ≤ ∑
o∈O

∑
P1⊆P2

∫
P1(F)/U(A)

χT1,2(x)∣k1,2,o(x)∣ dx .

Il suõt donc de montrer que pour tous sous-groupes paraboliques P1 ⊆ P2

(3.3) ∑
o∈O
∫

P1(F)/U(A)
χT1,2(x)∣k1,2,o(x)∣dx < ∞.

Il résulte de [2, lemme 6.1 ] que si P1 = P2 /= U on a σ 2
1 ≡ 0 donc l’intégrale (3.3)

vaut 0 dans ce cas. D’autre part, quand P1 = P2 = U , on a que FU est la fonction
caractéristique d’un compact dansU(F)/U(A) donc l’intégrale est bien ûnie. On peut
supposer alors que P1 /= P2. Dans ce cas on montrera quelque chose de plus fort que
(3.3).

_éorème 3.2 Soient f ∈ S(ũ(A)) et P1 , P2 deux sous-groupes paraboliques tels que
P1 ⊊ P2. Alors pour tout réel ε0 > 0 et tout N ∈ N, il existe une constante C qui ne
dépend que de N, f , et ε0 telle que

∑
o∈O
∫

P1(F)/U(A)
χT1,2(x)∣k1,2,o(x)∣ dx < Ce−N∥T∥

pour tout T ∈ T+ + a+0 tel que α(T) > ε0∥T∥ pour tout α ∈ ∆0.

Notons au passage le corollaire immédiat de ce théorème.

Corollaire 3.3 Soit k(x) = ∑o∈O kU ,o(x) et kT(x) = ∑o∈O kT
o (x). Pour tout réel

ε0 > 0 et tout N ∈ N, il existe une constante C qui ne dépend que de N, f , et ε0 telle que

∫
U(F)/U(A)

∣FU(x , T)k(x) − kT(x)∣ dx < Ce−N∥T∥
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pour tout T ∈ T+ + a+0 tel que α(T) > ε0∥T∥ pour tout α ∈ ∆0.

On introduit d’abord quelques notations. Pour tous sous-groupes paraboliques
Q ⊆ S posons (nS̃

Q̃)′ = nS̃
Q̃ ∖ ⋃Q⊆R⊊S n

R̃
Q̃ . Alors (nS̃

Q̃)′ est ouvert dans nS̃
Q̃ et on a

une décomposition en parties localement fermées

(3.4) nS̃
Q̃ = ∐

Q⊆R⊆S
(nR̃

Q̃)′ .

En supposant toujours que Q ⊆ S, notons aussi

m′

S̃ ,Q̃ = mS̃ ∖ ⋃
Q⊆R⊊S

Lie(R̃) = (nS̃
Q̃)′ ⊕mQ̃ ⊕ nS̃

Q̃ .

Fixons les sous-groupes paraboliques P1 ⊊ P2. Soit P un sous-groupe parabolique tel
que P1 ⊆ P ⊆ P2. On a doncmP̃ = ∐P1⊆S⊆P(m′

S̃ ,̃1 ⊕nP̃
S̃ ) et, en utilisant le corollaire 2.6,

on obtient, pour tout o ∈ O

o ∩mP̃(F) = ∐
P1⊆S⊆P

o ∩ (m′

S̃ ,̃1 ⊕ nP̃
S̃ )(F) = ∐

P1⊆S⊆P
(o ∩m′

S̃ ,̃1(F)) ⊕ nP̃
S̃ (F).

Grâce à cela, on peut réécrire kP ,o(x) comme

∑
P1⊆S⊆P

∑
η∈nP̃

S̃
(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∫
nP̃(A)

f (x−1(η + ζ +UP)x) dUP .

Fixons un caractère additif non-trivial ψ sur F/A. En appliquant la formule somma-
toire de Poisson pour la somme portant sur η ∈ nP̃

S̃ (F) de la fonction

nP̃
S̃ (A) ∋ Y z→ ∫

nP̃(A)
f (x−1(Y + ζ +UP)x) dUP ,

pour tout ζ ∈ m′

S̃ ,̃1(F) ∩ o, on obtient

kP ,o(x) = ∑
P1⊆S⊆P

∑
η∈nP̃

S̃
(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

ΦS(x , ζ , η),

où ΦS(x , X ,Y) = ∫nS̃(A)
f (x−1(X + US)x)ψ(⟨US ,Y⟩) dUS , pour x ∈ U(A), X ∈

mS̃(A), et Y ∈ n2̃
S̃(A). En utilisant l’égalité (3.4) on peut écrire kP ,o(x) aussi comme

∑
P1⊆S⊆R⊆P

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∑
η∈(nR̃

S̃
)′(F)

ΦS(x , ζ , η).

Grâce à cette formule, on a pour tout o ∈ O

k1,2,o(x) = ∑
P1⊆P⊆P2

(−1)dP kP ,o(x)

= ∑
P1⊆S⊆R⊆P⊆P2

(−1)dP ∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∑
η∈(nR̃

S̃
)′(F)

ΦS(x , ζ , η)

= ∑
P1⊆S⊆R⊆P2

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∑
η∈(nR̃

S̃
)′(F)

ΦS(x , ζ , η) ∑
R⊆P⊆P2

(−1)dP .

(3.5)
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On invoque maintenant l’identité due à Arthur [2, proposition 1.1],

(3.6) ∑
{P∣R⊆P⊆P2}

(−1)dP−d2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 si R /= P2 ,
1 sinon.

On en déduit que la somme (3.5) décrivant k1,2,o(x) se réduit à

(−1)d2 ∑
P1⊆S⊆P2

∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

ΦS(x , ζ , η).

Remarquons que pour un S entre P1 et P2 ûxé, le terme correspondant dans la somme
ci-dessus est P1(F)-invariant. Ainsi, pour démontrer le théorème 3.2 il suõt de majo-
rer

(3.7) ∫
P1(F)/U(A)

χT1,2(x) ∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(x , ζ , η)∣ dx

où P1 ⊆ S ⊆ P2 sont ûxés. La double somme sur o ∈ O et ζ ∈ m′

S̃ ,̃1(F) ∩ o s’est réduite à
la somme sur tout ζ ∈ m′

S̃ ,̃1(F).
On a la décomposition

P1(F)/U(A) = N1(F)/N1(A) × A∞1 ×M1(F)/M1(A)1 × K .

Suivant cette décomposition x = n1a1m1k et dx = e−2ρ1(H0(a1))dn1da1dm1dk.
Remarquons quand même que pour qu’on puisse intégrer sur les quotients
N1(F)/N1(A) et M1(F)/M1(A)1, il faut d’abord intégrer sur N1(F)/N1(A) et puis
sur M1(F)/M1(A)1. On va remplacer maintenant les intégrales sur M1(F)/M1(A)1,
N1(F)/N1(A), et K par un supremum sur un ensemble convenable. Puisque on
suppose que FP1(x , T) = F 1(m1 , T) = 1, on peut restreindre l’intégrale sur
M1(F)/M1(A)1 aux élémentsm1 ayant un représentant dansω1A∞0,1(T)(K∩M1(A)1),
où ω1 ∶= ω ∩ M1(A)1, où le compact ω ⊆ N0(A)M0(A)1 est déûni dans le para-
graphe 2.1 et A∞0,1(T) est déûni par (2.4) dans le même paragraphe. En utilisant les
faits que A1 commute avecM1 et que le volume deM1(F)/M1(A)1 est ûni, on a pour
tout a1 ∈ A∞1

∫
K
∫

M1(F)/M1(A)1 ∫[N1]
F 1(m1 , T) ∑

η∈(n2̃
S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(n1a1m1k, ζ , η)∣ dn1dm1dk
(3.8)

≤ sup
k0∈ω1 ,a1

0∈A
∞

0,1(T),
k∈K

∫
[N1]

∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(n1k0a1
0a1k, ζ , η)∣ dn1

à une constante multiplicative indépendante de T près.
Remarquons que la fonction ∣ΦS(x , ⋅ , ⋅ )∣ est invariante à gauche par N2(A). En

eòet, soient n2 ∈ N2(A), X ∈ mS̃(A), et Y ∈ n2̃
S̃(A). Il existe un U2 ∈ n2̃(A) tel que
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n−1
2 Xn2 = X +U2 et on a

∣ΦS(n2x , X ,Y)∣

= ∣∫
nS̃(A)

f (x−1(X + n−1
2 USn2 +U2)x)ψ(⟨US ,Y⟩) dUS ∣

= ∣∫
nS̃(A)

f (x−1(X + n−1
2 USn2 +U2)x)ψ(⟨n−1

2 USn2 +U2 ,Y⟩) dUS ∣ , x ∈ U(A).

Dans la dernière égalité on utilise le fait que la forme bilinéaire ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ est invariante
par conjugaison, que n−1

2 Yn2−Y ∈ n2̃(A) et ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ est triviale sur nS̃×n2̃ et que ∣ψ∣ ≡ 1.
Finalement, le changement de variable n−1

2 USn2 +U2 ↦ US ne change pas la mesure
de Haar sur nS̃(A) ce qui démontre que ∣ΦS(n2x , X ,Y)∣ = ∣ΦS(x , X ,Y)∣.
Fixons alors un compact K′

1 de N2
1 (A) qui se surjecte sur N2

1 (F)/N2
1 (A) et posons

K1 = K′
1ω1. C’est un compact de N2

0(A)M0(A)1 et on a

(3.9) ∫
[N1]

∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(n1k0a1
0a1k, ζ , η)∣ dn1

= ∫
[N2

1 ]
∑

η∈(n2̃
S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(n2
1 k0a1

0a1k, ζ , η)∣ dn2
1

≤ sup
k1∈K1

∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(k1a1
0a1k, ζ , η)∣.

Ensuite on a ΦS(k1a1
0a1k, ζ , η) = ΦS(a1

0a1(a1
0a1)−1k1(a1

0a1)k, ζ , η). On prétend
que, tout comme k1, l’expression (a1

0a1)−1k1(a1
0a1) reste dans un compact ûxé de

N2
0(A)M0(A)1 pour tout a1 ∈ A∞1 tel que σ 2

1 (H1(a1) − T) = 1 et tout a1
0 ∈ A∞0,1(T).

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4 Pour tout a1
0 ∈ A∞0,1(T) et tout a1 ∈ A∞1 tel que σ 2

1 (H1(a1) − T) = 1 on
a τ2

0(H0(a1
0a1) − T1) = 1.

Démonstration La preuve se trouve dans [4, §4].

Donc, comme ∆2
0 c’est l’ensemble de racines simples pour l’action du tore A∞0 sur

N2
0(A), on obtient bien que pour tout a ∈ A∞0 tel que τ2

0(H0(a) − T1) = 1 l’ensemble
a−1K1aK est contenu dans un compact de U(A) indépendant de T et a qu’on va no-
ter Γ.

On voit donc que pour tous a1
0 ∈ A∞0,1(T), a1 ∈ A∞1 , k ∈ K, et k1 ∈ K1 on a

∑
η∈(n2̃

S̃)
′
(F)

ζ∈m′

S̃ ,̃1(F)

∣ΦS(a1
0a1(a1

0a1)−1k1(a1
0a1)k, ζ , η)∣ ≤ sup

y∈Γ
∑

η∈(n2̃
S̃)
′
(F)

ζ∈m′

S̃ ,̃1(F)

∣ΦS(a1
0a1 y, ζ , η)∣.

Ensuite, en faisant le changement de variable (a1
0a1)−1US(a1

0a1) ↦ US dans la déû-
nition de la fonction ΦS , on obtient

ΦS(a1
0a1 y, ζ , η) = e2ρ S̃(H0(a1

0a1))ΦS(y, Ad(a1
0a1)−1ζ , Ad(a1

0a1)−1η).

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9


1398 M. Zydor

En prenant compte de ceci ainsi que des majorations (3.8) et (3.9), on obtient que
l’expression (3.7) est majorée par

(3.10) ∫
A∞1

sup
a1
0∈A

∞

0,1(T)

y∈Γ

e2(ρ S̃−ρ1)(H0(a1a1
0))σ 2

1 (H1(a1) − T)

× ∑
η∈(n2̃

S̃
)′(F)

∑
ζ∈m′

S̃ ,̃1
(F)

∣ΦS(y, Ad((a1
0a1)−1)ζ , Ad((a1

0a1)−1)η)∣ da1 .

Fixons une Q-base {e i} de ũ(F) composée de vecteurs propres pour l’action de
A0 sur ũ. Les éléments de l’espace S(ũ(A)) sont, par déûnition, les sommes ûnies
des fonctions de type f∞ ⊗ χ∞ où f∞ est une fonction de la classe de Schwartz sur
ũ(A∞) et χ∞ est une fonction caractéristique d’un compact ouvert dans ũ(A∞).
Alors comme Γ est compact, il existe un compact t̃ ⊆ ũ(A∞) tel que t̃ = ∏v t̃v où t̃v est
un compact ouvert dans ũ(Fv) où Fv est la complétion de F par rapport à une place
ûnie v, tel que pour tous y ∈ Γ et X ∈ mS̃(A) (resp. Y ∈ n2̃

S̃(A)) on a ΦS(y, X , ⋅ ) = 0
(resp. ΦS(y, ⋅ ,Y) = 0) si la projection de X surmS̃(A∞) (resp. deY surn2̃

S̃(A
∞)) n’est

pas dans t̃. Or les éléments deA∞0 n’agissent que sur la partie inûnie d’un ζ ∈ ũ(F) dans
la formule Ad(a0)ζ où a0 ∈ A∞0 . Alors si l’on décompose ζ = ∑ b i e i avec b i ∈ Q, on
a que la composante correspondante à une place ûnie v de Ad(a0)ζ c’est juste∑ b i e i .
Donc, pour que cela soit dans un compact t̃v , il faut que les valuations p-adiques des
coeõcients b i soient bornées où v∣p. Cela démontre que, quitte à changer la base {e i}
par une autre de type {c i e i} où c i ∈ Q∗, on peut supposer que les sommes dans (3.10)
portent en eòet sur des éléments du Z-réseau engendré par les {e i} que l’on note R,
qui appartiennent également à (nP̃2

S̃ )′(F) et m′

S̃ ,̃1(F). On pose

R1 = R ∩ (n2̃
S̃)
′(F), R2 = R ∩ ((nS̃

1̃ )
′ ⊕ n1̃

0̃ ⊕m0̃)(F), R3 = R ∩ nS̃
0̃(F).

On majorera alors l’intégrale sur a1 ∈ A∞1 du supremum sur a1
0 ∈ A∞0,1(T) et y ∈ Γ de

(3.11) e2(ρ S̃−ρ1)(H0(a1a1
0))σ 2

1 (H1(a1) − T)
× ∑

η∈R1 ,
ζ∈R2 , ξ∈R3

∣ΦS(y, Ad((a1
0a1)−1)(ζ + ξ), Ad((a1

0a1)−1)η)∣ .

Soit n0 ∈ N tel que l’on a ∑ξ∈R∖{0} ∥ξ∥−n < ∞, pour tout n ≥ n0. Soient n, n1 ∈ N
tels que n > n1 ≥ n0. On suppose n pair et on le laissera varier. L’entier n1 va être ûxé
plus tard. On utilisera la notation suivante pour A, B ∈ R, A ≤n , f B pour signiûer
qu’il existe une constante positive c qui dépend, éventuellement, seulement de n et de
f telle que A ≤ cB.
En faisant des intégrations par partie on a pour tous X ∈ mS̃(A) etY ∈ n2̃

S̃(A)∖{0}
que ΦS(y, X ,Y) s’exprime comme une somme ûnie d’expressions de type

c2(y)∥Y∥−nΦ(n)
S (y, X ,Y)

où c2(y) dépend continument de y et

Φ(n)
S (y, X ,Y) = ∫

nS̃(A)
∂n f (y−1(X +U)y)ψ(⟨Y ,U⟩)d U
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pour un opérateur diòérentiel ∂n convenable sur les fonctions de classe C∞ sur
ũ(A∞). On a donc

∣c2(y)Φ(n)
S (y, X ,Y)∣ ≤ ∫

nS̃(A)
sup
y∈Γ

∣c2(y)∂n f (y−1(X +US)y)∣ dUS =∶ ΨS ,n(X).

La fonction ΨS ,n est à décroissance rapide sur mS̃(A), donc pour tous ζ ∈ R2 et ξ ∈
R3 ∖ {0} on a

ΨS ,n(Ad((a1
0a1)−1)(ζ + ξ)) ≤n , f ∥Ad((a1

0a1)−1)ζ∥−n∥Ad((a1
0a1)−1)ξ∥−n1 ,

ΨS ,n(Ad((a1
0a1)−1)ζ) ≤n , f ∥Ad((a1

0a1)−1)ζ∥−n .

On obtient alors
(3.12)

∑
η∈R1 ,

ζ∈R2 , ξ∈R3

∣ΦS(y, Ad((a1
0a1)−1)(ζ + ξ), Ad((a1

0a1)−1)η)∣

≤n , f ∑
η∈R1 ,

ζ∈R2 , ξ∈R3

∥Ad((a1
0a1)−1)η∥−nΨS ,n(Ad((a1

0a1)−1)(ζ + ξ))

≤n , f ( ∑
η∈R1

∥Ad((a1
0a1)−1)η∥−n)( ∑

ζ∈R2

∥Ad((a1
0a1)−1)ζ∥−n)

× ( 1 + ∑
ξ∈R3∖{0}

∥Ad((a1
0a1)−1)ξ∥−n1)

On introduit un peu de notations. Soit ΣŨ l’ensemble de racines pour l’action du
tore A0 sur l’algèbre de Lie ũ. Pour µ ∈ ΣŨ et X ∈ ũ(A) soit Xµ la projection de X sur
le sous-espace de ũ de valeur propre µ. Notons dans ce cas Σ(X) = {µ ∈ ΣŨ ∣ Xµ /= 0}.
Fixons Σ ⊆ ΣŨ . En utilisant l’équivalence de normes sur ũ(A∞), on peut ûxer une

constante cΣ > 0 telle que pour tout X ∈ ũ(A) tel que Σ(X) = Σ on a

(3.13) ∥X∥ ≥ cΣ ∏
µ∈Σ=Σ(X)

∥Xµ∥
1
∣Σ∣ .

On ûxe maintenant n1 ∶= n0∣ΣŨ ∣.
En utilisant le lemme 2.7, on ûxe des constantes kΣ,α ∈ R pour tout α ∈ ∆0, telles

que∑µ∈Σ
1
∣Σ∣ µ = ∑α∈∆0

kΣ,αα. Pour tout S ⊆ R soit Σ(S) = {Σ(ξ) ∣ ξ ∈ S}. On a alors
le lemme suivant.

Lemme 3.5 Pour tous S ⊆ R ∖ {0}, a ∈ A∞0 , et n ≥ n1 on a

∑
ξ∈S

∥Ad(a−1)ξ∥−n ≤n , f ∑
Σ∈Σ(S)

en∑α∈∆0 kΣ,αα(H0(a)) .
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Démonstration En utilisant l’inégalité (3.13), on a

∑
ξ∈S

∥Ad(a−1)ξ∥−n = ∑
Σ∈Σ(S)

∑
ξ∈S

Σ(ξ)=Σ

∥Ad(a−1)ξ∥−n

≤ ∑
Σ∈Σ(S)

cΣ(∏
µ∈Σ

( ∑
ξ∈R∖{0}
Σ(ξ)={µ}

∥Ad(a−1)ξ∥−nnΣ,µ))

= ∑
Σ∈Σ(S)

cΣ(∏
µ∈Σ
ennΣ,µ µ(H0(a0))( ∑

ξ∈R∖{0}
Σ(ξ)={µ}

∥ξ∥−nnΣ,µ))

≤n , f ∑
Σ∈Σ(S)

en∑α∈∆0 kΣ,αα(H0(a)) .

On pose
k1 = n1 max{kΣ,α ∣ Σ ⊆ ΣŨ , α ∈ ∆0},
k2 = min{kΣ,α ∣ Σ ⊆ ΣŨ , α ∈ ∆0 , kΣ,α > 0}.

Puisque on suppose P1 ⊊ P2, on a en particulier P0 /= U et donc k1 , k2 > 0.

Corollaire 3.6 Pour tout a ∈ A∞0 tel que τ2
0(H0(a) − T1) = 1 on a

( ∑
η∈R1

∥Ad(a−1)η∥−n)( ∑
ζ∈R2

∥Ad(a−1)ζ∥−n) ≤n , f e
−nk2∑α∈∆20∖∆1

0
α(H0(a)) .

Démonstration Soit a ∈ A∞0 comme dans l’énoncé. En utilisant le lemme 3.5 pour
S = R1 et pour S = R2, on voit qu’il suõt de vériûer pour tout Σ1 ∈ Σ(R1) et tout
Σ2 ∈ Σ(R2) qu’on a

en∑α∈∆0 kΣ1 ,αα(H0(a)) ≤n , f e
−nk2∑α∈∆20∖∆S

0
α(H0(a)) ,

en∑α∈∆0 kΣ2 ,αα(H0(a)) ≤n , f e
−nk2∑α∈∆S

0∖∆
1
0
α(H0(a)) .

En eòet, posons Θ1 = ∆2
0∖∆S

0 et Θ2 = ∆S
0 ∖∆1

0. Alors pour i = 1, 2, on a kΣ i ,α = 0 pour
tout α ∈ ∆0 ∖ ∆2

0 et kΣ i ,α ≤ 0 pour tout α ∈ ∆2
0. De plus, il résulte de la déûnition de

(n2̃
S̃)
′ (resp.m′

S̃ ,̃1) que kΣ1 ,α ≤ −k2 (resp. kΣ2 ,α ≤ −k2) pour tout α ∈ Θ1 (resp. α ∈ Θ2).
Il existe une constante CT1 telle que α(H0(a)) > CT1 pour tout α ∈ ∆2

0. Donc, pour
tout α i ∈ ∆0 ∖Θ i et tout α′i ∈ Θ i on a

enkΣ i ,αi α i(H0(a)) ≤n , f 1, enkΣ i ,α
′

i
α′i(H0(a)) ≤n , f e−nk2α′i(H0(a)) , i = 1, 2.

Corollaire 3.7 Pour tout a ∈ A∞0 tel que τ2
0(H0(a) − T1) = 1 on a

1 + ∑
η∈R3∖{0}

∥Ad(a)−1ξ∥−n1 ≤n , f e
k1∑α∈∆S

0
α(H0(a)) .

Démonstration Soit a ∈ A∞0 comme dans l’énoncé. Il est clair qu’on a

1 ≤n , f e
k1∑α∈∆S

0
α(H0(a)) .
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En utilisant le lemme 3.5 pour S = R3 ∖ {0} et n = n1, on voit qu’il suõt de vériûer
pour tout Σ ∈ Σ(R3 ∖ {0}) qu’on a

(3.14) en1∑α∈∆0
kΣ,αα(H0(a)) ≤n , f e

k1∑α∈∆S
0
α(H0(a)) .

Or on a kΣ,α = 0 pour tout α ∈ ∆0 ∖∆S
0 et n1kΣ,α ≤ k1 pour tout α ∈ ∆S

0 par déûnition
de k1. D’autre part, il existe une constante CT1 telle que α(H0(a)) > CT1 pour tout
α ∈ ∆2

0, ce qui démontre (3.14) et le corollaire.

En regardant (3.11) et (3.12), et en utilisant les corollaires 3.6 et 3.7 on se ramène a
majorer le supremum sur a1

0 ∈ A∞0,1(T) de

∫
A∞1

σ 2
1 (H1(a1) − T)e(λ−nk2∑α∈∆20∖∆1

0
)α(H0(a1

0a1)) da1 = e
(λ−nk2∑α∈∆20∖∆1

0
α)(H0(a1

0))

× ∫
a2

1

e−nk2∑α∈∆21
α(H2

1 ) ∫
a2

σ 2
1 (H2

1 +H2 − T)eλ(H
2
1+H2) dH2dH2

1

où λ = 2(ρS̃ − ρ1) + k1∑α∈∆S
0
α ∈ a∗S .

Il est clair qu’il existe une constante c1 > 0 qui ne dépend pas de n telle que

sup
a1
0∈A∞0,1(T)

e(λ−nk2∑α∈∆20∖∆1
0
α)(H0(a1

0)) ≤n , f ec1∥T∥ .

On a aussi le lemme suivant.

Lemme 3.8 Il existe une constante c2 > 0 telle que pour tout H2
1 ∈ a2

1 on a

∫
a2

σ 2
1 (H2 +H2

1 − T)eλ(H2)dH2 ≤ c2τ2
1 (H2

1 − T)ec2∥T∥ec2∑α∈∆21 α(H
2
1 ) .

Démonstration En vertu de [2, lemme 6.1, corollaire 6.2] il existe une constante
c′ > 0 telle que σ 2

1 (H2 +H2
1 − T) = 1 implique

τ2
1 (H2

1 − T) = 1 et ∥H2∥ ≤ c′(1 + ∥H2
1 ∥ + ∥T∥).

En utilisant cela, il existe une constante c′′ > 0 telle que λ(H2) ≤ c′′(∥H2
1 ∥+∥T∥). On

a donc que l’intégrale dans l’énoncé est bornée par

τ2
1 (H2

1 − T)ec
′′
(∥H2

1 ∥+∥T∥) ∫
H2∈a2 ∣ ∥H2∥≤c′(1+∥H2

1 ∥+∥T∥)
dH2

≤ c′′′τ2
1 (H2

1 − T)ec
′′′
(∥H2

1 ∥+∥T∥)

pour une constante c′′′ > 0. On obtient le résultat en utilisant l’équivalence de normes
sur a2

1 . En remarquant que ∆2
1 est une base de (a2

1 )∗ et que si τ2
1 (H2

1 − T) = 1, alors
∣α(H2

1 )∣ = α(H2
1 ) pour tout α ∈ ∆2

1 .

Grâce au lemme 3.8, il nous reste a majorer

∫ a2
1 τ2

1 (H2
1 − T)e−(nk2−c2)∑α∈∆21

α(H2
1 ) dH2

1

où c2 ne dépend pas de n. En prenant n suõsamment grand, ceci est majoré par
e−(nk2−c2)∑α∈∆20∖∆1

0
α(T). On rappelle qu’on a un ε0 > 0 tel que α(T) > ε0∥T∥ pour
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tout α ∈ ∆0. Il est clair donc que pour tout N > 0 il existe un n ∈ N qui dépend de ε0
tel que

e(c1+c2)(∥T∥)e−(nk2−c2)∑α∈∆20∖∆1
0
α(T) ≤ e∥T∥(c1+c2−(nk2−c2)d21 ε0) ≤ e−N∥T∥ .

Ce qui conclut la preuve des théorèmes 3.1 et 3.2.

4 Les propriétés qualitatives

Pour une fonction f ∈ S(ũ(A)) et T ∈ T+ + a+0 on note

kT(x) = kT
f (x) = ∑

o∈O

kT
f ,o(x), x ∈ U(F)/U(A).

Grâce au théorème 3.1, les distributions suivantes

JTo ( f ) = ∫U(F)/U(A)
kT
f ,o(x) dx , o ∈ O, T ∈ T+ + a+0 ,

JT( f ) = ∫
U(F)/U(A)

kT
f (x) dx

sont bien déûnies.
Dans le paragraphe 4.3 on démontrera que la fonction T ↦ JTo ( f ) est un poly-

nôme-exponentielle dont le terme purement polynomial, noté Jo( f ), ne dépend pas
de T . Pour bien énoncer ce résultat on introduit d’abord dans le paragraphe 4.1 les dis-
tributions JMQ ,T

o pour tout sous-groupe parabolique standardQ et dans le paragraphe
4.2 on étudie les fonctions de type polynôme-exponentielle. La suite de ce chapitre est
consacrée aux propriétés des distributions Jo.

4.1 Une généralisation du théorème 3.1

Soit G = ∏k
i=1 ResE/FGLn i où k ∈ N et n i ∈ N∗ pour i = 1, . . . , k. Soient aussi U ′ =

U(V ′ , Φ′) et Ũ ′ = U(W ′ , Φ̃′) un couple de groupes unitaires munis de l’inclusion
U ′ ↪ Ũ ′ comme dans le paragraphe 2.2. On va généraliser le théorème 3.1 au cas de
l’inclusion G ×U ′ ↪ G × Ũ ′.

Notons g = Lie(G), u′ = Lie(U ′), et ũ′ = Lie(Ũ ′). Pour X ∈ (g × ũ′)(F) soient
X1 ∈ g(F) et X2 ∈ ũ′(F) tels que X = X1 + X2. Soit OG×U ′

la relation d’équivalence
sur (g × ũ′)(F) déûnie de la façon suivante. On a X = X1 + X2 ∼ Y = Y1 + Y2 si
et seulement si les polynômes caractéristiques de X1 et Y1 coïncident et si X2 et Y2
sont dans la même classe pour la relation d’équivalence dans ũ′(F) décrite dans le
paragraphe 2.3 par rapport à l’inclusion U ′ ↪ Ũ ′.
Fixons P0 un sous-F-groupe parabolique minimal de G × U ′ et ûxons aussi M0

une partie de Levi de P0. Soit P un sous-groupe parabolique standard de G ×U ′. On
a P = PG × PU ′ où PG (resp. PU ′) est un sous-groupe parabolique standard de G (resp.
U ′) par rapport au sous-groupe parabolique minimal P0 ∩G (resp. P0 ∩U ′). On pose
alors P̃ = PG × P̃U ′ où P̃U ′ c’est le sous-groupe parabolique de Ũ ′ associé à PU ′ par la
procédure décrite dans le paragraphe 2.2. On note mP̃ l’algèbre de Lie de la partie de
Levi de P̃ contenant M0.
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Pour une fonction f ∈ S((g× ũ′)(A)), un sous-groupe parabolique standard P de
G ×U ′, et une classe o ∈ OG×U ′

on pose

k f ,P ,o(x) = ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
Lie(N P̃)(A)

f (x−1(ξ +UP)x) dUP , x ∈ (G ×U ′)(A).

Pour un T ∈ (aG×U ′

P0
)+ on pose donc

kT
f ,o(x) = ∑

P⊇P0

(−1)d
G×U′
P ∑

δ∈P(F)/(G×U ′)(F)
τ̂G×U ′

P (HP(δx) − T)k f ,P ,o(δx).

_éorème 4.1 Soit f ∈ S((g × ũ′)(A)), alors pour tout T ∈ T+ + (aG×U ′

P0
)+ on a

∑
o∈OG×U′

∫
(G×U ′)(F)/(G×U ′)(A)1

∣kT
f ,o(x)∣ dx < ∞.

Démonstration Le résultat découle de théorème 3.1 et de [4, théorème 3.1].

Notons alors que JG×U ′ ,T
o ( f ) = ∫(G×U ′)(F)/(G×U ′)(A)1 kT

f ,o(x) dx.
Revenons au groupeU . SoitQ le sous-groupe parabolique standard deU déûni par

le l + 1-uplet (i0 , i1 , . . . , i l), de façon que Q soit le stabilisateur du drapeaux isotrope
(2.8). Les choix qu’on a fait dans le paragraphe 2.2 nous permettent d’écrire Vi l = VQ
et V = VQ ⊕ ZQ ⊕ V ♯

Q . La restriction de Φ à ZQ est une forme hermitienne non-
dégénérée. On a donc

MQ ≅
l−1

∏
j=0

ResE/FGLi j+1−i j ×U(ZQ , Φ∣ZQ ).

En particulier MQ est de type considéré au début de ce paragraphe.
Soit o ∈ O. Il existe oQ ,1 , . . . , oQ ,m ∈ OMQ , où 0 ≤ m < ∞, tels que

mQ̃(F) ∩ o =
m
∐
i=1

oQ , i .

On déûnit alors les distributions JMQ ,T
o et JMQ ,T sur S(mQ̃(A)) par

(4.1) JMQ ,T
o ( f ) =

m
∑
i=1

JMQ ,T
oQ , i ( f ), JMQ ,T( f ) = ∑

o∈O

JMQ ,T
o ( f ),

où pour oQ ∈ OMQ , JMQ ,T
oQ c’est la distribution décrite ci-dessus par rapport au sous-

groupe parabolique minimal P0 ∩MQ , le sous-groupe de Levi M0, et le sous-groupe
compact maximal K ∩MQ(A) de MQ(A) admissible par rapport à M0.

Pour f ∈ S(ũ(A)) on pose

(4.2) fQ(X) = ∫
K
∫
nQ̃(A)

f (k−1(X +UQ)k)dUQ dk, X ∈ mQ̃(A);

alors fQ ∈ S(mQ̃(A)). Notons que l’application Q ⊇ P ↦ MQ ∩ P déûnit une bijec-
tion entre les sous-groupes paraboliques de U contenus dans Q et les sous-groupes
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paraboliques de MQ contenant P0 ∩MQ . On s’aperçoit alors qu’on a

(4.3) JMQ ,T
o ( fQ) = ∫

MQ(F)/MQ(A)1

m
∑
i=1

kT
fQ ,oQ , i

(m)dm

= ∫
MQ(F)/MQ(A)1

∑
P⊆Q

(−1)d
Q
P ∑
η∈(P∩MQ)(F)/MQ(F)

τ̂Q
P (HP(ηm) − T)

× ( ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
nQ̃

P̃
(A)

fQ(Ad((ηm)−1)(ξ +UQ
P ))dUQ

P ) dm.

4.2 Polynômes-exponentielles

Soit V un R-espace vectoriel de dimension ûnie. Par un polynôme-exponentielle sur
V on entend une fonction sur V de la forme f (v) = ∑λ∈V∗ eλ(v)Pλ(v), pour v ∈ V

où Pλ est un polynôme sur V à coeõcients complexes, nul pour presque tout λ ∈ V∗.
On appelle λ ∈ V∗ tels que Pλ /= 0 les exposants de f et on appelle le polynôme
correspondant à λ = 0 le terme purement polynomial de f . On a alors le résultat
d’unicité suivant : si f est comme ci-dessus et g = ∑λ∈V∗ eλQλ est un polynôme-
exponentielle sur V tel que g(v) = f (v) pour tout v ∈ V, alors pour tout λ ∈ V∗ on a
Pλ = Qλ .

On rappelle qu’à la ûn du paragraphe 2.5 on a déûni un ρ
Q
∈ a∗Q pour tout sous-

groupe parabolique standard Q. On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2 Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U. Alors pour tout ϖ∨ ∈
∆̂∨Q on a ρ

Q
(ϖ∨) > 0.

Démonstration Soit S ⊆ a∗Q l’ensemble des poids pour l’action du tore AQ sur VQ .
Alors S est une base de a∗Q et on note S∨ ⊆ aQ sa base duale. Comme on a déjà remar-
qué à la ûn du paragraphe 2.5, on a ρ

Q
= ∑e∗∈S ne∗ e∗ avec ne∗ ∈ N∗. D’autre part,

tout ϖ∨ ∈ ∆̂∨Q est une combinaison linéaire à coeõcients positifs des vecteurs dans
S∨, d’où le résultat.

Donc pour toutQ et tout R ⊇ Q diòérents deU , on a que ρ
R
, vu commeun élément

de a∗Q grâce à la décomposition (2.2), est non-nul.
Soient Q ⊆ R deux sous-groupes paraboliques standards. Notons vR

Q (resp. v′R) le
volume dans aR

Q (resp. aR) du parallélotope engendré par (∆̂R
Q)∨ (resp. ∆∨R). Suivant

[1, §2], posons
(4.4)

θ̂R
Q(µ) = (vR

Q)−1 ∏
ϖ∈(∆̂R

Q)
∨

µ(ϖ∨), θR(µ) = (v′R)−1 ∏
α∈∆R

µ(α∨), µ ∈ a∗0 ⊗R C.

Quand R = U on écrira θ̂Q = θ̂U
Q .

Toujours supposant R ⊇ Q, pour X ∈ aQ , on note XR sa projection à aR selon la
décomposition (2.2). Suivant [1, §2], posons

(4.5) Γ′Q(H, X) = ∑
R⊇Q

(−1)d
R
Q τ̂R(HR − XR)τR

Q(H), H, X ∈ aQ .
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On démontrera le lemme suivant.

Lemme 4.3 Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U. Alors pour tout R ⊇ Q
il existe un polynôme pQ ,R de degré au plus dQ sur aR tel que la fonction

pQ(X) ∶= ∫
aQ

eρQ
(H)Γ′Q(H, X) dH, X ∈ aQ

égale ∑R⊇Q e
ρ
R
(XR)pQ ,R(XR) où pQ ,U(XU) = (−1)dQ θ̂Q(ρ

Q
)−1. En particulier, la

fonction pQ est un polynôme-exponentielle dont le terme purement polynomial est con-
stant et égale (−1)dQ θ̂Q(ρ

Q
)−1.

Remarque Onne prétend pas que les polynômes pQ ,R sont uniquement déterminés
pour tout R ⊇ Q. En eòet, il arrive que ρ

R
= ρ

R′
pour R /= R′. Cependant,U est le seul

sous-groupe parabolique R ⊇ Q tel que ρ
R
= 0 d’où l’unicité du terme pQ ,U .

Démonstration Etudions l’intégrale

(4.6) ∫
aQ

eµ(H)Γ′Q(H, X) dH, µ ∈ a∗Q ⊗R C.

Il résulte de [1, lemme 2.1] que pour un X ûxé, la fonctionH ↦ Γ′Q(H, X) est à support
compact dans aQ . L’intégrale ci-dessus est donc bien déûnie et aussi la fonction pQ
est bien déûnie sur aQ .
D’après [1, lemme 2.2] on obtient que l’intégrale (4.6) est une fonction entière de

la variable µ et sa valeur est donnée par

(4.7) ∑
R⊇Q

(−1)d
R
Q eµ(XR)θ̂R

Q(µ)−1θR(µ)−1

pour tout µ ∈ a∗Q ⊗R C pour lesquelles cela a un sens.
On n’a pas le droit d’utiliser cette formule pour ρ

Q
car certains θ̂R

Q(ρ
Q
) et θR(ρQ

)
vont s’annuler.Onprocède alors comme suit.Onûxe un ε ∈ a∗Q⊗RC tel que θ̂R

Q(ε) /= 0,
θR(ε) /= 0 pour tout R ⊇ Q. Alors il en est de même pour ρ

Q
+ tε où t ∈ R ∖ {0}

suõsamment petit. Pour calculer pQ(X) onmet µ = ρ
Q
+tε dans (4.7) et on considère

la fonction
R ∋ t ↦ ∑

R⊇Q
(−1)d

R
Q e(ρQ

+tε)(XR)θ̂R
Q(ρ

Q
+ tε)−1θR(ρQ

+ tε)−1 .

C’est une fonction analytique et sa valeur en t = 0 égale pQ(X). Pour calculer pQ(X)
il suõt alors de développer cette fonction en t = 0 et de prendre le terme constant.
Fixons R ⊇ Q et regardons R ∋ t ↦ e tε(XR)θ̂R

Q(ρ
Q
+ tε)−1θR(ρQ

+ tε)−1. Notons
pQ ,R ,ε(XR) son terme constant dans son développement en t = 0. Il est clair que
pQ ,R ,ε est un polynôme en la variable XR ∈ aR de degré au plus dQ .

On obtient donc pQ(X) = ∑R⊇Q(−1)dR
Q eρR

(XR)pQ ,R ,ε(XR), où on utilise le fait
que la restriction de ρ

Q
à aR c’est ρR

pour R ⊇ Q.
Regardons le terme pQ ,U ,ε(XU). On a

lim
t→0

e tε(XU)θ̂U
Q(ρ

Q
+ tε)−1θU(ρ

Q
+ tε)−1 = θ̂Q(ρ

Q
)−1
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en vertu du lemme 4.2, d’où le résultat.

4.3 Le comportement asymptotique en T

On démontre la proposition suivante.

Proposition 4.4 Soient f ∈ S(ũ(A)), T ′ ∈ T+ + a+0 , o ∈ O, et T ∈ T ′ + a+0 . Alors

JTo ( f ) = ∑
Q⊇P0

pQ(TQ − T ′
Q)eρQ

(T′Q) JMQ ,T′
o ( fQ),

où pour un sous-groupe parabolique Q ⊇ P0, la fonction pQ est déûnie dans le lemme 4.3,
ρ
Q
∈ a∗Q est déûni à la ûn du paragraphe 2.5, la distribution JMQ ,T′

o est déûnie dans le
paragraphe 4.1, et fQ ∈ S(mQ̃(A)) est déûnie par (4.2) dans le même paragraphe.

Démonstration Il est démontré [1, paragraphe 2] que les fonctions Γ′Q , déûnies par
(4.5), vériûent la relation suivante : pour tout sous-groupe parabolique P de U , on a

(4.8) τ̂P(H − X) = ∑
Q⊇P

(−1)dQ τ̂Q
P (H)Γ′Q(H, X), H, X ∈ aP .

Fixons un T ′ ∈ T+ + a+0 et soit T ∈ T ′ + a+0 . En utilisant l’égalité ci-dessus avec H =
HP(δx) − T ′ et X = T − T ′ on a

(4.9) JTo ( f ) = ∫U(F)/U(A)
∑
P⊇P0

(−1)dP ∑
δ∈P(F)/U(F)

∑
Q⊇P

(−1)dQ ΨT ,T′
P ,Q ,o(δx) dx

= ∑
Q⊇P0

∫
Q(F)/U(A)

∑
P⊆Q

(−1)d
Q
P ∑
η∈(P∩MQ)(F)/MQ(F)

ΨT ,T′
P ,Q ,o(ηx) dx

où ΨT ,T′
P ,Q ,o(x) = kP ,o(x)τ̂Q

P (HP(x) − T ′)Γ′Q(HQ(x) − T ′ , T − T ′). Posons x = namk
où n ∈ NQ(F)/NQ(A), m ∈ MQ(F)/MQ(A)1, a ∈ A∞Q , et k ∈ K. Donc

dx = e−2ρQ(HQ(a))dndadmdk.

On peut donc changer l’intégrale sur Q(F)/U(A) en l’intégrale

∫
A∞Q
∫

MQ(F)/MQ(A)1 ∫K
∫

NQ(F)/NQ(A)
e−2ρQ(HQ(a)) .

On a

∫
NQ(F)/NQ(A)

ΨT ,T′
P ,Q ,o(ηnamk) dn = ∫

NQ(F)/NQ(A)
ΨT ,T′

P ,Q ,o(naηmk) dn

car η ∈ MQ(F) normalise NQ(A) sans changer sa mesure et il commute avec A∞Q . Les
facteurs de ΨT ,T′

P ,Q ,o(naηmk) (η ∈ (P(F) ∩MQ(F))/MQ(F)) deviennent

Γ′Q(HQ(naηmk) − T ′ , T − T ′) = Γ′Q(HQ(a) − T ′ , T − T ′),
τ̂Q
P (HP(naηmk) − T ′) = τ̂Q

P (HP(ηm) − T ′).
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Quant à kP ,o, en utilisant sa déûnition (3.1) et en faisant les changements de variables
(a−1n−1(U + ξ)na − ξ) ↦ U et m−1η−1UQηm ↦ UQ , on obtient

(4.10) e−2ρQ̃(HQ(a)) ∫
K
∫
[NQ]

kP ,o(naηmk) dndk

= ∫
K
∫
nP̃(A)

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

f (k−1m−1η−1(ξ +UP)ηmk) dUPdk

= ∫
nQ̃

P̃
(A)

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
K
∫
nP̃(A)

e2ρQ̃(HQ(m))

× f (k−1(m−1η−1(ξ +UQ
P )ηm +UQ)k) dUQdkdUQ

P

= ∫
nQ̃

P̃
(A)

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

fQ(m−1η−1(ξ +UQ
P )ηm) dUQ

P

où fQ ∈ S(mQ̃(A)) est déûnie par (4.2) et on a utilisé le fait que ρQ̃(HQ(m)) = 0 car
m ∈ MQ(A)1 ⊆ MQ̃(A)1.
En regardant la relation (4.3), on s’aperçoit qu’avec la notation de l’équation (4.9)

on a

∫
Q(F)/U(A)

∑
P⊆Q

(−1)d
Q
P ∑
η∈P(F)∩MQ(F)/MQ(F)

ΨT ,T′
P ,Q ,o(ηx) dx = JMQ ,T′

o ( fQ)pQ(T , T ′)

où pQ(T , T ′) égale

∫
A∞Q
e2ρQ̃(HQ(a))−2ρQ(HQ(a))Γ′Q(HQ(a) − T ′ , T − T ′) da

= ∫
aQ

eρQ
(H)Γ′Q(H − T ′

Q , TQ − T ′
Q) dH.

Par un changement de variable on obtient pQ(T , T ′) = eρQ
(T′Q)pQ(TQ − T ′

Q) où pQ
c’est la fonction étudiée dans le lemme 4.3, d’où le résultat.

En utilisant la proposition 4.4 démontrée ci-dessus et le lemme 4.3 qui décrit les
fonctions pQ explicitement, on obtient le comportement en T des distributions JTo et
JT .

_éorème 4.5 Soit f ∈ S(ũ(A)). Les fonctions T ↦ JTo ( f ) et T ↦ JT( f ) où o ∈
O et T parcourt T+ + a+0 sont des polynômes-exponentielles dont les parties purement
polynomiales sont constantes et données respectivement par

Jo( f ) ∶= ∑
Q
(−1)dQ θ̂Q(ρ

Q
)−1eρQ

(T′Q) JMQ ,T′
o ( fQ),

J( f ) ∶= ∑
Q
(−1)dQ θ̂Q(ρ

Q
)−1eρQ

(T′Q) JMQ ,T′( fQ),

pour tout T ′ ∈ T+ + a+0 . En particulier, les distributions Jo et J ne dépendent pas de T ′.

Remarque 4.6 Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U . Il résulte de la
proposition 4.4 et de [4, théorème 4.2 ] que les distributions JMQ ,T

o et JMQ ,T , déûnies
dans le paragraphe 4.1, sont des polynômes-exponentielles avec des exposants ρ

R
−ρ

Q
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où R parcourt les sous-groupes paraboliques contenus dans Q. Cependant, si Q /= U
le terme purement polynomial n’est pas constant.

4.4 Invariance

Dans ce paragraphe on démontrera l’invariance par conjugaison des distributions Jo
et J.

Soient f ∈ S(ũ(A)) et y ∈ U(A). Notons f y ∈ S(ũ(A)) la fonction déûnie par
f y(X) = f (Ad(y)X). On voit donc qu’on a

JTo ( f y) = ∫U(F)/U(A)
∑
P
(−1)dP ∑

δ∈P(F)/U(F)
kP ,o(δx)τ̂P(HP(δxy) − TP) dx .

Pour x ∈ U(A) soit kP(x) un élément de K tel que xkP(x)−1 ∈ P(A). Alors en utili-
sant l’égalité (4.8), on a

τ̂P(HP(δxy)−TP) = ∑
Q⊇P

(−1)dQ τ̂Q
P (HP(δx)−TP)Γ′Q(HP(δx)−TQ ,−HP(kP(δx)y)),

d’où

JTo ( f y) = ∑
Q
∫

Q(F)/U(A)
∑
P⊆Q

(−1)dP−dQ ∑
η∈P(F)∩MQ(F)/MQ(F)

ΨT ,y
P ,Q ,o(ηx) dx

où

ΨT ,y
P ,Q ,o(x) = kP ,o(x)τ̂Q

P (HP(x) − TP)Γ′Q(HP(x) − TQ ,−HP(kP(x)y)).

Soit x = namk où n ∈ NQ(F)/NQ(A), m ∈ MQ(F)/MQ(A)1, a ∈ A∞Q , et k ∈ K.
Donc dx = e−2ρQ(HQ(a))dndadmdk. On a pour η ∈ MQ(F)

Γ′Q(HP(ηnamk) − TQ ,−HP(kP(ηnamk)y)) = Γ′Q(HQ(a) − TQ ,−HQ(ky)).
Ensuite, en faisant lesmêmes opérations commedans (4.10), on s’aperçoit qu’on a pour
P ⊆ Q, m ∈ MQ(F)/MQ(A)1, et η ∈ MQ(F),

∫
A∞Q
∫

K
∫ [NQ]e−2ρQ(HQ(a))kP̃ ,o(ηnmak)

× Γ′Q(HP(ηnamk) − TQ ,−HP(kP(ηnamk)y)) dndkda

= eρQ
(TQ) ∫

nQ̃
P̃
(A)

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
K
∫
aQ
∫
nQ̃(A)

eρQ
(H)

× f (k−1(m−1η−1(ξ +UQ
P )ηm +UQ)k)Γ′Q(H,−HQ(ky))dUQdHdkdUQ

P

= eρQ
(TQ) ∫ nQ̃

P̃ (A) ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

fQ ,y(m−1η−1(ξ +UQ
P )mη)dUQ

P ,

où l’on pose

fQ ,y(X) = ∫
K
∫
nQ̃(A)

f (k−1(X +UQ)k)u′Q(k, y) dUQdk, X ∈ mQ̃(A)

où u′Q(k, y) = ∫aQ
eρQ

(H)Γ′Q(H,−HQ(ky)) dH. La fonction k ↦ u′Q(k, y) étant
continue, on a bien fQ ,y ∈ S(mQ̃(A)). On obtient le théorème suivant.
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_éorème 4.7 Soient y ∈ U(A) et f ∈ S(ũ(A)). Les distributions JTo vériûent

JTo ( f y) − JTo ( f ) = ∑
P0⊆Q⊊U

eρQ
(TQ) JMQ ,T

o ( fQ ,y),

où les distributions JMQ ,T
o sur S(mQ̃(A)) sont déûnies par (4.1). En particulier, on a

Jo( f y) = Jo( f ), J( f y) = J( f ).

Démonstration La formule pour la diòérence JTo ( f y)−JTo ( f ) est claire après les cal-
culs qu’on a faits. Cette formule-ci démontre aussi l’invariance, car si Q ⊊ U , d’après
la remarque 4.6, le terme JMQ ,T

o ( fQ ,y) est un polynôme-exponentielle d’exposants
ρ
R
− ρ

Q
où R ⊆ Q. Il en découle que eρQ

(TQ) JMQ ,T
o ( fQ ,y) n’a pas de terme constant

dans ce cas et par conséquent les termes constants de JTo ( f y) et JTo ( f ) coïncident.

4.5 Indépendance des choix

Dans ce paragraphe on démontrera que la distribution Jo ne dépend d’aucun choix,
sauf le choix d’une mesure de Haar sur U(A) et les choix des mesures sur les sous-
espaces V de n0̃, notre choix étant que V(F)/V(A) soit de volume 1.
Démontrons d’abord que Jo ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique

minimal contenant M0. Soient P′0 ∈ P(M0) et s ∈ Ω tel que P′0 = w−1
s P0ws . No-

tons JTP′0 ,o et JP′0 ,o les distributions construites par rapport à P′0. C’est une conséquence
simple de la relation (2.6) qu’on a pour

T ∈ T+ + a+0 , JTo = J s
−1T+HP0 (w

−1
s )

P′0 ,o
.

En vertu du théorème 4.5 on voit donc que les termes constants de

T ↦ JTo et T ↦ J s
−1T+HP0 (w

−1
s )

P′0 ,o

coïncident, d’où Jo = JP′0 ,o.
On va démontrer maintenant que Jo ne dépend pas du choix du sous-groupe com-

pact maximal admissible par rapport à M0. Soit K∗ un autre tel sous-groupe. Pour
tout sous-groupe parabolique standard P notons H∗

P le prolongement à U(A) par
rapport à K∗ de la fonction HP déûnie sur P(A) par (2.3). Comme avant, pour tout
x ∈ U(A), on note kP(x) un élément de K tel que xkP(x)−1 ∈ P(A). On a alors
H∗

P(x) = H∗
P(xkP(x)−1) + H∗

P(kP(x)) et ni H∗
P(kP(x)) ni H∗

P(xkP(x)−1) ne dé-
pendent du choix de kP(x). De surcroît H∗

P(xkP(x)−1) = HP(x). Alors, en utilisant
l’égalité (4.8) on a

(4.11) τ̂P(H∗
P(x) − T) = ∑

Q⊇P
(−1)dQ τ̂Q

P (HP(x) − T)Γ′Q(HQ(x) − T ,−H∗
Q(kP(x))).

Pour un sous-groupe parabolique standard Q on pose

f ∗Q(X) = ∫
K
∫
nQ̃(A)

f (k−1(X +UQ)k)u∗Q(k) dUQdk, X ∈ mQ̃(A),

où u∗Q(k) = ∫aQ
eρQ

(H)Γ′Q(H,−H∗
Q(k)) dH. Donc f ∗Q ∈ S(mQ̃(A)).
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On note JTK∗ ,o et JK∗ ,o, les distributions construites par rapport à K∗. En par-
tant alors de l’égalité (4.11) et en eòectuant les mêmes opérations que dans le para-
graphe 4.4, on trouve JTK∗ ,o( f ) − JTo ( f ) = ∑P0⊆Q⊊U e

ρ
Q
(T) JMQ ,T

o ( f ∗Q). De nouveau,
en vertu du théorème 4.5 et de la remarque 4.6, par égalité des termes constants, on a
Jo = JK∗ ,o.

Par déûnition de Jo, il est clair qu’elle est indépendante des choix des mesures de
Haar qu’on a fait dans le paragraphe 2.5, sauf pour la mesure de Haar sur U(A) et les
mesures sur les sous-espaces de n0̃.

Il nous reste à démontrer l’indépendance du choix de sous-groupe de Levi mini-
mal. Soit M′

0 un sous-groupe de Levi déûni sur F minimal de U . Il existe alors un
y ∈ U(F) tel que M′

0 = y−1M0 y. On note alors JM′

0 ,o le terme constant de la distri-
bution JTM′

0 ,o
déûnie par rapport au sous-groupe parabolique minimal y−1P0 y et le

compact maximal y−1Ky. On trouve alors Jo( f ) = JM′

0 ,o( f
y) et le résultat découle du

théorème 4.7.

4.6 Orbites semi-simples régulières

Soit Oreg ⊆ O l’ensemble des orbites semi-simples régulières, c’est-à-dire des orbites
composées d’éléments semi-simples réguliers. Le but de ce paragraphe est de démon-
trer que, sous la condition que o ∈ Ore g , la distribution Jo( f ) s’exprime comme une
intégrale orbitale de f .

Lemme 4.8 Soient X ∈ ũ(F) un élément régulier semi-simple et P un sous-groupe
parabolique de U diòérent de U. Alors X ∉ mP̃(F).

Démonstration Soit P comme dans l’énoncé. Le tore AP est non-trivial et centralise
mP̃ . Donc X ne peut pas être dans mP̃(F) en vertu de la proposition 2.2 (ii).

Soient f ∈ S(ũ(A)) et o ∈ Ore g . D’après le lemme4.8 on a k f ,P ,o ≡ 0 pour tout sous-
groupe parabolique standard diòérent de U . En utilisant alors la proposition 2.2 (ii)
ainsi que la proposition 2.3, on trouve

kT
U ,o(x) = kU ,o(x) = ∑

ξ∈ũ(F)∩o
f (x−1ξx) = ∑

δ∈U(F)
f (x−1δ−1X1δx),

où X1 ∈ o quelconque. On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 4.9 Pour tous f ∈ S(ũ(A)), T ∈ T+ + a+0 , o ∈ Ore g , et X1 ∈ o on a

JTo ( f ) = Jo( f ) = ∫
U(A)

f (x−1X1x) dx

où l’intégrale est absolument convergente.

5 Formule des traces infinitésimale

Il résulte de l’analyse faite dans le paragraphe 2.3 qu’on a la décomposition de ũ en
sous-F-espaces stables sous l’action de U suivante :

(5.1) ũ = t1 ⊕ t2 ⊕ t3 ,
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où t1 = u, t2 ≅ ResE/F(V), et t3 = Lie(U(D0 , Φ̃∣D0)). Soit t ⊆ ũ un F-sous-espace
déûni comme une somme directe de certains d’entre les ti , i = 1, 2, 3. Il y a donc huit
possibilités pour t. Puisque chaque ti est U(F)-stable et la restriction de la forme
bilinéaire ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩, déûnie par (2.9), à ti est non-dégénérée, il en est de même pour t.
Pour X ∈ ũ(A) soit Xt la projection de X à t(A) selon la décomposition (5.1).
Fixonsψ un caractère non-trivial de F/A. Pour t comme ci-dessus, notonsFt l’opé-

rateur sur S(ũ(A)) suivant

Ft( f )(X) = ∫
t(A)

f (X − Xt + Yt)ψ(⟨Xt ,Yt⟩) dYt , f ∈ S(ũ(A)), X ∈ ũ(A),

où dYt c’est la mesure de Haar sur t(A) pour laquelle le volume de t(F)/t(A) vaut 1.

_éorème 5.1 Pour tout f ∈ S(ũ(A)) on a∑o∈O Jo( f ) = ∑o∈O Jo(Ft( f )).

Démonstration Soit T ∈ T+ + a+0 . En utilisant (3.2), on a que JT( f ) − JT(Ft( f ))
vaut

∫
[U]
FU(x , T)( kU ,U(x , f ) − kU ,U(x ,Ft( f )))

+ ∑
P1⊊P2

∑
δ∈P1(F)/U(F)

χTP1 ,P2
(δx)(kP1 ,P2(δx , f ) − kP1 ,P2(δx ,Ft( f ))) dx ,

où pour P1 ⊆ P2 et φ ∈ S(ũ(A)) on pose

kP1 ,P2(x ,φ) = ∑
P1⊆P⊆P2

(−1)dP kP ,φ(x), x ∈ P1(F)/U(A).

On a alors pour tout x ∈ U(A)
kU ,U(x , f ) = ∑

ξ∈ũ(F)
f (x−1ξx) = ∑

ξ∈ũ(F)
Ft( f )(x−1ξx) = kU ,U(x ,Ft( f ))

grâce à la formule sommatoire de Poisson. Fixons ε0 > 0. En utilisant le théorème 3.2
pour f et Ft( f ), on a pour tout N > 0 ∣JT( f ) − JT(Ft( f ))∣ = O(e−N∥T∥) si T ∈
T+ + a+0 est tel que ∀α ∈ ∆0, α(T) > ε0∥T∥. D’après la proposition 4.4, la diòérence
JT( f )−JT(Ft( f )) égale une constante plus une sommede polynômes-exponentielles
en T qui, en vertu du lemme 4.2, tendent vers ∞ quand la norme de T ∈ a+0 tend
vers ∞. L’égalité ci-dessus implique alors JT( f ) = JT(Ft( f )). Donc en particulier
J( f ) = J(Ft( f )) ce qu’il fallait démontrer.

6 Orbites relativement semi-simples régulières

Soit Ors ⊆ O l’ensemble des classes contenant un élément

(B u
u♯ d)

tel que le polynôme caractéristique de B est séparable, i.e., B est semi-simple régulier
dans u(F). On appelle de telles classes relativement semi-simples régulières. Si o ∈ Ors ,
alors tout élément

(B0 u0
u♯0 d ) ∈ o
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a la propriété que B0 soit semi-simple régulier.
Soit o ∈ Ors . Le but de cette section est de donner une expression explicite pour Jo,

ce qu’on achève par le théorème 6.12. Voici le plan de la section : après avoir introduit
quelques notations dans le paragraphe 6.1, on décrit la décomposition de o en U(F)-
orbites dans le paragraphe 6.2. On introduit encore un peu plus de notation dans 6.3.
Dans le paragraphe 6.4 on déûnit une expression jo(x) pour laquelle on a

(6.1) Jo( f ) = ∫
U(F)/U(A)

jo(x) dx .

En supposant cela, on donne la preuve du théorème 6.12 omettant les preuves des
énoncés techniques. Dans la section 6.5 on introduit un nouveau noyau tronqué
jTf ,o(x) tel que ∫[U]

jTf ,o(x) dx = JTo ( f ). Ce résultat nous permet de démontrer (6.1)
dans le paragraphe 6.6. Dans le paragraphe 6.7 on démontre les résultats de conver-
gence nécessaires et on ûnit la preuve dans le paragraphe 6.8 où on étudie certaines
fonctions zêtas.

6.1 Notations

On utilisera les lettres I, J, avec de possibles indices, pour noter des sous-ensembles
ûnis de N∗. Soit I ⊆ N∗ ûni. On pose −I = ⋃i∈I{−i}. On dit que I est un є-sous-
ensemble de I, si I ⊆ I ∪ −I et si pour tout i ∈ I on a −i ∉ I. Dans ce cas on écrit
I ⊆є I. La notation est un peu abusive car I n’est pas forcément un sous-ensemble de
I. On déûnit aussi ∣I∣ = {∣i∣ ∣ i ∈ I} ⊆ N∗ et I♯ ⊆є I comme I♯ = −I. On réserve
les lettres I, J, et K et seulement ces trois lettres avec de possibles indices, pour des
є-sous-ensembles.

On utilisera aussi la notation abrégée suivante : soit I′ ⊆ N∗ et I, J ⊆є I′. On écrira
J∪I ⊆є I′ pour signiûer que la réunion ensembliste I∪J est aussi un є-sous-ensemble
(ce qui n’est pas toujours vrai). On utilise le symbole ⊔ pour noter la réunion disjointe,
donc I ⊔ J = I′ implique I ∩ J = ∅. On écrira aussi, pour I ⊆є I′ ûxés

∑
∣J∣=I′

∶= ∑
J⊆є I′
∣J∣=I′

, ∑
K⊔J⊆I

∶= ∑
K,J⊆I
K∩J=∅

, ∑
∣K∣⊔∣J∣=I′

∶= ∑
K,J⊆є I′
∣K∣⊔∣J∣=I′

.

6.2 Orbites dans une classe relativement semi-simple régulière

Dans ce paragraphe on décrit la décomposition en orbites d’une classe relativement
semi-simple régulière. D’abord, on rappelle la description des U(F)-orbites semi-
simples régulières dans u(F).
● Un ensemble ûni I = {1, . . . ,m} ⊆ N.
● Pour tout i ∈ I une extension ûnie Fi de F et on note Ei , la E-algèbre étale Fi ⊗F E.
● Pour i ∈ I, on note σi l’automorphisme de Ei déûni comme IdFi ⊗ σ . On se donne
alors des éléments b i ∈ Ei et c i ∈ F∗i tels que σi(b i) = −b i .

● On note EI ∶= ⊕i∈I Ei et bI = (b i)i∈I ∈ EI . Alors on suppose que bI engendre la
E-algèbre étale EI .

● dimE V = ∑i∈I[Ei ∶E].
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● Pour tout i ∈ I on déûnit une forme hermitienne non-dégénérée sur le E-espace Ei
relativement à l’extension E/F par Φ i(x i , y i) = TrEi/E(σi(x i)y i c i), x i , y i ∈ Ei . Cela
induit la forme ΦI = ∑i∈I Φ i sur EI .

● Pour w ∈ EI et i ∈ I on note w i la projection orthogonale de w à Ei . On déûnit BI ∈
Lie(U(EI , ΦI)) par BI(w) = ∑i∈I b iw i = bIw. On voit alors que BI est semi-simple
régulier et on a EI ≅ E[X]/PBI(X) où PBI ∈ E[X] c’est le polynôme caractéristique
de BI .

Supposons qu’on a un isomorphisme ι∶EI
∼Ð→ V de E-espaces hermitiens. Il in-

duit naturellement des isomorphismes, qu’on note aussi ι, de groupes et d’algèbres de
Lie correspondants. Dans ce cas, la U(F)-classe de conjugaison de ι(BI) ∈ u(F) ne
dépend pas de l’isomorphisme choisi. Toute U(F)-orbite semi-simple régulière dans
u(F) est obtenue par une telle construction. On note alors simplement B = ι(BI).

On considère ι ûxé. Il nous donne l’action de U(F) et u(F) sur EI . Explicitement,
pour g ∈ U(F) et v ∈ EI on écrira simplement gv pour ι−1(g)v, de même pour les
éléments de u(F). En particulier, on écrit Bv pour désigner BIv.

Soit I1 ⊆ I l’ensemble des i ∈ I tels que Ei n’est pas un corps. Pour i ∈ I1 on a
alors que Fi est une extension de E. On se donne une inclusion ι i ∶E ↪ Fi . Soit F−i
la E-algèbre dont le groupe multiplicatif et additif égale celui de Fi et où l’action de
E est donné par l’inclusion E ∋ e ↦ ι i(σ(e)) ∈ F−i . On a alors une E-algèbre étale
F−i ⊕ Fi munie de l’action de Gal(E/F) donnée par σ((a, b)) = (b, a) et l’on a une
forme hermitienne

ΦF−i⊕Fi (x−i + x i , x′−i + x′i) = TrFi/E(c ix−ix′i) + TrF−i/E(c ix′−ix i)

où x−i , x′−i ∈ F−i et x i , x′i ∈ Fi . Dans ce cas, on a l’isomorphisme de E-algèbres Ei =
Fi ⊗F E ≅ F−i ⊕ Fi donné par x ⊗ e ↦ (xσ(e), xe) préservant toutes les structures
mentionnées. On ûxe cet isomorphisme. Les E-sous-espaces F−i et Fi de Ei sont des
sous-espaces isotropesmaximaux et ce sont les seuls sous-espaces non-triviaux stables
par b i et donc par B.

Quitte à conjuguer B on peut supposer que B ∈ mPI1
(F) pour un sous-groupe

parabolique standard, noté PI1 , et qu’aucun MPI1
(F)-conjugué de B n’appartienne à

mR(F) pour un sous-groupe parabolique R ⊊ PI1 . Alors, si PI1 est déûni comme le
stabilisateur du drapeau isotrope {0} = Vi0 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ Vi l , on a #I1 = l et donc, quitte à
réindexer, on peut supposer que I1 = {1, 2, . . . , l}. Finalement, quitte à conjuguer ι par
un élément de groupe deWeyl deU , on peut supposer que ι induit des isomorphismes
Vi j/Vi j−1 ≅ F− j et V ♯

i j/V
♯
i j−1

≅ F j pour j ∈ I1 et Z i l ≅ ∏ j∈I∖I1 E j .
Pour tout I ⊆є I1 on note FI = ∏i∈I Fi et 1I l’unité de F∗I . Alors, quand I parcourt les

є-sous-ensembles de I1, les FI parcourent tous les sous-espaces isotropes de EI stables
par B. On note aussi pour tout I′ ⊆ I, EI′ = ∏i∈I′ Ei .
Fixons une fois pour toutes une classe o ∈ Ors telle qu’il existe un X ∈ o de type

(B u
u♯ d) .
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Remarquons que d ne dépend que de o ; on va le noter do. Tout élément de o est donc
U(F)-conjugué à un élément du type

( B u′
(u′)♯ do

) ∈ o.

On se propose de décrire les classes de U(F)-conjugaison dans o.
Notons TI le centralisateur de B dans U . C’est un sous-tore maximal de U . Pour

tout I′ ⊆ I soit TI′ le plus grand sous-tore de TI qui agit trivialement sur EI∖I′ . On a
donc que TI′(F) s’identiûe aux éléments u ∈ E∗I′ tels que u iσi(u i) c’est l’élément neutre
de E∗i pour tout i ∈ I′. Si I′ = {i}, on écrit simplement Ti . En particulier, si i ∈ I1, on
a Ti(F) = {(t−i , t i) ∈ F∗−i × F∗i ∣t−i = t−1

i } ≅ F∗i .
On introduit l’ensemble Vo = {u ∈ EI ∣ −ΦI(u, B i−1u) = A i(X)∀1 ≤ i ≤ n}

où X ∈ o quelconque et les invariants A i(X) ont été déûnis dans le paragraphe 2.3.
Comme TI(F) agit sur EI , commute à B et laisse Φ invariant. Il agit aussi sur Vo. On
voit que l’ensemble des orbites dans Vo sous l’action de TI(F) est en bijection avec
l’ensemble des classes de U(F)-conjugaison dans o, la bijection étant induite par l’ap-
plication

Vo ∋ u ↦ (B u
u♯ do

) .

Lemme 6.1 Il existe un αI ∈ FI tel que pour tout u ∈ EI on a que u ∈ Vo implique
σi(u i)u i = α i ∀i ∈ I.

Démonstration Pour tous u, u′ ∈ Vo, et k ∈ N on a

Φ(u, Bku) = ∑
i∈I

TrEi/E(σi(u i)u ibk
i c i) = ∑

i∈I
TrEi/E(σi(u′i)u′ibk

i c i) = Φ(u′ , Bku′),

d’où TrEI/E(bk
I (∑i∈I c i(σi(u i)u i − σi(u′i)u′i))) = 0, ∀k ∈ N. D’après [12, proposi-

tion 18.3], la forme TrEI/E est non-dégénérée, et puisque les puissances de bI en-
gendrent EI sur E, on obtient σi(u i)u i = σi(u′i)u′i∀i ∈ I,∀u, u′ ∈ Vo. On pose donc
α i = σi(u i)u i où u ∈ Vo quelconque. Il reste à démontrer que si u ∈ EI est tel que
σi(u i)u i = α i pour tout i ∈ I, alors u i ∈ Vo. Pour cela il suõt de faire le même calcul
dans le sens inverse.

Soit αI ∈ EI comme dans le lemme précédant. Notons I2 ⊆ I l’ensemble de i ∈ I tels
que α i = 0 et posons I0 = I1 ∩ I2.

Proposition 6.2 Il existe une unique TI(F)-orbite dans Vo composée des u ∈ Vo tels
que u i = 0 pour tout i ∈ I2. On choisit ξ∅ un représentant de cette orbite. Alors les
TI(F)-orbites dans Vo sont en bijection avec les є-sous-ensembles de I0, le représentant
de l’orbite correspondant à I ⊆є I0 étant ξI ∶= ξ∅+1I. Les orbites de dimensionmaximale
correspondent aux I ⊆є I0 tels que ∣I∣ = I0.

Démonstration On voit que u et u′ sont TI(F)-conjugués si et seulement si u i et u′i
sont Ti(F)-conjugués pour tout i ∈ I.
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Soient u, u′ ∈ Vo et i ∈ I ∖ I0. On prétend que u i et u′i sont Ti(F)-conjugués. En
eòet, si i ∈ I2∖I0, on a u i = u′i = 0 d’après le lemme 6.1. Sinon, en vertu de ce lemme-là,
on a u i , u′i ∈ E∗i et t i ∶= u i/u′i appartient à Ti(F) et vériûe t iu i = u′i .

Soit i ∈ I0 et u ∈ Vo. On écrira u−i
i (resp. u i

i ) la projection de u i ∈ Ei à F−i (resp.
Fi). On a alors u iσ(u i) = (u−i

i u i
i , u−i

i u i
i) = 0. On voit alors qu’au moins l’un de u−i

i ,
u i

i vaut zéro. Pour ûnir, il suõt de montrer que si I ⊆є I0 et u, u′ ∈ Vo sont tels que
pour i ∈ I0 ∪ −I0 on a u i

∣i∣ ∈ F∗i si et seulement si i ∈ I (de même pour u′), alors u et
u′ sont TI(F) conjugués et ne le sont pas sinon. Cela est clair, car pour i ∈ I0, Ti(F)
agit simplement transitivement sur {0} × F∗i ⊆ Ei et sur F∗−i × {0} ⊆ Ei et 0 ∈ Ei est
Ti(F)-conjugué à lui même seulement.

6.3 Quelques définitions associées aux orbites

D’après la proposition 6.2 ci-dessus les

XI ∶= ( B ξ∅ + 1I
(ξ∅ + 1I)♯ do ,

)

où I ⊆є I0, sont des représentants des orbites pour l’action de U(F) à o. On les consi-
dère ûxés désormais.

Pour un F-sous-groupe H de U , X ∈ ũ(F) , et une F-algèbre R, notons H(R, X)
le groupe des R-points du stabilisateur de X dans H. Alors pour tout I ⊆є I0 et toute
F-algèbre R, on a

(6.2) U(R, XI) = TI2∖∣I∣(R).

Pour tout I′ ⊆ I1 soit MI′ le sous-groupe de Levi deU déûni comme le stabilisateur
des espaces F−i et Fi pour tout i ∈ I′. Donc en utilisant la notation du paragraphe 6.2,
on a en particulier MI1 = MPI1

. On pose aI′ = aPI′
et a∗I′ ,C = a∗I′ ⊗RC où PI′ ∈ P(MI′)

quelconque. Donc on a aI′ ⊆ aI1 . Soient I′′ ⊆ I′, Q ∈ P(MI′′), et P ∈ P(MI′) tels que
Q ⊇ P. Alors aQ = aI′′ , aP = aI′ , et aQ

P = aI′∖I′′ . Grâce à la décomposition (2.2), on
obtient alors aI′ = aI′′ ⊕ aI′∖I′′ . Notons ûnalement λI′ la projection d’un λ ∈ a∗I1 ,C à
a∗I′ ,C.

Soit AI0 le sous-tore de TI0 , déployé sur F et maximal pour cette propriété. Pour
i ∈ I0 ∪ −I0, soit ρi ∈ a∗I0 le caractère par lequel AI0 agit sur Fi (l’inclusion AI0 ↪ MI0
induit l’isomorphismeHomF(AI0 ,Gm)⊗ZR ≅ a∗I0 ). On a doncρi = −ρ−i . Soit I ⊆є I0.
On a que {ρi}i∈I est une base de a∗∣I∣. On pose ρI = ∑i∈I ρi . Il est facile de voir que si
Q ∈ F(MI0) est tel que VQ = FI, alors ρ

Q
∈ a∗I0 , déûni à la ûn du paragraphe 2.5, égale

ρI.
Soient {e∨i }i∈I0∪−I0 ⊆ aI0 les vecteurs tels que

ρ j(e∨i ) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 si j = i ,
−1 si j = −i ,
0 sinon,

pour i , j ∈ I0 ∪ −I0. Il est clair que pour tous I ⊆є I0 et I′ ⊆ I0, la projection de
∑i∈I a i e∨i à aI′ égale∑i∈I, ∣i∣∈I′ a i e∨i .
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On introduit aussi le cône ouvert a∗I déûni comme

a∗I = {∑
i∈I
a iρi ∣ a i > 0} ⊆ a∗∣I∣ ⊆ a∗I0 .

Donc pour qu’un λ ∈ a∗
∣I∣,C vériûe Re(λ) ∈ a∗I , il faut et suõt que Re(λ(e∨i )) > 0 pour

tout i ∈ I.
Pour I ⊆є I0 soit 1I la fonction caractéristique de H ∈ aI0 tels que

ρi(H) ≤ 0, ∀i ∈ I ∩ I0 et ρi(H) < 0, ∀ i ∈ I ∩ −I0 .
On a alors pour tous I′ ⊆ I0 et H ∈ aI0

(6.3) 1 = ∑
∣I∣=I′

1I(H).

Pour J1 ⊔ J3 ⊆є I0 et J2 ⊆ J3 on utilisera la notation suivante
J13 ∶= J1 ∪ J3 , J3∖2 ∶= J3 ∖ J2 .

6.4 Le résultat principal

Dans ce paragraphe on énonce et on démontre le théorème 6.12. Cependant, certains
résultats seront seulement énoncés avec les renvois vers leurs démonstrations dans les
paragraphes suivants.

Il est clair que si l’orbite d’un XI où I ⊆є I0 intersecte non-trivialement mP̃(F)
où P est un sous-groupe parabolique standard de U , alors celui-ci est conjugué à un
élément de F(MI1). Pour tout Q ∈ F(MI1) soit IQ ⊆є I1 l’unique є-ensemble tel que
VQ = FIQ .

Lemme 6.3 Soient Q ∈ F(MI1) et I ⊆є I0. Alors XI ∈ mQ̃(F) si et seulement si
IQ ⊆є I0 et ∣I∣ ∩ ∣IQ ∣ = ∅.

Démonstration En vertu du lemme 2.4 on a, en utilisant la notation du para-
graphe 2.2, que XI ∈ mQ̃(F) si et seulement si ξ∅ + 1I ∈ ZQ . Or ξ∅ + 1I ∈ ZQ si
et seulement si ξ∅ ∈ ZQ et ∣I∣ ∩ ∣IQ ∣ = ∅. En outre, la première condition est équiva-
lente à dire que pour tout i ∈ IQ la i-composante de ξ∅ vaut zéro. Donc IQ ⊆є I0, d’où
le résultat.

On rappelle qu’avec la notation de la ûn du paragraphe 2.1, si P1, P sont des sous-
groupes paraboliques standards, alors pour s ∈ Ω(a1 , P) on note s−1P le sous-groupe
parabolique semi-standard Q ∈ F(M1) égale w−1

s Pws .

Lemme 6.4 Soient P un sous-groupe parabolique standard de U et I ⊆є I0. Alors
l’intersection de la U(F)-orbite de XI avecmP̃(F) égale

∐
s∈Ω(aI0 ,P)
∣I∣∩∣Is−1P ∣=∅

∐
η∈MP(F,Ad(ws)XI)/MP(F)

{Ad(η−1ws)XI}.

Démonstration Supposons que Ad(γ−1)XI ∈ mP̃(F) pour un γ ∈ U(F). En par-
ticulier donc grâce au lemme 2.4, on a Ad(γ−1)B ∈ mP(F). En raisonnant comme
[4, §5.2], on voit qu’il existe un unique s ∈ Ω(aI1 , P) (voir §2.1) et un unique δ ∈
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MP(F, Ad(ws)XI)/MP(F) tels que γ−1 = δ−1ws . Soit Q = s−1P. Alors XI ∈ mQ̃(F).
En vertu du lemme 6.3 ci-dessus on a Q ∈ F(MI0 , P). Donc en utilisant la bijection
(2.5) et l’unicité de s, on obtient s ∈ Ω(aI0 , P) d’où le résultat.

Pour une fonction φ sur ũ(A) et x ∈ U(A) on déûnit φx(X) ∶= φ(Ad(x−1)X).
Fixons f ∈ S(ũ(A)). Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de U .

D’après le lemme 2.4 (ii) on a un isomorphisme NP-équivariant
(6.4) nP̃ ≅ nP ⊕ ResE/F(VP).
On pose

(6.5) f P(X) = ∫
VP(A)

f (X + YP) dYP , X ∈ ũ(A).

Supposons en plus que P est standard et posons
(6.6) IP ,o(x) = ∑

ξ∈mP̃(F)∩o
∑

η∈NP(F)
f Pηx(ξ), x ∈ P(F)/U(A),

où f Px = ( fx)P . En vertu du lemme 6.4 on a alors

IP ,o(x) = ∑
s∈Ω(aI0 ,P)

∑
I⊆є I0

∣I∣∩∣Is−1P ∣=∅

∑
η∈P(F,AdwsXI)/P(F)

f Pηx(Ad(ws)XI).

En utilisant U(F, X)/U(F) ∼Ð→ U(F, AdwsX)/U(F), grâce à η0 ↦ wsη0 on a

(6.7) ∑
δ∈P(F)/U(F)

IP ,o(δx) = ∑
s∈Ω(aI0 ,P)

∑
I⊆є I0

∣I∣∩∣Is−1P ∣=∅

∑
δ∈U(F,XI)/U(F)

f s
−1P
δx (XI).

Fixons un caractère additif continu non-trivial ψ sur F/A. Pour une fonction φ ∈
S(ũ(A)) et J ⊆є I0 on déûnit la transformée de Fourier de φ par rapport à J

φ̂J(X) = ∫
AJ

φ( B′ u′(1 − 1J♯) + uJ

(u′(1 − 1J♯) + uJ)♯ d′ )ψ(⟨uJ , u′1J♯⟩) duJ ,

où
●

X = ( B′ u′
(u′)♯ d′) ∈ ũ(A),

● 1 c’est l’unité dans E∗I ,
● duJ c’est la mesure de Haar surAJ ∶= FJ⊗FA pour laquelle FJ/AJ est de volume 1,
● ⟨ ⋅ , ⋅ ⟩ c’est l’accouplement déûni par (2.9).
En fait, avec nos identiûcations, pour tout u, u′ ∈ V(A) = EI ⊗F A on a ⟨u, u′⟩ =
−ΦI(u, u′) −ΦI(u′ , u).

Soient alors s ∈ Ω(aI0 , P) et I ⊆є I0 tel que ∣I∣ ∩ ∣Is−1P ∣ = ∅. On a f s
−1P

x (XI) =
(̂ fx)

Is−1P(XI). On utilisera la notation abrégée f̂ Is−1P
x ∶= (̂ fx)

Is−1P (à ne pas confondre
avec ( f̂ Is−1P)x qu’on n’utilisera pas). En utilisant (6.2), on voit donc qu’on peut réécrire
(6.7) comme

(6.8) ∑
s∈Ω(aI0 ,P)

∑
I⊆є I0

∣I∣∩∣Is−1P ∣=∅

∑
δ∈TI2∖∣I∣(F)/U(F)

f̂ Is−1P
δx (XI).
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Les sommes (6.7) et (6.8) sont convergentes grâce au lemme suivant.

Lemme 6.5 (cf. lemme 6.24) Soient I, J ⊆є I0 tels que ∣I∣ ∩ ∣J∣ = ∅. Alors pour tout
x ∈ U(A), on a∑δ∈U(XI ,F)/U(F) ∣ f̂ Jδx(XI)∣ < ∞.

On pose jo(x) = ∑P⊇P0
(−1)dP ∑δ∈P(F)/U(F) IP ,o(δx), x ∈ U(F)/U(A).

Proposition 6.6 (cf. proposition 6.18) On a

∫
U(F)/U(A)

∣ jo(x)∣ dx < ∞ et ∫
U(F)/U(A)

jo(x) dx = Jo( f ).

En utilisant le résultat ci-dessus, on a ∫[U]
jo(x) dx = Jo( f ) où, grâce à la formule

(6.8), on a

jo(x) = ∑
P
(−1)dP ∑

s∈Ω(aI0 ,P)
∑
I⊆є I0

∣I∣∩∣Is−1P ∣=∅

∑
δ∈TI2∖∣I∣(F)/U(F)

f̂ Is−1P
δx (XI).

En inversant l’ordre de sommation, on a aussi

jo(x) = ∑
I⊔J⊆є I0

µJ ∑
δ∈TI2∖∣I∣(F)/U(F)

f̂ Jδx(XI)

où
µJ = ∑

P⊇P0

(−1)dP ∑
s∈Ω(aI0 ,P)
Is−1P=J

1.

Lemme 6.7 Soit J ⊆є I0. Alors µJ = (−1)#J.

Démonstration Posons m = #J et

am
k = #{(J0 , J1 , . . . , Jk)∣∅ = J0 ⊊ J1 ⊊ ⋅ ⋅ ⋅ ⊊ Jk = J}, k ∈ N.

Il est clair que am
k ne dépend que de m = #J. On voit, en invoquant la bijection (2.5),

qu’on a µJ = ∑m
k=0(−1)kam

k . Il est facile de voir qu’on a la relation de récurrence sui-
vante :

am
k = ∑

1≤ j≤m
(m

j
)am− j

k−1 , k ∈ N∗ .

En utilisant cette relation, on vériûe µJ = (−1)m par récurrence.

On vient d’obtenir alors

(6.9) jo(x) = ∑
I⊔J⊆є I0

(−1)#J ∑
δ∈TI2∖∣I∣(F)/U(F)

f̂ Jδx(XI).

Lemme 6.8 (cf. lemme 6.27) Soient J, J1 , J2 ⊆є I0 tels que J1 ⊔ J2 ⊆ J et ∣J∣ = I0.
L’intégrale suivante

ΛJ

J1 ,J2
( f )(λ) = ∫

TI2∖∣J12 ∣(F)/U(A)
1(J∖J2)∪J

♯

2
(H0(x))eλ(H0(x)) f̂ J∖J1

x (XJ1∪J
♯

2
) dx ,
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pour tout λ ∈ a∗I0 ,C, converge absolument et uniformément sur tous les compacts d’un
ouvert de a∗I0 ,C contenant 0 et admet un prolongement méromorphe à a∗I0 ,C, noté aussi
ΛJ

J1 ,J2
( f ).

Ici H0 c’est juste HP0 . Comme on l’a déjà remarqué (§6.3), on a que aI0 est contenu
dans aI1 = aPI1

qui est contenu dans a0 car PI1 est un sous-groupe parabolique stan-
dard.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6.9 Soient φ ∈ S(ũ(A)) et I ⊆є I0. Alors, pour tout x ∈ U(A) on a :

∑
δ∈T∣I∣(F)

φδx(XI) = ∑
I2⊆I1⊆I

(−1)#(I∖I1) ∑
δ∈T∣I2 ∣(F)

φ̂I1
δx(XI♯2

),(6.10)

∑
δ∈T∣I∣(F)

φ̂I
δx(XI♯) = ∑

I2⊆I1⊆I

(−1)#(I∖I1) ∑
δ∈T∣I2 ∣(F)

φ̂I∖I1
δx (XI2),(6.11)

où, comme toujours, φ̂I′

x = (̂φx)
I′

pour I′ ⊆є I0.

Démonstration Démontrons d’abord l’égalité (6.10). En utilisant le principe d’inclu-
sion-exclusion, on a

∑
δ∈T∣I∣(F)

φδx(XI) = ∑
I1⊆I

(−1)#(I∖I1) ∑
I2⊆I1

∑
δ∈T∣I2 ∣(F)

φδx(XI2).

D’autre part, pour tout I1 ⊆ I, la formule sommatoire de Poisson nous donne

∑
I2⊆I1

∑
δ∈T∣I2 ∣(F)

φδx(XI2) = ∑
I2⊆I1

∑
δ∈T∣I2 ∣(F)

φ̂I1
δx(XI♯2

)

d’où (6.10). L’égalité (6.11) se démontre de la même façon.

Lemme 6.10 On a

Jo( f ) = ∑
∣J∣=I0

∑
J1⊔J2⊆J

(−1)#(J∖J12)ΛJ

J1 ,J2
( f )(0).

Démonstration En utilisant l’égalité (6.11) du lemme 6.9 on a pour tout x ∈ U(A)

(6.12) ∑
∣J∣=I0

∑
J1⊔J2⊆J

(−1)#(J∖J12) ∑
η∈T∣J12 ∣(F)

f̂ J∖J1
ηx (XJ1∪J

♯

2
)1(J∖J2)∪J

♯

2
(H0(ηx))

= ∑
∣J∣=I0

∑
J1⊔J2⊆J

∑
J4⊆J3⊆J2

(−1)#(J∖J13) ∑
η∈T∣J14 ∣(F)

f̂ J∖J13
ηx (XJ14)1(J∖J2)∪J

♯

2
(H0(ηx)).

On change l’ordre de sommation en mettant J0 ∶= J∖J13 et I0 = J14. On obtient alors

∑
I0⊔J0⊆є I0

(−1)#J0 ∑
η∈T∣I0 ∣(F)

f̂ J0
ηx (XI0)(∑

K

1K(H0(ηx))) ,

où la somme porte sur les K ⊆є I0 tels que f̂ J0
ηx (XI0)1K(H0(ηx)) apparaît dans la

somme (6.12). On prétend que tout ∣K∣ = I0 est de cette forme exactement une fois
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pour I0 et J0 ûxés. Fixons-les et soitK ⊆є I0 tel que ∣K∣ = I0. On vériûe alors que pour

J1 ∶=K ∩ I0 , J2 ∶= (K ∖ (J0 ∪ I0))♯ , J3 ∶= (K ∖ (J0 ∪ J♯0 ∪ I0))♯ ,
J4 ∶=K♯ ∩ I0 , J ∶= (K ∩ (J0 ∪ I0)) ∪ (K ∖ (J0 ∪ I0))♯

l’expression f̂ J0
ηx (XI0)1K(H0(ηx)) apparaît dans la somme (6.12). Inversement, il ap-

paraît une seule fois car K détermine les ensembles J1, J2, J3, J4, et J uniquement.
En utilisant l’identité (6.3), on voit qu’on a démontré

∑
∣J∣=I0

∑
J1⊔J2⊆J

(−1)#(J∖J12)∑
η∈T∣J12 ∣(F)

f̂ J∖J1
ηx (XJ1∪J

♯

2
)1(J∖J2)∪J

♯

2
(H0(ηx))

= ∑
I⊔J⊆є I0

(−1)#J∑
η∈T∣I∣(F)

f̂ Jηx(XI).

En regardant le côté droit de cette égalité et en utilisant la formule (6.9), on voit que,
en vertu de la proposition 6.6, l’intégrale de cette expression sur TI2(F)/U(A) égale
Jo( f ). Or le lemme 6.8 dit que l’intégrale du côté gauche sur le même quotient donne
le résultat cherché.

On introduit maintenant les fonctions zêta.

Proposition 6.11 (cf. Proposition 6.28) Soit J ⊆є I0. Alors l’intégrale

vol(TI2∖I0(F)/TI2∖I0(A))∫
U(A,XJ)/U(A)

f (x−1XJx)eλ(H0(x)) dx , λ ∈ a∗∣J∣,C

converge absolument et uniformément sur tous les compacts d’un ouvert non-vide de
a∗
∣J∣,C et admet un prolongement méromorphe à a∗

∣J∣,C, noté ζJ( f ). Les fonctions ζJ( f )
et ΛJ

J1 ,J2
( f ) vériûent la relation suivante :

∑
∣J∣=I0

∑
J1⊔J2⊆J

(−1)#(J∖J12)ΛJ

J1 ,J2
( f ) = ∑

∣J∣=I0
ζJ( f ).

Démonstration La première partie est démontré dans la proposition 6.28. La deuxi-
ème assertion c’est le lemme 6.29.

On est prêt à démontrer le résultat principal de cette section.

_éorème 6.12 Pour tout f ∈ S(ũ(A)) la somme ∑∣J∣=I0 ζJ( f ) est holomorphe en
λ = 0 et l’on a Jo( f ) = (∑∣J∣=I0 ζJ( f ))(0).

Démonstration Le théorème découle du résultat d’holomorphie donné dans le
lemme 6.8 et de l’égalité démontrée dans le lemme 6.10 accouplée avec l’égalité de la
proposition 6.11.

6.5 Deuxième formule pour le noyau tronqué

Lemme 6.13 Soient P un sous-groupe parabolique de U, X ∈ mP̃(F)∩o et p∶nP̃ → nP
la projection donnée par l’isomorphisme (6.4). L’application suivante,

NP(R) ∋ η ↦ p(Ad(η−1)X − X) ∈ nP(R),
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est une bijection entre NP(R) et nP(R) pour toute F-algèbre R.

Démonstration Soit

X = (B u
u♯ d)

la décomposition de X comme dans (2.10). On voit alors que l’application décrite dans
le lemme c’est juste NP(R) ∋ η ↦ Ad(η−1)B−B ∈ nP(R). Le fait que cette application
est une bijection pour B régulier semi-simple c’est le contenu de [4, lemme 2.3].

On considère f ∈ S(ũ(A)) ûxée. Dans l’ équation (6.5) on a introduit la fonction
f P , ainsi que fx(X) ∶= f (Ad(x−1)X). Par f Px on entend toujours ( fx)P .

Le corollaire suivant découle directement du lemme 6.13.

Corollaire 6.14 Soient P un sous-groupe parabolique standard de U, ξ ∈ mP̃(F) ∩ o,
et x ∈ U(A). Alors∑η∈NP(F) f

P
ηx(ξ) = ∑ζ∈nP(F) f

P
x (ξ + ζ).

Corollaire 6.15 Soient P un sous-groupe parabolique standard de U, ξ ∈ mP̃(F) ∩ o,
et x ∈ U(A). Alors ∫NP(A)

f Pnx(ξ) dn = ∫nP̃(A)
fx(ξ +UP) dUP .

Démonstration Le corollaire découle de [4, corollaire 2.5] et du fait queNP(A) nor-
malise VP(A) sans changer la mesure de Haar.

Pour T ∈ a+0 posons

jTo (x) = jTf ,o(x) = ∑
P⊇P0

(−1)dP ∑
δ∈P(F)/U(F)

τ̂P(HP(δx)−T)IP ,o(δx), x ∈ U(F)/U(A),

où IP ,o est déûnie par (6.6). La fonction jTo est une variante de kT
o déûnie au début de

la section 3.

_éorème 6.16 Pour tout T ∈ T+ + a+0 on a ∫U(F)/U(A)
∣ jTo (x)∣ dx < ∞.

Démonstration En procédant comme au début de la preuve du théorème 3.1 et en
utilisant la notation dudébut de ce théorème, onmontre que l’intégrale ∫[U]

∣ jTo (x)∣ dx
est majorée par la somme sur les sous-groupes paraboliques standards P1 ⊆ S ⊆ P2 de
U de

∫
P1(F)/U(A)

χT1,2(x) ∑
ξ∈(mS̃ ,̃1)

′(F)∩o
∣ ∑
S⊆P⊆P2

(−1)dP ∑
ζ∈nP̃

S̃
(F)

∑
η∈NP(F)

f Pηx(ξ + ζ)∣ dx .

En utilisant le corollaire 6.14 et ensuite la formule sommatoire de Poisson, on s’aperçoit
que la somme entre la valeur absolue dans l’intégrale ci-dessus égale

(6.13) ∑
S⊆P⊆P2

(−1)dP ∑
ζ1∈nP̃

S̃
(F)

∑
ζ2∈nP(F)

ϕ̃S(x , ξ, ζ1 + ζ2)

où ϕ̃S(x , X ,Y) = ∫nS̃(A)
fx(X + US)ψ(⟨US ,Y⟩) dUS , pour x ∈ U(A), X ∈ mS̃(A),

Y ∈ nS̃(A).
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Soit P un sous-groupe parabolique contenu entre S et P2. Pour P ⊆ R ⊆ P2 notons

n′R ,2 = (n2
R ∩ (n2̃

R̃)
′) ⊕ n2 = nR ∖ ( ⋃

R⊆Q⊊P2

nQ
R ⊕ n2) .

On a donc la décomposition nP = ∐P⊆R⊆P2
n′R ,2 et en utilisant la décomposition de

nP̃
S̃ (F) donnée par (3.4), on voit que l’expression (6.13) égale

∑
S⊆Q⊆P⊆R⊆P2

(−1)dP ∑
ζ1∈(nQ̃

S̃
)′(F)

∑
ζ2∈n′R ,2(F)

ϕ̃S(x , ξ, ζ1 + ζ2)

= ∑
S⊆Q⊆R⊆P2

∑
ζ1∈(nQ̃

S̃
)′(F)

∑
ζ2∈n′R ,2(F)

ϕ̃S(x , ξ, ζ1 + ζ2)( ∑
Q⊆P⊆R

(−1)dP)

= ∑
S⊆R⊆P2

(−1)dR ∑
ζ1∈(nR̃

S̃
)′(F)

∑
ζ2∈n′R ,2(F)

ϕ̃S(x , ξ, ζ1 + ζ2),

où l’on a utilisé l’identité (3.6) dans la dernière égalité.
Pour P1 ⊆ S ⊆ P2, posons

ΨS(x , X ,Y) = ∑
ζ2∈n2(F)

ϕ̃S(x , X ,Y + ζ2), x ∈ U(A), X ∈ mS̃(A),Y ∈ n2̃
S̃(A).

Alors ΨS(x , X ,Y) ∈ S((mS̃ ⊕ n2̃
S̃)(A)) pour un x ûxé et on a pour S ⊆ R ⊆ P2 :

∑
ξ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∣ ∑
ζ1∈(nR̃

S̃
)′(F)

∑
ζ2∈n′R ,2(F)

ϕ̃S(x , ξ, ζ1 + ζ2)∣ ≤ ∑
ξ∈(mS̃

1̃
)′(F)∩o

∑
ζ1∈(n2̃

S̃
)′(F)

∣ΨS(x , ξ, ζ1)∣

car (nR̃
S̃ )

′ ⊕ (n2
R ∩ (n2̃

R̃)
′) ⊆ (n2̃

S̃)
′.

On se ramène alors à borner pour P1 ⊆ S ⊆ P2 ûxés :

∫
P1(A)/U(A)

χTP1 ,P2
(x) ∑

ξ∈m′

S̃ ,̃1
(F)∩o

∑
ζ1∈(n2̃

S̃
)′(F)

∣ΨS(x , ξ, ζ1)∣ dx .

Cette intégrale est identique à (3.7). Cela conclut la preuve.

Au début de la section 4 nous avons introduit les distributions JTo . Pour des classes
o dans Ors cette distribution s’exprime comme suit.

Proposition 6.17 Pour T ∈ T+ + a+0 , f ∈ S(ũ(A)) et o ∈ Ors on a

JTo ( f ) = ∫U(F)/U(A)
jTo (x) dx .

Démonstration Dans la preuve on utilisera la notation introduite au début de la
preuve du théorème 3.1. Donc, en raisonnant comme au début de la preuve de ce
théorème-là, on voit que

∫
U(F)/U(A)

jTf ,o(x) dx

= ∑
P2⊇P1⊇P0

∫
P1(F)/U(A)

χT1,2(x) ∑
P1⊆P⊆P2

(−1)dP ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
η∈NP(F)

f Pηx(ξ) dx .
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Fixons P2 ⊇ P1 ⊇ P0 et décomposons l’intégrale sur P1(F)/U(A) en une double inté-
grale sur x ∈ M1(F)N1(A)/U(A) et n1 ∈ N1(F)/N1(A). Ensuite on fait passer cette
dernière intégrale à l’intérieure de la somme sur P. On peut le faire car la fonction

N1(A) ∋ n1 ↦ ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
η∈NP(F)

f Pηn1x(ξ)

est N1(F)-invariante et continue donc bornée sur le compact N1(F)/N1(A). Pour P
et x ∈ M1(F)N1(A)/U(A) ûxés, on regarde alors

∫
[N1]

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
η∈NP(F)

f Pηn1x(ξ) dn1 .

Comme le volume de NP(F)/NP(A) vaut 1 et NP ⊆ N1, cette expression vaut

∫
[N1]

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
[NP]

∑
η∈NP(F)

f Pηnn1x(ξ) dndn1

= ∫
[N1]

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∫
NP(A)

f Pnn1x(ξ) dndn1 = ∫
[N1]

ko,P(n1x) dn1 .

La dernière égalité découle du corollaire 6.15. On intervertit de nouveau la somme
qui porte sur P avec l’intégrale sur N1(F)/N1(A) et l’on recombine cette dernière avec
l’intégrale sur M1(F)N1(A)/U(A). On retrouve donc

∫
U(F)/U(A)

jTf ,o(x) dx = ∑
P2⊇P1⊇P0

∫
P1(F)/U(A)

χT1,2(x)k1,2,o(x) dx .

Chaque intégrale dans la somme ci-dessus converge d’après le théorème 3.2 ce qui
justiûe l’intégration et de surcroît, la somme elle-même égale JTo ( f ) grâce à l’identité
(3.2) et la déûnition de JTo ( f ) donnée au début de la section 4 ce qu’il fallait démontrer.

Plaçons nous maintenant dans le cadre du paragraphe 4.1. On veut généraliser le
théorème 6.16 et la proposition 6.17 au casG×U ′. NotonsOG×U ′

rs l’ensemble de classes
contenant un élément X1 + X2 ∈ g(F) × ũ′(F) tel que le polynôme caractéristique de
X1 est séparable et tel que X2 ∈ ũ′(F) appartient à une classe relativement semi-simple
régulière dans le contexte d’inclusion U ′ ↪ Ũ ′.

Pour f ∈ S((g× ũ′)(A)), o ∈ OG×U ′

rs , et un sous-groupe parabolique standard P de
G ×U ′ soit

I f ,P ,o(x) = ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
η∈NP(F)

∫
V ′

P(A)
f (Ad((ηx)−1)(ξ + Y ′

P)) dY ′
P ,

où x ∈ P(F)/(G×U ′)(A)1 etV ′
P c’est le plus grand sous-espace isotrope deV ′ stabilisé

par P.
Pour T ∈ (aG×U ′

P0
)+ et x ∈ (G ×U ′)(F)/(G ×U ′)(A)1 on pose aussi

jTf ,o(x) = ∑
P⊇P0

(−1)d
G×U′
P ∑

δ∈P(F)/(G×U ′)(F)
τ̂G×U ′

P (HP(δx) − TP)IP ,o(δx).

La preuve du théorème 6.16 s’étend sans problème dans ce cas donnant

∫
(G×U ′)(F)/(G×U ′)(A)1

∣ jTo (x)∣ dx < ∞
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pour T suõsamment régulier. De même, la preuve de la proposition 6.17 s’étend aussi
bien et l’on obtient, avec la notation du paragraphe 4.1, pour o ∈ OG×U ′

rs

∫
(G×U ′)(F)/(G×U ′)(A)1

jTf ,o(x) dx = JG×U ′ ,T
o ( f ).

Soient maintenant Q un sous-groupe parabolique standard de U , o ∈ Ors , et
oQ ,1 , . . . , oQ ,m ∈ OMQ comme dans l’équation (4.1). Alors oQ , i ∈ O

MQ
rs pour i =

1, . . . ,m. Si P ⊆ Q, alors VQ
P ∶= VP ∩ ZQ c’est le plus grand sous-espace isotrope

de ZQ stabilisé par P ∩MQ . On a dans ce cas l’analogue suivant de l’égalité (4.3) pour
tout f ∈ S(ũ(A)) :
(6.14)

JMQ ,T
o ( fQ) = ∫

MQ(F)/MQ(A)1

m
∑
i=1

jTfQ ,oQ , i
(m) dm

= ∫
MQ(F)/MQ(A)1

∑
P⊆Q

(−1)d
Q
P ∑
η∈(P∩MQ)(F)/MQ(F)

τ̂Q
P (HP(ηm) − T)

× ( ∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
δ∈NQ

P (F)
∫
VQ

P (A)
fQ(Ad((δηm)−1)(ξ + YQ

P ))dYQ
P ) dm.

6.6 Expression intégrale de Jo

Dans ce paragraphe, on démontre la proposition 6.6.

Proposition 6.18 On a ∫U(F)/U(A)
∣ jo(x)∣ dx < ∞ et ∫U(F)/U(A)

jo(x) dx = Jo( f ).

Démonstration Pour tout sous-groupe parabolique standardQ deU soit τQ la fonc-
tion caractéristique deH ∈ aQ tels que α(H) ≤ 0 pour tout α ∈ ∆Q . Il résulte du lemme
combinatoire de Langlands [14, Proposition 1.7.2] que pour tout sous-groupe parabo-
lique standard P de U on a∑Q⊇P τ̂Q

P τQ = 1. En utilisant cette identité, on a pour tout
T ∈ T+ + a+0

jo(x) = ∑
P
(−1)dP ∑

δ∈P(F)/U(F)
IP ,o(δx)

= ∑
P
(−1)dP ∑

δ∈P(F)/U(F)
IP ,o(δx)(∑

Q⊇P
τ̂Q
P (HP(δx) − TP)τQ(HQ(δx) − TQ))

= ∑
Q
(−1)dQ ∑

δ∈Q(F)/U(F)
τQ(HQ(δx) − TQ) ∑

P⊆Q
(−1)d

P
Q

× ∑
η∈(MQ∩P)(F)/MQ(F)

IP ,o(ηδx)τ̂Q
P (HP(ηδx) − TP),

où les sommes sont absolument convergentes. Il suõt de montrer que pour tout Q
l’intégrale

(6.15) ∫
Q(F)/U(A)

τQ(HQ(x) − TQ) ∑
P⊆Q

(−1)d
P
Q

∑
η∈(MQ∩P)(F)/MQ(F)

IP ,o(ηx)τ̂Q
P (HP(ηx) − TP) dx
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converge absolument. L’analyse va être analogue à celle de la preuve du théorème 4.5.
Posons x = namk où n ∈ NQ(F)/NQ(A),m ∈ MQ(F)/MQ(A)1, a ∈ A∞Q , et k ∈ K.

Donc dx = e−2ρQ(HQ(a))dndadmdk.
Fixons P ⊆ Q. Pour n, m, k, et a comme ci-dessus et η ∈ MQ(F) on a

τQ(HQ(ηnamk) − TQ) = τQ(HQ(a) − TQ)
et, en faisant les changements de variable a−1na ↦ n et a−1YPa ↦ YP ,

∫
K
∫
[NQ]

IP ,o(ηnamk)τ̂Q
P (HP(ηnamk) − TP) dndk

= ∫
K
∫
[NQ]

IP ,o(ηnamk)τ̂Q
P (HP(ηm) − TP) dndk

= τ̂Q
P (HP(ηm) − TP)e2ρQ̃(HQ(a))

∫
K

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
δ∈NQ

P (F)
∫

NQ(A)
∫
VP(A)

fnδηmk(ξ + YP) dYPdndk.

(6.16)

Fixons ξ ∈ mP̃(F) ∩ o. Pour une fonction φ ∈ S(ũ(A)) regardons

(6.17) ∫
NQ(A)

∫
VP(A)

φ(n−1(ξ + YP)n) dYPdn.

On a VP = VQ ⊕ VQ
P , où VQ

P = VP ∩ ZQ . Pour YP ∈ VP soient YQ ∈ VQ et YQ
P ∈ VQ

P
tels que YP = YQ + YQ

P . Donc puisque YQ
P ∈ ZQ , si n ∈ NQ , on a YQ

P − nYQ
P n−1 ∈ VQ .

L’intégrale (6.17) ci-dessus égale donc

∫
VQ

P (A)
∫

NQ(A)
∫
VQ(A)

φ(n−1(ξ + YQ + YQ
P − nYQ

P n−1)n + YQ
P )dYQdndYQ

P

= ∫
VQ

P (A)
∫

NQ(A)
∫
VQ(A)

φ(n−1(ξ + YQ)n + YQ
P )dYQdndYQ

P .

En utilisant le corollaire 6.15 et en faisant un changement de variable, ceci égale

∫
VQ

P (A)
∫
nQ̃(A)

φ(ξ +UQ + YQ
P ) dUQdYQ

P .

On voit alors que (6.16) devient

e2ρQ̃(HQ(a)) τ̂Q
P (HP(ηm) − TP)

∑
ξ∈mP̃(F)∩o

∑
δ∈NQ

P (F)
∫
VQ

P (A)
fQ(Ad((δηm)−1)(ξ + YQ

P )) dYQ
P

où fQ ∈ S(mQ̃(A)) est déûnie par (4.2).
En utilisant alors l’égalité (6.14), on s’aperçoit que l’intégrale (6.15) égale JMQ ,T

o ( fQ)
fois

(6.18) ∫
aQ

eρQ
(H)τQ(H − TQ)dH.

La convergence de l’intégrale dans le théorème va alors découler de la convergence de
l’intégrale (6.18). Or cette intégrale converge en vertu du lemme 4.2 et donne précisé-
ment θ̂Q(ρ

Q
)−1eρQ

(TQ) où θ̂Q = θ̂U
Q est déûnie par (4.4).
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On vient d’obtenir la convergence ainsi que pour toutT ∈ a+0 suõsamment régulier,

∫
[U]

jo(x) dx = ∑
Q
(−1)dQ θ̂Q(ρ

Q
)−1eρQ

(TQ) JMQ ,T
o ( fQ).

D’après le théorème 4.5 la somme ci-dessus égale Jo( f ), ce qu’il fallait démontrer.

6.7 Résultats de convergence

Pour toute place v de F on note Fv son complété à v. Soit S∞ l’ensemble des places
archimédiennes de F. Par déûnition d’un sous-groupe compact maximal admissible
de U(A) par rapport à M0 (voir [1, §1]), on a K = ∏v Kv où Kv est un sous-groupe
compact maximal admissible deU(Fv) par rapport àM0. Pour toute place v de F, on
choisit une mesure de Haar dxv sur U(Fv) de façon que la mesure de Haar sur U(A)
soit leur produit. De même, pour tout i ∈ I on choisit une mesure de Haar sur Ti(A)
et des mesures de Haar sur Ti(Fv) pour toute place v de F de façon que la mesure
de Haar sur Ti(A) soit leur produit. Pour tout I′ ⊆ I et toute place v de F on met la
mesure produit sur TI′(Fv) = ∏i∈I′ Ti(Fv) et sur TI′(A) = ∏i∈I′ Ti(A). On ûxe aussi
sur Kv la mesure de Haar de masse totale 1.
En suivant [14, paragraphe 3.2], on ûxe une F-base de V et à partir d’elle, pour

toute place v de F, on déûnit des normes notées ∣ ⋅ ∣v sur V(Fv) ∶= V ⊗F Fv ≅ EI ⊗F Fv
et End(V(Fv)). Grâce à l’inclusion u(Fv) ↪ EndFv (V(Fv)) on obtient une norme
∣ ⋅ ∣v sur u(Fv) par restriction. On ûxe une norme, notée aussi ∣ ⋅ ∣v , sur U(Fv) grâce
à l’inclusion U(Fv) ↪ EndFv (V(Fv)) ⊕ EndFv (V(Fv)) donnée par U(Fv) ∋ g ↦
(g , t g−1). On a donc ∣xv ∣v = ∣x−1

v ∣v pour tout xv ∈ U(Fv). On va supposer en plus que
∣kv ∣v = 1 pour tout kv ∈ Kv . On en déduit des hauteurs sur V(A) ∶= V ⊗F A, U(A),
et u(A) par ∥ ⋅ ∥ ∶= ∏v ∣ ⋅ ∣v . Il existe alors des constantes c0 , c1 , c2 > 0 telles que pour
tous x1 , x2 ∈ U(A), et tout v ∈ V(A) on a

∥x−1
1 ∥ = ∥x1∥, ∥x1∥ ≥ c0 , ∥x1x2∥ ≤ c1∥x1∥∥x2∥, ∥x1v∥ ≤ c2∥x1∥∥v∥.

On note aussi qu’il existe des constantes c3 , r3 > 0 telles que

(6.19) ∣eλ(H0(x))∣ ≤ c3e∥Re(λ)∥∥x∥r3 , ∀ x ∈ U(A), λ ∈ a∗I0 ,C .
Notons ûnalement que pour simpliûer l’exposition ci-dessous et éviter l’expression

0−1, on pose ∥0∥ = 1 où 0 ∈ V(A).

Lemme 6.19 Soit I ⊆є I0. Il existe des constantes r0 , c0 > 0 telles que pour tout
t ∈ T∣I∣(A) et tout x ∈ U(A) on a 1I(H0(tx))∥t∥ ≤ c0∥t−11I∥r0∥x∥r0 .

Démonstration C’est une conséquence de déûnitions des hauteurs ci-dessus ainsi
que de la manière par laquelle T∣I∣(A) agit sur FI ⊗F A, qu’il existe des constantes
c′ , r′ > 0 telles que

(6.20) ∥t∥ ≤ c′max(∥t−11I∥r′ , ∥t1I∥r′).
Si l’on suppose 1I(H0(tx)) = 1, il résulte de la déûnition de 1I donnée au para-
graphe 6.3 qu’il existe des constantes c′′ , r′′ > 0 telles que ∥t−11I∥ ≥ c′′∥x∥−r′′ et
∥t1I∥ ≤ c′′∥x∥r′′ . En utilisant ceci dans (6.20) et en utilisant le fait que ∥x∥ ≥ c0,
on trouve le résultat voulu.

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9


La Formule des traces de Jacquet–Rallis 1427

Lemme 6.20 Il existe un r0 > 0 tel que pour tout r ≥ r0 on a

∫
TI2∖I0 (F)/TI∖I0 (A)

∥t−1ξ∅∥−r dt < ∞

Démonstration En utilisant la déûnition de l’ensemble I2 donnée avant la proposi-
tion 6.2, ainsi que la description de ξ∅ donnée dans cette proposition-là, on regarde
les projections de t−1ξ∅ à Ei ⊗F A pour tout i ∈ I ∖ I0 et on s’aperçoit qu’il existe
une constante c > 0 telle que l’intégrale dans le lemme est majorée par le produit sur
i ∈ I ∖ I2 de ∫

∞

0 min(tcr , t−cr) dt fois le volume de TI2∖I0(F)/TI2∖I0(A). En prenant
r suõsamment grand on obtient donc la convergence.

Lemme 6.21 Soit I ⊆є I0. Il existe un r0 > 0 tel que pour tout r ≥ r0 il existe un r′ > r
et une constante c > 0 telles que pour tout x ∈ U(A) on a

∫
T∣I∣(A)

1I(H0(tx))∥x−1 t−11I∥−r dt ≤ c inf
t∈TI(A)

∥tx∥r′ .

Démonstration On a ∥x−1 t−11I∥ ≥ c−1
2 ∥x∥−1∥t−11I∥. On voit donc qu’il existe des

constantes c > 0, c′ > 0 telles que l’intégrale du lemme est majorée par le produit sur
i ∈ I de ∥x∥r ∫

∞

c′∥x∥−r3 t−cr dt où r3 est comme dans l’inégalité (6.19), ce qui converge
pour r suõsamment grand. On obtient le résultat voulu en remarquant que l’intégrale
du lemme est TI(A)-invariante à gauche en tant qu’une fonction de x ∈ U(A).

Lemme 6.22 Soit v une place de F. Il existe des constantes cB ,NB > 0 telles que pour
tout xv ∈ U(Fv) on a inf tv∈TI(Fv) ∣tvxv ∣v ≤ cB(1 + ∣Ad((xv)−1)B∣v)NB .

Démonstration Supposons d’abord TI déployé sur Fv . Dans ce cas TI est une partie
de Levi d’un Fv-sous-groupe de Borel deU de la forme TINv où Nv c’est sa partie uni-
potente. De plus B ∈ Lie(TI)(Fv). En utilisant la décomposition d’Iwasawa, on écrit
xv = tvnvkv où tv ∈ TI(Fv), nv ∈ Nv(Fv), et kv ∈ Kv . Soient Uv ,U ′

v ∈ Lie(Nv)(Fv)
tels que nv = exp(Uv) et Ad(n−1

v )B = B +U ′
v . D’après [5, lemme 2.1], il existe un po-

lynôme Q sur Lie(Nv) qui ne dépend que de B, tel que Uv = Q(U ′
v). Il est clair qu’il

existe des constantes c′B , c′′B , N ′
B qui ne dépendent que de B, telles que (1 + ∣Uv ∣v) est

plus petit que

c′B(1 + ∣B +U ′
v ∣v)N ′

B = c′B(1 + ∣Ad((tvnv)−1)B∣v)N ′

B ≤ c′′B(1 + ∣Ad((x−1
v )B∣v)N ′

B .

D’autre part, il existe des constants c0, N0 telles que ∣nv ∣v ≤ c0(1 + ∣Uv ∣v)N0 d’où

inf
tv∈TI(Fv)

∣tvxv ∣v ≤ ∣nvkv ∣v ≤ sup
kv∈Kv

∣kv ∣v ∣nv ∣v ≤ cB(1 + ∣Ad((xv)−1)B∣v)NB .

Dans le cas général, soit F′v une extension ûnie de Fv qui déploie TI . On prolonge
la hauteur ∣ ⋅ ∣v à U(F′v). Grâce à [3, (4.6)], il existe des constantes c, N telles que

inf
tv∈TI(Fv)

∣tvxv ∣v ≤ c inf
t′v∈TI(F′v)

∣t′vxv ∣Nv

et le résultat suit du cas déployé.
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Lemme 6.23 Soient J2 ⊆ J3 ⊆є I0 et J1 ⊆є I0 tels que ∣J1∣ ∩ ∣J3∣ = ∅. Alors pour tout
f ∈ S(ũ(A)) et tout compact C ⊆ a∗

∣J1∪J2 ∣
, l’intégrale

∫
TI2∖I0 (F)TI0∖∣J12 ∣(A)/U(A)

1J1∪J
♯

2
(H0(x))e

(λ+ρ
J♯3∖2

)(H0(x)) f̂ J3
x (XJ1∪J

♯

2
) dx

converge absolument et estmajorée indépendamment de λ ∈ a∗
∣J1∪J2 ∣,C tel queRe(λ) ∈ C.

Remarque Soit t ∈ TI2∖I0(F)TI0∖∣J12 ∣(A). Pour tout x ∈ U(A) on a alors

1J1∪J
♯

2
(H0(tx)) = 1J1∪J

♯

2
(H0(x)), e

(λ+ρ
J♯3∖2

)(H0(tx))= e(λ+ρJ♯3∖2
)(H0(x))eρJ♯3∖2

(H0(t))

et
f̂ J3
tx (XJ1∪J

♯

2
) = e−ρJ♯3∖2

(H0(t)) f̂ J3
x (XJ1∪J

♯

2
),

d’où TI2∖I0(F)TI0∖∣J12 ∣(A)-invariance de l’intégrale considérée.

Démonstration Pour J ⊆є I0 et I′ ⊆ I soient AJ = FJ ⊗F A et AI′ = ∏i∈I′ Ei ⊗F A.
Soit hx la fonction sur u(A) × AI∖∣J3 ∣ × AJ♯3

déûnie pour tout x ∈ U(A) de façon
suivante :

hx(B′ , uI∖∣J3 ∣ , uJ♯3
) = ∫

AJ3

fx (
B′ uI∖∣J3 ∣ + uJ3

(uI∖∣J3 ∣ + uJ3)♯ do
)ψ(⟨uJ3 , uJ♯3

⟩) duJ3 .

Alors hx ∈ S(u(A)×AI∖∣J3 ∣×AJ♯3
). Soit P ∈ P(MI1) un sous-groupe stabilisant le dra-

peau FJ3 ⊆ FJ13 . Soient m ∈ MI1(A), n ∈ NP(A), et k ∈ K. En faisant le changement
de variable (mn)−1uJ3 ↦ uJ3 on obtient que ∣ f̂ J3

mnk(XJ1∪J
♯

2
)∣ vaut

∣ eρJ3 (HP(m))hk(Ad((mn)−1)B, (1 − 1J3)((mn)−1(1J1 + ξ∅)), 1J♯3((mn)−11J♯2))∣
où 1 c’est l’unité dans EI .

On voit donc que pour tout r > 0 il existe une fonction Φ ∈ S(u(A)) telle que

∣ f̂ J3
mnk(XJ1∪J

♯

2
)∣ ≤ eρJ3 (HP(m))Φ(Ad((mn)−1)B)

× ∥(1 − 1J3)((mn)−1(1J1 + ξ∅))∥−r∥1J♯3((mn)−11J♯2)∥
−r .

Il existe des constantes c, c0 , c1 , c2 , c3 > 0 qui ne dépendent pas de r telles que

∥(1 − 1J3)((mn)−1(1J1 + ξ∅))∥−r∥1J♯3((mn)−11J♯2)∥
−r

≤ c∥n∥c3 r∥m−1ξ∅∥−c0 r∥m−11J1∥−c1 r∥m−11J♯2∥
−c2 r .

On va montrer alors la convergence de l’intégrale suivante :

(6.21) ∫
TI(A)/MI1 (A)

∫
NP(A)

∫
K
Φ(Ad((mn)−1)B)∥n∥c3 r

× ∫
TI2∖I0 (F)/T∣J12 ∣∪(I∖I0)(A)

1J1(H0(tmnk))1J♯2
(H0(tmnk))

× ∥(tm)−1ξ∅∥−c0 r∥(tm)−11J1∥−c1 r∥(tm)−11J♯2∥
−c2 r

× ∣ e(λ+ρJ♯3∖2
)(H0(tmnk))+ρJ3 (HP(tm))∣dtdkdndm.

Majorons l’exponentielle qui apparaît sous l’intégrale. Notons qu’on a
ρJ3 = −ρJ♯3∖2 + ρJ2 .
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On va majorer alors d’abord ∣eλ(H0(tmn))+ρJ2 (HP(tm))∣ et puis l’expression

eρJ♯3∖2
(H0(tmnk)−HP(tm)) .

Fixons donc m, n, et k comme ci-dessus. Soit t ∈ T∣J12 ∣∪(I∖I0)(A) tel que

1J1(H0(tmnk))1J♯2
(H0(tmnk)) = 1.

Notons t1 (resp. t2) sa projection à T∣J1 ∣(A) (resp. T∣J2 ∣(A)). En utilisant la propriété
(6.19) ainsi que le lemme 6.19, on voit qu’il existe des constantes c′ , c′′ , r′1 , r1 > 0 telles
que pour tout Re(λ) ∈ C on a

∣eλ(H0(tmn))+ρJ2 (HP(tm))∣ = ∣eλ(H0(t1 t2mn))+ρJ2 (HP(t1 t2m))∣

≤ c′∥n∥r′1∥m∥r′1∥t1∥r′1∥t2∥r′1

≤ ∥t−1
1 1J1∥r1∥t−1

2 1J♯2∥
r1

= c′′∥n∥r1∥m∥r1∥t−11J1∥r1∥t−11J♯2∥
r1 .

En utilisant (6.19), vu que la fonction MI1(A) ∋ m ↦ eρJ♯3∖2
(H0(tmnk)−HP(tm)) est

TI(A)-invariante à gauche, on trouve c′′ , r2 > 0 telles que

eρJ♯3∖2
(H0(tmnk)−HP(tm)) ≤ c′′∥n∥r2 inf

t∈TI(A)
∥tm∥r2 .

Remarquons qu’il existe c4 > 0 tel que pour I = J1 , J♯2 on a

∥t−11I∥ ≤ c4∥m∥∥n∥∥(tmnk)−11I∥, ∥(tm)−11I∥−1 ≤ c4∥n∥∥(tmnk)−11I∥−1 .

En plus ∥(tm)−1ξ∅∥ ≤ c2∥m∥∥t−1ξ∅∥. Donc en prenant r suõsamment grand pour
qu’on puisse appliquer les lemmes 6.20 et 6.21, on voit que l’intégrale sur le tore dans
(6.21) est majorée par ∥n∥r3∥m∥r3 inf t∈TI(A) ∥tm∥r4 pour certaines constantes posi-
tives r3 , r4 , r5. Puisqu’elle est TI(A)-invariante à gauche, en tant qu’une fonction de
m, on voit qu’elle est simplement majorée par ∥n∥r3 inf t∈TI(A) ∥tm∥r3+r4 .

On vient de se ramener à majorer l’intégrale suivante :

(6.22) ∫
TI(A)/MI1 (A)

∫
NP(A)

Φ(Ad((mn)−1)B)∥n∥r′ inf
t∈TI(A)

∥tm∥r′′ dndm

pour certaines constantes positives r′ , r′′ > 0.
Quitte à majorer Φ, on peut supposer que Φ = ⊗v Φv où Φv est une fonction

dans la classe de Schwartz sur u(Fv) si v ∈ S∞ et Φv est une fonction caractéristique
d’un compact ouvert kv dans u(Fv) si v est une place ûnie. On ûxe un ensemble ûni
de places S qui contient l’ensemble S∞ et qui vériûe en plus pour toute place v ∉ S
(1) pour tout kv ∈ Kv , Ad(kv)B ∈ kv ,
(2) pour tout xv ∈ U(Fv) tel que Ad(x−1

v )B ∈ kv on a xv ∈ TI(Fv)Kv .
C’est possible, comme il est expliqué dans [5, paragraphe 5.2].

L’intégrale (6.22) est alors majorée par le produit sur v ∈ S de

∫
TI(Fv)/MI1 (Fv)

∫
NP(Fv)

Φv(Ad((mvnv)−1)B)∣nv ∣r
′

v inf
tv∈TI(Fv)

∣tvmv ∣r
′′

v dnvdmv
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ce qui converge si v ∈ S∖S∞, car toutes les intégrales sont sur des ensembles compacts.
Si v ∈ S∞, cette intégrale égale

∫
TI(Fv)/MI1 (Fv)

∫
nP(Fv)

Φv(Ad(m−1
v )B +UP ,v)∣nv ∣r

′

v inf
tv∈TI(Fv)

∣tvmv ∣r
′′

v dUP ,v dmv ,

où Ad(n−1
v )Ad(m−1

v )B = Ad(m−1
v )B +UP ,v . Comme on l’a remarqué dans la preuve

du lemme 6.22, il résulte de [5, lemme 2.1] qu’il existe des constantes N1, N2 telles que
∣nv ∣v ≤ (1 + ∣Ad(m−1

v )B∣v)N1(1 + ∣UP ,v ∣v)N2 . En utilisant le lemme 6.22, ainsi que le
fait queΦv est dans la classe de Schwartz, on se ramène a majorer

∫
TI(Fv)/MI1 (Fv)

(1 + ∣Ad(m−1
v )B∣v)−N ′

dmv ∫
nP(Fv)

(1 + ∣UP ,v ∣v)−N ′′

dUP ,v

pour N ′, N ′′ arbitrairement grands. Il est clair que pour N ′′ suõsamment grand
la deuxième intégrale est convergente. La première converge pour N ′ suõsamment
grand en vertu de [16, théorème I.3.9].

Il nous reste à justiûer la convergence de l’expression (6.8).

Lemme 6.24 Soient I, J ⊆є I0 tels que ∣I∣ ∩ ∣J∣ = ∅. Alors pour tout x ∈ U(A) on a

∑
δ∈U(XI ,F)/U(F)

∣ f̂ Jδx(XI)∣ < ∞.

Démonstration Soit P ∈ P(MI1) un sous-groupe parabolique stabilisant le drapeau
FJ ⊆ FJ∪I. En raisonnant comme dans le lemme 6.23 et en utilisant la notation de
ce lemme, on trouve des fonctions Φ ∈ S(u(A)) et ϕ ∈ S(AI∖∣J∣) telles que pour tout
p ∈ P(A) et k ∈ K on a

∣ f̂ Jpk(XI)∣ ≤ eρJ(HP(p))∣Φ(Ad((pk)−1)B)ϕ((1 − 1J)p−1(1I + ξ∅))∣.
On suppose que Φ = ⊗v Φv (resp. ϕ = ⊗v ϕv) où Φv (resp. ϕv) est une fonction

dans la classe de Schwartz dans u(Fv) (resp. FI∖∣J∣⊗F Fv) si v ∈ S∞ et Φv (resp. ϕv) est
une fonction caractéristique d’un compact ouvert kv dans u(Fv) (resp. lv dans FI∖∣J∣⊗F
Fv) si v est une place ûnie de F. Soit S l’ensemble des places de F vériûant les conditions
(1) et (2) données dans la preuve du lemme 6.23.

Soit ∥ ⋅ ∥∞, la norme sur ũ(A∞)ûxée dans le paragraphe 2.6.Onprétend qu’il existe
des constantes n, c > 0 telles que pour tout δ ∈ U(F) on a

(6.23) ∑
η∈TI2∖∣I∣(F)/TI(F)

∣ f̂ Jδη(XI)∣ ≤ c∥Ad(δ−1)B∥n
∞∣Φ(Ad(δ−1)B)∣.

Or soit δ ∈ U(F). Si Φ(Ad(δ−1)B) = 0, le résultat est évident. Sinon, puisque mul-
tiplication à gauche de δ par un élément de TI(F) ne change pas l’inégalité (6.23)
en utilisant la déûnition de l’ensemble S, on peut supposer que δv ∈ Kv pour tout
v ∉ S, où δ = ∏v δv . Décomposons δ selon la décomposition d’Iwasawa δ = pk, où
p = ∏v pv ∈ P(A) et k = ∏v kv ∈ K. On a

∑
η∈TI2∖∣I∣(F)/TI(F)

∣ f̂ Jδη(XI)∣ ≤ eρJ(HP(p))∣Φ(Ad(δ−1)B)∣( ∑
ξ∈FI∖∣J∣

∣ϕ((1 − 1J)p−1ξ)∣) .

Soit R ⊆ FI∖∣J∣ un Z-réseau tel que pour tout ξ ∈ FI∖∣J∣, si ϕ(ξ) /= 0, alors ξ ∈ R (voir
la preuve du théorème 3.2). Soit aussi m > 0 tel que ∑ξ∈R ∥ξ∥−m < ∞. Il existe un
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m0 ∈ N∗ tel que pour tout ξ ∈ FI∖∣J∣, si ϕ((1 − 1J)p−1ξ) /= 0, on a ξ ∈ m−1
0 R. Tout

diviseur premier dem0, vu comme une place ûnie deQ, divise un élément de S ∖ S∞
car pv est l’identité pour v ∉ S. Donc puisque ϕ ∈ S(AI∖∣J∣), il existe des constantes
positives c0, c1, et r qui ne dépendent que de ϕ et S telles que

∑
ξ∈FI∖∣J∣

∣ϕ((1 − 1J)p−1ξ)∣ ≤ c0 ∑
ξ∈m−1

0 R

∥p−1
∞ξ∥−m ≤ c1(∏

v∈S
∣pv ∣rv) ∑

ξ∈R
∥ξ∥−m ,

où p∞ = ∏v∈S∞ pv ∈ P(A∞). Si on remplace p par ηp où η ∈ TI(F) est tel que
ηv lv ⊇ lv pour v ∉ S, rien ne change ci-dessus, sauf peut être l’entier m0. Quitte à
élargir S, des tels η sont denses dans∏v∈S TI(Fv) et on trouve, en passant par le lemme
6.22 que

∑
ξ∈FI∖∣J∣

∣ϕ((1 − 1J)p−1ξ)∣ ≤ c2(∏
v∈S

inf
tv∈TI(Fv)

∣tv pv ∣rv) ≤ c3∏
v∈S

(1 + ∣Ad(δ−1
v )B∣v)rNB

pour certains c2 , c3 > 0 indépendantes de δ. Puisque on suppose Φ(Ad(δ−1)B) /= 0,
il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de Φ telle que

∏
v∈S∖S∞

(1 + ∣Ad(δ−1
v B)∣v)rNB < C .

Pour la même raison, toujours en passant par le lemme 6.22, il existe des constantes
C′ , r′ > 0 telles que eρJ(HP(p)) ≤ C′∥Ad(δ−1B)∥r′

∞. Il est clair alors qu’on a (6.23). On
vient de montrer que la somme dans l’énoncé est majorée par la somme

∑
δ∈U(B ,F)/U(F)

∥Ad(δ−1)B∥n
∞∣Φ(Ad(δ−1)B)∣

pour un n > 0, ce qui converge.

6.8 Résultats d’holomorphie

Pour I′ ⊆ I0 notons cI′ le volume de TI′(F)/TI′(A)1 et vI′ le volume dans aI′ du
parallélotope déterminé par les vecteurs {e∨i }i∈I où I ⊆є I′ est tel que ∣I∣ = I′. Cela ne
dépend pas du choix de I.

Lemme 6.25 Soit I ⊆є I0. Alors pour tout x ∈ U(A), l’intégrale

∫
T∣I∣(F)/T∣I∣(A)

1I(H0(tx))eλ(H0(tx)) dt, λ ∈ a∗∣I∣,C

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(λ) ∈ a∗I . Elle ad-
met un prolongement méromorphe, noté ηI, égale à ηI(λ) = c∣I∣v∣I∣∏ j∈I λ(e∨j )−1. En
particulier, ηI ne dépend pas de x ∈ U(A).

Démonstration Calcul direct.

Soient J2 ⊆ J3 ⊆є I0 et J1 ⊆є I0 tels que ∣J1∣ ∩ ∣J3∣ = ∅. Notons ΥJ1 ,J2 ,J3( f ) la
fonction holomorphe sur a∗

∣J1∪J2 ∣,C déûnie par l’intégrale considérée dans le lemme
6.23.
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Lemme 6.26 Soient J, J1 , J2 , J3 ⊆є I0 tels que J1 ⊔ J3 ⊆ J et J2 ⊆ J3. L’intégrale
suivante

∫
T(I2∖I0)∪∣J∖J12 ∣(F)TI0∖∣J∣(A)/U(A)

1J1∪(J∖J1)♯(H0(x))eλ(H0(x)) f̂ J3
x (XJ1∪J

♯

2
) dx ,

pour tout λ ∈ a∗
∣J∣,C, converge absolument et uniformément sur tous les compacts de

Re(λ) ∈ a∗∣J1∪J2 ∣
× (ρJ♯3∖2 + a∗(J∖J12)♯

)

et elle admet un prolongement méromorphe à a∗
∣J∣,C, noté Λ

J
J1 ,J2 ,J3

( f ), qui vériûe

ΛJ
J1 ,J2 ,J3

( f )(λ) = ηJ♯3∖2(λ∣J3∖2 ∣ + ρJ3∖2)η(J∖J13)♯(λ∣J∖J13 ∣)ΥJ1 ,J2 ,J3( f )(λ∣J12 ∣).

Démonstration On intègre d’abord sur T∣J∖J12 ∣(F)/T∣J∖J12 ∣(A) ce qui donne

∫
[T∣J∖J12 ∣]

1(J∖J12)♯(H0(tx))e(λ∣J∖J12 ∣+ρJ3∖2 )(H0(tx))dt

ce qui converge, en vertu du lemme 6.25, pour Re(λ∣J∖J12 ∣) ∈ (ρJ♯3∖2 + a∗
(J∖J12)♯

) et
admet un prolongement méromorphe égale à η(J∖J12)♯(λ∣J∖J12 ∣ + ρJ3∖2).

L’intégrale qui reste à calculer c’est précisément l’intégrale considérée dans le lem-
me 6.23, c’est-à-dire ΥJ1 ,J2 ,J3( f )(λ∣J12 ∣), d’où la convergence voulue. Finalement, on a
η(J∖J12)♯(λ∣J∖J12 ∣+ρJ3∖2) = ηJ♯3∖2(λ∣J3∖2 ∣+ρJ3∖2)η(J∖J13)♯(λ∣J∖J13 ∣) d’où le résultat.

En vertu du lemme 6.26, si J3 = J ∖ J1, la fonction ΛJ
J1 ,J2 ,J∖J1

( f ) est holomorphe
en λ = 0 et on la note simplement ΛJ

J1 ,J2
( f ). Dans ce cas il y a une autre représentation

intégrale de ΛJ
J1 ,J2

( f ) convergente sur un ouvert qui contient zéro.

Lemme 6.27 Soient J, J1 , J2 ⊆є I0 tels que J1 ⊔ J2 ⊆ J. L’intégrale suivante

∫
T(I2∖I0)∪∣J∖J12 ∣(F)TI0∖∣J∣(A)/U(A)

1(J∖J2)∪J
♯

2
(H0(x))eλ(H0(x)) f̂ J∖J1

x (XJ1∪J
♯

2
)dx ,

pour tout λ ∈ a∗
∣J∣,C, converge absolument et uniformément sur tous les compacts de

Re(λ) ∈ a∗∣J1∪J2 ∣
× (ρ(J∖J12)♯ + a∗J∖J12

).
En particulier, elle converge pour λ = 0. L’intégrale, en tant qu’une fonction de variable
λ, admet un prolongement méromorphe à a∗

∣J∣,C, noté Λ
J

J1 ,J2
( f ), qui vériûe

ΛJ

J1 ,J2
( f )(λ) = ηJ∖J12(λ∣J∖J12 ∣ + ρJ∖J12)ΥJ1 ,J2 ,J∖J1( f )(λ∣J12 ∣),

ΛJ

J1 ,J2
( f )(λ) = (−1)#(J∖J12)ΛJ

J1 ,J2
( f )(λ).

Démonstration Toutes les assertions, sauf la dernière, se démontrent de même fa-
çon que dans le lemme 6.26 et la dernière découle du fait que ηI = (−1)#IηI♯ pour
tout I ⊆є I0.

Proposition 6.28 Soit J ⊆є I0. Alors l’intégrale

vol(TI2∖I0(F)/TI2∖I0(A))∫
U(A,XJ)/U(A)

f (x−1XJx)eλ(H0(x)) dx , λ ∈ a∗∣J∣,C

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9


La Formule des traces de Jacquet–Rallis 1433

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(λ) ∈ ρJ♯ + a∗J♯ et
admet un prolongement méromorphe à a∗

∣J∣,C, noté ζJ( f ), qui vériûe

ζJ( f ) = ∑
J1⊔J3⊆J

(−1)#(J∖J13) ∑
J2⊆J3

ΛJ
J1 ,J2 ,J3

( f ).

Démonstration Remarquons d’abord que l’intégrale considérée dans la proposition
c’est juste ∫TI2∖I0 (F)TI0∖∣J∣(A)/U(A)

fx(XJ)eλ(H0(x)) dx. Pour tout J1 ⊆ J et tout x ∈
U(A), en utilisant l’égalité (6.10), on a

(6.24) ∑
η∈T∣J∣(F)

fηx(XJ) = ∑
J3⊆J∖J1

(−1)#(J∖J13) ∑
J2⊆J3

∑
η∈T∣J12 ∣(F)

f̂ J3
ηx (XJ1∪J

♯

2
).

Remarquons aussi que pour tout I ⊆є I0 tel que ∣I∣ = ∣J∣ et tout η ∈ T∣J∣(F) on a
1I(H0(ηx)) = 1I(H0(x)). En utilisant ceci, l’égalité (6.24), ainsi que l’égalité (6.3),
on trouve

(6.25) ∑
η∈T∣J∣(F)

fηx(XJ) = ∑
J1⊆J

∑
η∈T∣J∣(F)

fηx(XJ)1J1∪(J∖J1)♯(H0(ηx))

= ∑
J1⊔J3⊆J

(−1)#(J∖J13) ∑
J2⊆J3

∑
η∈T∣J12 ∣(F)

f̂ J3
ηx (XJ1∪J

♯

2
)1J1∪(J∖J1)♯(H0(ηx)).

Soit λ ∈ a∗
∣J∣,C. Pour tout η ∈ T∣J∣(F) on a λ(H0(ηx)) = λ(H0(x)). On multiplie alors

l’égalité (6.25) par eλ(H0(x)) et, en utilisant le lemme 6.26, on voit qu’on peut intégrer
le terme correspondant aux J1 ⊔ J3 ⊆ J et J2 ⊆ J3 sur

T(I2∖I0)∪∣J∣(F)TI0∖∣J∣(A)/U(A)

pour λ ∈ a∗
∣J∣,C tels que Re(λ) appartient à a∗

∣J1∪J2 ∣
×(ρJ♯3∖2+a

∗
(J∖J12)♯

) ⊇ ρJ♯+a∗J♯ . Tout
est alors intégrable sur Re(λ) ∈ ρJ♯ + a∗J♯ et on obtient le résultat voulu en invoquant
de nouveau le lemme 6.26.

Lemme 6.29 Pour tout I′ ⊆ I0 on a l’égalité de fonctions méromorphes sur a∗I′ ,C :

∑
∣J∣=I′

ζJ( f )(λ) = ∑
∣J∣=I′

∑
J1⊔J2⊆J

(−1)#(J∖J12)ΛJ

J1 ,J2
( f )(λ).

En particulier, en vertu du lemme 6.27, l’expression ci-dessus est holomorphe en λ = 0.

Démonstration En utilisant la proposition 6.28 on a que pour tout λ ∈ a∗I′ ,C la
somme∑∣J∣=I′ ζJ( f )(λ) égale

∑
∣J∣=I′

∑
J1⊔J3⊆J

(−1)#(J∖J13) ∑
J2⊆J3

ΛJ
J1 ,J2 ,J3

( f )(λ) = ∑
J1⊔J3⊆є I′

(−1)#(I′∖∣J13 ∣)

∑
J2⊆J3

ηJ♯3∖2(λ∣J3∖2 ∣ + ρJ3∖2)ΥJ1 ,J2 ,J3( f )(λ∣J12 ∣) ∑
∣J4 ∣=I′∖∣J13 ∣

ηJ4(λ∣J4 ∣)

où l’on a utilisé le lemme 6.26 pour faire apparaître les fonctions η.
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On prétend que

(6.26) ∑
∣J4 ∣=I′∖∣J13 ∣

ηJ4(λ∣J4 ∣) ≡ 0, si I′ ∖ ∣J13∣ /= ∅.

En eòet, il résulte du lemme 6.25 que si I1 ⊔ I2 ⊆є I′, alors ηI1⊔I2 = (−1)#I2ηI1⊔I
♯

2
. On

voit que (6.26) revient à montrer que ∑S⊆I′∖∣J13 ∣
(−1)#S = 0 si I′ ∖ ∣J13∣ /= ∅ ce qui est

juste l’identité (3.6).
On obtient donc ∑∣J∣=I′ ζJ( f ) = ∑∣J∣=I′ ∑J1⊔J2⊆J ΛJ

J1 ,J2
( f ) et le résultat suit du

lemme 6.27.
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