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La Variante infinitésimale de la formule des
traces de Jacquet—Rallis pour les groupes
unitaires

Michat Zydor

Résumé. Nous établissons une variante infinitésimale de la formule des traces de Jacquet-Rallis
pour les groupes unitaires. Notre formule sobtient par intégration d’'un noyau tronqué a la Arthur.
Elle posséde un coté géométrique qui est une somme de distributions J, indexée par les classes
déléments de l'algébre de Lie de U(n + 1) stables par U(n)-conjugaison ainsi qu’un "coté spectral"
formé des transformées de Fourier des distributions précédentes. On démontre que les distributions
Jo sont invariantes et ne dépendent que du choix de la mesure de Haar sur U(n) (A). Pour des classes
o semi-simples réguliéres, ], est une intégrale orbitale relative de Jacquet-Rallis. Pour les classes o
dites relativement semi-simples réguliéres, on exprime J, en terme des intégrales orbitales relatives
régularisées a l'aide des fonctions zéta.

1 Introduction

1.1 Contexte

Jacquet et Rallis [11] ont proposé une approche a la conjecture globale de Gan, Gross,
et Prasad pour les groupes unitaires via une formule des traces relatives [6]. Soient E/F
une extension quadratique de corps globaux, o € Gal(E/F) non-trivial, A lanneau des
adelesde F, et : F*\A* — C* le caractére quadratique associé a lextension E/F par la
théorie du corps de classes. Fixons V et W des E-espaces hermitiens non-dégénérés,
de dimensions # et n + 1, respectivement, munis de l'inclusion V < W et notons
U =U(V) et U= U(W),les groupes unitaires associés. Linclusion V < W réalise
U comme un sous-groupe de U. Les formules des traces qu'ils suggérent les ménent
a postuler Iégalité entre les intégrales formelles suivantes :

(1.1)
E -1 dx = / E L/ detx)d
fU(F)\U(A) f(x yx) x GL,(F)\GL,(A) g(x yx)n( ¢ x) x

yeU(F) y'€Sus1(F)

ot S,41(F) = {x € GL,11(E) : xa(x) =1}, f et g sont des fonctions lisses & support
compact sur U(A) et S,,41(A), respectivement, qui vérifient certaines conditions de
compatibilité des intégrales orbitales locales.

Ces formules des traces sont liées a la conjecture de Gan, Gross, et Prasad de la
fagon suivante. Chacune des deux intégrales peut étre vue comme une période d'un

Recgu par la rédaction le 2 mars 2015; revu le 16 septembre 2015.

Publié electronique au 30 aotit 2016.

Ce travail a été partiellement soutenu par le projet Ferplay ANR-13-BS01-0012.
Classification (AMS) par sujet: 11F70, 11F72.

Mots clés: formule des traces relative.

1382

https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2015-054-9

La Formule des traces de Jacquet-Rallis 1383

noyau automorphe. Au moins formellement, chacune admet deux développements :
l'un, qui exploite la décomposition spectrale du noyau automorphe, est la somme des
périodes des représentations du spectre automorphe, l'autre, qui utilise 'action de U
sur U et de GL,, sur S,., est une somme des intégrales orbitales relatives. Pour GL,,
les périodes automorphes sont reliés a des valeurs spéciales de fonctions L par la théo-
rie de Rankin-Selberg. Iégalité (1.1) relie les périodes des groupes unitaires a celles de
GL, et donc aux valeurs spéciales de fonctions L. Cette égalité devrait résulter de
égalité des décompositions géométriques.

Zhang [18, proposition 2.11], établit Iégalité (1.1) pour des fonctions vérifiant cer-
taines contraintes locales. Il sen est servi pour démontrer une partie substantielle de
la conjecture de Gan-Gross-Prasad. Cette méme formule des traces a ensuite permis
a Zhang [19] dobtenir certains cas du raffinement de la conjecture de Gan-Gross-
Prasad dti a Ichino et Ikeda [8] pour les groupes orthogonaux et adapté aux groupes
unitaires par Harris [7].

1.2 Nos résultats

Les deux intégrales dans (1.1) ne sont pas convergentes en général et elles nécessitent
détre tronquées. Dans cet article nous nous proposons de donner une version infi-
nitésimale de la formule des traces relative de Jacquet-Rallis dans le cas des groupes
unitaires par un processus de troncature d’apres Arthur. Le cas des groupes linéaires
est traité dans [20].

Plus précisément, la formule quon tronque est

-1 _ -
(12) fU . &;jm F(xVEx) dx = fU o, VxS €S(EA)

ot T est lalgebre de Lie du groupe unitaire U et S(Ti(A)) est lespace des fonction de
classe Bruhat-Schwartz sur wW(A) (voir § 2.6).

Décrivons notre troncature brievement. Fixons Py un F-sous-groupe parabolique
minimal de U ainsi qu'une décomposition de Levi Py = MN, avec M, une partie
de Levi de Py et N son radical unipotent. Tout sous-groupe parabolique standard P,
i.e., P 2 Py, admet alors une décomposition unique de Levi P = MpNp olt My € Mp.
Tout sous-groupe parabolique standard de U est défini comme le stabilisateur d'un
drapeau isotrope dans V. On associe a tout sous-groupe parabolique standard P le
sous-groupe parabolique P de U défini comme le stabilisateur du méme drapeau que
P mais vu dans lespace hermitien W. On a alors une décomposition unique de Levi
MzN5 de P telle que Mz 2 Mp. Dans §2.3 on décrit une décomposition de T(F) en
classes stables par U(F)-conjugaison ; on note O lensemble de ces classes.

Pour un sous-groupe parabolique standard P, 0 € O, et f € S(1(A)) on pose

kipo(x)= -1 du, A A).
£ po(x) &Lie(%mm [L oy [ E D)D) AU, x e Mp (BN (AU (4)

Le noyau tronqué est défini alors comme

k})o(x) = (-1)% > #p(Hp(8x) - T)ky,p,o(0x), x € U(F)\U(A)

P3P, 8eP(F)\U(F)
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ot, si lon pose ap := Homyz (Homg(Mp, G, ), R), alors Hp: U(A) — ap est l'applica-
tion de Harish-Chandra qui dépend du choix d’un sous-groupe compact maximal
dans U(A), %p est la fonction caractéristique d’'un cone obtus dans ap, dp = dimg ap
et T est un parametre dans ag := ap, (voir §2.1). Remarquons que Ichino et Yamana
[9], en s'inspirant de [10], définissent des périodes régularisés qui apparaissent dans
le contexte de la conjecture globale de Gan-Gross—Prasad pour les groupes unitaires
et leur opérateur de troncature AT utilise les mémes ensembles des sous-groupes pa-
raboliques de U et U que nous. Notre premier résultat, démontré dans §3, est alors le
suivant.

Théoréme 1.1 (cf. Théoréme 3.1) Pour tout T € Ty + aj on a

kT X dx<(X),
(2(29 /U(F)\U(A) | f>0( )]

Ici aj cest le cone aigu engendré par les combinaisons linéaires a coefficients po-
sitifs de copoids dans ag et T, € af est précisé dans §2.1.
Ensuite, on s'intéresse au comportement de l'application

T kTt dx.
~ Juenow) (%) dx

Dans §4.3 on obtient le suivant.

Théoréme 1.2 (cf. Théoreme 4.5)  La fonction T = J (f) := [y ey\ua) kf.0 (%) dx
ou T parcourt T, +af est un polynéme-exponentielle (voir §4.2) dont la partie purement
polynomiale est constante.

En fait, si l'on remplace l'intégrale dans (1.2) par fU(F)\U(A) FY(x, T)ks(x) dx ot
la fonction FU est a support compact (voir §2.1), alors on obtient une expression
convergente. D’apreés les résultats de [13], cette expression est asymptotiquement un
polynéme-exponentielle en T. Notre distribution ]I égale alors ce polynéme-expo-
nentielle (cf. Corollaire 3.3).

On note J, (f) la partie constante du polyndme-exponentielle J ( ). Il savére que
la distribution J, a des propriétés remarquables. On obtient

¢ la distribution J, est invariante par conjugaison par U(A) (cf. Théoréme 4.7),
¢ ladistribution J, ne dépend que du choix de la mesure de Haar sur U(A) (cf. $4.5).

Dans §4.6, on constate que les distributions JT pour les classes semi-simples régu-
lieres, cest-a-dire les classes composées d’une seule U(F)-orbite de stabilisateur tri-
vial, ne dépendent pas du paramétre T, donc JI = J,, et quéelles sexpriment comme
des intégrales orbitales relatives qui apparaissaient déja dans [11].

Dans$5 on obtient la formule des traces de Jacquet-Rallis infinitésimale pour les
groupes unitaires.

Théoréme 1.3 (cf. Théoréme 5.1) Pour tout f € S(1i(A)) ona

Y T(f) =Y Jo(f).

0eO 0eO
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Ici f Cest une transformée de Fourier (on en considére plusieurs) de f.
La section 6 est consacrée a donner une expression plus explicite des distributions
Jo pour des o dites relativement semi-simples réguliéres. Ces classes sont des réunions
finies dorbites et ses éléments admettent des tores pour centralisateurs. Soient o une
telle classe et P un sous-groupe parabolique standard de U tel que I'unique orbite
fermée dans o intersecte Lie( M5 ) (F) non-trivialement, minimal pour cette propriété.
On choisit des représentants Xy des orbites de dimension maximale dans o de fagon
qu’ils aient le méme centralisateur, noté Ty, qui vérifie Ty S Mp. Le F-tore T est
alors anisotrope et le quotient Ty(F)\To(A) est compact. Pour f € S(u(A)) et Xy
lintégrale
- -1 A(Hp(x))

GO =vol(TENT(8) [ () X)) i,
pour tout A € Homg(ap, C), converge sur un ouvert de Homg(ap, C) qui dépend
de Xy, et admet un prolongement méromorphe 8 Homg (ap, C) noté aussi {5(f). La
fonction {5(f) peut avoir un podle en A = 0 mais la somme de {5(f) sur toutes les
orbites de dimension maximale dans o nen a pas. En fait, la valeur en A = 0 de cette
somme est liée & notre distribution de la fagon suivante.

Théoréme 1.4 (cf. Théoréme 6.12) Ona,(f) = (Xx, {1(f))(0) ot la somme porte
sur toutes les orbites de dimension maximale dans o.

Dans [20] on définit aussi la notion d’une classe relativement semi-simple réguliére
dans le contexte du groupe linéaire et on obtient une formule completement analogue.

La troncature que nous proposons et ses propriétés se transposent bien dans le cas
des groupes et donnent le développement géométrique de la formule des traces de
Jacquet-Rallis pour les groupes unitaires. Ceci sera établi dans [21] o1 on donnera les
formules des traces relatives de Jacquet-Rallis grossiéres. Par ailleurs, notre formule
a un intérét propre. Elle peut étre un outil puissant pour des questions d’analyse har-
monique locale. Par exemple dans le cas de lendoscopie classique, un analogue simple
pour les algebres de Lie de la formule des traces dArthur joue un role central dans la
preuve du transfert par Waldspurger [17]. Notons aussi que Zhang [18] a passé par
les algébres de Lie pour démontrer le transfert dans la formule des traces simple qu’il
utilise.

2 Prolégomenes

2.1 Préliminaires pour la formule des traces

Soient F un corps de nombres et U un F-groupe algébrique réductif. Pour tout F-sous-
groupe de Levi M de U (cest-a-dire un facteur de Levi d'un F-sous-groupe parabo-
lique de U) soit (M) lensemble des F-sous-groupes paraboliques de U contenant M
et P(M) le sous-ensemble de F(M) composé des sous-groupes paraboliques admet-
tant M comme facteur de Levi. On fixe un sous-groupe de Levi minimal M, de U.
Fixonsaussiun Py € P(My). On appelle les éléments de F( M ) les sous-groupes para-
boliques semi-standards et les éléments de (M) contenant Py les sous-groupes pa-
raboliques standards. Tout F-sous-groupe parabolique de U est U(F)-conjugué & un
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unique sous-groupe parabolique standard. On utilisera toujours le symbole P, éven-
tuellement avec des indices, pour noter un sous-groupe parabolique semi-standard.
Pour tout P € F(Mp) soit Np le radical unipotent de P et Mp le facteur de Levi de P
contenant M. On a alors P = MpNp. On note Ap le tore central de Mp déployé sur
F et maximal pour cette propriété. Les objets associés au sous-groupe P, seront noté
avec l'indice 0; on écrit donc Ny, Ag au lieu de Np,, Ap,, etc. De méme, quand il n’y
aura pas dambiguité on écrit N; au lieu de Np, etc. pour un P; € F(M,).
Soit P € F(My). On définit le R-espace vectoriel

ap := Homz(HOmF(MP> Gm)’ R)’

isomorphe a Homz (Homg(Ap, G,,),R) grace a l'inclusion Ap < Mp, ainsi que son
espace dual aj, = Homg(Mp, G,,) ®z R et on pose

(2.1) dp =dimg ap, dg=dq—dp, QS P.

Si P, ¢ P, on a un homomorphisme injectif canonique a; < a; qui donne la
projection a; - a,, dont on note af = aI;f le noyau. On a aussi I'inclusion a, = aj,
qui est une section de a; — a,, grice a la restriction des caractéres de A; a A,. I
sensuit que si P; € P, alors

(2.2) = af @ a;.
Conformément a cette décomposition, on pose aussi
(a})*={reaf |A(H)=0VHea,}.

Grace a la décomposition (2.2), on considére les espaces a; et (ai)* comme des sous-
espaces de ag.

Notons AY = Ap, lensemble de racines simples pour l'action de Ap sur Np. Il ya
une correspondance bijective entre les sous-groupes paraboliques P, contenant P; et
les sous-ensembles A? = Aif de A = Ap,. En fait, A? est lensemble de racines simples
pour I'action de A; sur Nyn M, etlonaa, = {Hea; | a(H) =0, Va € A?}. En plus,
A} (les restrictions de ses éléments a af) est une base de (a7)*.

Fixons P; C P, etsoit B € P(M,) contenu dans P;. Onaalorslensemble A} = {a" €
ao | @ € A} de coracines simples associées aux racines simples Ap. A une racine
a € A} on associe de maniére univoque une coracine & € a? de fagon suivante : « est
une restriction d’une unique ap € A% \ A} a af et on définit «¥ comme la projection
de ay 2 a?. Cela ne dépend pas du choix de B. Notons également A? et (A?)" les bases
de (a?)* et a? duales a (A?)Y et AZ, respectivement. Si P, = U, on note simplement
Ap, AY, etc.

Soient P, Py, P, e F(M,).Onnotea} ={Heap | a(H) >0Va € Ap}etsiP, C P,
notons 77, 77 les fonction caractéristiques de

{Hea|a(H)>0VaeA?}, {Hea|@(H)>0VYa@ €A?},
respectivement. On note 7p pour T3 et £p pour £5.

Soit A = Af lanneau des adéles de F et soit | - |4 la valeur absolue standard sur le
groupe des idéles A*. Pour tout P € F (M), posons Hp: Mp(A) — ap défini comme

(2.3) (Hp(m), x) =log(|x(m)|a), x<Homg(Mp,G,,), me Mp(A).
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Clest un homomorphisme continu et surjectif, donc si f'on note Mp(A)! son noyau,
on obtient la suite exacte suivante 1 - Mp(A)! - Mp(A) — ap — 0. Soit A} la
composante neutre du groupe des R-points du tore déployé et défini sur (Q maximal
pour cette propriété dans le Q-tore Resg/gAp. Alors, comme F ®q R s'injecte dans A,
on a naturellement AY — Ap(A) = Mp(A). En plus, la restriction de Hp a A} est
un isomorphisme, donc Mp(A) est un produit direct de Mp(A)' et A5.

Fixons K un sous-groupe compact maximal admissible de U(A) par rapport a M.
La notion dadmissibilité par rapport a un sous-groupe de Levi minimal est définie
dans [1, §1]. On a donc que pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P, K n
Mp(A) est admissible dans Mp(A) et on obtient aussi la décomposition d’Iwasawa
U(A) = P(A)K = Np(A)Mp(A)K ce qui nous permet détendre Hp & U(A) en
posant Hp(x) = Hp(m) ou x = nmk avec m € Mp(A),n € Np(A),k € K. Dans ce
cas Hp(x) ne dépend pas du choix de m.

On fixe un Ty € —ag et un compact w € No(A)My(A)! pour quon puisse définir
FP(x, T) pour tout T € T, + aj comme I’a fait Arthur [2, §6]. Pour tous sous-groupes
paraboliques P € Py et T € T; + a soit

(24) A7(T)
={ae AP N My(A)' | a(Hi(a) - T}) > 0,0(Hi(a) - T) < 0 Va € A}, @ € A}

Pour un T € T; + a on définit la fonction F¥ (x, T) ot x € U(A) comme la fonction
caractéristique de la projection de WA p(T)K sur A7 Np(A)Mp(F)\U(A). On a
alors la propriété que si x = nmak o n € Np(A), m € Mp(A)', a € A3, etk € K,
alors FP(x, T) = FP(m, T). Fixons aussi un T, € aj tel que pour tout T € T, + af et
pour tout sous-groupe parabolique P, les fonctions F”( -, T') sont définies et vérifient
le lemme 6.4 de [2]. En particulier, on peut choisir le compact w, et on le fait de fagcon
que la fonction FP restreint & Mp(A) soit égale & FM? relativement aux compacts
wnN MP(A) et Kn MP(A)

On note Q le groupe de Weyl de (U, Ay). Celui-ci opére naturellement sur les
espaces ag et aj. Pour tout s € (), on choisit un représentant w, dans l'intersection de
U(F) avec le normalisateur de Ay.

Pour tous P, Q € F(M,) notons Q(ap,aq) lensemble des isomorphismes dis-
tincts de ap sur ag obtenus par restriction d'un élément de Q a ap. Pour tout s¢ €
Q(ap,aq) il existe un unique s € Q tel que la restriction de s & ap soit s et s~ a est
une combinaison linéaire & coeflicients positifs déléments de Ay pour tout a € A(? .
Ainsi, on peut voir Q(ap, ag) comme un sous-ensemble de Q.

Fixons maintenant un sous-groupe parabolique standard P;. Pour un sous-groupe
parabolique standard P notons Q(a;, P) lensemble de s € Uqgop, Q(a1, aq) tels que
ap C sa; et s a est une combinaison linéaire a coefficients positifs déléments de A;
pour tout « € Ag. Silon pose alors

F(My,P) = {QeF(M)3y e UF)lyQy "' = P},

on a la décomposition en parties disjointes F(M;) = [Ip-p, F(M;, P) ainsi que la
bijection entre Q(ay, P) et F(Mi, P) donnée par

(2.5) Q(a, P)>s+s'PeF(My,P)
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ot fon note s7'P := w; ' Pw,.
Pour tous P € F(My), s € Q, T € ag, et x € U(A) notons la formule

(2.6) tp(Hp(wsx) = T) = #ap(Hp(x) = s7'T = Heip(w ).

Notons finalement, que parfois, pour économiser lespace, on utilisera la notation
[G] pour noter G(F)\G(A).

2.2 Généralités sur le groupe unitaire

Soit E une extension quadratique de F avec ¢ le générateur du groupe de Galois
Gal(E/F). Soit W un E-espace vectoriel de dimension finie n + 1, ot n € N, muni
d’une forme hermitienne non-dégénérée @, et notons U = U(W, D) le groupe uni-
taire associé. Choisissons e € W tel que v¢ := <T>(e0, eo) # 0. Notons Dy la droite
engendrée par e et soit V' le sous-espace de W orthogonal & Dy. La restriction de ®
a V, notée O, est alors non-dégénérée et lon pose U = U(V, D). Les groupes U et
U sont des F-groupes algébriques et lon voit U comme un sous-groupe de U grace a
linclusion V - W.

Un sous-espace V' € V est appelé isotrope si pour tous v, v, € V ona @ (vy,v,) =
0. Soit dy I'indice de Witt de @, cest-a-dire le maximum des dimensions de sous-
espaces isotropes de V. Fixons donc Vy, et Vdﬂ0 deux sous-espaces isotropes de V
de dimension d, qui sont en dualité grace a ® et choisissons d droites Dy, ..., Dy,
(resp. Df,..., D} ) engendrant Vy, (resp. V} ) de facon que ®(D;, DY) # {0} si et
seulement si i = j pour tous 1 < i, j < dy. Pour i = 0,...,do posons V; = @}_, D;,
V} = @®;_, D! et Z; le complément orthogonal de V; & V} dans V. Notons Z = Z, et
remarquons que la restriction de @ a Z est anisotrope. On a alors

d
L:Z(ﬁ(Dk@Dp, V=VieVi=ViezZ eV}, i=01,...d.
k=i+1
Par drapeau isotrope dans V, on entend une suite V, ..., V; de sous-espaces iso-
tropes de V telle que Vj = {0} et V], ¢ V/ pour i =1,...,j. Les stabilisateurs des
drapeaux isotropes dans U sont précisément les sous-groupes paraboliques de U dé-
finis sur F. Soit M, le sous-groupe de U défini par le fait qu’il fixe les droites D;, Dg.
pour tous 1 < i, j < dg et Mo|z = U(®)). Alors M est un sous-groupe de Levi mi-
nimal de U. Les éléments de F(M,) sont en bijection avec des drapeaux isotropes de

type

2.7) (0} =V{eV/g-gV

ou V/ estengendré par certaines des droites Dy, ..., Dg,, D}, . . ., Dglo pouri=0,...,j

(de fagon que V/ soit isotrope). Si P € F(M,) stabilise le drapeau comme (2.7), on

pose

Vpi=Vi, Zp=2Z ® (D;®D!), Vi= & D!'e & D,
1<i<d, 1<i<d, 1<i<dy

(D:®D¥)nVp={0} DicVp Dicvp

Onaalors V =Vp ® Zp ® V}.
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Pour se placer dans le cadre du paragraphe 2.1 on choisit le sous-groupe parabo-
lique minimal Py € F(M,) défini comme le stabilisateur du drapeau isotrope

{0} =Vo g Vig & Vi1 & Va,.

Alors, les sous-groupes paraboliques standards de U correspondent aux [ + 1-uplets
(io,il,...,il) ou0 < I < d() et0 = io < 11 < il < do. Le l—uplet (io,il,...,il)
correspond au sous-groupe de U fixant le drapeau

(2.8) {0} =V, c---cV;

B

Pour un sous-groupe parabolique semi-standard P dans U défini par un drapeau
comme dans (2.7), notons P le sous-groupe parabolique de U fixant le méme drapeau
sauf que lon regarde les sous-espaces V; comme des sous-espaces de lespace hermi-
tien W.

Soit Mg = M3, le facteur de Levi de Py qui stabilise les droites D;, Dg. pourl<i,j<
do. Pour P € F(M,) notons Mz le facteur de Levi de P contenant M. Lapplication
P+ P est une bijection entre F(M,) et F(Myg). En plus, sa restriction a P(Mg), ot
Q € F(Mo) est fixé, est une bijection entre P(Mq) et P(Mgy).

Remarque 2.1 En général, le F-sous-groupe parabolique Py € U nest pas minimal.
Il lest si et seulement s’il n'y a pas de v € Z tel que ®(v,v) = —vy.

Posons I = Lie(U) et u = Lie(U) < 1i. On définit la forme bilinéaire (-, - ) sur
invariante par adjonction donnée par

(2.9) (-, )UxuU—->G, (X,Y)=Tr(XY).

Soit P € F(M,). Notons mp = Lie(Mp), mp = Lie(Myp), np = Lie(Np), et ny =
Lie(N3). Il existe un unique P € P(Mp), appelé le sous-groupe parabolique opposé
a P, tel que PN P = Mp. Notons alors nip := npetng = n=. La restriction de la forme
(-, -)anpxng (resp. npxnp) est non-dégénérée, donc lespace ny (resp. np) s'identifie
a lespace dual & ny (resp. np) grace a cette forme.

Pour des sous-groupes paraboliques semi-standards P; € P, on définit aussi Nﬁ’ =
Mp, 0 Np,, nj? = LieNp, n% i= Lie(Mp, N Np ), ip? := mp, Niip, et ﬁ% = mg, Nl
On aalors mp, = ﬁﬁf ©mp © nﬁf, etc.

Lorsqu’il n’y aura pas dambiguité on écrira les objets associés a U avec le tilde :
donc par exemple, on notera my au lieu de my , n;g au lieu de n% etc. En particulier les

objets associé au groupe Py seront noté avec l'indice 0.
2.3 Les invariants

Pour un E-espace vectoriel V soit gl (V) le F-groupe algébrique Resg . (Endg (V).
La décomposition W = V @ Dy induit linclusion GL(V) < GL(W). Soit X «
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glg/p(W).Ona

B u
(2.10) X:(v d)

ou B € glg/p(V), u € Resg/p(Homg(Do,V)), v € Resg/p(Homg(V,Dp)), et
d € glgp(Do). On identifie u avec u(ep) € Resg/p(V) et v avec Iélément de
Resg (V™) défini par x = ®(eo, v(x)). Notons u, lalgébre de Lie du groupe uni-
taire U(Do, ®|p, ). On a

U(Do, (AIS|D0) > ReSE/F(GL(Do)), U- RCSE/F(GL(V)), ﬁ > ReSE/F(GL(W))

dotiu; = glg /s (Do), u = glg/p(V) et < glg/z(W). Donc, on a que X € gl (W),
décomposé comme (2.10), est dans U si et seulement si

(2.11) Beu, v=ul:=-®(u,"), deu.

Le groupe Resg/pGL(V') agit sur glg/z (W) par conjugaison. On introduit alors les
invariants suivants de cette action. Soit X € gly (W) décomposé comme dans (2.10).
On pose Ag(X) = ®(ep,d(eg)) et A;(X) =vB'upouri=1,2,...,n Notons aussi
B;(X) les coefficients de polynome caractéristique de B :

det(T—B) =T" - By(X)T" " +--- + (-1)"B,(X).
On a alors un F-morphisme Resg /g (GL(V))-invariant
Q: glg/p(W) — Resge(AF™),
ou Ag cest la E-droite affine, donné par
Q(X) = (Ap(X), Ay(X), ..., Ap(X), Bi(X), ..., Bs(X)).

On dit que X € glg /(W) est semi-simple régulier sil vérifie les conditions de la
proposition suivante, due a [15, théoreme 6.1 et proposition 6.3].

Proposition 2.2 Soit X = (f g) € glg/p(W). Alors les conditions suivantes sont

équivalentes

(i) det(aij) # 0ot a;; = vBMu, 0<i,j<n—-1

(ii) Lestabilisateur de X dans Resg/p(GL(V)) est trivial ; lorbite de X dans gl /x (W)
pour laction de Resg(GL(V')) est fermée pour la topologie de Zariski.

Par restriction, on a l'application U-invariante Q: T — Resg/r (AZ"*"). On dit qu'un
élément de 1 est semi-simple régulier ’il lest comme un élément de gl /z(W). En
vertu de la proposition 2.2, lensemble des éléments semi-simples réguliers dans U est
un ouvert pour la topologie de Zariski. La proposition suivante, démontrée dans [15,
proposition 17.2], accentue le role privilégié des éléments semi-simples réguliers.

Proposition 2.3  Soient X et Y deux éléments semi-simples réguliers de U(F). Alors
Q(X) = Q(Y) si et seulement s’ils sont conjugués par U(F).
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On introduit une relation déquivalence sur u(F) :

By u B, u ~
X, = (u{} di)’ X, = (ui di) eU(F)

sont équivalents si et seulement s’ils sont dans la méme fibre de Q et si les parties
semi-simples de B; et B, sont conjugués sous U(F). Notons O lensemble de classes
déquivalence pour cette relation. Grace a la proposition 2.3, si 0 € O est telle qu’il
existe un X € o semi-simple régulier, alors tous les éléments de o le sont et o est une
U(F)-classe de conjugaison dans 1i(F).

On étudiera maintenant les intersection des classes 0 € O avec les algebres de Lie
de sous-groupes paraboliques relativement standards.

Lemme 2.4  Soient
B u) _
X = (uﬁ d) cu(F)
et P e F(My). Alors

(i) X e mp(F) si et seulement si B € mp(F) et u € Zp,
(i) X e ny(F) si et seulement si B e np(F) et u € Vp.

Démonstration (i) Supposons X € m(F). Si Ton note V; lespace orthogonal  Vp
dans W, on a \7Pl = V5 @ Dy. Donc Xeg = u +deg € Zp & Dy doti u € Zp. On voit
alors que la restriction de X a Vp et a V}§ égale B, dou B € mp(F). La réciproque est
évidente. Lanalyse analogue démontre (ii). ]

Proposition 2.5  Soit P € F(M,). Alors pour tous X € mz(F) et N e ng(F) ona
Q(X) =Q(X+N).

Démonstration Soient alors

(B u N _ (BN un _
X'(uﬁ d)emP(F) et N-(ugv dN)enP(F).

Dapreslelemme2.4onaBemp(F),By € np(F),u € Zp,uy € Vp.Soit Vy = Vp&Zp
lespace orthogonal & Vp dans V. En utilisant le fait que [ B, By ] = BBy—BnB € np(F)
on voitquona ((B+By)'—=B') V3 € Vp, Vi > 0. En utilisant cela, le fait que u+ uy €
V} ainsi que la relation (2.11), on obtient

Ai(X+N) = ®(u+uy, (B+By) (u+uy))
=®(u+uy, ((B+By) —B)(u+uy))+®(u+uy, B (u+uy))
=0+ ®(uy,B'uy) + O(u, B'uy) + ®(uyn, B'u) + ©(u, B'u)
= ®(u,B'u) = Aj1(X)
pour i > 0. Légalité Ag(X + N) = Ag(X) est claire.

Quant aux invariants B; , 'identité B; (X + N) = B;(X) est un résultat classique de
lalgebre linéaire. ]
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Corollaire 2.6  Soient P € F(My) et 0 € O. Pour tous R € mz(F) et S € n3(F) ona
on(ReS)=(onR)®S.

2.4 Racines simples

Pour tout choix de vecteurs non nuls dans D;, DE‘., et pour toute base de Z, lensemble
des F-points de Ay = Ap, égale
XlyeorXn EF*}.

Soit P € F(My). Remarquons que Ap = Ay (on voit toujours U comme un sous-
groupe de U). On va alors écrire Ap tout court pour dénoter I'un deux.

X1

{diag(xl,...,xdo) = 1d,

Soient Py, P, € F(M,) standards. On s’intéresse a la relation entre A? et A? Suppo-
sons donc d’abord que Py = Py et P, = U. On voit alors que Ag égale {a, ay, ..., 04, }
ou «;(diag(xy,...,x4,)) = xi/xis pour 1 < i < dpet

x5, si2do=dimV,

X4, sinon.

“d(diag(xl,. .. ,xdo)) = {

Par définition de linclusion U < U on voit que Az = {@1, ®2,..., 04, } OU &; = «;
. ~ o . . ~ . .

pourl <i<dyetay = % si2dy = dim V et o, = @y, sinon. On obtient donc le

lemme suivant.

Lemme 2.7  Pour tous sous-groupes paraboliques standards Py € P,, les éléments de
Al% sont égaux aux éléments de A? a la multiplication par 1/2 pres.

Démonstration Cela découle du fait que pour un sous-groupe parabolique P, les
éléments de Ap (resp. Ap) sont des restrictions de Ag - A (resp. Ay~ Ag) AaAp. N

2.5 Les mesures de Haar

Fixons dx une mesure de Haar sur U(A). Soit P = Mp Np un sous-groupe parabolique
semi-standard de U. On fixe alors pour tout sous-groupe connexe V de Np (resp. toute
sous-algébre ) de ny) 'unique mesure de Haar sur V (A) (resp. h(A)) pour laquelle le
volume de V(F)\V(A) (resp. h(F)\b(A)) soit 1. Choisissons la mesure de Haar sur K
normalisé de la méme fagon. On fixe aussi une norme euclidienne | - | Q-invariante
sur ag et des mesures de Haar sur tous les sous-espaces de ay compatibles avec cette
norme. On en déduit la mesure de Haar sur A7’ grace a 'isomorphisme Hp.

Soient dp la mesure de Haar sur P(A) invariante & gauche normalisé de fagon
que dx = dpdk (gréace a la décomposition d’Iwasawa). Notons pp (resp. p3) [élément
de a} tel que d(Ad(m)n) = e**Hr(m) gy pour m € Mp(A) et n € Np(A) (resp.
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d(Ad(m)Us) = e?rHr(m) dUxs pour m € Mp(A) et Uy € nx(A)) Il sensuit qu'il
existe une unique mesure de Haar dm sur Mp(A) telle que si lon écrit p = nm ou
peP(A), neNp(A), et me Mp(A),alors dp = e=2P*(Hr(") dndm. On pose aussi

P, =2(p5—pp)-

Puisque pp (resp. pp) est la demi-somme des poids (avec multiplicités) pour I'action
de Ap sur np (resp. ny), on a, grace au lemme 2.4 (ii), que P, cest juste la somme de

poids (avec multiplicités) pour l'action du tore Ap sur Vp.
2.6 Fonctions de Bruhat-Schwartz

On note A*° l'anneau des adeles finis de F et A le produit de complétions de F aux
places infinies, de facon quon a A = A, x A*°. On fixe une norme | - || sur w(A ). Si
X e u(A), par | X| on entend || - | appliqué a la projection de X sur sa partie infinie
gréce a la décomposition canonique W(A) = U(As ) x U(A™).

Soient V;(F) ¢ u(F) des sous-F-espaces en somme directe et notons V;(A) =
V;(F) ®r A pour1< i < k. Notons V(F) = @®<;<x Vi(F) et V(A) = V(F) ® A. Donc
V(A) etles V;(A) sont naturellement des sous-A-modules de (A ). Pour X € V(A)
notons X; sa projection sur V;(A). On a alors le lemme suivant qui se démontre en
utilisant léquivalence des normes sur (A, ).

Lemme 2.8 1l existe un réel positif cvy tel que pour tout X € V(A) on a
1 1
[ X1 = evl Xaf * - [ X %

Notons 8(1I(A)) lensemble des fonctions de Bruhat-Schwartz sur 1(A) i.e., les-
pace de fonctions sur (A ) engendré par des fonctions du type fo, ® ¥*° ol foo est une
fonction de la classe de Schwartz sur (Ao ) et y™ est une fonction caractéristique
d’un compact ouvert de W(A). Un opérateur différentiel 0 sur (Ao ) sétend sur
U(A) en posant 9(foo ® ¥*°) = dfeo ® ¥*°. On a donc que pour tout f € S(1(A)),
tout opérateur différentiel 0 sur (A, ), et tout n € N il existe une constante Cy 5.,
telle que supyez 4 | X110 (X)) < Crom.

3 Convergence du noyau

A partir de cette section, jusqu la section 6, par un sous-groupe parabolique de U
on entend un sous-groupe parabolique standard.

Soit f € 8(2(A)). Pour un sous-groupe parabolique P de U et une classe 0 € O
notons pour x € Mp(F)Np(A)\U(A)

(3.1) kpo(x) =kfpo(x)= Z f(x’1(£+ Up)x) dUp

Eemz(F)no ng(A)
et pour x € U(F)\U(A)

ko (x) =kjo(x)= > (-D* > tp(Hp(8x) = T)kp,o(8x)

P2P, 5eP(F)\U(F)
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ou dp est défini par (2.1). N.B. la somme sur § dans P(F)\U(F) est finie en vertu de
[2, lemme 5.1].
Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.1 Soit T, € af introduit dans le paragraphe 2.1. Alors, pour tout T €
Ty +a5 0na Yoo [yeypuca) ko (¥)]dx < co.

Suivant Arthur [2, §6], pour P; € P, on définie la fonction 012 par
02(H) = of (H) = (-1)* Y (-1)%18 (H)iq(H), H e a.
Q2P;
Ceest la fonction caractéristique d’un sous-ensemble de a;. On pose aussi
pop,(¥) = 12 (x) = F'(x T)of (Hi(x) = T), x e P(F)\U(A),
kppo(x) = kigo(x) = Y (-1)™kpo(x), x e P(F)\U(A).

P,cPcP,
Alors en utilisant [2, lemme 6.4] et 'invariance de kp , et Hp par rapport a P(F), on
sapercoit quon a I'identité
(3.2) ki(x)= > S a2 (8x)ki2,0(8x).

PiCP, 5P, (E)\U(F)

On a donc

KT (x))dx < / T (%) k12,0 ()] dox.
DO NS0 W Y MRS GO LEREIES

0e® Pcp, < PI(F)\U(A)

11 suffit donc de montrer que pour tous sous-groupes paraboliques P; € P,
(33) f T x)|k 2,0(x dx < oo,
og(:‘) P(F)\U(A) X1>2( k12,0 ()]

Il résulte de [2, lemme 6.1 ] que si P, = P, # U on a 6f = 0 donc l'intégrale (3.3)
vaut 0 dans ce cas. D’autre part, quand P, = P, = U, on a que FU est la fonction
caractéristique d’'un compact dans U(F)\U (A ) donc l'intégrale est bien finie. On peut
supposer alors que P; # P,. Dans ce cas on montrera quelque chose de plus fort que
(3.3).

Théoréme 3.2  Soient f € S(U(A)) et Py, P, deux sous-groupes paraboliques tels que
Py ¢ P,. Alors pour tout réel &g > 0 et tout N € N, il existe une constante C qui ne
dépend que de N, f, et g telle que

Z / sz(x)|k1,2,a(x)| dx < Ce NITI
P

0e0 JPI(EN\U(A)
pour tout T € T, + aj tel que a(T) > &o| T| pour tout a € A,.

Notons au passage le corollaire immédiat de ce théoréme.

Corollaire 3.3  Soit k(x) = Y oeo ku,o(x) et kT(x) = Yoco kX (x). Pour tout réel
&0 > 0 et tout N € N, il existe une constante C qui ne dépend que de N, f, et ¢, telle que

FY(x, T)k(x) - kT (x)|dx < Ce NIl
/U<F>\U<A>| (3 T)k(x) =k (x)]
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pour tout T € T, + af tel que a(T) > eo| T| pour tout a € A,.

On introduit d'abord quelques notations. Pour tous sous-groupes parabohques

Q ¢ S posons (nQ)’ = n N UQcRgSn Alors (nQ)’ est ouvert dans 1 nQ et on a
une décomposition en partles localement fermées

(3.4) iy = [ @)
QCRcS

En supposant toujours que Q < S, notons aussi

ms s =mgN Lie(R) = (ﬁ%)’ dmg @ ns.

!
S,Q
Q QcRgS Q

Fixons les sous-groupes paraboliques P; ¢ P,. Soit P un sous-groupe parabolique tel
que P, € PC P,.Onadoncmy = ]_Iplcscp(ms O ) et, en utilisant le corollaire 2.6,
on obtient, pour tout 0 € O

onmz(F) = [] on(mirond)(F)= [ (onmi(F))@nl(F).

PcScpP P,cScp

Gréce a cela, on peut réécrire kp ,(x) comme

DYDY f(x7'(n+{+ Up)x) dUp.

= (A
Plgsgpneng(F) (em.;.,.l.(F)mo ng(A)

Fixons un caractére additif non-trivial y sur F\A. En appliquant la formule somma-
toire de Poisson pour la somme portant sur 7 € n~(F ) de la fonction

nE(A)> Y —> /u;m F(xN(Y +{ + Up)x) dUp,

p .
pour tout ( € mg,T(F) N 0, on obtient

kpo(x)= 3 ) Y Os(xn),

P,cScp neﬁE(F) (emfiT(F)ﬁo

ou Os(x,X,Y) = [ f(xU(X + Us)x)y({Us, Y))dUs, pour x € U(A), X €

S(4)

mg(A),etY € ng(A). En utilisant égalité (3.4) on peut écrire kp ,(x) aussi comme

Z Z Z q)S(x’ (’ ’7)

P,cScRcP (em%,T(F)ﬁo Ue(ﬁg)'(F)

Gréce a cette formule, on a pour tout 0 € O

(3.5) kigo(x)= > (-1)%kpo(x)

P cPcP,

= > ¥ > Os(x.lom)
PcSSRCPcP, (emL~(F)mo ne(ﬁE)I(F)

> > > Os(xGn) Y (-D™
P,cSCRcP, (em,w(F)ﬁa qE(nR) (F) RcPcp,
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On invoque maintenant I'identité due & Arthur [2, proposition 1.1],

(3.6) Z (_1)dp—dz _ {0 siR # P,,

{P|RcPcP,} 1 Sinon.

On en déduit que la somme (3.5) décrivant k; 5 o (x) se réduit a

D= > ¥ >, @s(xn).

P,cScP, WE(H?;-)’(F) (emé’T(F)no

Remarquons que pour un S entre P; et P, fixé, le terme correspondant dans la somme
ci-dessus est P;(F)-invariant. Ainsi, pour démontrer le théoréme 3.2 il suffit de majo-
rer

(7) )N YD W NCR I

ne(n2)’ () Gemg(F)

ou P, € S ¢ P, sont fixés. La double somme suro € O et { € mfsvT(F ) N o sest réduite &
la somme sur tout { € mg~(F).
On a la décomposition

P(F)\U(A) = Ni(F)\N1(A) x A7® x My(F)\M;(A)' x K.

Suivant cette décomposition x = maymk et dx = e 2p(Ho(a)) gy da, dm, dk.
Remarquons quand méme que pour quon puisse intégrer sur les quotients
Ni(F)\Ni(A) et M;(F)\M;(A)%, il faut d’abord intégrer sur Ny (F)\N;(A) et puis
sur M;(F)\M;(A)’. On va remplacer maintenant les intégrales sur M;(F)\M;(A)%,
Ni(F)\N;(A), et K par un supremum sur un ensemble convenable. Puisque on
suppose que FP'(x,T) = F'(my;, T) = 1, on peut restreindre Iintégrale sur
M;(F)\M;(A)" aux éléments m; ayant un représentant dans w1 Ag, (T) (KnM;(A)'),
ot w; = wn M;(A)', o le compact w S No(A)Mo(A)" est défini dans le para-
graphe 2.1 et A3, (T) est défini par (2.4) dans le méme paragraphe. En utilisant les
faits que A; commute avec M, et que le volume de M; (F)\M;(A)" est fini, on a pour
tout a; € A7

(3.8)
F'(my, T @ k,¢,n)| dmdm dk
fK/I\VIl(F)\Ml(A)l /[-Nl] (m,T) 3 > |@s(maymk, ¢, n)|dmdm

ne(n2)’ () Gemg(F)

< sup > > |@s(mkoagark, {,n)|dm
kacun tued (T (N e /Ty (k) Gemi(P)

a une constante multiplicative indépendante de T preés.
Remarquons que la fonction |®g(x, -, - )| est invariante a gauche par N»(A). En

effet, soient 7, € Np(A), X e mg(A), et Y € ﬁ%(A). Il existe un U, € nz(A) tel que
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ny'Xn, =X+ U, etona
|©s(n2x,X,Y)|

= ‘ (A flx™ (X+ f’llesl’lz + Uz)x)w((Us) >) dUs|

| oy O (X Uz + U2 )y (" Us + U, V) dUs|, x e U(A).
S
Dans la derniére égalité on utilise le fait que la forme bilinéaire (-, - ) est invariante
par conjugaison, que n;' Yn, — Y € nz(A) et (-, - ) est triviale sur ng xnz et que [y| = L.
Finalement, le changement de variable #; YUgny + U, » Ug ne change pas la mesure
de Haar sur ng(A) ce qui démontre que |Qs(n,x, X, Y)| = |@s(x, X, Y)|.
Fixons alors un compact K| de N7 (A) qui se surjecte sur N (F)\N{(A) et posons
Ki = K|w,. Cest un compact de N2 (A)Mo (A)' etona

(3.9) f z S | @s(mkoabark, ()| dm
nl)/(F) feme(F)

=f 2. > |@s(nikoagark, {,n)|dn}

[N?] ne(RZy () (e (F)

<sup Y Y [@s(kiagaik, ).

f1eK e (nZy () femi; (F)

Ensuite on a ®g(kiapaik,(,n) = ®s(abar(ahar) " ki(apa)k, {,n). On prétend
que, tout comme k;, lexpression (apa;)'k;(aya;) reste dans un compact fixé de
N§(A)Mo(A)! pour tout a; € A tel que of (Hy(ar) — T) = let tout ay € AF(T).
On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4 Pour tout ay € Ay (T) et tout ay € A tel que of (Hy(a1) - T) =1on
ati(Ho(ala))-T) =1

Démonstration La preuve se trouve dans [4, §4]. [ |

Donc, comme A2 cest lensemble de racines simples pour Iaction du tore A{® sur
NZ(A), on obtient bien que pour tout a € A{® tel que 75(Ho(a) — T;) = 1lensemble
a"'KjaK est contenu dans un compact de U(A) indépendant de T et a quon va no-
ter I

On voit donc que pour tous ag € Ay (T), a1 € AP, ke K, etk € Kjona

Y |os(@a(aba) k(aba)k Gl <sup Y [@s(abay, G,
ne(wZ)’ (F) yel ne(ng)’ (F)
(Emé,T(F) (Emlg,’f(F)

Ensuite, en faisant le changement de variable (afa;) ' Us(aga;) — Us dans la défi-
nition de la fonction ®g, on obtient

g (ahary, { 1) = eI g (y, Ad(ahar) ¢, Ad(apar) ).
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En prenant compte de ceci ainsi que des majorations (3.8) et (3.9), on obtient que
lexpression (3.7) est majorée par

(3.10) fA _sup (@) g2 (g, (ay) - T)
l“:)EAg?l(T)
yel

x ) > |0s(yAd((agar) )¢, Ad((agar) ™))l dar.

ne(n) (F) (emg(F)

Fixons une Q-base {e;} de (F) composée de vecteurs propres pour laction de
Ay sur 1. Les éléments de lespace S((A)) sont, par définition, les sommes finies
des fonctions de type foo ® ¥ ou f. est une fonction de la classe de Schwartz sur
U(As) et y™ est une fonction caractéristique d’'un compact ouvert dans w(A>).
Alors comme T est compact, il existe un compact t € (A~ ) tel quet = [T, T, ot T, est
un compact ouvert dans U(F, ) ou F, est la complétion de F par rapport a une place
finie v, tel que pour tous y € I' et X € mg(A) (resp. Y € ﬁgsv(A)) ona d)sgy, X,-)=0
(resp. @s(y, -, Y) = 0) silaprojection de X sur mg(A) (resp. de Y sur H—ZSV(A‘” )) nlest
pas dans . Or les éléments de A%° n'agissent que sur la partie infinie d'un { € (F) dans
la formule Ad(ag) ot ag € AY. Alors si lon décompose { = Y. b;e; avec b; € Q, on
a que la composante correspondante a une place finie v de Ad(ag)( cest juste Y b;e;.
Donc, pour que cela soit dans un compact t,, il faut que les valuations p-adiques des
coefficients b; soient bornées ol v|p. Cela démontre que, quitte & changer la base {e; }
par une autre de type {c;e; } ot ¢; € Q*, on peut supposer que les sommes dans (3.10)
portent en effet sur des éléments du Z-réseau engendré par les {¢;} que lon note R,
qui appartiennent également a (ﬁ? )'(F) et m-(F). On pose

Ri=R0 (82 (F), Ro=Rn (%) @Bg@omg)(F), Ry =Rnni(E).

On majorera alors 'intégrale sur a; € A7® du supremum sur ag € Ay, (T) et y € T de

(.11) ez(”T"l)(H“(“l“:’))af(Hl(al) - T)
x| ®s(y, Ad((agar) ™) (¢ + &), Ad((agar) ™ )n)|.

ﬂGle,
{eRy, EeR3

Soit 119 € N tel que lon a ¥ gcx (o3 [ €] ™" < o0, pour tout n > no. Soient n, n; € N
tels que n > n; > ny. On suppose 7 pair et on le laissera varier. Lentier n; va étre fixé
plus tard. On utilisera la notation suivante pour A,B € R, A <, ¢ B pour signifier
qu’il existe une constante positive ¢ qui dépend, éventuellement, seulement de n et de
f telle que A < ¢B.

En faisant des intégrations par partie on a pour tous X e mg(A)etY € n%(&) ~{0}
que Og(y, X, Y) sexprime comme une somme finie dexpressions de type

Y] (5, X, Y)

ol ¢,(y) dépend continument de y et

O (nX¥)= [0SO V(Y. U)dU
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pour un opérateur différentiel d,, convenable sur les fonctions de classe C*° sur
W(As). Onadonc

(X< [ suplea(y)nf (77 (X + Us)y)|dUs = ¥su(X).

ny yel

La fonction s, est a décroissance rapide sur mg(A), donc pour tous { € Ry et & €
Rz~ {0} ona

¥s,n(Ad((aga) ™) ({+8)) <ug [ Ad((aga) )" Ad((agar) )& ™™,
¥s,n (Ad((agar)™){) <z [ Ad((agar) )¢

On obtient alors

(3.12)
> |@s(y, Ad((apar) ) (¢ + €), Ad((abar) ™))
{eﬂg:,yfle’ﬂ%
Sup > L Ad((aba) ™)l "Ws u(Ad((aba) ™) (¢ + §))
(eﬂgffkfle’ﬂh
Sog (X IAad((aba) ™Ml ") (X I Ad((apar) eI ™)
neR, (eR,
x(1+ Y [ Ad((apa)™El™)
EeR3\{0}

On introduit un peu de notations. Soit X lensemble de racines pour I'action du
tore Ag sur Ialgébre de Lie 1. Pour y € X et X € (A) soit X, la projection de X sur
le sous-espace de i de valeur propre . Notons dans ce cas X(X) = {u € X5 | X,, # 0}.

Fixons X ¢ 2. En utilisant Iéquivalence de normes sur (A ), on peut fixer une
constante ¢y > 0 telle que pour tout X € i(A) tel que Z(X) =X ona

1
(3.13) X[ 2es TT  1Xal™.
uez=2(X)

On fixe maintenant 7, := ng|Z].
En utilisant le lemme 2.7, on fixe des constantes kx , € R pour tout a € Ao, telles
que ¥z ﬁy = Y qen, kz,aa. Pour tout 8 € Rsoit (8) = {Z(&) | { € 8}. On aalors

le lemme suivant.

Lemme 3.5 PourtousS SR\ {0}, ac Ay, etn>njona

S lAd(@)E[ " <up D e Loeag krea(Ho(a))
8eS zez(8)
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Démonstration En utilisant I'inégalité (3.13), on a

Ylad@hE ™= > |Ad(a g™
&e8 ZeX(8) &e8
2(§)=2

> o(TIC X lad@he =)

ZeX(8) pex  EeRN{0}

IN

2(&)={u}
=¥ CZ(He""zw(Ho(ao))( » HgH—'mw))
ZeX(8) pex EeRN{0}
2(O)={u}
<o f Z e Zaeag kz.aa(Ho(a))

zex(8)

On pose
ki =nymax{ks « | Z S Zg,a € Ao},
ko = mil‘l{k;)u ‘ zc Zﬁ,(x € Ao,kz,a > 0}

Puisque on suppose P; ¢ P, on a en particulier Py # U et donc k, k > 0.

Corollaire 3.6  Pour tout a € AY tel que 13(Ho(a) -~ Ty) =lona

(S [Ad@™) ™) (S [ Ad(a™)E ") <y e Foeadrag €(Ho(@)
11€:R1 CGRZ

Démonstration Soit a € A7® comme dans Iénoncé. En utilisant le lemme 3.5 pour
8 = Ry et pour 8 = R,, on voit qu’il suffit de vérifier pour tout =; € Z(R;) et tout
3, €Z(R,) quon a

en ZasAo kil,a“(HO(“)) Sn,f e—nkz ZasA%\Ag a(Ho(a))

>

en Zuer kzz,ua(Ho(ﬂ)) Si’l,f einkz ZaeA(S)\A:) ‘x(HO(u))'

En effet, posons ®; = A2\ Aj et ®, = AS \ A}. Alors pour i = 1,2,0ona ks, o = 0 pour
tout a € Ag \ A3 et ky, o < 0 pour tout a € AZ. De plus, il résulte de la définition de
(ﬁ%)’ (resp. mfﬁ) que ks, o < —ky (resp. ks, o < —k,) pour tout « € ®; (resp. a € ©3).
1l existe une constante Cr, telle que a(Hq(a)) > Cr, pour tout « € A%. Donc, pour
tout a; € Ag \ ©; ettout a} € ®; ona

emkziai(Ho(@) o, ¢"Krie i (Ho(a)) <ppema@) o1 .

Corollaire 3.7  Pour tout a € Ay tel que T5(Ho(a) - Ty) =1lona

ki
1+ Y JAd(a) g™ <, p " Teeg ),
neR3N{0}

Démonstration Soit a € A}> comme dans [énoncé. Il est clair quon a

1<, g et Foeay “H0(2)),
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En utilisant le lemme 3.5 pour 8 = R3 \ {0} et n = n, on voit qu’il suffit de vérifier
pour tout 2 € £(R3 ~ {0}) quon a

(3.14) o™ Zacag ks,aa(Ho(a)) <nf ekl ZaeAg "‘(HO(“)).

Oronaksy . = 0 pour tout a € Ag \ Aj et nky , < k; pour tout « € A5 par définition

de k;. Dlautre part, il existe une constante Cr, telle que a(Hp(a)) > Cr, pour tout
a € A%, ce qui démontre (3.14) et le corollaire. ]

En regardant (3.11) et (3.12), et en utilisant les corollaires 3.6 et 3.7 on se raméne a
majorer le supremum sur ag € Ay, (T) de

f o2(Hy(ay) - T)e(/\fnkz Tacazral ) (Ho(aga)) day = ok Zaeagiap @) (Ho(ap))
"

1

_ 2
y fz e nk; Z,,EA% a(Hy) f 0_12(H12 4 H2 _ T)e/\(Hf+Hz) dedle
aj az

ol =2(pg = p1) + ki Lgeas @ € a5.
Il est clair qu’il existe une constante ¢; > 0 qui ne dépend pas de n telle que

A-nk Ho(ag
sup e( n zZaEA(Z)\A}) a)(Ho(ay)) Sn,f eCIHTH‘

ageAs (T)

On a aussi le lemme suivant.

Lemme 3.8 Il existe une constante c, > 0 telle que pour tout Hf € ai on a

2
f ol (H, + Hi - T)eMHZ)de < cTi(Hp - T)e””T”ec2 o @A)

az

Démonstration En vertu de [2, lemme 6.1, corollaire 6.2] il existe une constante
¢’ > 0 telle que 02 (H, + H? - T) = 1 implique

G(H -T)=1 et [H|<c'(1+[H;|+[T]).
En utilisant cela, il existe une constante ¢”” > 0 telle que A(H,) < ¢”’(|HZ| + | T|). On

a donc que lintégrale dans énoncé est bornée par

TIZ(HIZ _ T)eC"(HleHJrHTH)
Haeap| |Ha|<c’(1+|HE [+] TII)
"n_2¢ry2 " (|HE+IT)D
<c"t{(H{ -T)e !

pour une constante ¢””’ > 0. On obtient le résultat en utilisant [équivalence de normes
sur ai. En remarquant que A? est une base de (a?)* et que si 77 (Hf — T) = 1, alors
la(H?)| = a(H?) pour tout o € A, [

Gréce au lemme 3.8, il nous reste a majorer
—(nky— H?
[ sz - mye e B o gy

ol ¢; ne dépend pas de n. En prenant »n suffisamment grand, ceci est majoré par

e ) Tucapay (M g rappelle quon a un ¢y > 0 tel que a(T) > &|T| pour
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tout & € Ag. Il est clair donc que pour tout N > 0 il existe un n € N qui dépend de &,
tel que

eare)(IT1) p=(mkeme2) Zacsz ol (1) | T) (v ea-(nka-c2)deo) ¢ o=NITI,
Ce qui conclut la preuve des théorémes 3.1 et 3.2. ]
4 Les propriétés qualitatives
Pour une fonction f € S(1(A)) et T € T, + a§ on note

kT(x) = k}(x) => k})o (x), xeU(F)\U(A).

0eO

Gréce au théoréme 3.1, les distributions suivantes

JI(f) = S k;)o(x)dx, 00, TeT, +ayg,

T
T= Jowno s j(x)d
sont bien définies.

Dans le paragraphe 4.3 on démontrera que la fonction T ~ JI(f) est un poly-
ndme-exponentielle dont le terme purement polynomial, noté J,( f), ne dépend pas
de T. Pour bien énoncer ce résultat on introduit dabord dans le paragraphe 4.1les dis-
tributions J, Q/IQ’T pour tout sous-groupe parabolique standard Q et dans le paragraphe
4.2 on étudie les fonctions de type polyndme-exponentielle. La suite de ce chapitre est
consacrée aux propriétés des distributions /.

4.1 Une généralisation du théoreme 3.1

Soit G = I'[i-‘:1 Resg/pGLy, ot k € N et n; € N* pour i = 1,..., k. Soient aussi U =
U(V',®') et U' = U(W',®") un couple de groupes unitaires munis de I'inclusion
U’ < U’ comme dans le paragraphe 2.2. On va généraliser le théoréme 3.1 au cas de
Pinclusion G x U" < G x U'.

Notons g = Lie(G), ' = Lie(U’), et W’ = Lie(U’). Pour X € (g x ') (F) soient
X, € g(F) et X, € W (F) tels que X = X; + X5. Soit O*U’ Ia relation déquivalence
sur (g x ')(F) définie de la facon suivante. Ona X = X; + X5 ~ Y = Y1 + Y, si
et seulement si les polynémes caractéristiques de X; et Y; coincident et si X, et Y
sont dans la méme classe pour la relation déquivalence dans U (F) décrite dans le
paragraphe 2.3 par rapport a I'inclusion U’ < U".

Fixons Py un sous-F-groupe parabolique minimal de G x U’ et fixons aussi My
une partie de Levi de Py. Soit P un sous-groupe parabolique standard de G x U’. On
a P = Pg x Py ot Pg (resp. Pyr) est un sous-groupe parabolique standard de G (resp.
U’) par rapport au sous-groupe parabolique minimal Py N G (resp. P N U’). On pose
alors P = Pg x Pys ot Py Cest le sous- groupe parabolique de U’ associé & Py par la
procédure décrite dans le paragraphe 2.2. On note my l'algebre de Lie de la partie de
Levi de P contenant M.
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Pour une fonction f € §((g xw')(A)), un sous-groupe parabolique standard P de

!
G x U’, et une classe 0 € O%*V" on pose

kipo()= % [ G E+ U AU, e (G U')(A).

Eemp(F)no ie(Np)(A)

Pourun T ¢ (agoX U)* on pose donc
Gxu’ ~GxU'
ki (x)= Y (-1)% 3 5V (Hp(0x) - T)kf,p,o(8x).
PPy 8eP(F)\(GxU")(F)

Théoréme 4.1 Soit f € S((g x W )(A)), alors pour tout T € T, + (a5 )* ona

kT (x)|dx < oo.
f(GxU’)(F)\(GxU')(Ay' 70 ()]

0eOGxV’

Démonstration Le résultat découle de théoréme 3.1 et de [4, théoréme 3.1]. [ |

Notons alors que J&*U"T(f) = f(GxU,)(F)\(GxU,)(A)I k;o(x) dx.

Revenons au groupe U. Soit Q le sous-groupe parabolique standard de U défini par
le I + 1-uplet (ig, i1, ..., i;), de facon que Q soit le stabilisateur du drapeaux isotrope
(2.8). Les choix quon a fait dans le paragraphe 2.2 nous permettent décrire V;, = Vg
et V.= Vo ® Zq ® V§. La restriction de ® & Zq est une forme hermitienne non-
dégénérée. On a donc

1-1
Mgq = [ [ Resg/sGL
=0

X U(ZQ,CD|ZQ).

ijr1=ij

En particulier M est de type considéré au début de ce paragraphe.
Soit 0 € O. Il existe 0q 1, . - .,00,m € OM, 01 0 < m < oo, tels que

On définit alors les distributions Jo ®" et JMo T sur S(mg(A)) par
(4 SN = N e () T () = LI (),
i=1 0e®

ot pour 0 € OMa, J éVIQQ’T cest la distribution décrite ci-dessus par rapport au sous-
groupe parabolique minimal Py N Mg, le sous-groupe de Levi M), et le sous-groupe
compact maximal K n Mq(A) de Mg (A) admissible par rapport & M.

Pour f € $(u(A)) on pose

(4.2) fQ(x):fK/HA)f(k*I(mUQ)k)dUQdk, X emg(A);

alors fq € S(mz(A)). Notons que lapplication Q 2 P = Mq n P définit une bijec-
tion entre les sous-groupes paraboliques de U contenus dans Q et les sous-groupes
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paraboliques de M contenant Py N M. On sapergcoit alors quon a

43) JMeT :f 3 kT d
( ) J (fQ) MQ(F)\Mq(A)IZ fQ,UQ,i(m) m

i=1

- fM S (-1)% > 3 (Hp(nm) = T)

2(M\Me(A)' peq ne(PAMQ) (F)\Mq (F)

(¥ fa(Ad((rm))( + UR))dUg) dm.

Eemp(F)no “g(A)

4.2 Polynémes-exponentielles

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Par un polynéme-exponentielle sur
V on entend une fonction sur V de la forme f(v) = ¥y« e*VPy(v), pour v € V
ol P) est un polynome sur V a coeflicients complexes, nul pour presque tout A € V*.
On appelle A € V* tels que Py # 0 les exposants de f et on appelle le polyndme
correspondant @ A = 0 le terme purement polynomial de f. On a alors le résultat
d’unicité suivant : si f est comme ci-dessus et g = 3.y €*Q, est un polyndme-
exponentielle sur V tel que g(v) = f(v) pour tout v € V, alors pour tout A € V* on a
Py = Q.

On rappelle qua la fin du paragraphe 2.5 on a défini un p o€ ag pour tout sous-

groupe parabolique standard Q. On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2 Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U. Alors pour tout @ €
Ajonap (@) >0.
—Q

Démonstration Soit 8§ € ag, lensemble des poids pour l'action du tore Aq sur Vg.
Alors 8 est une base de ag, et on note 8 < aq sa base duale. Comme on a déja remar-
qué a la fin du paragraphe 2.5, on a Po = Y ores Ner €™ avec nex € N*. Dautre part,
tout @ € Ké est une combinaison linéaire a coeflicients positifs des vecteurs dans
8V, dou le résultat. [

Donc pour tout Q et tout R 2 Q différents de U, ona que p > VU comme un élément
de ag, grace a la décomposition (2.2), est non-nul.

Soient Q € R deux sous-groupes paraboliques standards. Notons vg (resp. vy) le
volume dans agy (resp. ag) du parallélotope engendré par (A§)" (resp. Ay). Suivant
[1, §2], posons
(4.4)

0o(w) =(ve)™" TI w(@), Or(w) =) [ u(a"), weageC.

@e(AR)V a€AR
Quand R = U on écrira g = 03,

Toujours supposant R 2 Q, pour X € ag, on note Xy sa projection a ag selon la

décomposition (2.2). Suivant [1, §2], posons

R A
(4.5) To(H,X) = Y. (-1)%tr(Hr - Xg)1h(H), H,X €aq.
R2Q
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On démontrera le lemme suivant.

Lemme 4.3  Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U. Alors pour tout R 2 Q
il existe un polynéme pq r de degré au plus dq sur ag tel que la fonction

pa(X) = f e2a"™r (H,X)dH, Xeaq
aqQ

égale Y roq eER(XR)pQ,R(XR) ot po,u(Xy) = (-1)% éQ(BQ)_l' En particulier, la
fonction pq est un polynéme-exponentielle dont le terme purement polynomial est con-
stant et égale (-1)%2 0, (BQ )L

Remarque  On ne prétend pas que les polyndmes p r sont uniquement déterminés
pour tout R 2 Q. En effet, il arrive que P = Py POUT R # R'. Cependant, U est le seul

sous-groupe parabolique R 2 Q tel que P,=0 dou I'unicité du terme pq,u.

Démonstration Etudions I'intégrale
(4.6) f e* T, (H,X)dH, peahorC.
aQ

I résulte de [1, lemme 2.1] que pour un X fixé, la fonction H + T, (H, X) est a support
compact dans aq. Lintégrale ci-dessus est donc bien définie et aussi la fonction pg
est bien définie sur ag.

Diapres [1, lemme 2.2] on obtient que I'intégrale (4.6) est une fonction entiére de
la variable y et sa valeur est donnée par

4R A _ _
(47) Y (~1)%eet 00 (1) 0r (1)

R2Q
pour tout ¢ € a ®g C pour lesquelles cela a un sens.

On n’a pas le droit d’utiliser cette formule pour Py car certains 95 ( BQ) et Or( BQ)
vont sannuler. On procéde alors comme suit. On fixeun ¢ € a5 ®rC tel que 95 (e) #0,
Or(e) # 0 pour tout R 2 Q. Alors il en est de méme pour Po e oute R\ {0}
suffisamment petit. Pour calculer po(X) onmet y = Pyt dans (4.7) et on considére
la fonction

R3te Y (-1)%e@™ WG (5 1) 10p(p +te) .
R2Q —Q —Q
Clest une fonction analytique et sa valeur en t = 0 égale p(X). Pour calculer po(X)
il suffit alors de développer cette fonction en t = 0 et de prendre le terme constant.

Fixons R 2 Q et regardons R 5 ¢ e“(XR)Hg (BQ + ts)_IGR(BQ + te)~'. Notons
Pa.r,e(Xr) son terme constant dans son développement en ¢ = 0. Il est clair que
Pa.R,e est un polyndme en la variable X € ag de degré au plus dq.

On obtient donc po(X) = ZRQQ(_I)dg eBR(XR)pQ,R,S(XR), ou on utilise le fait
que la restriction de Py aag cest p, pour R2Q.

Regardons le terme pq,u,.(Xy). Ona

lim ets(Xu)ég(BQ + ts)fleu(BQ +te) ' = éQ(BQ)’l

t—0
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en vertu du lemme 4.2, dou le résultat. ]
4.3 Le comportement asymptotique en T

On démontre la proposition suivante.

Proposition 4.4  Soient f € S(T(A)), T' e T, +a;,0€0, et T € T' + a}. Alors
(Ty) M
Jo(f)= X po(Tq - To)ete *"(fa),
Q2P

ou pour un sous-groupe parabolique Q 2 Py, la fonction pq est définie dans le lemme 4.3,
Py € ag est défini a la fin du paragraphe 2.5, la distribution JYeT ot définie dans le
paragraphe 4.1, et fq € S(mg(A)) est définie par (4.2) dans le méme paragraphe.

Démonstration Il est démontré [1, paragraphe 2] que les fonctions I, définies par
(4.5), vérifient la relation suivante : pour tout sous-groupe parabolique P de U, on a

(4.8) tp(H-X) = Y (-1)"#3(H)TH(H,X), H,Xeap.
Q2P

Fixonsun T’ € T, + a§ et soit T € T’ + aj. En utilisant légalité ci-dessus avec H =
Hp(dx)-T'etX=T-T ona

49  JI(f) = S (p* > S (-t QT(@x)dx

U(F)\U(A) p>p, 8eP(F)\U(F) Q2P
Q
-3 S (-1)% 3 Yo (nx) dx
Q2P fQ(F)\U(A) PEQ ne(PaM) VM (F) e

ou ‘I’géo(x) = kp,o (x) 12 (Hp(x) - T')To(Hq(x) = T', T~ T"). Posons x = namk

oun € Nq(F)\Nq(A), me Mq(F)\Mq(A)', a € A%, et k € K. Donc

dx = e 2eHe(@) gpdadmdk.

On peut donc changer l'intégrale sur Q(F)\U(A) en lintégrale

f f ff e~2pa(Ho(a))
o JMa(F)\Mq(A)' JK JNq(F)\Nq(A)

Ona

¥ (pnamk dn:f nanmk) dn
fNe(F)\NQ(A) paomamk) No(E)\No(4) ;G0 (nanmk)

car 11 € Mq(F) normalise Nq (A) sans changer sa mesure et il commute avec A7 Les
facteurs de \I’g(g o,(nanmk) (n € (P(F) n Mq(F))\Mq(F)) deviennent

Io(Ho(nanmk) = T',T-T') =T4(Hq(a) - T, T-T'),
9 (Hp(nanmk) - T7) = £3 (Hp(nm) - T').
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Quant a kp ,, en utilisant sa définition (3.1) et en faisant les changements de variables
(@' (U+&na-&)— Uetm 'y 'Ugym — Ugq, on obtient

(4.10) e-2P6<Ho<u>>[f kp.o(nanmk) dndk
K J[Nq]

i fK an(A) femz S m™y ™ (§+ Up)nmk) dUpdk

(F)no

_ / / f 2Pg(Ha(m))
""(A) Eemy (F)no ng(A)

x f(kN(m N (E+ US)nm + Ug)k) dUqdkdU
[ X ol (&4 URym) dUS
nF(A) Eemz(F)no
ol fq € 8(mg(A)) est définie par (4.2) et on a utilisé le fait que p5(Hq(m)) = 0 car
meMq(A)' € Mz(A)".
En regardant la relation (4.3), on sapercoit quavec la notation de Iéquation (4.9)
ona

[Q Y (-1)% > WET (gx) dx = 1Mo (fo)po (T, T)

(BN\U(A) peq neP(F)nMq(F)\Mq (F)

ou po(T, T') égale

f ¢2PalHa(@)-20e(Ha (LY (Ho(a) - T/, T - T') da

p (H)
:faQH T, (H - T}y, Tq - T)) dH

Par un changement de variable on obtient po (T, T’) = e o(Te) po(Tq - Tj) ol pq

cest la fonction étudiée dans le lemme 4.3, dou le résultat. |

En utilisant la proposition 4.4 démontrée ci-dessus et le lemme 4.3 qui décrit les
fonctions pq explicitement, on obtient le comportement en T des distributions J! et
Jh.

Théoreme 4.5 Soit f € S(T(A)). Les fonctions T ~ JI(f) et T = JT(f) otro €

O et T parcourt Ty + ag sont des polyndmes-exponentielles dont les parties purement
polynomiales sont constantes et données respectivement par

Io(f)—Z( D% dq(p,) e 1T (fo),
() = §<—1>daea(eere%”@JMQ’T’(fQ>,

pour tout T' € T, + af. En particulier, les distributions ], et ] ne dépendent pas de T'.

Remarque 4.6  Soit Q un sous-groupe parabolique standard de U. Il résulte de la
proposition 4.4 et de [4, théoreme 4.2 ] que les distributions JYeT et MeoT, définies
dansle paragraphe 4.1, sont des polyndmes-exponentielles avec des exposants Pr Py
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ol R parcourt les sous-groupes paraboliques contenus dans Q. Cependant, si Q # U
le terme purement polynomial nest pas constant.

4.4 Invariance

Dans ce paragraphe on démontrera 'invariance par conjugaison des distributions J,
et ].

Soient f € 8(u(A)) et y € U(A). Notons f7 € §(u(A)) la fonction définie par
f7(X) = f(Ad(y)X). On voit donc quon a

HIGE (- ke.o(8x)p (Hp (xy) = Tp) dx.
U(F)\U(A)zp: &P(%%U(F) " o '

Pour x € U(A) soit kp(x) un élément de K tel que xkp(x)~" € P(A). Alors en utili-
sant légalité (4.8), on a

tp(Hp(dxy)-Tp) = (_\)ZP(—l)d'2 3 (Hp(6x)-Tp)T4(Hp(6x)-Tg, ~Hp(kp(6x)y)),

dou
] ") Z -/Q(F)\U(A) PcQ )dp ; qu(F)ﬁM%(:F)\Mq(F) \ngém(nx) o
ou
W50 0(%) = kpo (x)3 (Hp(x) = Tp)To(Hp(x) - To, ~Hp(kp(x)y)).
Soit x = namk ou n € No(F)\Nq(A), m € Mq(F)\Mq(A)', a € Ay, etk € K.
Donc dx = e 2*e(He() dudadmdk. On a pour 5 € Mg (F)
To(Hp(ynamk) - To,—Hp(kp(nnamk)y)) = To(Hq(a) - To, ~Ho(ky)).

Ensuite, en faisant les mémes opérations comme dans (4.10), on Sapercoit quon a pour
PcQ,me Mq(F)\Mq(A)!, et e Mq(F),

fmfo[NQ]E_ZPQ(HQ(a))kia’,o(ﬂ”mak)
Q

x Iy (Hp(nnamk) - Tq,-Hp(kp(ynamk)y)) dndkda

_ oPo(T) ff [ e
ng(A)

nd(a) Eemy (F)no

x f(kN(m 7 (E+ US)gm + Ug)k)T4(H, -Hq(ky))dUqd Hdkd U
=2 [ol(a) % fo, (7 (E+ URmndUR,

Eemz(F)no

ou lon pose
fQ’y(X):[K/%(A)f(k_l(X+UQ)k)ué(k,y)dUQdk, X emg(A)

ol ug(k,y) = f RV o(H,~Hq(ky))dH. La fonction k + ug(k, y) étant
continue, on a b1en fay € S(mQ (A)). On obtient le théoréme suivant.
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Théoréme 4.7 Soient y € U(A) et f € S(W(A)). Les distributions JT vérifient

JE)-TE() = Y T pMeT (g ),

PycQzU

otl les distributions J' " sur S(mg(A)) sont définies par (4.1). En particulier, on a

Jo(f7) = Jo (), J(f7) = J(f)-

Démonstration La formule pour la différence /I (f*)~JT () est claire aprés les cal-
culs quon a faits. Cette formule-ci démontre aussi 'invariance, car si Q ¢ U, dapres

la remarque 4.6, le terme ]éVIQ’T( fa,y) est un polyndme-exponentielle dexposants

p_(Tq) MQT

Pr ™ Py ol R ¢ Q. Il en découle que ee (fa,y) ma pas de terme constant

dans ce cas et par conséquent les termes constants de /I (f7) et JI (f) coincident. M
4.5 Indépendance des choix

Dans ce paragraphe on démontrera que la distribution ], ne dépend d’aucun choix,
sauf le choix d’'une mesure de Haar sur U(A) et les choix des mesures sur les sous-
espaces V de ng, notre choix étant que V(F)\V(A) soit de volume 1.

Démontrons d’abord que J, ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique
minimal contenant M,. Soient Py € P(My) et s € Q tel que Py = w;'Pyw;. No-
tons ]g, » €t Jpr o les distributions construites par rapport a Py. Cest une conséquence

0’ 0’
simple de la relation (2.6) quon a pour

s~ T+Hpo(w )

T6T++a0,] —]

En vertu du théoréme 4.5 on voit donc que les termes constants de

TeJl et TeJ, s T ()
coincident, dou J, = J Pl

On va démontrer maintenant que J, ne dépend pas du choix du sous-groupe com-
pact maximal admissible par rapport a M,. Soit K* un autre tel sous-groupe. Pour
tout sous-groupe parabolique standard P notons H} le prolongement & U(A) par
rapport 3 K* de la fonction Hp définie sur P(A) par (2.3). Comme avant, pour tout
x € U(A), on note kp(x) un élément de K tel que xkp(x)™! € P(A). On a alors
Hp(x) = Hp(xkp(x)™) + Hp(kp(x)) et ni Hp(kp(x)) ni Hj(xkp(x)™") ne dé-
pendent du choix de kp(x). De surcroit Hy(xkp(x)™') = Hp(x). Alors, en utilisant
légalité (4.8) on a

(1) £p(Hp(x) - T) = 3 (-1)% 42 (Hp(x) - T)T(Ho(x) - T,~Hyy (ke (x))).
Q2pP

Pour un sous-groupe parabolique standard Q on pose
£3(X) = f f oy T O U@ () dUqdk, - X € mg(A),
K Jng

ot ufy(k) = [, e ™'T (H,~Hyy (k) dH. Donc f3 € 8(mg(A)).
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On note Ji. , et Jx+o, les distributions construites par rapport a K*. En par-
tant alors de légalité (4.11) et en effectuant les mémes opérations que dans le para-
graphe 4.4, on trouve J{. . (f) = JI(f) = Tpcqeu e2o(M) f,VIQ’T(fé). De nouveau,
en vertu du théoreme 4.5 et de la remarque 4.6, par égalité des termes constants, on a
Jo =Jk*,0-

Par définition de J,, il est clair quelle est indépendante des choix des mesures de
Haar qubon a fait dans le paragraphe 2.5, sauf pour la mesure de Haar sur U(A) et les
mesures sur les sous-espaces de ng.

Il nous reste a démontrer 'indépendance du choix de sous-groupe de Levi mini-
mal. Soit M{ un sous-groupe de Levi défini sur F minimal de U. Il existe alors un
y € U(F) tel que Mj = y"'Myy. On note alors Jm;,0 le terme constant de la distri-
bution J T(,)’O définie par rapport au sous-groupe parabolique minimal y™'Pyy et le
compact maximal y~'Ky. On trouve alors ], (f) = /0 (f”) etle résultat découle du
théoréme 4.7.

4.6 Orbites semi-simples régulieres

Soit Oreg € O lensemble des orbites semi-simples régulieres, cest-a-dire des orbites
composées déléments semi-simples réguliers. Le but de ce paragraphe est de démon-
trer que, sous la condition que 0 € O,.g, la distribution J, (f) sexprime comme une
intégrale orbitale de f.

Lemme 4.8 Soient X € U(F) un élément régulier semi-simple et P un sous-groupe
parabolique de U différent de U. Alors X ¢ mz(F).

Démonstration Soit P comme dans Iénoncé. Le tore A p est non-trivial et centralise
mz. Donc X ne peut pas étre dans m3(F) en vertu de la proposition 2.2 (ii). ]

Soient f € S(W(A)) eto € Oyeq. Dapreslelemme 4.8 onaky p,, = 0 pour tout sous-
groupe parabolique standard différent de U. En utilisant alors la proposition 2.2 (ii)
ainsi que la proposition 2.3, on trouve

kb o(x) =kuo(x)= Y f(xx)= 3 f(x'67'Xi0x),

&eti(F)no 8eU(F)

ol X; € o quelconque. On obtient donc la proposition suivante.
Proposition 4.9  Pour tous f € S(W(A)), Te T, +ag, 0€ Opeg, et X; €00na

Jo (f) =Jo(f) = [ Xx) dx

U(A)

out l'intégrale est absolument convergente.

5 Formule des traces infinitésimale

Il résulte de l'analyse faite dans le paragraphe 2.3 quon a la décomposition de Ul en
sous-F-espaces stables sous l'action de U suivante :

(5.1) n=tLet, dt3,
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out; = u, t; = Resgyp(V), et t3 = Lie(U(Do, ®|p,)). Soit t € U un F-sous-espace
défini comme une somme directe de certains dentre les t;, i = 1,2, 3. Il y a donc huit
possibilités pour t. Puisque chaque t; est U(F)-stable et la restriction de la forme
bilinéaire (-, -), définie par (2.9), & t; est non-dégénérée, il en est de méme pour t.
Pour X € u(A) soit X, la projection de X a t(A) selon la décomposition (5.1).

Fixons y un caractére non-trivial de F\A. Pour t comme ci-dessus, notons F lopé-
rateur sur $((A)) suivant

TN = [ X=X YOp(Xp KD Vs, f € S(T(A)), X €T(A),

ou dY; cest la mesure de Haar sur t(A) pour laquelle le volume de t(F)\t(A) vaut 1.

Théoréme 5.1 Pour tout f € S(T(A)) ona ¥ ,co Jo(f) = Xoco Jo (Fi(f)).

Démonstration Soit T € T, + ag. En utilisant (3.2), on a que J7(f) - JT(F¢(f))
vaut

o B G T (koo ) = koG T()))
+ Z Z XIT’;,PZ((Sx)(kPl,Pz(éx’f)_kpl,Pz((Sx’H:f(f))) dx’

PigP; 6¢P,(F)\U(F)
oupour P, € Py et ¢ € 8(11(A)) on pose

keop (. 9) = 3 (-1)*kpg(x),x € Pi(F)\U(A).

PicPcP;
On a alors pour tout x € U(A)
kuu(xf)= ) f(x7&x) = Y Fu()(x7Ex) = kuu(x, Fe(f))
geu(F) geu(F)

grice a la formule sommatoire de Poisson. Fixons ¢y > 0. En utilisant le théoreme 3.2
pour f et F(f), on a pour tout N > 0 |[J7(f) = JT(F(f)| = 0(e NIl si T ¢
T, + aj est tel que Vo € Ag, a(T) > & T|. D’aprés la proposition 4.4, la différence
JE(f)-JT(F(f)) égale une constante plus une somme de polyndmes-exponentielles
en T qui, en vertu du lemme 4.2, tendent vers oo quand la norme de T € af tend
vers oco. Légalité ci-dessus implique alors JT(f) = JT(F(f)). Donc en particulier
J(f) = J(F(f)) ce quil fallait démontrer. [ |

6 Orbites relativement semi-simples régulieres

Soit O, € O l'ensemble des classes contenant un élément

(i 5)

tel que le polynome caractéristique de B est séparable, i.e., B est semi-simple régulier
dans u(F). On appelle de telles classes relativement semi-simples réguliéres. Si 0 € O,

alors tout élément
By ug
€
(“% d ) °
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a la propriété que By soit semi-simple régulier.

Soit 0 € O,;. Le but de cette section est de donner une expression explicite pour J,,
ce quon achéve par le théoréme 6.12. Voici le plan de la section : apres avoir introduit
quelques notations dans le paragraphe 6.1, on décrit la décomposition de 0 en U(F)-
orbites dans le paragraphe 6.2. On introduit encore un peu plus de notation dans 6.3.
Dans le paragraphe 6.4 on définit une expression j,(x) pour laquelle on a

(6.1) Jo(f) = jo(x)dx.

U(F)\U(A)

En supposant cela, on donne la preuve du théoréme 6.12 omettant les preuves des
énoncés techniques. Dans la section 6.5 on introduit un nouveau noyau tronqué
j}:o(x) tel que f[U] j;’o(x) dx = JT(f). Ce résultat nous permet de démontrer (6.1)
dans le paragraphe 6.6. Dans le paragraphe 6.7 on démontre les résultats de conver-
gence nécessaires et on finit la preuve dans le paragraphe 6.8 ot on étudie certaines
fonctions zétas.

6.1 Notations

On utilisera les lettres I, ], avec de possibles indices, pour noter des sous-ensembles
finis de N*. Soit I ¢ N* fini. On pose —I = U;;{—i}. On dit que J est un e-sous-
ensemble de I, siJ € T u —I et si pour tout i € Jona —i ¢ J. Dans ce cas on écrit
J c¢ 1. La notation est un peu abusive car J nest pas forcément un sous-ensemble de
I. On définit aussi [J] = {|i| | i € I} ¢ N* et J¥ ¢, I comme I' = -J. On réserve
les lettres J, g, et X et seulement ces trois lettres avec de possibles indices, pour des
€-sous-ensembles.

On utilisera aussi la notation abrégée suivante : soit I’ ¢ N* et J,J . I'. On écrira
Jud c. I’ pour signifier que la réunion ensembliste JU J est aussi un e-sous-ensemble
(ce qui nest pas toujours vrai). On utilise le symbole L pour noter la réunion disjointe,
doncIuJ =1"implique I nJ = @. On écrira aussi, pour J S, I' fixés

Fo¥, TeT. o 3o
9= gc.I' Kuged xK,d<I |K|u|g|=I" K,dc I’
jal-r Kng=g jilai-r

6.2 Orbites dans une classe relativement semi-simple réguliére

Dans ce paragraphe on décrit la décomposition en orbites d’'une classe relativement
semi-simple réguliére. D’'abord, on rappelle la description des U(F)-orbites semi-
simples réguliéres dans u(F).

e Unensemble fini I = {L,...,m} cN.

* Pour tout i € I une extension finie F; de F et on note E;, la E-algebre étale F; ® E.

* Pour i € I, on note 0; lautomorphisme de E; défini comme Idg, ® 0. On se donne
alors des éléments b; € E; et ¢; € F; tels que 0;(b;) = —b;.

* On note Ej := @;E; et by = (b;)ier € Er. Alors on suppose que by engendre la
E-algebre étale E;.

e dimg V =Y ;[E;i:E].
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* Pour tout i € I on définit une forme hermitienne non-dégénérée sur le E-espace E;
relativement a lextension E/F par ®;(x;, ;) = Trg, /g (0 (x;i) yici), xi» yi € E;i. Cela
induit la forme ®@; = ¥;.; ©; sur E;.

* Pour w € Ej et i € I on note w; la projection orthogonale de w & E;. On définit By €
Lie(U(Er, @r)) par Bi(w) = ¥ ;¢; biw; = byw. On voit alors que By est semi-simple
régulier et on a Er = E[X]/Pg,(X) ou Pp, € E[X] cest le polyndme caractéristique
de B[.

Supposons quon a un isomorphisme 1:E; — V de E-espaces hermitiens. Il in-
duit naturellement des isomorphismes, quon note aussi ¢, de groupes et d’algebres de
Lie correspondants. Dans ce cas, la U(F)-classe de conjugaison de ((B;) € u(F) ne
dépend pas de l'isomorphisme choisi. Toute U(F)-orbite semi-simple réguliére dans
u(F) est obtenue par une telle construction. On note alors simplement B = ((By).

On considére ¢ fixé. Il nous donne laction de U(F) et u(F) sur E;. Explicitement,
pour g € U(F) et v € E; on écrira simplement gv pour :~*(g)v, de méme pour les
éléments de u(F). En particulier, on écrit Bv pour désigner B;v.

Soit I} ¢ I lensemble des i € I tels que E; nest pas un corps. Pour i € I; on a
alors que F; est une extension de E. On se donne une inclusion ¢;: E < F;. Soit F_;
la E-algebre dont le groupe multiplicatif et additif égale celui de F; et ol I'action de
E est donné par linclusion E 3 e ~ 1;(d(e)) € F_;. On a alors une E-algebre étale
F_; @ F; munie de l'action de Gal(E/F) donnée par d((a,b)) = (b,a) et lon a une
forme hermitienne

Or_r, (i + X, x°; + x7) = Trg, g (cix_ix;) + Trp_ g (cix”;x;)

. € F_; et x;,x! € F;. Dans ce cas, on a l'isomorphisme de E-algébres E; =
F; @ E 2 F_; ® F; donné par x ® e — (x0(e),xe) préservant toutes les structures
mentionnées. On fixe cet isomorphisme. Les E-sous-espaces F_; et F; de E; sont des
sous-espaces isotropes maximaux et ce sont les seuls sous-espaces non-triviaux stables
par b; et donc par B.

Quitte a conjuguer B on peut supposer que B € mp, (F) pour un sous-groupe
parabolique standard, noté Py,, et quaucun Mp, (F)-conjugué de B nappartienne a
mg(F) pour un sous-groupe parabolique R ¢ Py,. Alors, si Py, est défini comme le
stabilisateur du drapeau isotrope {0} = V;, € --- € V;,, on a #I; = [ et donc, quitte &
réindexer, on peut supposer que I; = {1,2,...,1}. Finalement, quitte & conjuguer : par
un élément de groupe de Weyl de U, on peut supposer que ¢ induit des isomorphismes
Viy/ Vi, 2 F_jet VE[VE = F;pour jeliet Zy = [Tjerp, Eje

Pour toutJ ¢, I; onnote Fy = [];.5 F; et1y I'unité de F}. Alors, quand J parcourt les
e-sous-ensembles de Iy, les Fy parcourent tous les sous-espaces isotropes de E; stables
par B. On note aussi pour tout I' € I, Ey = [,y E;.

Fixons une fois pour toutes une classe 0 € O, telle qu’il existe un X € o de type

)

oux_;,x’ .
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Remarquons que d ne dépend que de o ; on va le noter d,,. Tout élément de o est donc
U(F)-conjugué a un élément du type

B u'
((u’)“ do) €o.

On se propose de décrire les classes de U(F)-conjugaison dans o.

Notons T7 le centralisateur de B dans U. Cest un sous-tore maximal de U. Pour
tout I' ¢ I soit Ty le plus grand sous-tore de Ty qui agit trivialement sur E; ;. On a
donc que Ty (F) s'identifie aux éléments u € EJ, tels que u;0;(u;) cest[élément neutre
de E} pour tout i € I'. Si I’ = {i}, on écrit simplement T;. En particulier, si i € I}, on
a TI(F) = {(t_i, t,) € Fil X F:-|t_l = tl_l} = F:-

On introduit lensemble V, = {u € Er | -®(u,B'u) = A;(X)V1 < i < n}
ou X € o quelconque et les invariants A;(X) ont été définis dans le paragraphe 2.3.
Comme T;(F) agit sur E;, commute & B et laisse @ invariant. Il agit aussi sur V,. On
voit que lensemble des orbites dans V, sous laction de T;(F) est en bijection avec
lensemble des classes de U(F)-conjugaison dans o, la bijection étant induite par l'ap-

plication
B u
Va SU = (Ll" do) .

Lemme 6.1 Il existe un o € Fy tel que pour tout u € E; on a que u € V, implique
oi(ui)ui = Viel

Démonstration Pour tous u,u’ € V,, etk e Nona

®(u, B u) = > Trg, g (0i (ui)uibfc;) = 3. Trg, e (i (u})ujblc;) = @ (u’, B¥u'),
iel iel
dott Trg, /g (bF (e ci(oi(ui)u; — 0:(ul)uf))) = 0, Vk e N. Diaprés [12, proposi-
tion 18.3], la forme Trg, /g est non-dégénérée, et puisque les puissances de by en-
gendrent E; sur E, on obtient o; (u; )u; = 0;(u})uiVi e I, Vu,u’ € V,. On pose donc
a; = 0;(u;)u; ou u € V, quelconque. 1l reste & démontrer que si u € Ej est tel que
0;(u;)u; = a; pour tout i € I, alors u; € V,. Pour cela il suffit de faire le méme calcul
dans le sens inverse. u

Soit a1 € E; comme dans le lemme précédant. Notons I, € I lensemble de i € I tels
que «; = 0 et posons Iy = I} N I,.

Proposition 6.2 Il existe une unique Tr(F)-orbite dans V, composée des u € V, tels
que u; = 0 pour tout i € I,. On choisit £y un représentant de cette orbite. Alors les
T1(F)-orbites dans V, sont en bijection avec les e-sous-ensembles de Iy, le représentant
de lorbite correspondant a J S, Iy étant &g := Ex+15. Les orbites de dimension maximale
correspondent aux J C. I tels que |I| = Io.

Démonstration On voit que u et u’ sont Tr(F)-conjugués si et seulement si u; et u’
sont T;(F)-conjugués pour tout i € I.
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Soient u,u’ € V, eti € I \ Iy. On prétend que u; et u} sont T;(F)-conjugués. En
effet,sii € [;NIp,onau; = u; = 0 dapréslelemme 6.1. Sinon, en vertu de ce lemme-13,
onau;,u; € E ett; := u;/u} appartient a T;(F) et vérifie t;u; = u!.

Soit i € Iy et u € V,. On écrira ui’i (resp. uﬁ) la projection de u; € E; a F_; (resp.
F;). Onaalors u;0(u;) = (u;'ul,u;'ul) = 0. On voit alors quau moins 'un de u; ",
uf vaut zéro. Pour finir, il suffit de montrer que si J S, Iy et u, u’ € V, sont tels que
pourielpu—-Iyona u"'i‘ € F! siet seulement si i € J (de méme pour u’), alors u et
u’ sont T;(F) conjugués et ne le sont pas sinon. Cela est clair, car pour i € Iy, T;(F)
agit simplement transitivement sur {0} x F; C E; et sur F*, x {0} C E; et 0 € E; est
T;(F)-conjugué a lui méme seulement. [

6.3 Quelques définitions associées aux orbites

D’apres la proposition 6.2 ci-dessus les

_ B &g +1
X ((sww o j)

ou J ¢, Iy, sont des représentants des orbites pour I'action de U(F) a 0. On les consi-
deére fixés désormais.

Pour un F-sous-groupe H de U, X € Uu(F) , et une F-algébre R, notons H(R, X)
le groupe des R-points du stabilisateur de X dans H. Alors pour tout J C, I et toute
F-algebre R, on a

(6.2) U(R, X7) = Tp,\js/(R).

Pour tout I’ € I; soit M le sous-groupe de Levi de U défini comme le stabilisateur
des espaces F_; et F; pour tout i € I’. Donc en utilisant la notation du paragraphe 6.2,
on a en particulier My, = Mp, . On pose ar = ap, etay, - = a;, ®r Cou Py € P(My)
quelconque. Doncon a ay C ay,. Soient I € I', Q € P(M»), et P € P(My ) tels que
Q 2 P. Alorsag = apr, ap = ay, et ag = ap.yr. Grace a la décomposition (2.2), on
obtient alors ay = a» ® ap«y». Notons finalement Ay la projection dun A € af - a
ay c-

Soit Ay, le sous-tore de Tj,, déployé sur F et maximal pour cette propriété. Pour
i € Iy U =y, soit p; € aj, le caractere par lequel Aj, agit sur F; (I'inclusion Aj, — My,
induit'isomorphisme Homg (Af,, G )®zR 2 af ). Onadonc p; = —p_;. Soit I S, Io.
On a que {p;} ey est une base de ajy- On pose py = 3¢5 ;. L est facile de voir que si
Q € F(Mj, ) est tel que Vi = Fy, alors Py € ay,, défini ala fin du paragraphe 2.5, égale
PJ.

Soient {e} }ieryu-1, S a1, les vecteurs tels que

1 sij=4i,
pi(el) =11 sij=—i,
0 sinon,

pour i,j € Iy U —Ij. Il est clair que pour tous J S, Iy et I’ C I, la projection de
Yiegaie] aap égale ¥icy, lilel’ aje;.
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On introduit aussi le cone ouvert aj défini comme
ay = {Za,-pi | a; >0} S ajy € aj,.
ied
Donc pour quun 1 € ajy . vérifie Re(A) € aj, il faut et suffit que Re(A (e} )) > 0 pour
toutieJ.
Pour J . I, soit 15 la fonction caractéristique de H € ay, tels que

pi(H) <0, Vielnly et p;(H)<0,Vieln-I.
On a alors pour tous I’ C Iy et H € ar,
(6.3) 1= > 15(H).
|9|=1"
Pour J; U J3 S, Iy et J, € J3 on utilisera la notation suivante

Ji3:=03190d3, J3x2:= 03\ Ja.
6.4 Le résultat principal

Dans ce paragraphe on énonce et on démontre le théoréme 6.12. Cependant, certains
résultats seront seulement énoncés avec les renvois vers leurs démonstrations dans les
paragraphes suivants.

Il est clair que si lorbite dun X5 ot J <. Iy intersecte non-trivialement mz(F)
ol P est un sous-groupe parabolique standard de U, alors celui-ci est conjugué a un
élément de F(Mj, ). Pour tout Q € F(My,) soit Ig S, I; l'unique e-ensemble tel que
Vq = Fq,-

Lemme 6.3 Soient Q € F(My,) et J ¢, Iy. Alors Xq ¢ ma(F) si et seulement si
jQ Ce Ip et |j| n |jQ| = .

Démonstration En vertu du lemme 2.4 on a, en utilisant la notation du para-
graphe 2.2, que Xy € mg(F) si et seulement si §y + 15 € Zq. Or gy + 15 € Zg si
et seulement si {z € Zg et |J| N |Jg| = @. En outre, la premiére condition est équiva-
lente a dire que pour tout i € Jq la i-composante de £ vaut zéro. Donc I S, Iy, dout
le résultat. ]

On rappelle quavec la notation de la fin du paragraphe 2.1, si P, P sont des sous-
groupes paraboliques standards, alors pour s € Q(a;, P) on note s™' P le sous-groupe
parabolique semi-standard Q € F(M;) égale w;' Pw.

Lemme 6.4 Soient P un sous-groupe parabolique standard de U et J C. Iy. Alors
Pintersection de la U(F)-orbite de Xq avec mz(F) égale
{Ad(7'ws) Xq}.

seQ(ay, ,P) neMp(F,Ad(ws)X5)\Mp(F)
19119 -1 -2

Démonstration Supposons que Ad(y™')Xy € mz(F) pour un y € U(F). En par-

ticulier donc grace au lemme 2.4, on a Ad(y™')B € mp(F). En raisonnant comme
[4, §5.2], on voit qu’il existe un unique s € Q(ay,, P) (voir §2.1) et un unique § €
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Mp(F, Ad(w;)X5)\Mp(F) tels que y~' = 67'w,. Soit Q = s7'P. Alors Xy € mz(F).
En vertu du lemme 6.3 ci-dessus on a Q € F(Mj,, P). Donc en utilisant la bijection
(2.5) et Tunicité de s, on obtient s € Q(ay,, P) dou le résultat. ]

Pour une fonction ¢ sur (A) et x € U(A) on définit ¢, (X) := p(Ad(x7)X).
Fixons f € 8(1(A)). Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de U.
D’apreés le lemme 2.4 (ii) on a un isomorphisme Np-équivariant

(6.4) ng=np® ReSE/F(Vp).
On pose
(6.5) P (x) = /VP(A) f(X+Yp)dYp, Xetu(A).

Supposons en plus que P est standard et posons

(6.6) Ino(x)= Y. Y fr(&), xeP(F)\U(A),

Eemy(F)no neNp(F)
ou fF = (f,)F. En vertu du lemme 6.4 on a alors

Ipo(x) = > )y > e (Ad(w) X3).

seQ(ag,y,P) Jcely neP(F,Adw;Xy)\P(F)
9101 -1,1=2

En utilisant U(F, X)\U(F) = U(F, Adw,X)\U(F), grace a 5o + w,#jo on a

(6.7) S Ie(x)= Y » S F(Xg).

5eP(F)\U(F) seQ(a,P) ISy 8eU(F,X5)\U(F)
1911, 1pl=2

Fixons un caractére additif continu non-trivial ¥ sur F\A. Pour une fonction ¢ «
8(1(A)) et J c¢ Ip on définit la transformée de Fourier de ¢ par rapport a J

¢°(x) = an ¢ ((u'(l—llju,) +ug)h . Zj’u) ' ”3)w((u3,u’13u))du3,

ou

B u\
Xy ) 7
* 1cest I'unité dans E7,

* duy cestla mesure de Haar sur Ay := F5 ®¢ A pour laquelle F5\Aj est de volume 1,
e (-, ) cest laccouplement défini par (2.9).
En fait, avec nos identifications, pour tout u,u’ € V(A) = E; @z A ona (u,u') =
—Or(u,u") - Or(u, u).

Soient alors s € Q(ay,,P) et J ¢ Io tel que |J| N [J1p| = @. Ona f5 P(Xy) =

—J

N — 7
(fe)° " (X7). On utilisera la notation abrégée ij TP = (f) " " (a ne pas confondre
avec (fjs‘li’ )x quon n’utilisera pas). En utilisant (6.2), on voit donc quon peut réécrire
(6.7) comme

(6.8) > > > ().

seQ(a,P)  ISdy €Ty, o (F)\U(F)
19019 1=
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Les sommes (6.7) et (6.8) sont convergentes grace au lemme suivant.

Lemme 6.5 (cf. lemme 6.24) Soient J,J <. I tels que |I| 0 |J| = @. Alors pour tout
x € U(A), ona seux, pu [fo (Xs)| < oo

On pose ji, (x) = ZPQPO(_I)dP Ysep(E)uU(F) Ip,o(0x), x € UF)\U(A).

Proposition 6.6 (cf. proposition 6.18) Ona

fo(x)]dx < oo et [ io(x)dx =J.(f).
e e ooy Jo() dx = To()

En utilisant le résultat ci-dessus, on a || (0] Jo (x)dx =J,(f) ot, grace ala formule
(6.8),0ona

. . 29
jo(x) =2 (-D* 3 ) > Jox " (Xa).
P seQ(ay,,P) JceIo 8eTy,\9) (F)\U(F)
91013 -1 |=2

En inversant lordre de sommation, on a aussi

jo(x)= > ug > f2.(X9)

Judcely  8eTy, g (F)\U(F)

ou

d
pg=, (=) Y L
P2Py seQ(ary,P)
J1p=d

Lemme 6.7 SoitJ . I. Alors ug = (—1)*7.

Démonstration Posons m = #J et

ap =#{(30,d,.. )@ =000 G- Ik =3}, keN.

Il est clair que a}’ ne dépend que de m = #J. On voit, en invoquant la bijection (2.5),
quon a pg = ity (~1)%al. 1l est facile de voir quon a la relation de récurrence sui-

vante :
m my m-j *
ay = Z cla_s keN".
1<j<m N J
En utilisant cette relation, on vérifie yg = (—1)" par récurrence. ]

On vient dobtenir alors

(6.9) ()= Y (DY fL(Xy).

Jugcedo 8eTr, 9| (E\U(E)

Lemme 6.8 (cf. lemme 6.27) Soient J,d1,d2 Se Lo tels que Jy 1 J, € J et 3] = Io.
Lintégrale suivante

-4 _ A(Ho(x)) 293
A A) = 1 H 0 X dx,
31,3 (HH (V) Ty o (EN\U(A) (~32)ugt (Ho(x))e J 9 (Xg,0) dx
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pour tout A € aj ¢, converge absolument et uniformément sur tous les compacts d’un
ouvert de aj - contenant 0 et admet un prolongement méromorphe a aj, ¢, noté aussi

Kgl,az (f)

Ici Hy cest juste Hp,. Comme on I'a déja remarqué ($6.3), on a que aj, est contenu
dans ar, = ap, qui est contenu dans ag car Py, est un sous-groupe parabolique stan-
dard.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6.9  Soient & € S(W(A)) et I ¢, Iy. Alors, pour tout x € U(A) ona:

(6.10) > bex(Xg)= Y ()P b (Xyy),
ang(F) J,c9,€7 8eT‘32‘(F)

(6.1) > b (Xn) = X ()OS 65 (Xs,),
8eTq|(F) MRS €Ty, (F)

. —
o, comme toujours, d)z =(bx) pourd <. Iy.

Démonstration Démontrons d’abord Iégalité (6.10). En utilisant le principe d’inclu-
sion-exclusion, on a

Y dex(Xg) = Z(—l)#(j\jl) YooY bex(Xy,).

0eTjy(F) = 72671 8€T)y,(F)

D’autre part, pour tout J; € J, la formule sommatoire de Poisson nous donne

YooY ba(X)= Y Y b(Xy)

9,71 8eTjy, (F) 9,71 8eTjy, (F)

dou (6.10). Légalité (6.11) se démontre de la méme fagon. [ |

Lemme 6.10 Ona

()= % (- @R o (£)(0).

|d|=Io 310d25d

Démonstration En utilisant Iégalité (6.11) du lemme 6.9 on a pour tout x € U(A)

(6.12) Z Z (_1)#(3\312) Z ffx\gl(Xg,ugg)]1<3\az)u3§(H0(’7x))

|d|=1o 3103253 €T3y, (F)
_ Z Z Z (_1)#(8\313) Z f,?x\gu(XEI14)]]'(H\Hz)Ugg(HO(rlx))'
|J|=Io 3103253 432 ’7€TIS14\(F)

On change lordre de sommation en mettant Jo := J \ Ji3 et Jo = J14. On obtient alors

Y (T N JR)( K x(Ho(r)))

JoudoCelo qéT‘JM(F)

ou la somme porte sur les X ¢, Ij tels que f,;{? (X9,)15(Ho(nx)) apparait dans la
somme (6.12). On prétend que tout |K| = I est de cette forme exactement une fois
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pour Jy et Jo fixés. Fixons-les et soit K c, I tel que |K| = Iy. On vérifie alors que pour
di=Knly, dr:= (iK N (30 Ujo))"a 3= (fK N\ (30 u 3% Ujo))“,
Js:=K"nTo, 3:=(Kn(JouTp))u (K~ (Joudp))
lexpression f,f; (X9,)1%(Ho(nx)) apparait dans la somme (6.12). Inversement, il ap-

parait une seule fois car K détermine les ensembles Ji, d2, J3, J4, et J uniquement.
En utilisant I'identité (6.3), on voit quon a démontré

> (—1)#(3\312)Zffx\gl(xg,ugg)ﬂ(gxaz)ugg(HO(ﬂx))

|d|=Ip J10d2<d WGT\Hu\(F)
= 2 (1) Y f2(Xy).
Judcelo  neT)q (F)

En regardant le coté droit de cette égalité et en utilisant la formule (6.9), on voit que,
en vertu de la proposition 6.6, 'intégrale de cette expression sur T, (F)\U(A) égale
Jo(f). Orle lemme 6.8 dit que I'intégrale du coté gauche sur le méme quotient donne
le résultat cherché. u

On introduit maintenant les fonctions zéta.
Proposition 6.11 (cf. Proposition 6.28)  Soit J S, 1. Alors l'intégrale

vol( Try< 1 (F)\Tryaa, (A f x 7 Xgx)er ) gy L ear
(Tt (FO\T1,a10(A)) U(A,XH)\U(A)f( 3x) 9.

converge absolument et uniformément sur tous les compacts dun ouvert non-vide de
ajy,.c et admet un prolongement méromorphe & ajy ., noté {5(f). Les fonctions (5(f)

et Kgb 4, (f) vérifient la relation suivante :

> Y ()KL ()= ).

|d|=Io 3103250 [d|=To

Démonstration La premiére partie est démontré dans la proposition 6.28. La deuxi-
eme assertion cest le lemme 6.29. ]

On est prét a démontrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 6.12  Pour tout f € S(1(A)) la somme ¥|5_1, C3(f) est holomorphe en
A=0etlonals(f) = (Zyper, Ca(f)) (0).

Démonstration Le théoréme découle du résultat d’holomorphie donné dans le
lemme 6.8 et de légalité démontrée dans le lemme 6.10 accouplée avec légalité de la
proposition 6.11. u

6.5 Deuxiéme formule pour le noyau tronqué

Lemme 6.13  Soient P un sous-groupe parabolique de U, X € mz(F)noet p:ny — np
la projection donnée par I'isomorphisme (6.4). Lapplication suivante,

Np(R) > = p(Ad(n7)X - X) € np(R),
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est une bijection entre Np(R) et np(R) pour toute F-algébre R.

B u
(5 i)

la décomposition de X comme dans (2.10). On voit alors que I'application décrite dans
le lemme cest juste Np(R) > 17 = Ad(n7")B - B € np(R). Le fait que cette application
est une bijection pour B régulier semi-simple cest le contenu de [4, lemme 2.3]. W

Démonstration Soit

On considére f € S(1i(A)) fixée. Dans I’ équation (6.5) on a introduit la fonction
fF, ainsi que £, (X) := f(Ad(x7!)X). Par fF on entend toujours ( f,)F.
Le corollaire suivant découle directement du lemme 6.13.

Corollaire 6.14  Soient P un sous-groupe parabolique standard de U, & e mz(F) no,
etx e U(A) Alors ZneNp(F) frfx(f) = Z{eup(F) ff(f + ()

Corollaire 6.15 Soient P un sous-groupe parabolique standard de U, £ e mz(F) no,
et x € U(A). Alors [y, py fux(§) dn = fn;(A) fx(&+Up)dUp.

Démonstration Le corollaire découle de [4, corollaire 2.5] et du fait que Np(A) nor-
malise Vp(A) sans changer la mesure de Haar. [ |

Pour T € af posons

ja(@) =jf.(x)= Y (D" Y #p(Hp(8x)-T)Ip,e(dx), x € U(F)\U(A),

P3Py 8eP(F)\U(F)
ou Ip , est définie par (6.6). La fonction ]5 est une variante de kOT définie au début de
la section 3.

Théoréme 6.16  Pourtout T € T, +aj ona fU(F)\U(A) [iL ()| dx < oo.

Démonstration En procédant comme au début de la preuve du théoréme 3.1 et en
utilisant la notation du début de ce théoréme, on montre que I'intégrale |, (U] IiT(x)|dx

est majorée par la somme sur les sous-groupes paraboliques standards P, € S € P, de
U de

! -1 i X.
fa(F)\U(A)XI’Z(x) > 2T Y Y frlE+ld

fe(mgy) (F)no SSPeP, (en;f(F) neNp(F)

En utilisant le corollaire 6.14 et ensuite la formule sommatoire de Poisson, on sapercoit
que la somme entre la valeur absolue dans I'intégrale ci-dessus égale

(6.13) YD Y Y bs(xE G+ )

ScPcp, (1€H~SF~(F) {renp (F)

ot ¢s(x, X,Y) = Jus(ay (X + Us)y({Us, Y)) dUs, pour x € U(A), X € mg(A),
Y Eﬁg(A)
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Soit P un sous-groupe parabolique contenu entre S et P,. Pour P € R ¢ P, notons

- PR o
Meo=(Mpn(3))em=mp ( U npemn).
RcQgP;
On a donc la décomposition Tp = [Ipcgep, Mg , et en utilisant la décomposition de

ﬁ—sﬁv(F) donnée par (3.4), on voit que lexpression (6.13) égale

> ¥ Y Ss(nEG+G)

SSQCEPcRch, {1€(H§)'(F) (ZGH;ZJ(F)

=YY Y FEEGHL)( Y (-D™)

SCSQCRcP, (le(ﬁg)/(F) (zeﬁ;{)z(F) QCcPcR

= ¥ (¥ S (.60 +0),

SEREP, Ge(@R) (B) G2emr (F)

ot Jon a utilisé I'identité (3.6) dans la derniere égalité.
Pour P; € S € P,, posons

Ys(x,X,Y)= 3 $s(x.X,Y+3), xeU(A),X emg(A),Y efa(A).
{ren, (F)

Alors Ws(x, X, Y) € 8((m—sv®ﬁ§~)(A)) pour un x fixé etonapour SCRC P :

>l oo gs(nEG+O) < Y S (£ G

feme(F)no. gye(nk)/(F) 2emr,2 (F) Ee(md) (F)no Gie(nZ)’ (F)
car (TX) @ (W3 N (R2)') € (R2)'.
On se raméne alors a borner pour P, € S ¢ P, fixés:

T
-/Pl(A)\U(A) xee () 2 > ¥ §4)ldx.

Eemé,T(F)no (16(32)’@)
Cette intégrale est identique a (3.7). Cela conclut la preuve. ]

Au début de la section 4 nous avons introduit les distributions JI. Pour des classes
o dans O, cette distribution sexprime comme suit.

Proposition 6.17 Pour T e T, +ag, f € S(i(A))etoeO,50na

T _ T
ORI AL

Démonstration Dans la preuve on utilisera la notation introduite au début de la
preuve du théoréme 3.1. Dong, en raisonnant comme au début de la preuve de ce
théoréme-la, on voit que

T
d
/U(F)\U(A)]f"’(x) x
T d P
S0 ST NS I C VLD SN J M (23
P,2Pop, Y PIF)\U(A) PicPcP, Eemy(F)no neNp(F) Wx
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Fixons P, 2 Py 2 Py et décomposons l'intégrale sur P, (F)\U(A) en une double inté-
grale sur x € M (F)N;(A)\U(A) et n; € N1(F)\N;(A). Ensuite on fait passer cette
derniere intégrale a I'intérieure de la somme sur P. On peut le faire car la fonction

NI(A) 31— Z Z ftfnlx(f)
Eemy(F)no neNp (F)

est N (F)-invariante et continue donc bornée sur le compact N;(F)\N;(A). Pour P
et x € M;(F)N;(A)\U(A) fixés, on regarde alors

[ Z Z fnnlx(f) dnl
[M] Eemy(F)no neNp (F)

Comme le volume de Np(F)\Np(A) vaut1et Np € Ny, cette expression vaut

/N [Np] Z frfnnlx(f)dndnl

neNp(F)

- */[Nl]

La derniere égalité découle du corollaire 6.15. On intervertit de nouveau la somme
qui porte sur P avec I'intégrale sur N; (F)\N; (A) et lon recombine cette derniére avec
lintégrale sur M;(F)N;(A)\U(A). On retrouve donc

.T -
x)dx = f x)ky,2,0(x) dx.
L(F)\U(A) ]f,o( ) Pzz%:gpo P (F)\U(A) Xl,z( )k1,2,0 (%)

Chaque intégrale dans la somme ci-dessus converge d’apres le théoréme 3.2 ce qui
justifie Pintégration et de surcroit, la somme elle-méme égale I (f) grace a l'identité
(3.2) etla définition de JT ( f) donnée au début de la section 4 ce qu’il fallait démontrer.

|

1] Eemy (F)ﬂa

P (£)dnd :/ k, dn,.
LP(A)fnnlx(f) nan; (] ,P(nlx) m

Eemz(F)no

Plagons nous maintenant dans le cadre du paragraphe 4.1. On veut généraliser le
théoréme 6.16 et la proposition 6.17 au cas G x U’. Notons 0% U’ lensemble de classes
contenant un élément X; + X, € g(F) x &' (F) tel que le polyndme caractéristique de
X est séparable et tel que X, € U’ (F) appartient & une classe relativement semi-simple
réguliére dans le contexte d’inclusion U’ < U’

Pour f € $((gx')(A)),0 € 95XV, et un sous-groupe parabolique standard P de
G x U’ soit

Inpa(x)= 3 2 f(Ad((nx) ™) (& + Yp)) dYy,

Eemy(F)no neNp(F) ¥ Vo (A)

otx € P(F)\(GxU’)(A)" et V} cestle plus grand sous-espace isotrope de V' stabilisé
par P.
Pour T € (uGXU Yretxe(GxU)(F)\(GxU")(A) on pose aussi

. Gxu’ ~GxU’
jfe(x)= 3 (D)% > iV (Hp(8x) = Tp)Ip,o(8x).
P2P, 8eP(F)\(GxU’)(F)

La preuve du théoréme 6.16 sétend sans probléme dans ce cas donnant

dx < oo
f(cxv'xm\(cw' )(A)! jz )
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pour T suffisamment régulier. De méme, la preuve de la proposition 6.17 sétend aussi
bien et l'on obtient, avec la notation du paragraphe 4.1, pour 0 € %<V

it o(x)dx =&V T (f).

Soient maintenant Q un sous-groupe parabolique standard de U, 0 € O, et

f(GxU’)(F)\(GxU’)(A)I

0Q.15--->0Q,m € OMe comme dans léquation (4.1). Alors 0q,; € OMe pour i =
L...,m. S8i P c Q, alors V§ = Vp N Zq cest le plus grand sous-espace isotrope
de Z, stabilisé par P n M. On a dans ce cas l'analogue suivant de [égalité (4.3) pour
tout f € S((A)):
(6.14)

MaT(f0) = T (m)dm

o (e Mq(F)\Mq(A)! ;]fq’o"”'

Q A

(-1 > 3 (Hp(m) = T)

Q ne(PNMq) (F)\Mq (F)

(N T o, falad(gm) ) (E Y)Y dm.

femp(F)no 5eN(F)

B /MQ(F)\MQ(A)l i

[[a]

6.6 Expression intégrale de J,

Dans ce paragraphe, on démontre la proposition 6.6.

Proposition 6.18 Ona fU(F)\U(A) ljo(x)|dx < oo et fU(F)\U(A) jo(x)dx =Jo(f).

Démonstration Pour tout sous-groupe parabolique standard Q de U soit 7 la fonc-
tion caractéristique de H € a tels que a(H) < 0 pour tout a € Aq. Il résulte dulemme
combinatoire de Langlands [14, Proposition 1.7.2] que pour tout sous-groupe parabo-
lique standard P de U ona ¥ o5p fg?Q = 1. En utilisant cette identité, on a pour tout

TeT,+ag
jO(x) = Z(_l)dp Z IP,a(ax)
P 8eP(F)\U(F)
=3(-D" Y Ipo(8x)( Y #5(Hp(8x) - Tp)To(Hq(0x) - Tg))
P 8eP(F)\U(F) Q2P
=y (=% Y T(Ho(dx)-Tg) Y. (-1)%
Q 8€Q(F)\U(F) PcQ
x D Ip,o(n0x) 12 (Hp(ndx) - Tp),
ne(MqnP)(F)\Mq(F)

ou les sommes sont absolument convergentes. Il suffit de montrer que pour tout Q
lintégrale

619 [0 FelHa() = To) ()

PcQ

> Ip,o(nx)tS (Hp(yx) - Tp) dx
ne(MqnP)(F)\Mq(F)
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converge absolument. Lanalyse va étre analogue a celle de la preuve du théoréme 4.5.
Posons x = namk o n € Nq(F)\Nq(A), m € Mo(F)\Mq(A)',a € AT, etk e K.
Donc dx = e~?Pe(He() dpdadmdk.
Fixons P ¢ Q. Pour n, m, k, et a comme ci-dessus et 7 € M (F) ona

Tq(Hq(nnamk) - Tq) =7q(Hq(a) — Tq)

et, en faisant les changements de variable a 'na — neta ' Ypa = Yp,

(6.16) /[ Ip o (nnamk) 3 (Hp(ynamk) — Tp) dndk
K J[Nq]

:/f Ip,o(nnamk)fg(Hp(nm)—Tp)dndk
K J[Nq]

= t3 (Hp(nm) - Tp)e*ratHa(®))

ndnm Yp)dYpdndk.
fK IINDY fNQ(A) Vp(A)f(S” k(§+Yp)dYpdn

Eemz(F)no 6€N3 (F)

Fixons & € mz(F) N 0. Pour une fonction ¢ € §(1i(A)) regardons

-1
(6.17) /NQ(A) fVP(A)q)(n (£+ Yp)n) dYpdn.

OnaVp=Vo® VI?, ou Vf = VpnZqy. Pour Yp € Vp soient Y € Vg et YI? € VI?
tels que Yp = Yo + YE. Donc puisque Y;? €Zg,sine Ng,ona YPQ - nYPQn‘1 € Vo
Lintégrale (6.17) ci-dessus égale donc

TE+ Y+ YL - nY2n Y+ Y dYodndYQ
[vfm)/NQ(A)/VQ(A)d)(n (C+ Yo+ ¥p = n¥pn)n+¥p)dYodnd,

= -1 Y, YQ)dYodndYQ.
va)[NQ(A)fVQm)d)(n (£+ YoJn + ¥y )dYodndYp

En utilisant le corollaire 6.15 et en faisant un changement de variable, ceci égale

Uq + YR) dUqdYR.
fV}?(A)/na(A)d)(f+ Q+ Yy )dUqdYy
On voit alors que (6.16) devient

e#aHa) 49 (Hp (m) - Tp)

S Y [ fa(Ad(Gnm) ) (E+ YY) dYE
{emp(F)no 5eN2 (F) Ve ()

ol fo € S(mz(A)) est définie par (4.2).

En utilisant alors [égalité (6.14), on sapercoit que I'intégrale (6.15) égale ] Mo, T (fq)
fois
(6.18) f 27, (H - To)dH.

aQ

La convergence de I'intégrale dans le théoréme va alors découler de la convergence de
lintégrale (6.18). Or cette intégrale converge en vertu du lemme 4.2 et donne précisé-

ment 6 (BQ)‘leBQ(TQ) o1 §q = 03 est définie par (4.4).
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On vient dobtenir la convergence ainsi que pour tout T € aj suffisamment régulier,
) A - Tq) ;Mq,T
Sy T e = S Bl ) e LT o).
Q

Daprés le théoréme 4.5 la somme ci-dessus égale J, (f), ce qu’il fallait démontrer. W
6.7 Résultats de convergence

Pour toute place v de F on note F, son complété a v. Soit S., lensemble des places
archimédiennes de F. Par définition d’'un sous-groupe compact maximal admissible
de U(A) par rapport a M, (voir [1, §1]), on a K = [], K, ou K, est un sous-groupe
compact maximal admissible de U(F, ) par rapport a M,. Pour toute place v de F, on
choisit une mesure de Haar dx, sur U(F,) de fagon que la mesure de Haar sur U(A)
soit leur produit. De méme, pour tout i € I on choisit une mesure de Haar sur T;(A)
et des mesures de Haar sur T;(F,) pour toute place v de F de facon que la mesure
de Haar sur T;(A) soit leur produit. Pour tout I’ € I et toute place v de F on met la
mesure produit sur Ty (F,) = [T;ep Ti(F,) etsur Tp (A) = IT;ep Ti (A). On fixe aussi
sur K, la mesure de Haar de masse totale 1.

En suivant [14, paragraphe 3.2], on fixe une F-base de V et a partir delle, pour
toute place v de F, on définit des normes notées |- |, sur V(F,) := V@ F, 2 E; ®¢F,
et End(V(F,)). Grace a l'inclusion u(F,) — Endg, (V(F,)) on obtient une norme
||, sur u(F,) par restriction. On fixe une norme, notée aussi |- |,, sur U(F,) grace
a linclusion U(F,) = Endg, (V(F,)) ® Endg, (V(F,)) donnée par U(F,) > g ~
(g,'¢™"). Onadonc |x,|, = |x;|, pour tout x, € U(F,). On va supposer en plus que
|ky|, = 1 pour tout k, € K,. On en déduit des hauteurs sur V(A) := V ®¢ A, U(A),
et u(A) par ||| :=I1, |- |v- Il existe alors des constantes ¢y, ¢, ¢ > 0 telles que pour
tous x1,x, € U(A), ettoutve V(A)ona

Lt =Tl Il 2co,  Jrxal < alxallol,  lavl < clallv].
On note aussi qu’il existe des constantes ¢, r3 > 0 telles que
(6.19) | Ho())| < iR v x e U(A), A€ ar, c-
Notons finalement que pour simplifier lexposition ci-dessous et éviter lexpression

07!, on pose 0] =101 0 € V(A).

Lemme 6.19 Soit J C. Iy. 1l existe des constantes ro,co > 0 telles que pour tout
t € Tjg)(A) et tout x € U(A) on a Tg(Ho(tx))]||t] < colt 15" || ".

Démonstration Clest une conséquence de définitions des hauteurs ci-dessus ainsi
que de la maniére par laquelle Tj5;(A) agit sur F; ®f A, quil existe des constantes
c’, 7" > 0 telles que

(6.20) [t < " max([¢ 5], 119 ").

Si Ton suppose 15(Hp(tx)) = 1, il résulte de la définition de 15 donnée au para-
graphe 6.3 qu'il existe des constantes ¢”,r” > 0 telles que [[t'1g] > ¢"[x| ™" et

|15 < ¢”|x|”". En utilisant ceci dans (6.20) et en utilisant le fait que |x| > cq,
on trouve le résultat voulu. ]
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Lemme 6.20 Il existe un ro > 0 tel que pour tout r > ro on a

t71E5|| 7" dt < oo
/TIZ\IO(F)\TI\IO(A) | ol

Démonstration En utilisant la définition de lensemble I, donnée avant la proposi-
tion 6.2, ainsi que la description de £, donnée dans cette proposition-1a, on regarde
les projections de t ', a4 E; ® A pour tout i € I \ Ij et on sapergoit qu'il existe
une constante ¢ > 0 telle que I'intégrale dans le lemme est majorée par le produit sur
ieINIpde [, min(t, t~°") dt fois le volume de Ty, 1, (F)\Tr,<1, (A). En prenant
r suffisamment grand on obtient donc la convergence. ]

Lemme 6.21 SoitJ . I. Il existe un ro > 0 tel que pour tout r > ry il existeun v’ > r
et une constante ¢ > 0 telles que pour tout x € U(A) on a

15 (Ho(tx))|x "t 19| 7" dt < c inf |tx|”.
Ji iy B HO (D[ 7151 di < inf o]

Démonstration On a [x 't > ;'] x|t '15]. On voit donc qu’il existe des
constantes ¢ > 0, ¢’ > 0 telles que 'intégrale du lemme est majorée par le produit sur
ieJde|x| f;ix”_,s £~ dt ou r3 est comme dans l'inégalité (6.19), ce qui converge
pour r suffisamment grand. On obtient le résultat voulu en remarquant que I'intégrale
du lemme est Tr(A)-invariante a gauche en tant qu'une fonctionde x € U(A). ®

Lemme 6.22  Soit v une place de F. Il existe des constantes cg, Ng > 0 telles que pour
tout x, € U(F,) on ainf, cr,(r,) [tvxy]y < cp(1+ | Ad((x,) ") B[, )N".

Démonstration Supposons d'abord T; déployé sur F,. Dans ce cas Ty est une partie
de Levi d’un F, -sous-groupe de Borel de U de la forme TN, oll N, cest sa partie uni-
potente. De plus B € Lie(T;)(F, ). En utilisant la décomposition d’Twasawa, on écrit
xy = tynyky, out, € Ty(F,), n, € N,(F,), et k, € K,. Soient U,, U, € Lie(N,)(F,)
tels que n, = exp(U, ) et Ad(n,')B = B + U.. D’aprés [5, lemme 2.1], il existe un po-
lyndme Q sur Lie(N, ) qui ne dépend que de B, tel que U, = Q(U)). Il est clair qu’il
existe des constantes ¢y, ¢y, N qui ne dépendent que de B, telles que (1+|U,|,) est
plus petit que

cp(1+ B+ Uy|,)Ne = cp(1+]Ad((t,n,) ) BI,) " < c5(1+|Ad((x;")Bl,) "2
Dautre part, il existe des constants ¢y, Ny telles que |n,|, < co(1+|U,|,)N° dou

inf |tvx1,|v < |nvkv|v < sup |kv|v|nv|v < CB(I + |Ad((xv)_l)B|V)NB'
tVGTI(Fv) kyeK,

Dans le cas général, soit F;, une extension finie de F,, qui déploie T;. On prolonge
la hauteur |-|, 4 U(F; ). Grace a [3, (4.6)], il existe des constantes ¢, N telles que

inf |t,x,|, <c inf |tx,|Y
t,eTr(Fy) t1eTr(F,)

et le résultat suit du cas déployé. ]
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Lemme 6.23  Soient J, € J5 S Iy et 31 S Iy tels que |J1] N |d3| = @. Alors pour tout
fe8(u(A)) et tout compact C < ajy 4., lintégrale

Ao,y ) (Ho(x)) 5
Tg,05 (Ho(x))e 2 (Xg,u9t) dx
/TM(F)T,(,\W(A)\U(m gy (Ho(x) fe* (Xaoay)

converge absolument et est majorée indépendamment de A € ajy 4.\ - tel que Re(1) € C.

Remarque  Soit t € Tr,.1,(F) Ty,\,,|(A). Pour tout x € U(A) on a alors

0t (Ho(12)) = Ty (Ho(x)), e 008 ) _ 0pay D) oy (o)

et
2 —pyp  (Ho(1)) 2
f Xgug) = a0 fE (Xg,09)s

dot T, 1, (F) Tyynjg,,| (A)-invariance de Pintégrale considérée.
Démonstration Pour J C, I et I’ € I soient Ag = F5 ®r A et Ap = [;.p E; ®F A.

Soit h, la fonction sur u(A) x Ar g, x Ay définie pour tout x € U(A) de fagon
suivante :

he(Bupg,pg) = [ fe B T ) g gy )) dug,.
’ ? Ag, (u1\|33| + uas) da 3

Alors hy € S(u(A) x Ap g, x Agy). Soit P € P(M,) un sous-groupe stabilisant le dra-
peau Fy, € Fy,,. Soient m € M, (A), n € Np(A), et k € K. En faisant le changement
de variable (mn)'ug, ~ ug, on obtient que |fri;k(XglU3g)\ vaut

| P ™)y (Ad((mn) ™) B, (1-15,) ((mn) ™ (1g, + €5:)), 15 ((mn) 1gy))]

ou 1 cest I'unité dans E;.
On voit donc que pour tout r > 0 il existe une fonction @ € S(u(A)) telle que

172, (Xgpopp) < 25 E D 0 (Ad((mn) ™) B)
< (1= 15,) () (1, + E0)) | gy () )]
Il existe des constantes c, ¢y, ¢1, €2, ¢3 > 0 qui ne dépendent pas de r telles que
[(1=15,) ((mm) ™ (g, + &))" 15 ((mm) "1g9) [
S T 21 I (e VY I E e VY

On va montrer alors la convergence de I'intégrale suivante :

-1 c3r
(6.21) fT e fN - fK ®(Ad((mn)™)B)|n]

x 14,(Ho(tmnk))1 4 (Ho(tmnk)
[Th\zo(F)\T|312|u(1\10)(A) 3( 0 32( ( )

x| (tm) 8 | 7T (trm) Mg, || () Mgy 7
o |e(“pf’gxz)(H‘)(tmnk))w“(Hp(tm))|dtdkdndm.
Majorons lexponentielle qui apparait sous I'intégrale. Notons quon a

Pg: = —Pgi, T PI,-

3\2
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On va majorer alors dabord |e*(Ho(tmm))+ea, (He(tm))| et puis lexpression

epag\z(Hg(tmnk)—Hp(tm))

Fixons donc m, n, et k comme ci-dessus. Soit ¢ € Tjg,,|u(1u1,) (A) tel que
13,(Ho(tmnk))1 g (Ho(tmnk)) = 1.

Notons t (resp. t,) sa projection a Tjg,|(A) (resp. Tjg,|(A)). En utilisant la propriété
(6.19) ainsi que le lemme 6.19, on voit qu'il existe des constantes ¢, ¢”, r], r; > O telles
que pour tout Re(A) e Con a

)L(Ho(tmn))+p32(Hp(tm))| _ A(Ho(tltzmn))+p32(Hp(tltzm))|

le le

<m0
< 671, 1 £ 1
X U e P PR P P

pgg\z(Ho(tmnk)—Hp(tm)) o

En utilisant (6.19), vu que la fonction My, (A) > m — e st

T7(A)-invariante a gauche, on trouve ¢”’, r, > 0 telles que

epgg\z(Ho(tmnk)—Hp(tm)) <

<c”[n] inf |tm]".
teTr(A)

Remarquons qu’il existe ¢4 > 0 tel que pour J = J;,J4 ona
|73 < callm[n] [ (emnk) 1), [ (em) 7157 < calln] | (tmnk) 1| 7

En plus [ (tm)¢5] < c2|m| |t ¢z]. Donc en prenant r suffisamment grand pour
quon puisse appliquer les lemmes 6.20 et 6.21, on voit que l'intégrale sur le tore dans
(6.21) est majorée par |n|"||m|" inf,cr,(a) [tm|™ pour certaines constantes posi-
tives 3, 74, 5. Puisquelle est Tr(A)-invariante a gauche, en tant qu'une fonction de
m, on voit quelle est simplement majorée par | n|" inf g, oy [t |">*7.

On vient de se ramener a majorer I'intégrale suivante :

6.22 ®(Ad B)|n|” inf |tm|"” dnd
622) [ S @A B inf o] dndm

pour certaines constantes positives 7/, " > 0.

Quitte & majorer @, on peut supposer que ® = ®, @, ou @, est une fonction
dans la classe de Schwartz sur u(F, ) siv € So et @, est une fonction caractéristique
d’un compact ouvert £, dans u(F,) si v est une place finie. On fixe un ensemble fini
de places S qui contient lensemble S, et qui vérifie en plus pour toute place v ¢ S

(1) pourtoutk, € K,, Ad(k,)Bet,,
(2) pour tout x, € U(F,) tel que Ad(x,")B €€, onax, € Ti(F,)K,.

Ceest possible, comme il est expliqué dans [5, paragraphe 5.2].
Lintégrale (6.22) est alors majorée par le produit sur v € S de

@, (Ad((m,n,) " V)B)|n, :' inf |t,m, 1',” dn,dm,
le(Fv)\MIl(Fv) fNP(Fv) ( (( ) ) )| | tVGTI(FV)| |
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ce qui converge siv € S\ So, car toutes les intégrales sont sur des ensembles compacts.
Siv e Seo, cette intégrale égale

@, (Ad(m-)B+U " inf  |tym,|. dUp,dm,,
[n(FV)\Mn(Fv)L(FV) v(Ad(m, B+ Upy)lmfy tvelTrzl(m'”m”'V Py A1

ot Ad(n,') Ad(m,"')B = Ad(m,")B + Up,,. Comme on I'a remarqué dans la preuve
du lemme 6.22, il résulte de [5, lemme 2.1] qu’il existe des constantes Nj, N, telles que
In,|, < (1+]Ad(m;")Bl,)"(1+ |Up,|,)N>. En utilisant le lemme 6.22, ainsi que le
fait que @, est dans la classe de Schwartz, on se raméne a majorer

1+|Ad(m;")Bl,)™N d f 1+ |Up,|,) ™ dU
i oy (4 1A B) N iy [ (14 [Up )N U,

pour N, N” arbitrairement grands. Il est clair que pour N” suffisamment grand
la deuxiéme intégrale est convergente. La premiére converge pour N’ suffisamment
grand en vertu de [16, théoreme 1.3.9]. [ |

I nous reste a justifier la convergence de lexpression (6.8).

Lemme 6.24  Soient J,J C, 1 tels que |J| N |J| = @. Alors pour tout x € U(A) ona

> (Xl < oo

8eU(X5,F)\U(F)

Démonstration Soit P € P(Mj, ) un sous-groupe parabolique stabilisant le drapeau
JFy € Fjug. En raisonnant comme dans le lemme 6.23 et en utilisant la notation de
ce lemme, on trouve des fonctions ® € 8(u(A)) et ¢ € S(Ajg)) telles que pour tout
peP(A)etkeKona

|F3(X)] < P T (Ad((pk)™)B)$((1-15)p™ (13 + &5))].

On suppose que ® = ®, O, (resp. ¢ = ®, ¢,) ou , (resp. ¢,) est une fonction
dans la classe de Schwartz dans u(F,) (resp. Fr g ®rFy) siv € 8o et @, (resp. ¢,) est
une fonction caractéristique d'un compact ouvert ¢, dansu(F, ) (resp. [, dans F 3| ®F
F,) siv est une place finie de F. Soit S lensemble des places de F vérifiant les conditions
(1) et (2) données dans la preuve du lemme 6.23.

Soit | - || o0, la norme sur (A ) fixée dansle paragraphe 2.6. On prétend qu’il existe
des constantes 7, ¢ > 0 telles que pour tout § € U(F) on a

(623) S 12 (Xa)| < c] Ad(S) B [0 (Ad(6™) B\
€T, 9 (F)\T1(F)

Or soit 8 € U(F). Si ®(Ad(87")B) = 0, le résultat est évident. Sinon, puisque mul-

tiplication a gauche de § par un élément de T;(F) ne change pas l'inégalité (6.23)

en utilisant la définition de lensemble S, on peut supposer que §, € K, pour tout

v ¢ S,oud =[], d,. Décomposons § selon la décomposition d'Twasawa § = pk, ol
p=TI,precP(A)etk=]], k, €K.Ona

> 17, (X9)| < P TP o(Ad(8)B)I( Y 16((1-15)p7'E)).

1€ Tryj9 (F)\T1(F) IDINTT

Soit R € F\|g un Z-réseau tel que pour tout & € Fy g, si ¢(&) # 0, alors & € R (voir
la preuve du théoréme 3.2). Soit aussi m > 0 tel que Yz €] ™™ < oo. Il existe un
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mq € N* tel que pour tout & € Fyjgp, si ¢((1-15)p~'&) # 0, ona & € my'R. Tout
diviseur premier de m, vu comme une place finie de QQ, divise un élément de S \ S,
car p,, est I'identité pour v ¢ S. Donc puisque ¢ € 8(Ag. ), il existe des constantes
positives co, ¢, et r qui ne dépendent que de ¢ et S telles que

>, 18(-1)p )l <co 30 poetl™ <a[Tleul) 3 18177

EeFry g Eem'R veS EeR

Ol Poo = [lyes. Pv € P(Ao). Si on remplace p par #p ot 5 € T;(F) est tel que
nyl, 2 [, pour v ¢ S, rien ne change ci-dessus, sauf peut étre lentier mg. Quitte a
élargir S, des tels 77 sont denses dans [],.g T1(F, ) et on trouve, en passant par le lemme

6.22 que
> 18(-19)p )l <co([] inf  |topuly) < cs [J(1+]Ad(8,1)B],)™
EeFpg) ves tveTi(Fy) veS

pour certains ¢, c3 > 0 indépendantes de &. Puisque on suppose ®(Ad(87')B) # 0,
il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de O telle que

[T (1+]Ad(s,'B)|,)™ <C.

veSN S

Pour la méme raison, toujours en passant par le lemme 6.22, il existe des constantes
C', 1" > 0 telles que eP? (2 (P) < C'|| Ad(87'B) |7, . Il est clair alors quon a (6.23). On
vient de montrer que la somme dans Iénoncé est majorée par la somme

> | Ad(67")B|%|®(Ad(57")B))|
8¢U(B,E)\U(F)

pour un n > 0, ce qui converge. |
6.8 Résultats d’holomorphie

Pour I’ ¢ I, notons ¢y le volume de Ty (F)\Tr(A)! et vy le volume dans ay du
parallélotope déterminé par les vecteurs {e} };cg ot J ¢ I' est tel que |J| = I'. Cela ne
dépend pas du choix de J.

Lemme 6.25 SoitJ ¢ Iy. Alors pour tout x € U(A), lintégrale
]13 Hy(tx eA(Ho(tx)) dt, = Cl*
me(F)\Tm(A) (Ho(tx)) [91.c

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(A) € aJ. Elle ad-
met un prolongement méromorphe, noté ng, égale any(A) = cyvpg  [1jeg A(ejv)‘l. En
particulier, g ne dépend pas de x € U(A).

Démonstration Calcul direct. ]
Soient J, € J3 S Ip et Jy Ce I tels que |J1] N |J3] = @. Notons Yy, 5,9, (f) la

fonction holomorphe sur a; définie par l'intégrale considérée dans le lemme
|31v32],.C
6.23.
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Lemme 6.26  Soient J,31,32,d3 Se Io tels que Jyu ds € J et J» € Js. Lintégrale
suivante

1 N Ho(x))er o)) £ x ) dx,
fT(Iz\IO)Um\M(F)TIO\W(A)\U(A) gu(@an (Ho(x)) 1 (Xg,0a)

pour tout A € ajy, -, converge absolument et uniformément sur tous les compacts de

Re(l) € Cl‘*glugﬂ X (pgu + aza\glz)u)

3\2

, - A J ..
et elle admet un prolongement méromorphe a Ajg, 0 NOtE Ny 4 9, (f), qui vérifie

Agl,gz,gs (f)(/\) = T]gu

3\2

Mgsal P35 IN (310t (Mangis) Ya1,82.8: () (jg,a))-
Démonstration On intégre d’abord sur Tjz. g,/ (F)\Tj5.g,,|(A) ce qui donne

L A (Ho(tx))ehosarna) () gy
[Tlél\éhz\]

ce qui converge, en vertu du lemme 6.25, pour Re(A|g.g,,|) € (Pg1  + A(gugu)) €t

admet un prolongement méromorphe égale a M 5.7,y (Ajgg,| + Pgse)-
Lintégrale qui reste a calculer cest précisément I'intégrale considérée dans le lem-

me 6.23, cest-a-dire Yy, 4, 4,(f) (A)5,,)> doti la convergence voulue. Finalement, on a
N(a~di)t (Margul +052) = Ny, (Vga6l +05:5 M (333100 (Mg g,|) doulerésultat.

3\2

. . g

En vertu du lemme 6.26, si J3 = J \ Ji, la fonction Ag 4. 934, (f) est holomorphe

en A = 0 eton la note simplement AZ , ( f)-Dans ce cas il y a une autre représentation
31,02

s J . . 4
intégrale de AHI’ 9, (f) convergente sur un ouvert qui contient zéro.

Lemme 6.27  Soient J,J1,d2 e Iy tels que 1 1 J, € . Lintégrale suivante

1.4 o (Ho(x))erHo)) fNdv(x, Y dx,
fn,wwu.g\m)n(,\mm)\m (o (Ho(%)) FEN (X031

pour tout A € ajg),c> converge absolument et uniformément sur tous les compacts de

Re(/\) € al’;luaz‘ X (p(a\gu)u + ag\gu).
En particulier, elle converge pour A = 0. Lintégrale, en tant qu'une fonction de variable
A, admet un prolongement méromorphe & afy ., noté th,az (f), qui vérifie
-3
Ag,a, () =Mg35, Ngagial + 05751) Ya1,82,878. () Va1 )>
—g N
Az, 3, () = (()"PIIAG L (H(Q).

Démonstration Toutes les assertions, sauf la derniére, se démontrent de méme fa-
con que dans le lemme 6.26 et la derniére découle du fait que 15 = (~1)*'1; pour
tout J ¢, I,. |

Proposition 6.28  Soit J C, Iy. Alors lintégrale

vol(Tr,q1, (F)\Tiya 1y (A f x1Xyx) P D) gy L eal
(Tryn1y (F)\T1,n1,(A)) U(A)Xg)\U(A)f( 3x) 91,C
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converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(A) € pgr + aj, et
admet un prolongement méromorphe a ajy, ¢, noté {3 (f), qui vérifie

(a(f) = Z (_1)#(3\813) Z Agbgz,aa(f)'

J1udscd 32533

Démonstration Remarquons d’abord que I'intégrale considérée dans la proposition
cest juste /Tzz\zg(F)T10\|a\(A)\U(A) fe(Xg)e*Ho(¥) dx Pour tout J; € J et tout x €
U(A), en utilisant [égalité (6.10), on a

(6.24) > fx(Xg)= Y ()P S S (X ).

1€ty (F) (N 8205 1eTjg ) (F)
Remarquons aussi que pour tout J . Io tel que [J| = |J] et tout # € Tjz(F) on a
15(Ho(nx)) = 15(Ho(x)). En utilisant ceci, Iégalité (6.24), ainsi que légalité (6.3),
on trouve
(6.25) Z fnx(XH) = Z Z fWX(XH)]lEhU(EJ\Hl)ﬂ(HO(ﬂx))

1neTig (F) 0153 neTiy)(F)
= 3 ()@ 5 S fR(Xgua) Lawaan (Ho(nx)).
J1udscd J233 ﬂET\glz\(F)

Soit A € afy . Pour tout 77 € Tjg|(F) ona A(Ho(#x)) = A(Ho(x)). On multiplie alors

égalité (6.25) par eMHo(*)) et, en utilisant le lemme 6.26, on voit quon peut intégrer
le terme correspondant aux J; U ds € J et J, € J5 sur

T(1,15)03| (F) Trgnja| (A)\U (A)

pour A € afy  tels que Re(A) appartientaay . % (Pgy , +0(5.g,,):) 2 Par +aj;. Tout
est alors intégrable sur Re(1) € pgs + aj, et on obtient le résultat voulu en invoquant
de nouveau le lemme 6.26. ]

Lemme 6.29  Pour tout I' € Iy on a légalité de fonctions méromorphes sur aj, ¢ :

S GHN =YY (@R ().

|3|=1 [d|=1" 3103253

En particulier, en vertu du lemme 6.27, lexpression ci-dessus est holomorphe en A = 0.

Démonstration En utilisant la proposition 6.28 on a que pour tout A € aj, ¢ la
somme Y |5_p ¢3(f) (1) égale

Z Z (—1)#(3\513)32 Aal,az,&(f)(l): Z (_1)#(1’\\513\)

|d|=I" 3:0d3<d 23 d1udsc.I’

Z ﬂgg\z(/l\aml + pgsxz)Yﬂl,Hz,Hs (f)("\fhﬂ) Z 1’]34()t|34|)
J233 [d4|=1"\|T13]

ou lon a utilisé le lemme 6.26 pour faire apparaitre les fonctions 1.
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On prétend que

(6.26) Y Mg (g =0, sil' sl # 2.
|d4|=1"\]T13]

En effet, il résulte du lemme 6.25 que si J; uJ;, . I, alors g, g, = (—l)ﬂznjlugg. On
voit que (6.26) revient & montrer que Ysc i3, (-1)** = 0si I \ [J13| # @ ce qui est
juste I'identité (3.6).

On obtient donc Y 5. (3 (f) = Zjgjer Lg,ud,c9 Agbaz (f) et le résultat suit du
lemme 6.27. .
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