Canad. Math. Bull. Vol. 50 (4), 2007 pp. 481-485

Concordance des nceuds de dimension 4

Vincent Blanlceil et Osamu Saeki

Résumé. Nous démontrons que tous les plongements d’une variété compacte sans bord et simplement
connexe de dimension quatre dans la sphere de dimension six sont concordants.

Abstract. 'We prove that for a simply connected closed 4-dimensional manifold, its embeddings into
the sphere of dimension 6 are all concordant to each other.

1 Introduction

Dans cette note nous démontrons que tous les plongements dans S® d’une variété de
dimension 4 compacte sans bord et simplement connexe sont concordants et donc
cobordants.

Ce résultat complete I'étude de la concordance et du cobordisme des noeuds de
dimension paire, i.e., les plongements de variétés compactes sans bord de dimension
2n et (n — 1)-connexes dans des spheres de dimension 2# + 2. En effet Kervaire [6]
a tout d’abord démontré que le groupe de cobordisme des nceuds sphériques (i.e.,
les plongements de 2n-spheres dans des spheres en codimension 2) est trivial, et que
le groupe de concordance correspondant de dimension 2# est isomorphe au groupe
des classes de h-cobordisme des spheres d’homotopie de dimension 271 + 1 quotienté
par le sous-groupe formé des classes représentées par des spheres d’homotopie qui
bordent une variété parallélisable. Ensuite dans [14, 15] on trouve une généralisation
de ce résultat au monoide commutatif des classes de cobordisme des plongements
de variétés de dimension 21 dans $"*2 avec n > 3, qui sont compactes sans bord et
(n — 1)-connexes. Enfin dans [2], nous avons démontré que les classes de concor-
dance des plongements dans S* d’une surface compacte sans bord et connexe, sont
caractérisées par leur structure Pin~ et leur nombre d’Euler du fibré normal. En
particulier, deux telles surfaces plongées dans S* sont cobordantes si et seulement si
elles sont homéomorphes abstraitement et les nombres d’Euler de leur fibré normal
coincident.

Nous nous plagons dans la catégorie des variétés différentiables C*°, rappelons la
définition suivante.

Définition 1.1  Soient M;, i = 0, 1, deux variétés compactes sans bord de dimen-
sion n et soient f;: M; — S"** deux plongements.
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(i) Ondit que fy et f; sont concordants si My = M; = M et il existe un plongement
propre ®: M x [0,1] — §™ x [0,1] tel que ®|yxqip = fir M x {i} —
§2 x {i},i=0,1.

(ii) On dit que fy et f; sont cobordants (orientés) s’il existe un difféomorphisme
h: M, — M, (qui préserve 'orientation si M; sont orientées) tel que fy o h et
f1 sont concordants.

2 Enoncés et démonstrations

Théoréeme 2.1  Soit M une variété compacte sans bord de dimension 4 simplement
connexe et orientée. Alors tous les plongements de M dans S® sont concordants, et donc
cobordants orientés.

Démonstration Soient fi: M — S® = S¢ x {i}, i = 0,1, deux plongements.
Notons K; = f(M;) pour i = 0, 1. On oriente les sous-variétés K; de S® x {i} de telle
sorte que les f; préservent les orientations pour i = 0, 1.

Soient V; des sous-variétés compactes, connexes et orientées de dimension 5 de
8¢ x {i} telles que OV; = K; pour i = 0,1 [4]. Apreés une isotopie ambiante de
S®x {0}, on peut supposer que pour une boule A C S de dimension 6 suffisamment
petite, si A; = A x {i},i=0,1,0ona
i) A¢NKy=A;NK; =3, AyNV,coincide avec A; NV sous 'identification

naturelle entre S x {0} et S® x {1},
(i)  A; NV; est diffeomorphe a la boule de dimension 5 pour i = 0, 1.
Posons V! = V; \ IntA;, i = 0, 1. Soit V I'union de V{j, V| et du tube ¥ x [0, 1], ou
¥ (C 8% correspond a OA; N Vi, i = 0, 1, et est une sphere de dimension 4. Remar-
quons que V est difféomorphe a la somme connexe orientée Vfi(—V) en dehors du
bord. En outre, B = (S® x [0,1]) \ (Int A x [0, 1]) est une boule de dimension 7 et
la variété V est plongée dans OB.

Soit W la variété compacte sans bord (abstraite) de dimension 5 obtenue en rec-
ollant V et M x [0,1], ot OV = 9V, U 9V et M x {0,1} sont identifiés par
fi: M x {i} — 9V;,i = 0,1. Remarquons que W est une variété orientable. Les
sous-variétés Vj et V| de S® sont munies de structures spin naturelles induites par
celle de S®, de plus comme M est simplement connexe, la variété orientable W admet
une structure spin compatible avec celles de Vj et V.

Comme le groupe de cobordisme des variétés spin de dimension 5 est trivial
(cf. [9] par exemple), il existe une variété spin X qui est compacte et de dimension 6,
telle que 9X = W en tant que variétés spin. Du fait que (M x [0,1]) = M x {0,1},
nous pouvons écrire

X = ((V x {0}) Ugy x {0} (OV x [0,1])) LHJ (M x[0,1]) x {1}),
fHollh

ou fi: (Mx{i})x{1} — K;x{1} C 9V x{1},i = 0, 1, sont des difféomorphismes
d’attachement. Soit alors 7: 0X — [0, 1] la projection sur le deuxieme facteur corre-
spondant a cette décomposition de 0X. Il existe une fonction de Morse f: X — [0, 1]
prolongeant 7 et sans point critique d’indice 0 et 6, telle que ses valeurs critiques
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soient dans (g,1 — €) pour € > 0 un réel suffisamment petit. A aide de f, on peut
donner une décomposition de X par attachements d’anses sur V' x [0, 1] le long de
V x {1}, ceci sans utiliser des anses d’indice 0 ni 6.

Toute 5-anse est duale d’une 1-anse. A I'aide de la réduction de Wallace [17, §6]
on peut remplacer les 1-anses duales par des 4-anses, et donc remplacer les 5-anses
par des 2-anses duales des 4-anses ajoutées. Ces modifications sont faites en ef-
fectuant des chirurgies spin sur X sans modifier 0X, ceci étant possible puisque
toutes les variétés sont orientables et M x [0, 1] est connexe. Ainsi on obtient une
décomposition de X sans 5-anse.

Considérons maintenant une 4-anse dans cette décomposition sans 5-anse, cette
4-anse est duale d’une 2-anse. Du fait que M x [0, 1] est simplement connexe, le
cercle d’attachement de cette 2-anse duale est trivial. De plus comme X est une variété
spin, attacher une 2-anse revient a faire une somme connexe le long du bord avec un
§? x D*. En utilisant a nouveau la réduction de Wallace, on peut donc remplacer
cette 2-anse duale par une 3-anse duale, donc par une 3-anse. Finalement on peut
supposer que la décomposition en anse de X ne comporte pas d’anse d’indice 4 ni 5.

La variété V' x [0, 1] est stablement parallélisable, de plus comme X est spin,
la variété obtenue par attachement des anses d’indice 1 et 2 a V' x [0, 1] est elle
aussi stablement parallélisable. La nullité du groupe 7,(SO) prouve alors qu’apres
l'attachement des 3-anses, la variété X est encore stablement parallélisable.

Rappelons maintenant que V' est plongée dans le bord de la boule B de dimen-
sion 7. Donc V X [0, 1] est plongé dans B de telle sorte que V' x {0} corresponde a
V et que le produit soit transverse 8 9B. Comme dans [6] en effectuant les chirur-
gies plongées qui correspondent aux attachements des anses d’indice 1, 2 et 3 sur
V x [0, 1] dans B, nous pouvons plonger X dans B et donc dans S® x [0, 1] de telle
sorte que V x {0} corresponde  la variété V de départ. La restriction de ce plonge-
ment a M x [0, 1] donne alors la concordance désirée entre f; et f;. ]

Remarque 2.2 D’apres Cappell-Shaneson [3] (voir aussi [13]) une variété M com-
pacte sans bord et orientée de dimension 4 se plonge dans S° si et seulement si M
est spin et sa signature est nulle. Si de plus M est simplement connexe, alors elle se
plonge dans S° si et seulement si elle est homéomorphe & une somme connexe de
copies de §? x S* d’apres Freedman [5].

Remarque 2.3  D’aprés Park [12], pour des nombres impairs m suffisamment
grands, il existe une infinité de variétés de classe C*° qui sont toutes homéomorphes
4 la somme connexe de m copies de S? x S?, mais qui ne sont pas difféomorphes deux
a deux. Notons C, le monoide commutatif des classes de cobordisme (orienté) des
variétés de dimension 4 simplement connexes plongées dans S°, et Z>, le monoide
commutatif des entiers positifs. Alors 'homomorphisme ¢: Cy — Z>, qui a une
variété plongée associe la moitié du second nombre de Betti est un épimorphisme.
Le résultat de Park cité ci-dessus montre que cet homomorphisme est loin d’étre un
isomorphisme, comparer aussi avec le résultat de Vogt [14, 15] dans lequel I’homo-
morphisme C,, — Z> correspondant pour # > 3 est un isomorphisme, ol Con
désigne le monoide commutatif des classes de cobordisme (orienté) des variétés com-
pactes sans bord de dimension 2# et (n — 1)-connexes plongées dans S*"*2.
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Remarque 2.4 Lorsque n # 2, pour un plongement quelconque d’une variété com-
pacte sans bord et orientée de dimension 27 et (1 — 1)-connexe dans S*"*2, le plonge-
ment avec 'orientation inversée est toujours cobordant orienté au plongement orig-
inal. Pour n = 2, il existe une variété compacte M sans bord de dimension 4
homéomorphe 4 une somme connexe de copies de S* x S? telle que M n’est pas
difféomorphe orientée a —M. En effet, d’apres Kotschick [8], toute surface complexe
compacte de type général simplement connexe qui est spin et de signature nulle con-
vient, or une telle surface a été construite par Moishezon et Teicher [7,10,11]. Donc,
il existe un plongement de M dans S°® qui n’est pas cobordant orienté a lui-méme
avec 'orientation inversée.

Remarquons de plus que pour des plongements quelconques de deux variétés
homéomorphes orientées de Park dans S® (voir Remarque 2.3), on peut néanmoins
trouver un h-cobordisme plongé dans S x [0, 1] entre leurs images. Ceci se démontre
comme le Théoréme 2.1 mais en remplagant M x [0, 1] par un h-cobordisme arbi-
traire, qui existe par un résultat classique de Wall [16].

On a le corollaire suivant.

Corollaire 2.5 Soit M une variété de dimension 4 compacte sans bord et simplement
connexe plongée dans S. Alors il existe une variété compacte V de dimension 5 pro-
prement plongée dans B telle que OV = M C S° = OB et telle que V a le type
d’homotopie d’un bouquet de spheéres de dimension 2.

Démonstration Soit M’ la somme connexe des copies de S* x S? qui est homéo-
morphe a M. On peut supposer que M’ est plongée dans S® de telle sorte qu’elle
borde la somme connexe (le long du bord) V'’ des copies de S? x D* plongée dans S°.
Alors 'union d’un h-cobordisme plongé dans S® x [0, 1] entre M’ et M, et V/ donne
la variété V désirée plongée dans S® x [0, 1] C B. [

Comme dans [2], notre résultat peut étre appliqué a la réalisation d’une
décomposition (du type de Heegaard) d’une variété de dimension 5 spin compacte
sans bord et simplement connexe dans S’ = B” U B (cf. [1]).

En effet, toute variété P compacte sans bord de dimension 5 simplement connexe
et spin se décompose comme P = H; U H,, ou H; & H, est la somme connexe
le long du bord d’un certain nombre de copies de $* x D* [1]. Désignons par S la
variété OH,; = OH, de dimension 4 ou H; et H, sont recollées. Soit S’ = B] Uss B la
décomposition usuelle de S7. Alors, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.6  Soient P = H, U H, et S comme ci-dessus. Alors pour un plongement
: S — S® quelconque, il existe un plongement V: P — & = B] Uge B} qui est
transverse a I'équateur S® = B} N B tel que W|s = 1 et W1 (B]) = H;, i = 1,2.
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