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SUR UN TYPE PARTICULIER DE VALEUR PROPRE DES
SOLVARIETES D'EINSTEIN

HAMID-REZA FANAI

On montre que la partie nilpotente d'une solvarie'te' d'Einstein standard, dont le type
de valeur propre est e"gal a (1 < 2;di,d2), est n^cessairement indecomposable si di et
d.2 sont premiers entre eux.

1. INTRODUCTION

Nous etudions dans cette note, certaines metriques invariantes a gauche sur les
groupes de Lie resolubles.

Nous rappelons que tous les exemples connus de varietes homogenes d'Einstein non-
compactes et non-plates sont isometriques aux solvariete's d'Einstein (5, Qo) ou 5 designe
un groupe de Lie resoluble simplement connexe muni d'une metrique invariante a gauche
d'Einstein Qo. Essentiellement nous etudions les algebres de Lie resolubles metriques
(s,Q) comme nous l'avons fait dans [3, 4]. Une telle algebre de Lie me'trique est appelee
standard ([6]) si [s,s]x est abelien. On note n :— [s,s] (la partie nilpotente) et a := n1.

Soit HQ 6 s le vecteur defini par

Q(HQ,X) = t r ad* pour tout X 6 s.

Dans la formule de ricg, l'application aAnQ apparait de maniere decisive. Nous
etudions une propriete de cette application.

Tout d'abord, nous presentons une propriete importante trouvee par J. Heber : soit
(s, [, ]) une algebre de Lie non-unimodulaire resoluble munie d'une metrique d'Einstein
standard Qo. Alors d'apres le [6, Theoreme 4.10 ], DH0 la partie symetrique de adWo

€ End(s) est aussi une derivation (et definie positive sur n), ou Ho = HQ0 est non nul
(par hypothese de non-unimodularite).

En d'autre terme, (s, [,],Qo) est isometrique a un espace de type Iwasawa. Ceci
implique que ad^0 est un ope"rateur normal de (s, Qo)- La propriete qui nous interesse est
la suivante : pour une telle algebre de Lie (s, [, ], Qo) > il existe un multiple positif unique

Received 22nd October, 2002
Je remercie le Conseil de Recherches de l'Universit6 Technologique Sharif de Tehe'ran, Iran pour son

soutien.

Copyright Clearance Centre, Inc. Serial-fee code: 0004-9727/03 SA2.00+0.00.

39

https://doi.org/10.1017/S0004972700037394 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700037394


40 H-R. Fanai [2]

Hi — \H0 tel que l'operateur normal adHl |n a des valeurs propres dont les parties reelles
Hi < • • • < fim sont des entiers sans diviseur commun ([6, Theoreme 4.14]). Les ^ sont les
valeurs propres de DHi |n. Si dt, i = 1 , . . . , m designent les multiplicites correspondantes,
alors on appelle le 2m-uplet

(Hi < ••• <iim;dx,...,dm)

le type de valeur propre de solvariete d'Einstein standard associee ([6]).
Dans la partie suivante, nous considerons le cas particulier de type de valeur propre

(1 < 2; di,d2) ou n est necessairement nilpotente de rang deux et dim a — 1. C'est dans
ce cadre que Damek et Ricci ont trouve leurs exemples harmoniques. Recemment dans
[5] une famille continue de solvarietes d'Einstein de courbure sectionnelle negative a ete
obtenue dans ce cas. II est interessant d'etudier les obstructions possibles sur di et d2

lorsqu'il existe une solvariete d'Einstein de type de valeur propre egal a (1 < 2;di,d2).
Nous montrons que si di et d2 sont premiers entre eux, alors la partie nilpotente d'une
telle solvariete est indecomposable.

2. TYPE DE VALEUR PROPRE (1 < 2\dud2)

Soit 5 un groupe de Lie resoluble connexe et simplement connexe. On note s son
algebre de Lie. On designe par Der(s) C End(s) l'algebre de Lie de toutes les derivations
de s.

Supposons que s est munie d'un produit scalaire (defini positif) Q. Comme nous
avons defini auparavant, le vecteur HQ est determine par Q(HQ,X) = trad* pour tout
X 6 s. II est clair que HQ est perpendiculaire a l'algebre derivee [s,s]. Nous rappelons
que 5 (ou s) est appele unimodulaire si pour tout X € s,trad* = 0 ou de maniere
equivalente si le vecteur HQ s'annule (pour tout Q).

Le produit scalaire Q induit une metrique riemannienne invariante a gauche sur S
que Ton note toujours Q. Si le tenseur de courbure de Ricci nc{v,w) = trR (-,v)w defini
a partir de R, le tenseur de courbure de Riemann, est un multiple de la metrique Q, alors
Q est appelee d'Einstein. Si Qo est une metrique d'Einstein sur (s, [, ]), la constante
de proportionnalite est non-positive puisque 5 est non-compact ([2]). De plus, si ricg0

s'annule alors (5, Qo) est une variete plate (voir par exemple [1]). Nous considerons done
le cas

ricQ0(v, w) = -c • Q0{v, w)

avec c > 0. La courbure scalaire est alors egale a sc(Qo) = - c • dim 5. Si [s,s]L (relatif
a Q) est abelien, nous appelons (s, Q) une algebre de Lie standard ([6]).

Maintenant nous citons la propriete de rationnalite concernant les valeurs propres de
Dn0 mentionnee auparavant des qu'une metrique d'Einstein standard Qo est fixee. Nous
rappelons tout d'abord le lemme crucial suivant (voir le [6, Lemme 4.13]).
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LEMME 2 . 1 . Avec les notations precedentes, si (s, [, ], Qo) est une algebre de Lie
non-unimodulaire resoluble munie d'une metrique d'Einstein standard Qo, alors pour
toute derivation A € Der(s), nous avons

c-trA = tr{DHooA).

REMARQUE. La derivation symetrique DHo est caracterisee par cette propriete. Notons
que le cas A = DHo donne c = tr D\J tr adtf0.

Le [7, Lemme 1.4(3)] sera egalement utilise dans la suite. Rappelons ce lemme.

L.EMME 2 . 2 . Soit ((H) @ n, Q) une algebre de Lie resoluble metrique. Si ad#«,
est symetrique, alors pour tout vecteur X € s

ric9(X, X) = rictX, X) - Q(a.dHqX, X).

Maintenant, supposons que 0 < Ai < A2 < • • • < Am sont les valeurs propres
distinctes de DHo\n de multiplicites dj = dimtv, et a, les espaces propres associes dans n.
Nous avons alors :

THEOREME 2 . 3 . (Heber) II existe une constante positive ui, telle que les valeurs
propres de Dn0 : n -^ n appartiennent a w - N .

Ceci implique qu'il existe un multiple positif unique Hi = XH0 tel que l'operateur
ad#! |n a des valeurs propres dont les parties reelles /xi < • • • < Hm sont des entiers
positifs sans diviseur commun. Les fj,t sont les valeurs propres de £)#, |n. Si dt designent
les multiplicites correspondantes, alors on appelle le 2m-uplet

(Hi < • • • < n m ; d i , . . . , d m )

le type de valeur propre de solvariete (non-unimodulaire) d'Einstein standard (s, [, ], Qo).
A l'aide du theoreme precedent nous obtenons des obstructions a l'existence d'une telle
metrique Qo sur (s, [, ]) avec dim 0 = 1, des qu'un type de valeur propre est fixe. En effet,
l'espace a = (H) etant de dimension 1, nous pouvons parler de type de valeur propre
sans fixer une metrique d'Einstein. Dans ce cas les valeurs propres dans un type donne
sont celles de ad# (pour quelques exemples voir [6] 5.3). Nous considerons dans cette
partie, le type de valeur propre (1 < 2; d\, d2) pour s = (H) © n.

Dans la partie [6, (E) 5.3], il y a deja un exemple d'une telle s de type en ques-
tion qui n'admet pas de metrique d'Einstein. Notre resultat fournit une condition
d'indecomposabilite lorsque d\ et d? sont premiers entre eux. En effet, nous allons mon-
trer que si (s, [,]) admet une metrique d'Einstein Qo, alors n = [s,s] est indecomposable.
Ceci se fait par la methode utilisee dans [6]. Rappelons qu'une algebre de Lie (n, [,]) est
dite decomposable s'il existe deux sous-algebres non triviales ni et n2 telles que n = nx ©1*2
et [ni,n2] = {0}. Maintenant nous pouvons montrer le

https://doi.org/10.1017/S0004972700037394 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700037394


42 H-R. Fanai [4]

THEOREME 2 . 4 . Soit (s = (H) © n, [, ]) une algebre de Lie resoluble non-
unimodulaire de type de valeur propre (1 < 2;di,ck) ou di et d% sont premiers entre
eux. Si s admet une mStrique d'Einstein Qo, alors n est indecomposable.

DEMONSTRATION: Supposons que (s, [, ]) est munie d'une metrique d'Einstein Qo.
Tout d'abord, nous remarquons que le type de valeur propre est un invariant d'isomerie,
i.e. deux solvarietes d'Einstein standards isometriques ont meme type de valeur propre.
Grace au [6, Theoreme 4.10] que nous avons rapidement explique au debut de la note,
nous sommes surs que les deux espaces (s,[, ],Q0) et (s, [, ]+,Qo) sont isometriques, ou
[>]+ — [>] s u r n e t [-^o>"]+ = DH0- Par consequent, ils ont meme type de valeur propre.
Ceci nous permet done de supposer sans perdre de generalite que ad#0 est une derivation
symetrique de 5.

Nous ecrivons maintenant n = ni © n2 ou dimni = di et [n, n2] = {0}, 0 ^ [n^nj]
C n2 ce qui est possible car nous avons

avec i = 1,2 pour une constante p. Notons que ceci entraine que (n, [, ]) est nilpotente
derang deux. Nous montrons qu'en fait [tii,tii] = n2.

Si ceci n'est pas le cas, alors n = {nx® [ni.rii]) © % ou 0 ^ tij C n2 est abelien.
En appliquant le Lemme 2.2 pour X £ no nous obtenons c = 2/i. D'autre part l'egalite
c = tr£)^0/tradff0 donne

ce qui contredit l'egalite precedente.

Supposons maintenant que n est decomposable. Nous pouvons ecrire dans ce cas

it! = n' © n", n2 = [n', n'] © [n", n"]

oil [n',n"] = {0} et dimn' = d' > O.dimn" = d" > 0 {d! + d" = dj et dim[n',n'] = V

> 0, dim[n", n"] = I" > 0 (£' + (!' = dj).

Soit A : s -t s definie par A(H0) = 0, A\n, = ax Id, A\n,, = a2 Id, ^4|(n-n-] = 2on Id
et si I" > 0, A\,n,, n,,i = 2a2ld. II est clair que A est une derivation de s. Si (." = 0, le
Lemme 2.1 nous donne

d'{c - ti)ax + d"(c - fi)a2 + 2d2(c - 2fj.)ai = 0

et puisque c*i et a2 sont quelconques, nous obtenons c~fi = c—2/J, = 0 une contradiction.

Si £" > 0, alors le meme argument implique

d'(c - /x)ai + d"(c - n)a2 + 2?(c - 2fi)ai + 2f(c - 2/i)a2 = 0
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et nous obtenons d'/d" = £'/£" ou bien d'/{di-d') = fl{d2-t!) et done d% = dx(!. Main-
tenant d2 divise d\l' et puisque d\ et d2 sont premiers entre eux, d2 divise £', impossible
car d2 > t. D

R E M A R Q U E . II est facile de voir que l'existence d'une metrique d'Einstein Qo impose la
condition d2 ^ rfi(di — l ) /2 . De meme si d\ est impaire, alors d2 ne peut pas etre egal a
1 ou 2 ni egal a d\{di - l ) / 2 — 1 ou d\{d\ — l ) / 2 — 2 ([5]). D'autres obstructions ne sont
pas connues a ce sujet. Par contre, pour les cas possibles, il y a des exemples, comme le
cas d2 = 2r et d\ — kd2, pour tous r, k.
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