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MOYENNES GALOISIENNES DES 
VALEURS DE FONCTIONS L 

MARIE-FRANCE VIGNÉRAS 

0. On se propose d'étendre un résultat de Rorhlich [5] concernant les 
moyennes galoisiennes des valeurs en s = 1 des fonctions L associées à une 
forme modulaire de poids 2, tordue par certains caractères de Dirichlet. On con­
sidérera une représentation automorphe parabolique TT de GL{ri), nul, sur un 
corps de nombres K, et l'on s'intéressera aux valeurs des fonctions L(S,TT\) et 
de leurs dérivées L(m)(s, 7rx), m ^ 1, où \ parcourt certains caractères de Hecke 
de K, d'ordre fini, et où s appartient à la bande a < Re s < 1 — a, où a mesure 
la déviation de n par rapport à la conjecture de Petersson généralisée. 

Pour n — \,a = 0; pour n = 2, on sait que a = 0 est équivalent à la 
conjecture de Ramanujan-Petersson, et que a < 1/4, donc la valeur critique 
s = 1/2 appartient toujours à cette bande. 

En 1, on exprime L(s, n) sous forme intégrale, puis sous la forme d'une série 
rapidement convergente, pour tout s G C. La formule généralise l'expression 
rapidement convergente bien connue de la fonction zêta obtenue par Riemann. 

En 2, on démontre le lemme fondamental, essentiellement dû à Rohrlich, 
généralisé de façon à pouvoir l'appliquer aux fonctions L, ou à leur dérivées, 
obtenues par la théorie des représentations. 

En 3, on démontre qu'il existe effectivement des ensembles de caractères de 
Hecke, infinis, et satisfaisant les conditions du lemme de Rohrlich. Malheureuse­
ment nous ne vérifions ceci que si K est un corps quadratique imaginaire (si 
K = Q [5]), situation particulièrement simple due au fait qu'alors le nombre 
d'unités de K est fini. Il est évident qu'il serait souhaitable d'améliorer les 
résultats obtenus. 

En 4, nous tirons les conséquences des trois parties précédentes, et nous 
obtenons le théorème principal. Nous énonçons maintenant le résultat obtenu 
sur un corps K = Q ou un corps quadratique imaginaire. 

Soit F un corps de nombres. Soit L{\) une fonction à valeurs complexes, 
définie sur les caractères de Hecke de K de type AQ, c'est-à-dire tels que le 
corps F(x) engendré par les valeurs de \ sur F est de degré fini. La moyenne 
galoisienne de L sur F est 

LF(X) = VF' - n~l Y^ L(*a) 

aGGal (F'/F) 

pour toute extension galoisienne F'/F contenant F(x). 

Reçu le 25 janvier 1984. 
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2 M.-F. VIGNERAS 

Notations et hypothèses. K = Q ou un corps quadratique imaginaire, P = un 
ensemble non vide d'idéaux premiers de K, fini et vérifiant les conditions (si 
K ^ Q ) : 

a) si y G P, et p G N premier appartient à y, alors K<y — Qp 

b) si y ^ y' G P, alors p ^ p', et l'on a 
c) p1 7̂  1 (modpO» où £ est l'entier minimal tel que F(fipoo)/F(ppt) soit 

totalement ramifiée; on note \ipr le groupe des racines r-ièmes de l'unité et 
[ipoo = Up,pr. 

d) si y G P, le caractère central de 7r n'est pas ramifié en y . 
X est l'ensemble des caractères de Hecke (représentations automorphes de 

GL(1)) de K, d'ordre fini, non ramifiés aux idéaux premiers n'appartenant pas 
à P. Il est clair que X est un ensemble infini, et qu'il existe un nombre fini de 
X G X de conducteur de norme donnée q. 

THÉORÈME. On a pour a < Re s < 1 — a, 

lim LF(S,TTX) = 1 et lim L^is.nx) = 0 si m ^ 1. 

£/2 particulier Lf(s, ix\) n est pas nul sauf pour un nombre fini de \ G X. 

Remarques et variantes. 1) Notre résultat améliore celui de [5], puisque nous 
ne supposons pas que les éléments de P sont premiers au conducteur de 7r, mais 
seulement à celui du caractère central de ir. En particulier, si le caractère central 
de 7T est trivial, comme par exemple si L(s, n) est la fonction L d'une courbe 
elliptique, cette condition disparait. 

2) Le théorème se démontre pour tout corps K, tel qu'il existe un ensemble 
de caractères de Hecke de K ayant les propriétés du lemme principal. 

3) On déduit du théorème que LF(s, TT/X/) n'est pas nulle sauf pour un nombre 
fini de \ G X. Dans certains cas, les résultats de Shimura ([8]) permettent d'en 
déduire que L(.s, 7T/X/) n 'est pas nul sauf pour un nombre fini de \ G X. C'est 
le cas si K — Q et si n correspond à une forme modulaire holomorphe de 
poids k > 2. On sait grâce à Deligne que TT vérifie la conjecture de Ramanujan-
Petersson; les points s permis pour [8] sont s = r/k, avec r — 1 , . . . , & — 1. 

4) Il est possible de remplacer L(s, n/Xf) par une combinaison linéaire de 
fonctions analogues, à laquelle on peut appliquer le lemme principal. La limite 
galoisienne est la somme des coefficients. 

5) Par continuité, il est possible de remplacer les formules limites du théorème 
en un point s, par le même résultat pour tout point s situé dans un rectangle 
contenu dans la bande a <RQ s < l — a. 

6) Pour GL(3), le théorème reste vrai dans deux bandes, ne contenant pas 
Re s — 1/2 contenues dans a <Re s < \—a (où la condition (43) est vérifiée). 

7) Il est probablement possible d'obtenir des résultats analogues, si l'on ne 
suppose plus 7T parabolique, mais simplement que L(s, 7T/) ait un nombre fini 
de pôles. On obtient aisément une formule rapidement convergente pour L(s, n) 
hors des pôles, analogue à celle de Riemann pour la fonction zêta. 
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1. Formule rapidement convergente pour L(s, IT). On réfère pour la méthode 
à [6] et pour les fonctions L à [4] et aux nombreux articles de Jacquet. L'indice 
"/" dénote la partie finie, ou non archimédienne, et l'indice "oo" la partie infinie 
ou archimédienne d'une notion adélique, notée avec l'indice "A". Soit n = TTA = 
TT/TTOO une représentation automorphe parabolique de GL(n,KA),n ^ 1. 

La partie finie de sa fonction L prend la forme 

n 

CD L(5,TT/) = HH(i-a?NK/Q(<yrsr\ 

y parcourt les idéaux premiers de K, ou a? G C, et le produit converge 
absolument si Re s > 1. Soit a<y ^ 0 le plus petit réel positif ou nul tel que 
|<z/| ^ NK/QW)0- NOUS dirons que a<y est la déviation de n<y par rapport à la 
conjecture de Ramanujan-Petersson. On peut aussi écrire 

(2) Us,*f) = Y,a(*L)NK/Q(*Crs Res>l 

où 9\C parcourt les idéaux entiers de K. 
Regardons maintenant la partie infinie de la fonction L. C'est un produit de 

fonctions gamma de la forme T (as + & ) , Û > 0 , K C , et d'un polynôme. Pour 
toute place infinie v, soit av > 0, le plus petit nombre réel positif tel que L(s, 7rv) 
n'est ni zéro ni pôle dans la bande av < Re s < 1 — av. On dira que av est 
la déviation de nv par rapport à la conjecture de Ramanujan-Petersson. On dira 
que a = sup(av), v parcourant toutes les places de K est la déviation de -K par 
rapport à la conjecture de Ramanujan- Petersson. On sait que pour GL(2), a = 0 
si et seulement si cette conjecture est vérifiée. 

Il existe une fonction W sur GLi^K^) dans un espace de Whittaker, C°° et 
à décroissance rapide, telle que 

(3) L(j,7roo)= [ W(x ^ M J o d * 

où |JC|OO est le module de x et dx une mesure de Haar donnée dans GL(n — 
1, KQO). On peut écrire (3) comme la transformée de Mellin d'une fonction K(t), 
appartenant à l'espace de Schwartz S(]0, oo[): 

(4) / W(* 0)1̂ = f W y 
JGUn-lJCoa) V U • ' JO < 

(5) K(t) = / , W ( o J ) dy, K{t) = K(t, TT )̂ 

où 

Gl
œ = {g e GL(n-l,Kœ),\g\œ = \} 
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est la surface de la sphère de rayon 1; on notera 

Boo(u) = {ge GL(n - 1,^00), I*!*, > u} 

l'extérieur de la sphère de rayon u. On choisit un plongement de R+ = {x G 
R,x > 0} dans GL(n — l,Koo) de sorte que GL(n — 1, A'oo) — R+G^, on prend 
sur R+ la mesure usuelle dt/t et sur G^ celle compatible avec le produit. 

La fonction L de TT apparaît alors comme une transformée de Mellin: 

(6) L(j,7r)= f v(t)tsdt/t 
Jo 

où 

H. 

On est dans la situation analogue à celle considérée par Rieman, dans son 
étude de la fonction zêta. Les propriétés bien connues de la transformation de 
Mellin nous enseigne qu'une situation d'équation fonctionnelle pour L(s, ir) est 
équivalente à une situation d'équation fonctionnelle pour <̂ (f, n). Pour notre but, 
il est commode d'admettre l'équation fonctionnelle de L(s, TT) et d'en déduire 
celle de <£(/, 7r). Celle-ci, reportée dans (6), donnera l'expression rapidement 
convergente de L(s, n) que nous voulons obtenir. Dérivant terme à terme en 
s, on obtiendra des formules analogues pour les dérivées L(m)(s,7r). On sait 
que L(s, ir) est entière, bornée dans les bandes verticales, et vérifie l'équation 
fonctionnelle 

(8) L(j,7r) + e(s,7r)L(l-j,7r) 

où 7T est la duale de 7r, et le facteur e a la forme 

(9) C(J, 7T) = ^ ( T T ^ / Q C F C T T ) ) - ^ 1 / 2 

où F(7r) est le conducteur de 7r, et W(ir) est la constante de l'équation fonction­
nelle, et de module 1. 

Il est plus commode de remplacer L(s, n) par 

A(s,7r) = Ns/2L(s,Tr) 

où 

(10) N=NK/Q(F(n)) = N(n). 

Ceci ramène (8) à 

(11) A (s, TT) = W(n)A (1 - s, 7f) 
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et la transformation de Mellin (6), (7) à 

/•OO 

(12) A ( J , T T ) = / \l)(t)fdt/t avec 

(13) 1>(t) = W,*) = <P(t/Nl,2
Jir). 

Les propriétés de A nous apprennent que V(0 = 0(t~d), d > 0 quand î tend 
vers 0, et que t/> vérifie l'équation fonctionnelle: 

(14) ${t,n) = W(ir)rl\l>(rl,ir). 

Coupant l'intégrale (12) en deux parties séparées par u > 0 et transformant celle 
contenant 0, où se situent les problèmes de convergence, par (14), on obtient 
pour A une formule intégrale convergeant pour tout s G C: 

/•OO /«OO 

(15) A ( J , 7 T ) = / ïp(t,7T)tSdt/t+ W(7T)xp(t,TC)tl-Sdt/t. 
Ju J\/u 

Les convergences étant maintenant absolues, on peut permuter intégrale et 
somme (figurant dans t/0 

r°° dt 
(16) A{s,iry=Y,aM,*f) KiNg/Qi^t/N^n^y-

Ju * 

On est conduit à définir une nouvelle fonction, que nous appellerons la fonction 
L(7roo) incomplète, par analogie avec la fonction gamma incomplète: 

(17) Us,*00,x)= [°° Kit^ooy^-= f W(u ° ) K o > -
Jx l JBooix) V U ÏJ 

Comme fonction de x, elle appartient à l'espace de Schwartz S([0, oo[). Nous 
nous intéressons aux valeurs de la série (2) pour laquelle nous avons obtenu 
l'expression rapidement convergente donnée dans la proposition suivante. 

PROPOSITION 1. Pour tout s qui n'est ni zéro ni pôle de L(s, TTOQ), on a pour 
tout u > 0: 

(18) L{s,*f) 

= Y, a(*C, 7Tf)NK/Q(*C r'Us, TToo)"1 

x L ( ^ 7 r 0 0 , ^ / Q ( ^ ) ^ ( 7 r ) - 1 / 2
W ) 

X L(l - S, TToo, NK/Q{*C W W " 1 ' 2 » " 1 ) . 
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6 M.-F. VIGNÉRAS 

On s'intéressera aux valeurs de cette fonction pour Re s dans ]0,1[, et s ni 
zéro ni pôle de L(s, 7Too). Si aoo est la déviation de TT^ par rapport à la conjecture 
de Ramanujan-Petersson, les valeurs de s dans la bande a^ < Re s < 1 — a^ 
sont permises. 

On s'intéressera à une version simplifiée de la formule précise ci-dessus. 
Posons n = A^/QCAO, alors (18) est de la forme: 

(19) L(j,7r/) = ^a(^,s)El(m,s) + b(fhC,s)E2(nu~\s) 

(20) a(ï£, s) = 0(nTs+af+€), pour tout c > 0 

(21) b(9£, s) = Ofe1-54*'"*), pour tout e > 0. 

(22) £,(JC, s) est bornée, rapidement décroissante en x G [0, oo[, pour / = 
1,2, 

(23) £ I ( 0 , J ) = 1 

où a/ est la déviation de 7T/ par rapport à la conjecture de Ramanujan-Petersson 
et âf celle de 7f/. On sait que a/ = âf. On voit que les fonctions a et £ sont 
décroissantes par rapport à la première variable si et seulement si s est dans la 
bande a/ < Re s < 1 — a/. Pour ces raisons, nous supposerons 

(24) a < Re 5 < 1 - a 

où Û = sup(ûfoo,a/) est la déviation de TT par rapport à la conjecture de 
Ramanujan-Petersson. 

Si Ton dérive (18) en s, on obtient 

m 

(25) L(m)(5,7T/) = J2 Qkm YJ ^ > *)(L°ê nfEf-k)(nu, s) 

+ ftCAC, s)(Log nfElm-k)(nu-\ s). 

Cette expression est analogue à (19), et les propriétés (20), (21) restent vérifées 
avec les mêmes exposants de n, (22) est aussi vérifée, mais Ton a 

(26) £{m)(0, s) = 0, pour tout m ^ 1. 

Nous voulons maintenant savoir comment (18) se modifie, si Ton tord ir par 
un caractère de Hecke de K, c'est-à-dire par un homomorphisme continu \ de 
K£/K* dans le groupe des nombres complexes de module 1. 

Regardons comment se modifient les parties finies. On sait que, sous certaines 
conditions 

(27) F(7TX) = F(7T)F(x)n 

(28) a{9i, irfXf) = X(*C )a(*C, */) 

(29) W(nfXf) = W(7rf)W(xf)n • ^ (F(X))X(F(TT)) 
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où Un est le caractère central de 7i\ et où l'on associe à un caractère de Hecke 
un caractère d'idéaux de la façon usuelle (ce caractère est nul sur les idéaux 
non premiers aux conducteur). Ces formules sont vraies si les conducteurs de TX 
et de x sont premiers entre eux. Utilisant [1] et [2] on sait qu'elles sont encore 
vraies si pour tout y | (F(7r), F(x)X on a 

val rF(X)>2val rF(7T), 

(7T cuspidale, mais par induction à partir des cuspidales, grâce aux résultats 
de [3] on peut supprimer cette hypothèse), et si UJ^ n'est pas ramifié en y. 
Examinons maintenant les parties infinies, dans le cas simple où Xoo est trivial 
sur la composante connexe de 1 dans K^. On a: 

(30) L(S, TTooXoo) = L(S, TToo) 

(31) ^(TTOOXOO) = irW(iroo), r dépend de TT^ et de Xoo-

Pour les représentations duales, on a 

(32) (TTXr-TTX"1. 

Nous obtenons alors pour \ vérifiant les conditions ci-dessus, une forme parti­
culièrement simple pour la valeur L(^,7r/X/)' avec les notations de (18), (19): 

(33) L(s, KfXf) = ] T * ( ^ M * C , s)Ex{nuq-nl2
1 s) 

+ X(K)h.(*L,s)E2(nu-lq~nl2,s) 

où q est la norme du conducteur de \, et 

(34) x(*C ) - iruAF(x)Mn*)W(K)nX(*C )^ ( - 5 + 1 / 2 ) . 

Si l'on dérive (33) en s, on obtient l'analogue tordu de (25): 

m 

(35) L(m\s, 7rfXf) = X Ck
m Y, X(*C M*C, *)(Log nfE^inuq^l2, s) 

£=0 

+ Wt )k(*C , *)(Log n)kE^-k\nu-xq-nl\ s). 

2. Lemme principal. Nous allons démontrer un résultat de limite pour les 
moyennes galoisiennes des fonctions de caractères de la forme (33). Ce résultat 
est essentiellement du à Rohrlich. 

On considère les données: 
K est un corps de nombres, O est l'anneau des entiers de K, fA£ parcourt 

l'ensemble N des idéaux entiers de K, n est la norme de fA£. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x


8 M.-F. VIGNERAS 

a,b£CN sont à décroissance lente à l'infini: il existe a > 0, b > 0 tels que 
pour tout e > 0, 

(36) a(9i ) = 0{rCa+e\ b(*C ) = 0{n~b^) 

(37) E\, E2 G C]0oo[ sont bornés, à décroissance rapide à l'infini, 

X —> x est une application de X dans CN, où X est un ensemble donné de 
caractères de Hecke de K de type AQ, vérifiant les conditions 

(38) X est infini 

(39) le nombre de X de conducteur de norme donnée q est fini. 

rf = (f,r>0 

F est un corps de nombres sur lequel on prend les moyennes galoisiennes, et 
il existe des constantes c/ > 0, ne dépendant que de x, K,F,e telles que 

(40) XFCAO ¥ 0 implique n = 1 ou n > c\qCl 

(41) le nombre de N tels que XFCAO ¥ 0, n < / est majoré par ci[l/q] 

(42) IXFOAOI < c4?~c+e, pour tout e > 0. 

(43) (2r-l+a)(l-b)<c. 

On s'intéresse aux fonctions L : X —• C 

(44) L(x) = X ) 2(#)X(#)Ei(nu/q f) + 6(#)x(^)E2(n/uq') 

expression valable pour tout u > 0. 

(45) LEMME. // emte a > 0 tel que 

\imLF{X)-a{O)Ex(q-°) = 0. 

Autrement dit, le comportement asymptotique de L est déterminé par celui de 
a(0)E\ au voisinage de 0. Comme application, on voit que si a(O) ^ 0 et si 
E\ n'est pas nul dans un voisinage de 0, alors Lf{\) n'est pas nul sauf pour un 
nombre fini de \ £ ^-

Preuve du lemme. Nous imitons la démonstration de [5]. On décompose Lf 
en trois parties: 

(46) LF(x) = a(0)El(u/qf) + Ei + E2 

(47) Ei = ^a(<M)XFVM)Ei(nu/</) 

(48) E2 = J2 &*C)XF(*C)E2(n/urf). 
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Puis, nous profitons de la latitude que nous avons pour choisir u. Soit — r < (3, 
u = q~P, et Ton veut montrer que Si et H2 tendent vers 0 si q —• 00. Con­
sidérons d'abord Si que Ton décompose en trois parties 

(49) B 1 = X > £ + £ 
2én<q q%n<p pin 

où l'on choisit 

p = ql+y, avec 1 > max(0,0 - 1 + r). 

On fixe de nouvelles constantes c, > 0 dont l'existence est assurée par les 
données: 

(50) laCY;)| < c5n-"+( 0<e<a 

(51) \EiM\ < c6 

(52) \èL*C)< cirr
b+t 0<e<b 

et l'on utilise les majorations: 

(53) 

(54) 

(55) 

£ 
2£n<q 

E 
q<n1kp 

E 
p<n 

èc5c6 J2 IXFCV:)!»-

2£n<q 

ÛC5C6 ^ I X F ( # ) | » ~ 
q<n£p 

£c5J2^ (""/</)• 

Occupons nous de la partie droite de (53). On suppose 0 < e < a, comme n a+e 

est une fonction décroissante de n, les conditions (40), (41) impliquent 

(56) c5c6 Y, \Xf(*C)\n-a+e <c5c6C3(ci^2rû+e 

2£n<q 

le membre de droite de (56) tend vers 0 si q —• oo. Considérons maintenant la 
partie droite de (54), à laquelle nous appliquons (41): 

(57) c5c6 £ Xf(*C)n-a+€ < c5c6c3q-a+1+*. 
qf*n<p 

On choisit 7 < a ce qui est possible si Ton suppose f3 <a — r +1, et Ton choisit 
e < a — 7, alors la partie droite de (57) tend vers 0 si q —* oo. Considérons 
alors la partie droite de (55); comme 

unjq' > q-P-l+l+7-r 
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10 M.-F. VIGNERAS 

et que E\ est à décroissance rapide à l'infini, il est évident qu'elle tend vers 0 
si q —• oo. 

Il reste à examiner H2, que l'on décompose en deux parties qui tendront 
vers 0 

(58) E2=5>E 
\£n<s sûn 

séparées par s = ql~a, où a < (3 — r + 1. 
On ajoute à (50), (51), (52) la majoration manquante 

(59) \E2(x)\ < cs 

et l'on utilise les majorations: 

(60) 

(61) 

l£n<s 
E 

E 

<c 7 c 8 J2 IXFCAOI"' 
l£n<s 

<c1c4^E2(n/q,u). 

On procède pour la partie droite de (61) comme pour celle de (55). Comme 

n/urf > ql-a+P-r 

et que E2 est à décroissance rapide à l'infini, elle tend vers 0 si q —* 00. Dans 
la partie droite de (60), on applique (42): pour tout 77 > 0, 

(62) clC% J2 XF(^C)n-b+e<clCsc4q-c^ £ n~b+e 

< constante ^-c+d-aX-fc+i+e)^ 

On pourra choisir r/, e, a tels que l'exposant de q est négatif, si et seulement si 
(1 — a)(l — b) < c, ou ce qui est équivalent (43). Alors la partie droite de (62) 
tend vers 0 si q —• 00. 

3. Caractères de Hecke. Il reste à vérifier qu'il existe des ensembles de 
caractères vérifiant (38) à (41), pour que le lemme principal ne soit pas vide. Si 
AT = Q, il en existe ([5]). Nous allons vérifier qu'il en est de même si K est un 
corps quadratique imaginaire, hypothèse simplificatrice, puisque nous n'avons 
alors pas d'unité d'ordre infini dans K. Je ne sais pas si l'on peut prendre K 
quelconque, par exemple K égal à un corps quadratique réel. 

LEMME. Soit X r ensemble de caractères de Hecke d'un corps quadratique 
imaginaire, ayant les propriétés définies dans V introduction. Alors X vérifie les 
conditions (38) à (41) du lemme principal. 
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Preuve. (38) et (39) sont faciles. Pour (38) on utilise que pour tout caractère 
de Oy = Z* trivial sur les unités d'ordre fini, il existe un caractère de Hecke 
de X, d'ordre fini, non ramifié hors de y, et dont il est la y -composante. Ici, 
l'hypothèse que K a un groupe d'unités fini est essentielle. Pour vérifier (40), 
(41) la remarque suivante, de à Rohrlich, est fondamentale: si x est une racine 
de l'unité d'ordre divisible par//+1, alors 

(63) traceF(jc)/F(x) = 0. 

Nous l'appliquerons de la façon suivante: soit encore \ Ie caractère des idéaux 
fractionnaires de K, premiers au conducteur Q de \ G X, ou le caractère de 
(O /QTi normalisés de sorte que 

(64) X (*a ) = XGOXW, si (Q,Aa) = (Q,A) = O, 

et à est l'image de a dans O /Q. Alors si \F{Ad) et XFC#) sont non nuls, pt+l 

ne divise pas l'ordre de x(â), pour tout y \Q. 
Les hypothèses faites sur P impliquent qu'alors pt+l ne divise pas l'ordre de 

Xy{a). Suivant [5], on obtient facilement une congruence sur a: il existe m G 
N, indépendant de \ G X, un idéal entier C indépendant de \ G X, tels que 

(65) am = l(modQ/(C,Q)). 

Un argument facile permet d'en déduire (40). Pour (41), il suffit alors d'utisiser 
que le nombre d'idéaux entiers contenant Q, de norme < / est 0(l/q). Ceci 
implique que le nombre d'idéaux entiers Sia,oùam — l G Q/(C, Q) et N(Sla) < 
l est 0(1/q)\ ceci se voit en représentant géométriquement les éléments de K 
[1]. 

Applications aux moyennes galoisiennes de valeurs spéciales de fonctions 
L. Nous allons appliquer le lemme principal aux fonctions L(/n)(5,7i/X/) données 
en (33), (35). Nous supposons désormais que (K,X) vérifie les hypothèses de 0. 

LEMME. La fonction x(fAO donnée en (34) vérifie (42) avec c = 1/2, si 
s = 1/2. 

Preuve. Tout revient à montrer le même résultat pour une puissance quel­
conque de sommes de Gauss, ce qui résulte d'une estimation connue de sommes 
de Kloosterman généralisées ([7], [9]). 

On remarque dans (34) que les termes r, F(x) ne changent pas si l'on remplace 
X par xa , ^ G Aut (C), et l'on peut les oublier. Nous sommes amener à estimer 
la moyenne galoisienne de 

(66) X(cc)q~n/2 

xe(0/Q)* 
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où I/JQ est un caractère additif de O, tel que Q soit le plus grand idéal entier 
sur lequel I/JQ est trivial. On fait apparaître une somme de Kloosterman. La 
moyenne galoisienne de (66) est égale à: 

(67) q~nl2 YJ XF(&x)J(x,n-\) 
xe(o/Q)* 

où 

(68) J(x,n-1)= ] T ipQ(yi+...+yn). 
ye(0/Q)*n 

y\...y„=x 

L'estimation connue, si q —• oo: 

(69) J(x,n-l) = 0(q(n-l)/2). 

D'après (65), si q —• oo 

(70) ]T XFWX) = 0(1). 

xe(0/Q)* 

Combinant (69), (70) on obtient l'estimation souhaitée de (67). 
Soit L(x) = L(m)(s, 7i/x/) donnée par (35), où a < Re s < 1 — a. Si 7r est 

une représentation parabolique de GL(n), n ^ 2, la condition (43) est toujours 
vérifiée dans cette bande. On applique le lemme principal, et l'on obtient: soit 
Xo l'ensemble des caractères de X tels que si y G P, y \ F(TT) alors 

vaV(F(7T)2)<v%(F(x)). 

Alors 

T rim), ^ \ ! SI W = 0 
jr-^oo ' ' J ̂  0 si m ^ 0. tf—KX) 

On décompose X = UX,- en un nombre fini de parties X; — {x/x}? o u Xi £ ̂  e s t 

un caractère de conducteur divisant F(TT)J>, la P -partie de F(TT)2, et x parcourt 
les éléments de X de conducteur vérifiant 

val rF(x) > 2valrF(7r) si y G P, 

ne divise pas F(x/). Cette partition décrit les différents chemins suivis par les 
éléments de X pour tendre vers l'infini. La relation (71) reste vérifiée pour 
X G Xi, au lieu de Xo (on écrit (35) pour le couple (7rx/x))> quelque soit /. Elle 
est donc vraie pour \ € X. Le théorème donné en 0 est démontré. 
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Note. Les résultats de cet article ont été étendus par Rohrlick dans "L-J'unctions 
and division towers", Math. Ann. 981 (1988), 611-632. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. Borevich-Chafarevich, Théorie des nombres (Gauthier-Villars, Paris, 1967). 
2. Deligne, Kazhdan et Vignéras, Représentations des algèbres centrales simples locales, dans 

Représentations des groupes reducifs sur un corps local (Hermann, Paris, 1984). 
3. Godement et Jacquet, Zêta functions of simple algebras. Springer-Verlag Lecture Notes 260 

(1972). 
4. Jacquet, Piatetskii-Shapiro et Shalika, Automorphic forms on GL(3), Ann. of Math. 109 (1979), 

213-258. 
5. Rohrlich, On L-functions of elliptic curves and cyclotomic towers, Invent. Math. 75 (1984), 

409-423. 
6. Riemann, Sur le nombre des nombres premiers inférieurs à une grandeur donnée, Oeuvres, 

tirage (1968), 165-176. 
7. Serre, Majoration de sommes exponentielles, Astérisque 41-^2 (1977) 111-126. 
8. Shimura, The special values of the zeta functions associated with cusp-forms, Comm. Pure Appl. 

Math. 29 (1976), 783-804. 
9. Weinstein, The hyper-Kloosterman sum, L'enseignement mathématique 27 (1981), 29^0. 

Université Paris 7, 
Paris, France 

https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x

