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MOYENNES GALOISIENNES DES
VALEURS DE FONCTIONS L

MARIE-FRANCE VIGNERAS

0. On se propose d’étendre un résultat de Rorhlich [5] concernant les
moyennes galoisiennes des valeurs en s = 1 des fonctions L associées a une
forme modulaire de poids 2, tordue par certains caracteres de Dirichlet. On con-
sidérera une représentation automorphe parabolique 7 de GL(n),n < 2, sur un
corps de nombres K, et I’on s’intéressera aux valeurs des fonctions L(s, my) et
de leurs dérivées L™(s, mx),m = 1, ol x parcourt certains caractéres de Hecke
de K, d’ordre fini, et ou s appartient a la bande @ < Re s < 1 —a, oll a mesure
la déviation de 7 par rapport a la conjecture de Petersson généralisée.

Pour n = 1,a = 0; pour n = 2, on sait que a = 0 est équivalent a la
conjecture de Ramanujan-Petersson, et que a < 1/4, donc la valeur critique
s = 1/2 appartient toujours a cette bande.

En 1, on exprime L(s, 7) sous forme intégrale, puis sous la forme d’une série
rapidement convergente, pour tout s € C. La formule généralise 1’expression
rapidement convergente bien connue de la fonction z€ta obtenue par Riemann.

En 2, on démontre le lemme fondamental, essentiellement dii a Rohrlich,
généralisé de facon a pouvoir I’appliquer aux fonctions L, ou a leur dérivées,
obtenues par la théorie des représentations.

En 3, on démontre qu’il existe effectivement des ensembles de caractéres de
Hecke, infinis, et satisfaisant les conditions du lemme de Rohrlich. Malheureuse-
ment nous ne vérifions ceci que si K est un corps quadratique imaginaire (si
K = Q [5]), situation particulierement simple due au fait qu’alors le nombre
d’unités de K est fini. Il est évident qu’il serait souhaitable d’améliorer les
résultats obtenus.

En 4, nous tirons les conséquences des trois parties précédentes, et nous
obtenons le théoreme principal. Nous énoncons maintenant le résultat obtenu
sur un corps K = Q ou un corps quadratique imaginaire.

Soit F un corps de nombres. Soit L(x) une fonction a valeurs complexes,
définie sur les caracteres de Hecke de K de type Ag, c’est-a-dire tels que le
corps F(x) engendré par les valeurs de x sur F est de degré fini. La moyenne
galoisienne de L sur F est

Lr) =[F' :FI7' " L")

o0€Gal (F'[F)
pour toute extension galoisienne F’/F contenant F(x).

Recu le 25 janvier 1984.
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Notations et hypothéses. K = Q ou un corps quadratique imaginaire, P = un
ensemble non vide d’idéaux premiers de K, fini et vérifiant les conditions (si
K #Q):

a) si & € P, et p € N premier appartient a 9, alors Ky = Q,

b)siy #9'€P,alorsp #£p',etl’ona

c) p' # 1 (mod p'), ol t est I’entier minimal tel que F(u,,m)/F(u,,:) soit
totalement ramifiée; on note p, le groupe des racines r-iemes de I'unité et
Hpeo = Ulpr .

d) si & € P, le caractére central de 7 n’est pas ramifié¢ en 9.

X est I’ensemble des caracteres de Hecke (représentations automorphes de
GL(1)) de K, d’ordre fini, non ramifiés aux idéaux premiers n’appartenant pas
a P. 1l est clair que X est un ensemble infini, et qu’il existe un nombre fini de
X € X de conducteur de norme donnée q.

THEOREME. On a pour a < Re s <1 —a,

qlgglo Lr(s,mx) =1 et qll'rgo L, mx) =0 si m=1.
X€X XEX

En particulier Lr(s, mx) n’est pas nul sauf pour un nombre fini de x € X.

Remarques et variantes. 1) Notre résultat améliore celui de [5], puisque nous
ne supposons pas que les éléments de P sont premiers au conducteur de m, mais
seulement a celui du caractére central de 7. En particulier, si le caractere central
de 7 est trivial, comme par exemple si L(s, ) est la fonction L d’une courbe
elliptique, cette condition disparait.

2) Le théoreme se démontre pour tout corps K, tel qu’il existe un ensemble
de caracteres de Hecke de K ayant les propriétés du lemme principal.

3) On déduit du théoréme que Lr(s, 7 Xr) n’est pas nulle sauf pour un nombre
fini de x € X. Dans certains cas, les résultats de Shimura ([8]) permettent d’en
déduire que L(s, mxy) n’est pas nul sauf pour un nombre fini de x € X. C’est
le cas si K = Q et si m correspond a une forme modulaire holomorphe de
poids k > 2. On sait grace a Deligne que 7 vérifie la conjecture de Ramanujan-
Petersson; les points s permis pour [8] sont s = r/k, avec r = 1,...,k — 1.

4) 11 est possible de remplacer L(s, mrxs) par une combinaison linéaire de
fonctions analogues, a laquelle on peut appliquer le lemme principal. La limite
galoisienne est la somme des coefficients.

5) Par continuité, il est possible de remplacer les formules limites du théoreme
en un point s, par le méme résultat pour tout point s situé dans un rectangle
contenu dans la bande a <Re s < 1 —a.

6) Pour GL(3), le théoréme reste vrai dans deux bandes, ne contenant pas
Res =1 / 2 contenues dans @ < Re s < 1 —a (ou la condition (43) est vérifiée).

7) 11 est probablement possible d’obtenir des résultats analogues, si I’on ne
suppose plus 7 parabolique, mais simplement que L(s,7y) ait un nombre fini
de poles. On obtient aisément une formule rapidement convergente pour L(s, )
hors des pobles, analogue a celle de Riemann pour la fonction zeta.
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1. Formule rapidement convergente pour L(s, ). On refére pour la méthode
a [6] et pour les fonctions L a [4] et aux nombreux articles de Jacquet. L’indice
“f” dénote la partie finie, ou non archimédienne, et I’indice “o0” la partie infinie
ou archimédienne d’une notion adélique, notée avec 1’indice “A”. Soit 7 = m4 =
T Moo UNE représentation automorphe parabolique de GL(n,Ky),n 2 1.

La partie finie de sa fonction L prend la forme

n
M Ls,ymp) =TT —a N,
7 i=1
9 parcourt les idéaux premiers de K, ol a,?’ € C, et le produit converge
absolument si Re s > 1. Soit ay 2 0 le plus petit réel positif ou nul tel que
lai| = Ngq(9")°. Nous dirons que ay est la déviation de Ty par rapport a la
conjecture de Ramanujan-Petersson. On peut aussi écrire

@ L) =) a@0Ngg) ™ Res>1
A

ol A’ parcourt les idéaux entiers de K.

Regardons maintenant la partie infinie de la fonction L. C’est un produit de
fonctions gamma de la forme I' (as + b), a > 0, b € C, et d’un polyndme. Pour
toute place infinie v, soit a, > 0, le plus petit nombre réel positif tel que L(s, 7,)
n’est ni zéro ni pole dans la bande g, < Re s < 1 —a,. On dira que a, est
la déviation de , par rapport a la conjecture de Ramanujan-Petersson. On dira
que a = sup(a,), v parcourant toutes les places de K est la déviation de 7 par
rapport a la conjecture de Ramanujan- Petersson. On sait que pour GL(2), a = 0
si et seulement si cette conjecture est vérifiée.

I1 existe une fonction W sur GL(n,K,) dans un espace de Whittaker, C™ et
a décroissance rapide, telle que

0
3) L(s,w)=/ W% O de
= GL(n—1,K.0) (0 l)l B

ol x| est le module de x et dx une mesure de Haar donnée dans GL(n —
1, Ks). On peut écrire (3) comme la transformée de Mellin d’une fonction K (),
appartenant a 1’espace de Schwartz S(]0, oo[):

0 o0 dt
4 w(* x[S, = / K@) —
@ [}L(n—l,Kw) (0 l)l | 0 t

_ y 0 _
® ko= [ w(¥ D) KkO=Kemo)

ou

1
o0

Gl, = {g € GL(n — 1,K),|gloo = 1}
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est la surface de la sphere de rayon 1; on notera
Boo(u) = {g € GL(n — 1,K), lgloo > u}

I’extérieur de la sphére de rayon u. On choisit un plongement de R* = {x €
R,x > 0} dans GL(n — 1,K) de sorte que GL(n — 1,K,) = R*G._, on prend
sur R* la mesure usuelle dt/t et sur G celle compatible avec le produit.

La fonction L de 7 apparait alors comme une transformée de Mellin:

6) L(s,7r)=/ p)dr/t
0

N

ou

D ) =pt,m) =Y a\, 1)K Ny jo(N s Too)-
N

On est dans la situation analogue a celle considérée par Rieman, dans son
étude de la fonction z€ta. Les propriétés bien connues de la transformation de
Mellin nous enseigne qu’une situation d’équation fonctionnelle pour L(s, ) est
équivalente a une situation d’équation fonctionnelle pour (¢, ). Pour notre but,
il est commode d’admettre 1’équation fonctionnelle de L(s, ) et d’en déduire
celle de ¢(t, m). Celle-ci, reportée dans (6), donnera 1’expression rapidement
convergente de L(s,T) que nous voulons obtenir. Dérivant terme a terme en
s, on obtiendra des formules analogues pour les dériveées L™ (s, 7). On sait
que L(s, ) est entiére, bornée dans les bandes verticales, et vérifie 1’équation
fonctionnelle

8) L(s, ) + e(s, m)L(1 — s, %)
ou 7 est la duale de m, et le facteur € a la forme
9 €5, m) = W(mNoF(m) /2

ou F(m) est le conducteur de 7, et W () est la constante de 1’équation fonction-
nelle, et de module 1.
Il est plus commode de remplacer L(s, m) par

A(s,m) = N*2L(s, )
ou
(10) N = Ng q(F(m) = N(m).

Ceci raméne (8) a

(1) A@,m)y=WmAQA —s,%)
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et la transformation de Mellin (6), (7) a

(12) AGs,m) = / Y(Or'dt/t  avec
0
(13) W) = Y(t, ™) = (/N2 m).

Les propriétés de A nous apprennent que ¥(t) = O(t™), d > 0 quand ¢ tend
vers 0, et que 1 vérifie 1’équation fonctionnelle:

(14) Pt n) = W e, 7).

Coupant I’intégrale (12) en deux parties séparées par u > 0 et transformant celle
contenant 0, ol se situent les problemes de convergence, par (14), on obtient
pour A une formule intégrale convergeant pour tout s € C:

(15) A@,m = / Y(t, Mde [t + / ” W (o, 1)t dt /1.
u 1/u

Les convergences €tant maintenant absolues, on peut permuter intégrale et
somme (figurant dans 1)

o0 d

16 Asym =T a0, m) [ KON, o
NN b r _,dt
+W(m Y ad, %) /1 WK (NK/Q(N)W,%) S

On est conduit a définir une nouvelle fonction, que nous appellerons la fonction
L(7) incompléte, par analogie avec la fonction gamma incompleéte:

w4 0) luldu.

o0 dt
A7) L5, ooy ) = / Ko & = /B « 0

00 (X)

Comme fonction de x, elle appartient a 1’espace de Schwartz S([0, oo[). Nous
nous intéressons aux valeurs de la série (2) pour laquelle nous avons obtenu
I’expression rapidement convergente donnée dans la proposition suivante.

PropoSITION 1. Pour tout s qui n’est ni zéro ni pole de L(s, ), on a pour
tout u > 0:

(18) L(s, )
= a(A, )Nk ;N ) °L(s, Too) ™!
X L(S, oo, Ng jQ(N N (m) ™2
+W@N @ ™2 3" a(A, %Nk () ™ Ls, o)™
X L(1 = 5, o0, Ng jo(AON ()™ /2u™1).
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On s’intéressera aux valeurs de cette fonction pour Re s dans ]O, 1[, et s ni
zéro ni plle de L(s, 7). Si ax est la déviation de 7o, par rapport a la conjecture
de Ramanujan-Petersson, les valeurs de s dans la bande a, < Re s <1 —aq

sont permises.
On s’intéressera a une version simplifiée de la formule précise ci-dessus.
Posons n = Ng /Q(ﬂ\[ ), alors (18) est de la forme:

(19)  Lis,m) = D a(A(, 9E:(uu, 5) + b, )Ex(nu™" 5)
20)  a(A,s) = 0@ **¥*), pour tout € >0
(1) b, s) = O@'"**%*), pour tout € > 0.

(22) E;(x,s) est bornée, rapidement décroissante en x € [0, oo[, pour i =
1,2,

23)  E0,9)=1

ol gy est la déviation de 7 par rapport a la conjecture de Ramanujan-Petersson
et dr celle de 7y. On sait que af = dr. On voit que les fonctions a et b sont
décroissantes par rapport a la premiére variable si et seulement si s est dans la
bande ar < Re s < 1 — ay. Pour ces raisons, nous supposerons

(24) a<Res<l-—a

ol @ = sup(dso,ar) est la déviation de m par rapport a la conjecture de
Ramanujan-Petersson.
Si ’on dérive (18) en s, on obtient

@5)  L™Gs,m) =) CLD a(N,s)Log n\E{" ™ (au, s)

k=0
+b(A(, s)(Log N ES" P (au™", 5).

Cette expression est analogue a (19), et les propriétés (20), (21) restent vérifées
avec les mémes exposants de n, (22) est aussi vérifée, mais 1’on a

(26) E{™(0,5s) =0, pourtoutm= 1.

Nous voulons maintenant savoir comment (18) se modifie, si ’on tord 7 par
un caractere de Hecke de K, c’est-a-dire par un homomorphisme continu x de
K /K* dans le groupe des nombres complexes de module 1.

Regardons comment se modifient les parties finies. On sait que, sous certaines

conditions

27) F(mx) = F(mF(x)"

(28) a(N, mxy) = x(A)a(N, mr)

(29) W(mexr) = W(mp )W (xp)" - wr(F())x(F ()
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ou wy est le caractere central de w, et ou I’on associe a un caractére de Hecke
un caractere d’idéaux de la fagon usuelle (ce caractére est nul sur les idéaux
non premiers aux conducteur). Ces formules sont vraies si les conducteurs de 7
et de x sont premiers entre eux. Utilisant [1] et [2] on sait qu’elles sont encore
vraies si pour tout | (F(m),F(x)), on a

valy F(x) > 2valy F (),

(7 cuspidale, mais par induction a partir des cuspidales, grice aux résultats
de [3] on peut supprimer cette hypothése), et si w, n’est pas ramifié en 9.
Examinons maintenant les parties infinies, dans le cas simple ou X est trivial
sur la composante connexe de 1 dans KZ,. On a:

(30)  L(s, TeoXoo) = L(s, To)
(31 W (TooXo0o) = i’ W(mrs), r dépend de 7y, et de Yoo-

Pour les représentations duales, on a
(32 @)=l
Nous obtenons alors pour x vérifiant les conditions ci-dessus, une forme parti-
culierement simple pour la valeur L(s, s xy): avec les notations de (18), (19):
33)  Ls,mpxp) = Y X(N)aA, $)Ei(nug "/, 5)

+ XA, Ea(nu" g™/, 5)

ol g est la norme du conducteur de ¥, et

BG4 KAL) = i"wr(FOOXE W ()" KA g™ 2.

Si I’on dérive (33) en s, on obtient 1’analogue tordu de (25):

(35) L™, mxp) = ) Co o X(A)a(\, s)(Log m)*EY" P (aug ", 5)

k=0
+ RAOBA, s)(Log nyES" P g2, s).

2. Lemme principal. Nous allons démontrer un résultat de limite pour les
moyennes galoisiennes des fonctions de caractéres de la forme (33). Ce résultat
est essentiellement du a Rohrlich.

On considére les données:

K est un corps de nombres, O est I’anneau des entiers de K, A parcourt
I’ensemble N des idéaux entiers de K, n est la norme de N[ .
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a,b € CV sont a décroissance lente 2 Iinfini: il existe a > 0, b > 0 tels que
pour tout € > 0,

(36)  a(N)=0n""), bA)=0(m"")

37 Ei, E; € C1%l sont bornés, a décroissance rapide a I’infini,

x — % est une application de X dans CV, oll X est un ensemble donné de
caractéres de Hecke de K de type Ay, vérifiant les conditions

(38) X est infini
(39) le nombre de X de conducteur de norme donnée g est fini.
qd=q,r>0

F est un corps de nombres sur lequel on prend les moyennes galoisiennes, et
il existe des constantes ¢; > 0, ne dépendant que de x,K, F, ¢ telles que

(40) xr(N[) # 0 implique n =1 ou n > ¢;¢
40 le nombre de N tels que xr(A) # 0, n <[ est majoré par c3[!/q]
(42) |%F(AN)| < cag™*, pour tout € > 0.
“43) Qr—1+a)l —b)<ec.
On s’intéresse aux fonctions L : X — C
@) LO) = Y a@OXAOE N (u/q) + BN )Ex(n/uq)
N eN
expression valable pour tout u > 0.
(45) LeMME. Il existe o > 0 tel que
lim Lr(x) —a(O)Ei(g™7) = 0.
XEX
g—00

Autrement dit, le comportement asymptotique de L est déterminé par celui de
a(O)E| au voisinage de 0. Comme application, on voit que si a(0O) # 0 et si
E) n’est pas nul dans un voisinage de 0, alors Lr(x) n’est pas nul sauf pour un
nombre fini de x € X.

Preuve du lemme. Nous imitons la démonstration de [S]. On décompose Lg
en trois parties:

@6)  Lr(x) = a(O)E\(u/q) +Ei + B,

(47) Ei =Y a)xr(N)E(nu/q))
n22

48) Ex= ) bAOXF(AE(n/ug).
A EN

https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1989-001-x

MOYENNES GALOISIENNES DES VALEURS DE FONCTIONS L 9

Puis, nous profitons de la latitude que nous avons pour choisir u. Soit —r < 3,
u = qP, et ’on veut montrer que E; et =, tendent vers 0 si ¢ — 0o. Con-
sidérons d’abord E; que I’on décompose en trois parties

@9) Ei= ) +y +y,

2Sn<q qsSn<p pSn

ol I’on choisit
p=q"", avec¥>max(0,8—1+r).

On fixe de nouvelles constantes ¢; > 0 dont I’existence est assurée par les
données:

(50) laN)| < cesn™ 0<e<a
(620 |E1(x)| < cg
(52)  |[B(N) <cin™P 0<e<b

et ’on utilise les majorations:

63) | D [Sesce D Ixp@O)In
2sn<q 28n<q
54 | D |Sesce Y @O
q<nsp q<nSp
(55) Do Ses ) Einu/q).
p<n p<n

Occupons nous de la partie droite de (53). On suppose 0 < € < a, comme n~9*¢
est une fonction décroissante de n, les conditions (40), (41) impliquent

(56)  csce Y |xr(A)In™™ < cscecs(c1g?)
2sn<q

le membre de droite de (56) tend vers O si ¢ — oo. Considérons maintenant la
partie droite de (54), a laquelle nous appliquons (41):

(57)  cscs Py, PN < csceeaqg ™M,

qsn<p

On choisit ¥ < a ce qui est possible si I’on suppose 8 < a—r+1, et ’on choisit
€ < a —", alors la partie droite de (57) tend vers O si ¢ — o0o. Considérons
alors la partie droite de (55); comme

un/q/ > q—ﬁ+1+‘y—r
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et que E; est a décroissance rapide a ’infini, il est évident qu’elle tend vers 0

si g — 00.

Il reste a examiner Ej, que ’on décompose en deux parties qui tendront
vers 0
® E= Y Y

1Sn<s sSn

séparées par s = ¢! %, ol a < B —r + 1.
On ajoute a (50), (51), (52) la majoration manquante

(59)  [Eax)| <cs

et ’on utilise les majorations:

(60) Do <eres Y Ixr@0)|ne
1Sn<s 1Sn<s
61) Z < C7C4ZE2(n/q'u).
sSn sSn

On procede pour la partie droite de (61) comme pour celle de (55). Comme

n/uq’ > ql—a+ﬂ—r
et que E; est a décroissance rapide a I’infini, elle tend vers O si ¢ — 00. Dans
la partie droite de (60), on applique (42): pour tout n > 0,

62 ercs p, XN <ergesg™ Y A
1Sn<s A ,1SnSs
< constante g~ cH1=(b+1+ern,
On pourra choisir 7, €, o tels que ’exposant de g est négatif, si et seulement si
(1 —a)(1 —b) <c, ou ce qui est équivalent (43). Alors la partie droite de (62)
tend vers 0 si g — oo.

3. Caracteres de Hecke. Il reste a vérifier qu’il existe des ensembles de
caracteres vérifiant (38) a (41), pour que le lemme principal ne soit pas vide. Si
K = Q, il en existe ([5]). Nous allons vérifier qu’il en est de méme si K est un
corps quadratique imaginaire, hypothese simplificatrice, puisque nous n’avons
alors pas d’unité d’ordre infini dans K. Je ne sais pas si I’on peut prendre K
quelconque, par exemple K égal a un corps quadratique réel.

LEMME. Soit X I'ensemble de caractéres de Hecke d’un corps quadratique
imaginaire, ayant les propriétés définies dans I’ introduction. Alors X vérifie les
conditions (38) a (41) du lemme principal.
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Preuve. (38) et (39) sont faciles. Pour (38) on utilise que pour tout caractére
de 09*, = Z; trivial sur les unités d’ordre fini, il existe un caractére de Hecke
de X, d’ordre fini, non ramifié¢ hors de 9, et dont il est la ¥ -composante. Ici,
I’hypothése que K a un groupe d’unités fini est essentielle. Pour vérifier (40),
(41) la remarque suivante, de a Rohrlich, est fondamentale: si x est une racine
de I'unité d’ordre divisible par p**!, alors

(63) tracep(x)/p(x) =0.

Nous I’appliquerons de la fagon suivante: soit encore x le caractere des idéaux
fractionnaires de K, premiers au conducteur Q de x € X, ou le caractére de
(0 /Q)*, normalisés de sorte que

64)  x(Aa)=x@x(A), si(@,Aa)=(Q,A)=0,

et a est I'image de a dans O /Q. Alors si xr(Aa) et xr(A) sont non nuls, p*!
ne divise pas ’ordre de x(a), pour tout 9 | 0.

Les hypothéses faites sur P impliquent qu’alors p'*! ne divise pas 1’ordre de
X« (@). Suivant [5], on obtient facilement une congruence sur a: il existe m €
N, indépendant de x € X, un idéal entier C indépendant de x € X, tels que

(65) a" = 1(mod Q/(C,Q)).

Un argument facile permet d’en deduire (40). Pour (41), il suffit alors d’utisiser
que le nombre d’idéaux entiers contenant Q, de norme < [ est O(//g). Ceci
implique que le nombre d’idéaux entiers 4a, ot a”™—1 € Q / C,Q)etN(Aa) <
I est O(l/q); ceci se voit en représentant géométriquement les éléments de K

[1).

Applications aux moyennes galoisiennes de valeurs spéciales de fonctions
L. Nous allons appliquer le lemme principal aux fonctions L™(s, mrXs) données
en (33), (35). Nous supposons désormais que (K, X) vérifie les hypotheéses de 0.

LeMME. La fonction Y(N.) donnée en (34) vérifie (42) avec ¢ = 1 /2, Si
s=1/2.

Preuve. Tout revient a montrer le méme résultat pour une puissance quel-
conque de sommes de Gauss, ce qui résulte d’une estimation connue de sommes
de Kloosterman généralisées ([7], [9]).

On remarque dans (34) que les termes r, F () ne changent pas si I’on remplace
x par x?, o € Aut (C), et ’on peut les oublier. Nous sommes amener a estimer
la moyenne galoisienne de

n

66)  x(@g | Y x(new)
x€(0/0)
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ol 1o est un caractere additif de O, tel que Q soit le plus grand idéal entier
sur lequel v est trivial. On fait apparaitre une somme de Kloosterman. La
moyenne galoisienne de (66) est égale a:

©1 g D AN xn—1)
x€(0 /Q)*

ol

68)  Jyn—1)= D Yo(r+...+ ).
Gy

L’estimation connue, si g — 00:
69)  Jx,n—1) = 0" V).
D’apres (65), si g — 00

(70) > xe(Ax)=0().
x€(0/Q)*

Combinant (69), (70) on obtient 1’estimation souhaitée de (67).

Soit L(x) = L™ (s, mrxs) donnée par (35), ol a < Re s < 1 —a. Si  est
une représentation parabolique de GL(n), n < 2, la condition (43) est toujours
vérifiée dans cette bande. On applique le lemme principal, et ’on obtient: soit
Xo I’ensemble des caractéres de X tels que si & € P, | F(r) alors

valy (F(m)%) < valy (F(x)).
Alors

{1 sim=0

i (m) -
JILETS XD = 0 sim #0.

X€E€Xo

On décompose X = LIX; en un nombre fini de parties X; = {xix}, o x; € X est
un caractére de conducteur divisant F(m)3, la P-partie de F(m)?, et x parcourt
les éléments de X de conducteur vérifiant :

valy F(x) > 2valy F(m) si ) €P,
ne divise pas F(y;). Cette partition décrit les différents chemins suivis par les
éléments de X pour tendre vers l’infini. La relation (71) reste vérifiée pour

X € X;, au lieu de Xy (on écrit (35) pour le couple (7x;x)), quelque soit i. Elle
est donc vraie pour x € X. Le théoreme donné en 0 est démontré.
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Note. Les résultats de cet article ont été étendus par Rohrlick dans “L-functions
and division towers”, Math. Ann. 981 (1988), 611-632.
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