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ABSTRACT

Let V be a vector space over a p-adic field F', of finite dimension, let ¢ be a non-
degenerate quadratic form over V and let D be a non-isotropic line in V. Denote by W
the hyperplane orthogonal to D, and by G and H the special orthogonal groups of V'
and W. Let 7, respectively o, be an irreducible admissible representation of G(F),
respectively H(F). The representation o appears as a quotient of the restriction of 7
to H(F') with a certain multiplicity m(7w, o). We know that m(w, o) < 1. We assume
that 7 is supercuspidal. Then we prove a formula that computes m(7, o) as an integral of
functions deduced from the characters of m and o. Let I1, respectively 3, be an L-packet
of tempered irreducible representations of G(F’), respectively H(F'). Here we use the
sophisticated notion of L-packet due to Vogan and we assume some usual conjectural
properties of those packets. A weak form of the local Gross—Prasad conjecture says
that there exists a unique pair (7, o) € II x ¥ such that m(mw, o) =1. Assuming that
the elements of Il are supercuspidal, we prove this assertion.

Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit V' un espace vectoriel sur F’,
de dimension finie d, muni d’une forme quadratique non dégénérée ¢q. On suppose donnée une
décomposition en somme directe de sous-espaces orthogonaux deux a deux V=W & D ¢ Z.
On suppose que D est une droite et que Z est muni d’une base {v;;i==+1,...,+r} telle que
q(vi, vj) = 0; —; pour tous 4, j, oil §; —; est le symbole de Kronecker. On note G, respectivement H,
le groupe spécial orthogonal de V', respectivement W, et U le radical unipotent du sous-groupe
parabolique de G qui conserve le drapeau de sous-espaces isotropes

Fv.Cc Fu, @ Fv,_1C---CFv. & - Fuoy.

Fixons un élément non nul vg € D et un caractere continu non trivial ¢ de F'. Définissons un
caractere £ de U(F) par la formule

() = (:Z ol v-i0) )

Le groupe H est le sous-groupe des éléments de G qui agissent par l'identité sur D @ Z. 1l
normalise U et la conjugaison par H(F') conserve ¢ (£ est essentiellement le caractere de U(F')
le plus régulier possible qui soit conservé par cette conjugaison). Soient 7, respectivement o,
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une représentation admissible irréductible de G(F'), respectivement H(F'), dans un espace
(complexe) Er, respectivement FE,. Notons Homp ¢(7, o) I'espace des applications linéaires
p: By — E, telles que

p(m(hu)e) = E(u)a(h)p(e)
pour tous uw€U(F), he H(F), e€ E,. D’apres [AGRS07, théoreme 1’| et [GGPOS,
corollaire 20.4] cet espace est de dimension 0 ou 1. On note m(o, ) cette dimension.

Remarque. Dans [AGRS07], les auteurs considerent des groupes orthogonaux. Mais leur méthode
permet également de traiter les groupes spéciaux orthogonaux, cf. [Wal09]. D’ailleurs, nous
n’utilisons pas véritablement l'inégalité m(o, 7) <1, mais seulement la finitude de cette
multiplicité. Le résultat de [AGRSO07] suffit pour assurer cette finitude.

Supposons maintenant que G et H sont quasi-déployés sur F' et affectons les données V', W,
q, G et H d’un indice i (pour ‘isotrope’). Dans cette introduction, supposons pour simplifier
dim(W;) > 3. On sait qu’a isomorphisme pres, il existe un unique espace V,, (a pour ‘anisotrope’)
de méme dimension d que V;, muni d’une forme quadratique g, de méme discriminant que ¢; mais
qui n’est pas isomorphe & ¢, (c’est-a-dire d’indice de Witt opposé). Il existe de méme un unique
espace W, de méme dimension que W;, muni d’une forme quadratique de méme discriminant
que la restriction de ¢; a W;, mais qui n’est pas isomorphe a cette restriction. On vérifie que V,
est encore isomorphe a la somme directe orthogonale W, @& D @ Z, ou les formes quadratiques
sur D et Z sont les mémes que précédemment. On note G, respectivement H,, le groupe spécial
orthogonal de V,, respectivement W,. C’est une forme intérieure de G;, respectivement H;.

La conjecture locale de Gross—Prasad suppose 'existence des L-paquets et certaines de leurs
propriétés. On y reviendra ci-dessous. Gross et Prasad énoncent leur conjecture pour les L-
paquets génériques. On se limite ici aux L-paquets tempérés. Soit II;, respectivement X;, un
L-paquet de représentations tempérées de G;(F'), respectivement H;(F). Il peut lui correspondre
un L-paquet II,, respectivement Y,, de représentations tempérées de G, (F'), respectivement
H,(F). Ce L-paquet est alors unique. Ou bien, il n’y a pas de tel L-paquet II,, respectivement ¥,.
Dans ce cas, on pose I1, = (), respectivement ¥, = (). En tout cas, pour (o, 7) € (X; x II;) U (X, x
I1,), la dimension m(o, 7) est définie.

CONJECTURE (Gross—Prasad). Il existe un unique couple (o, 7) € (2; x II;) U (X, x I1,) tel que
m(o, ) =1.

C’est une partie de la conjecture 6.9 de [GP94]. Décrivons les propriétés des L-paquets
tempérés que nous admettrons (on les énonce pour le couple (II;, II,), mais on admet les
propriétés similaires pour le couple (¥;, 3,)). Notons # I'un des indices i ou a. Rappelons qu’a
toute représentation admissible irréductible 7 de G(F) est associé un caractere 6, que I'on peut
considérer comme une distribution ou comme une fonction localement intégrable sur G(F’). Dans
le cas du groupe G;, on sait définir la notion de modele de Whittaker de w. Plus exactement,
il y a une notion de modele de Whittaker relatif & O pour chaque orbite nilpotente réguliere
O C g,;(F) (pour tout groupe réductif L, on note [ son algebre de Lie). On suppose les propriétés
suivantes vérifiées.

(1) Pour § =1 ou a, II; est un ensemble fini, non vide si § =1, et la distribution 0y, = Zwenu O
sur Gy(F') est stable.
(2) Le transfert & G,(F) de la distribution fyy, est (—1)%y, (en particulier est nul si II, = ).

(3) Pour toute orbite nilpotente réguliere O C g,;(F), il existe un et un seul élément de II; qui
admet un modele de Whittaker relatif & O.

1181

https://doi.org/10.1112/50010437X10004744 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004744

J.-L. WALDSPURGER

On reviendra sur ces propriétés au § 13.2. Notre résultat est le suivant.

THEOREME. Supposons vérifiées les propriétés ci-dessus. Supposons de plus que II; et II, soient
formés uniquement de représentations supercuspidales. Alors la conjecture ci-dessus est vérifiée.

Ce théoréme résulte d’une formule intégrale qui calcule la dimension m(o, 7) a 'aide des
caracteres de o et w, dans le cas ou 7 est supercuspidale. Revenons aux notations du début
en abandonnant les indices i et a. Considérons I’ensemble des sous-tores T' C H pour lesquels il
existe une décomposition en somme directe orthogonale W = W' @ W” de sorte que :

— la dimension de W’ est paire et les groupes spéciaux orthogonaux H” de W” et G” de
V"=W"® D & Z sont quasi-déployés sur F ;

— le tore T est un sous-tore maximal du groupe spécial orthogonal de W’ et il ne contient
aucun sous-tore déployé non trivial.

On fixe un ensemble de représentants 7 des classes de conjugaison par H(F') dans cet
ensemble de tores. Soit 7' € 7. On lui associe des groupes H” et G” comme ci-dessus. Soit 7 une
représentation admissible irréductible de G(F). Harish-Chandra a décrit le comportement local
du caractere ;. Soit & un élément semi-simple de G(F'). Notons G, la composante neutre du
commutant de x dans G. Alors, pour toute orbite nilpotente O dans g, (F), il existe un coefficient
cro(x) € C de sorte que, pour toute fonction f € C2°(g,(F')) dont le support soit contenu dans
un voisinage assez petit de 0, on ait 1’égalité

(1) / iy PSP 4 =3 ero0) | fxyax.

La somme porte sur les orbites nilpotentes dans g, (F') et le dernier terme est la transformée de
Fourier de l'intégrale orbitale sur O. Bien siir, les mesures et la transformation de Fourier doivent
étre définies précisément. Supposons que x est un élément de T'(F) en position générale. Alors
G, =T x G", en particulier les orbites nilpotentes de g, (F) sont celles de g”(F). Supposons
d’abord d impair. Par hypothese, G” est quasi-déployé. En dimension impaire, cela implique
qu’il est déployé. Son algebre de Lie g”(F') possede une unique orbite nilpotente réguliere, on la
note Oreg €t 0N pose cx(x) = cr,0,., (). Supposons maintenant d pair. Alors g”(F') possede (en
général) plusieurs orbites nilpotentes régulieres. On peut les paramétrer par un sous-ensemble
de F*/F*2. Posons vy = q(vg). On montre que vy appartient & I’ensemble de parametres, on
lui associe une orbite Oy, et on pose ¢z (z) = cx,0,, (). On a ainsi défini une fonction ¢, sur un
ouvert de Zariski de T'(F'). Soit o une représentation admissible irréductible de H (F'). On définit
de fagon similaire une fonction ¢, sur un ouvert de Zariski de T'(F'). Posons

m o, ) = w(T) ™! cs(x)er (2) D (2)A(x)" dax.
(5) sl )= 3 u(T) /T(F) +(@)ex(z)DH () A(z)" d

Les fonctions D et A sont des déterminants élémentaires et w(T) est le nombre d’éléments
d’un certain normalisateur. La mesure sur T'(F') est de masse totale 1. La représentation & est
la contragrédiente de o.

THEOREME.

(i) Pour des représentations admissibles irréductibles o de H(F) et m de G(F), l’expression
ci-dessus est absolument convergente.

(ii) Sim est supercuspidale, on a I'égalité m(o, ) = Mgeom (0, 7).
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Ce théoreme est, lui, indépendant de toute hypothese sur les L-paquets. Indiquons comment
on déduit le premier théoreme du second. Rétablissons les indices ¢ et a, posons

m(%;, I;) = Z m(o, )

(O’,TI')GEZ'XHZ'

et définissons de méme m(X,, I1,). A I'aide du second théoreme, ces termes se calculent comme
des sommes indexées par des ensembles de tores 7; et 7,. On peut regrouper ces tores selon leur
classe de conjugaison stable. Il y a une correspondance entre classes de conjugaison stable dans
7T, et classes de conjugaison stable dans 7;. Cette correspondance est en fait une injection du
premier ensemble de classes dans le second et c’est presqu’une surjection : 'unique classe dans
7; qui n’est pas dans l'image est la classe réduite au tore T'= {1} € 7;. Les formules de transfert
de caracteres de L-paquets contiennent des signes, dont le produit est —1. On en déduit que,
pour toute classe de conjugaison stable {T'}, C 7, la contribution de cette classe a m(3,, I1,)
est Popposé de la contribution & m(%;, II;) de la classe de conjugaison stable dans 7; image de
{T'}4. Alors seul le tore {1} € 7; contribue de fagon non nulle & la somme m(X,, I,) + m(%;, IL;).
A T'aide d’un résultat de Rodier, cette contribution du tore {1} s’interpréte comme le produit
des nombres d’éléments de ¥;, respectivement II; qui admettent un modele de Whittaker relatif
a une certaine orbite nilpotente réguliere. D’apres (3), ces nombres sont égaux & 1. On obtient

m(Ea, Ha) + m(Ez, Hz) =1

d’ou le premier théoreme. Remarquons que ’apparition d’un signe négatif dans les formules de
transfert, qui est cruciale pour le calcul ci-dessus, est probablement réminiscente du fait que le
produit des L-groupes “H x “G a une représentation naturelle qui est symplectique.

La preuve du second théoreéme est plus compliquée. Appelons quasi-caractere sur G(F)
une fonction 6 définie presque partout sur G(F'), invariante par conjugaison et possédant un
développement de la forme (4) au voisinage de tout point semi-simple. Pour une fonction
feCX(G(F)), disons que f est tres cuspidale si, pour tout sous-groupe parabolique propre
P = MU de G (avec des notations standard), et pour tout m € M(F), on a I’égalité

/ f(mu) du = 0.
U(F)

Pour tout entier N € N, on définit une fonction ky sur G(F'). C’est I'image réciproque de la
fonction caractéristique d’un sous-ensemble compact de H(F)U(F)\G(F), qui devient de plus
en plus grand quand N tend vers 'infini. Soient § un quasi-caractere sur H(F') et f € C°(G(F))
une fonction tres cuspidale. On pose

0, f)= 0 -1 )
In(0, f) /H . /H . /U 1 0007 g E) ) dy

La plus grande partie de l'article consiste a prouver que cette expression a une limite quand
N tend vers 'infini et a calculer cette limite. Celle-ci est, comme 'expression (5) ci-dessus, une
somme sur les tores T'€ 7 d’intégrales sur T'(F') de fonctions déduites de 6 et f (cf. §7.8 pour
un énoncé précis). L’expression Iy (6, f) ressemble beaucoup & celles qui interviennent dans la
partie géométrique de la formule des traces locale d’Arthur [Art91]. D’ailleurs, pour I'étudier,
on s’inspire largement des méthodes d’Arthur. Il y a toutefois une différence importante entre
les deux situations. Dans la formule des traces locale, il n’y a pas de probleme de singularités.
La formule finale ne fait intervenir que des points réguliers du groupe. En particulier, si on
se limite a des fonctions dont le support est formé d’éléments elliptiques réguliers, la partie
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géométrique de la formule des traces locale est essentiellement triviale. Ici, il y a des singularités.
Pour un élément semi-simple x € H(F'), le groupe G, est en général plus gros que H, et on peut
dire que la singularité du probleme croit en méme temps que dim(G,) — dim(H;). L'étude de
In(0, f) passe donc par une étude locale. On commence par se ramener au cas ou 6 et f ont
des supports concentrés dans des voisinages invariants par conjugaison d’un point semi-simple
x € H(F). On utilise une méthode de descente imitée d’Harish-Chandra. Elle raméne le probleme
a un probleme similaire, ol les fonctions 6 et f vivent cette fois sur des algebres de Lie b, (F')
et g,(F). Les groupes G, et H, sont produits d’'un méme groupe G/, et de groupes G et H..
Ces derniers sont des groupes spéciaux orthogonaux d’espaces V! et W/ qui vérifient les mémes
conditions que V et W, avec le méme entier . La dimension de V) est inférieure ou égale & d.
On doit raisonner par récurrence sur cette dimension, ce qui nous ramene au cas crucial ou x est
central, g, = g et h, = h. Parce que 0 est un quasi-caractere, on peut ensuite exprimer ’avatar de
In(0, f) en fonction de la transformée de Fourier de f (la encore, on doit utiliser une méthode
de descente et une récurrence). Il s’avere qu’apres cette transformation, 1’expression converge
beaucoup mieux. On peut maintenant prouver ’existence d’une limite et calculer celle-ci par des
méthodes similaires a celles d’Arthur. Le second théoréme ci-dessus s’en déduit en remplacant 0
par 05 et f par un coefficient de . On montre en effet facilement que m(o, 7) est essentiellement
la limite de In (6, f) quand N tend vers l'infini.

Les trois premieres sections sont consacrées aux notations et a divers rappels d’analyse
harmonique. Les sections 4 a 6 établissent les propriétés qui nous seront utiles des quasi-caractéres
et des fonctions treés cuspidales. Les sections 7 a 12 sont consacrées a 1’étude de ’expression
In(0, f) définie ci-dessus et au calcul de sa limite. La preuve des deux théoremes est donnée
dans la section 13.

1. Notations et premiéres définitions

1.1 Groupes

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On en fixe une cloture
algébrique F. On note valp et |- |p les valuation et valeur absolue usuelles de F et on note
de la méme fagon leurs prolongements & F. On note op 'anneau des entiers de F', F, son corps
résiduel et on fixe une uniformisante wg.

Tous les groupes algébriques sont supposés définis sur F. Soit G un groupe algébrique
réductif connexe. On note aussi G' son groupe de points sur F, c’est-a-dire G = G(F). On note
Ag le plus grand tore déployé central dans G, X(G) le groupe des caracteres définis sur F
de G, Ag =Hom(X(G),R) et A*=X(G)®z R le dual de A. On définit I'homomorphisme
Hg :G(F) — Ag par Hg(g)(x) =log(|x(g)|r) pour tous g € G(F) et x € X(G). On note g
l’algebre de Lie de G et

Gxg—g

(9, X) = gXg~*
I’action adjointe. On appelle Lévi de G un sous-groupe M tel qu’il existe un sous-groupe
parabolique P de G (défini sur F') de sorte que M soit une composante de Lévi de P. Pour un
tel Lévi, on note P(M) I'ensemble des sous-groupes paraboliques de G de composante de Lévi
M, L(M) celui des Lévi de G contenant M et F(M) celui des sous-groupes paraboliques de G
contenant M. Pour @ € F(M), on notera sans plus de commentaire Q = LU la décomposition
de @ en sa composante de Lévi L contenant M et son radical unipotent U. Il y a une
décomposition naturelle Ay = A]\G4 & Ag. On note proj]\G/[ et projs les projections sur chacun
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des facteurs. Le sous-espace A% est engendré par ensemble ¥, des coracines indivisibles. A
un élément P de P(M) est associé une chambre positive AS5 C Ay et un sous-ensemble de
coracines simples Ap C 3,,. Bruhat et Tits ont défini la notion de sous-groupe compact spécial
de G(F). Si K est un tel sous-groupe et M est un Lévi de G, on dit que K est en bonne
position relativement a M s’il existe un sous-tore déployé maximal A C M de sorte que K
fixe un point spécial de 'appartement associé & A dans 'immeuble de G. Supposons qu’il en
soit ainsi et soit P = MU € P(M). On définit la fonction Hp : G(F') — Ap par Hp(g) = Hpr(m)
pour g = muk € G(F),avecm € M(F),u e U(F), k € K. Suivant Harish-Chandra, on définit une
fonction hauteur ||.|| sur G(F), a valeurs dans R>; = {z € R; z > 1} et (en modifiant légérement la
définition d’Harish-Chandra) une fonction o par o(g) = sup(1, log(||g||)). On définit une fonction
sur g(F'), également notée o, de la fagon suivante. On fixe une base de g(F') sur F. Pour
X € g(F), on pose o(X)=sup(l,sup{—valp(X;)}), ou les X; sont les coordonnées de X. Le
cas échéant, on ajoutera des exposants & aux notations que lon vient d’introduire pour préciser
le groupe ambiant.

Soit G un groupe. On note Zg son centre. Soit A un ensemble muni d’une action de G.
Pour un sous-ensemble B C A, on note Zg(B) le centralisateur de B dans G et Normg(B) le
normalisateur. Si B = {z}, on note simplement Zg(z) = Zg({z}). Quand A =G, on suppose
implicitement que l'action de G est 'action par conjugaison. De méme si G est un groupe
algébrique linéaire et A = g est son algebre de Lie. Pour une fonction f sur A et pour g € G, on
note 9 f la fonction a+— f(g~'(a)).

Quand G est un groupe algébrique linéaire, on note G° sa composante neutre. Pour = € G,
respectivement X € g, on note G, = Zg(r)?, respectivement Gy = Zg(X)?, la composante
neutre du centralisateur de z, respectivement X.

Soit G un groupe réductif connexe. On note G4, 'ensemble de ses éléments semi-simples et
Gheg le sous-ensemble des éléments semi-simples réguliers. On définit de méme g et g,q,. Pour
x € Gss(F), Vopérateur ad(x) — 1 est défini et inversible sur g(F")/g,(F), on pose :

DG(JZ') = ]det(ad(x) — 1)\9(F)/QI(F))|F
De méme, pour X € g, (F), on pose :

DY(X) = |det(ad(X)jq (F)/g « (7)) | F-

Pour tout sous-ensemble I' C G(F), on pose I'C = {g~1yg; g € G(F), vy € T'}. On dit qu'un sous-
ensemble Q C G(F') est compact modulo conjugaison s’il existe un sous-ensemble compact
I C G(F) tel que Q C TC.

1.2 Mesures

On fixe pour tout l'article un caractere continu et non trivial ¢ : F — C*. Soit G un groupe
réductif connexe. On munit g(F') d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (-, -) invariante
par conjugaison par G(F'). Pour tout ensemble topologique X totalement discontinu, on note
C2°(X) lespace des fonctions sur X, a valeurs dans C, localement constantes et & support
compact. On définit la transformation de Fourier f — f de C2°(g(F)) dans lui-méme par

o= [ s )ay,
g(F)
ol dY est la mesure de Haar autoduale, c¢’est-a-dire telle que f(X) = f(—X). L'espace g(F) sera

toujours muni de cette mesure. Si H est un sous-groupe réductif de GG, le méme procédé munit
h(F') d’une mesure.
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On note Nil(g) l'’ensemble des orbites nilpotentes. Soit O une telle orbite. Pour X € O,
la forme bilinéaire (Y, Z)— (X, [Y, Z]) sur g(F) se descend en une forme symplectique sur
9(F)/gx (F), c’est-a-dire sur I'espace tangent & O au point X. Ainsi, O est muni d’une structure
de variété F-analytique symplectique et on en déduit une mesure ‘autoduale’ sur O. Cette mesure
est invariante par conjugaison par G(F).

Appelons G-domaine dans G(F), respectivement g(F'), un sous-ensemble de G(F),
respectivement g(F), qui est ouvert, fermé et invariant par conjugaison. On sait que 1’on peut
définir une application exponentielle exp:w — Q, ol w est un certain G-domaine dans g(F)
contenant 0 et € un certain G-domaine dans G(F') contenant 1. Cette application est un
homéomorphisme équivariant pour les actions de G(F'). On a déja muni g(F) d’une mesure
et on munit G(F') de la mesure de Haar telle que le Jacobien de I'exponentielle soit égal a 1
au point 0 € g(F'). On définit de méme une mesure de Haar sur H(F') pour tout sous-groupe
réductif H contenu dans G. Si K est un sous-groupe compact spécial de G(F'), on munit K
de la mesure de Haar de masse totale 1. Soient M un Lévi de G et P=MU € P(M). On doit
munir U(F) d’une mesure de Haar. On sera toujours dans 'une des situations suivantes. Ou
bien le choix de la mesure sera sans importance et on ne la précisera pas. Ou bien sera fixé un
sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement & M. Dans ce cas on
choisira la mesure telle que, pour toute f € C°(G(F')), on ait ’égalité :

/G( / / / f(muk) dm du dk.

Autrement dit, de sorte que 'on ait 1’égalité :
mes(K, dg) = mes(K N M(F), dm)mes(K NU(F), du),

avec une notation évidente. En inversant le procédé ci-dessus, on munit aussi u(F') d’une mesure.
Dans la situation ci-dessus, pour f € C°(G(F)), on définit fp € C°(M(F)) par :

fp(m)=23dp(m 1/2// f(muk) du dk,

ou 0p est le module usuel.

Soit T un sous-tore de G. Le groupe T'(F') est muni d’une mesure par la définition ci-dessus,
notons-la dt. Il y a une autre mesure de Haar qui intervient naturellement dans la théorie, que
I’on note d.t, et qui est définie de la facon suivante. Si T est déployé, le sous-groupe compact
maximal de T'(F') est de volume 1 pour d.t. En général, d.t est compatible avec la mesure que
l'on vient de définir sur Ap(F') et avec la mesure sur T'(F') /Ar(F') de masse totale 1. Pour éviter
les confusions, nous n’utiliserons que la mesure dt, mais il sera nécessaire d’introduire dans nos
formules la constante v(T') définie par d.t = v(T) dt.

Soit M un Lévi de G. On munit A]\G4 de la mesure pour laquelle le quotient

ASy/proi§r (Har(Anr(F)))

est de volume 1.

2. Intégrales orbitales pondérées

2.1 (G, M)-familles
Un groupe réductif connexe G est fixé pour toutes les sections 2 a 6. On fixe aussi une forme
bilinéaire sur g(F) comme au §1.2. Soit M un Lévi de G. Arthur a introduit la notion de
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(G, M)-famille : ¢’est une famille (cp) pep(ar) de fonctions C™ sur A}, (ot i = /—1) vérifiant
une certaine condition de compatibilité [Art81, p. 36]. Considérons une telle (G, M)-famille. On
sait lui associer un nombre complexe cps (cf. [Art81, p. 37]). On a besoin pour cela d’une mesure
sur Aps : on l'a fixée dans la section précédente. Soit L € L(M). On déduit de notre (G, M)-
famille une (G, L)-famille, on note ¢y, le nombre qui lui est associé. Soit @ € P(L). On déduit
aussi de la famille de départ une (L, M )-famille dont on note c% le nombre associé.

Soit (Yp)pep(ary une famille d’éléments de Ap. On dit quelle est (G, M)-orthogonale,
respectivement et positive, si elle vérifie la condition suivante. Soient P et P’ deux éléments
adjacents de P(M). Il y a une unique coracine ¢ telle que & € Ap et —a € Apr. On demande
que Yp — Ypr € R@, respectivement Yp — Ypr € Rygd. Pour P € P(M), définissons une fonction
cp sur iA%, par cp(N) = e *(P). Supposons que la famille (Yp) pep(ar) soit (G, M)-orthogonale.
Alors la famille (cp) pep(nr) est une (G, M)-famille. Soit L € L(M). La (G, L)-famille déduite de
cette (G, M )-famille est associée a la famille de points (Yq)gep(r) ainsi définie : Y = proj(Yp)
pour n’importe quel P € P(M) tel que P C Q. De méme, soit Q € P(L). Alors la (L, M)-famille
déduite de notre (G, M)-famille est associée a la famille de points (Ypr)prcpr () ainsi définie :
Yp: =Yp, ou P est l'unique élément de P(M) tel que PC Q et PN L =P’

2.2 Formules de descente

Soient M un Lévi de G, (cp)pepnr) et (dp)pepry deux (G, M)-familles. Pour P € P(M),
posons (cd)p = cpdp. Alors ((cd)p)pep(ar) est encore une (G, M)-famille. On a une égalité,
[Art88a, corollaire 7.4] :

(1) (cdpr= > dfy(L, L)
L,L/’eL(M)
Le terme d%(L, L) est un réel positif ou nul, qui est non nul si et seulement si

On a d]\%(M, G)= d]\%(G, M) =1. On doit fixer un parametre auxiliaire £ € .A]\G4, en position
générale. Pour L, L' vérifiant la condition précédente, notons &, et &7/ les projections de & sur
chacun des facteurs. Alors @ est 'unique élément de P(L) tel que &1 € .Ag et Q' est défini de
fagon similaire.

Supposons que (dp)pep(rry est associée & une famille (G, M)-orthogonale de points
(YP)PE’P(M)’ Alors :

(2) (=Y. cFuo(Yy),
QEF (M)

ol, pour Q = LU, ug est une fonction sur Ay, bien sir indépendante de nos (G, M )-familles.
La fonction ug est constante de valeur 1. La formule résulte de [Art81, (6.3)] et lemme 6.3.

Pour une seule (G, M)-famille (cp)pep(ary et pour L € L(M), on a aussi :

(3) co=Y. dS(L L),
L'eL(M)

avec les mémes définitions qu’en (1).
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2.3 Intégrales orbitales pondérées

Soient M un Lévi de G et K et sous-groupe compact spécial de G(F') en bonne position
relativement & M. Pour g € G(F), la famille de points (Hp(g)) pep(nr) est (G, M)-orthogonale
et positive. On note (vp(g)) pep(ar) la (G, M)-famille associée et vs(g) le nombre associé a cette
(G, M)-famille. La fonction g — vps(g) est invariante a gauche par M (F') et a droite par K.

Soient f € CX(G(F)) et x € M(F) N Greg(F). On définit 'intégrale orbitale pondérée

Jus(e, f) = DO () /G e, G O 0)dg

L’intégrale a un sens puisque G, = M, C M.
LEMME.

(i) Soit f e CX(G(F)). La fonction x+— Jy(x, f) définie sur M (F) N Greg(F') est localement
constante et invariante par conjugaison par M (F'). L’adhérence dans M (F’) de son support
est compacte modulo conjugaison.

(ii) II existe un entier k >0 et, pour toute f € C°(G(F')), il existe ¢ > 0 de sorte que I'on ait
linégalité :
[T (, f)] < e(1+ [log DY (x)))*
pour tout x € M(F) N Greg(F).

Preuve. Le (i) est évident. Le (ii) est dii & Arthur mais nous allons rappeler la démonstration
car nous l'utiliserons plus loin. D’apres le (i), on peut fixer un sous-tore maximal 7" de M, un
sous-ensemble compact w C T'(F') et se contenter de majorer |Jys(x, f)| pour x € w. Fixons une
norme sur Ays. Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout P € P(M) et tout g € G(F'), on ait 'inégalité
|Hp(g)| < co(g). Par construction, vys(g) est polynomial en les Hp(g), il y a donc un entier
k>0 et c>0 tel que vy (g) < co(g)*. Posons or(g) =inf{o(tg); t € T(F)}. Puisque vy (g) est
invariante & gauche par T(F) C M(F), on a méme vy;(g) < cor(g)*. Rappelons le lemme 4.2 de
[Art91], qui précise un résultat de Harish-Chandra. Pour tous sous-ensembles compacts Q C T'(F)
et ' C G(F), il existe ¢ > 0 de sorte que, pour tout = € Q et tout g € G(F) tels que g txg €T,
on ait I'inégalité :

(1) or(g) < e(1 + [log DY()]).

On applique cela a Q =w et au support I' de f. Alors pour & € w N Greg(F'), on peut majorer

le terme vps(g) intervenant dans la définition de Jys(x, f) par ¢(1 + [log DE(z)|)*, ot ¢ dépend
de f mais pas k. On obtient :

ar(e. £)] < (1 + log D)) D)2 [ 7(g™"20)] dg
Ga(F)\G(F)
< e(1+ [log DY(x) ) Ja(x, | f1)-
D’apres [Har70, théoreme 13|, Jg(z, | f|) est borné sur w N Greg(F') et cela conclut. O

2.4 Formule des traces locale

Soient My un Lévi minimal de G et K un sous-groupe compact spécial de G(F') en bonne
position relativement a My,;,. Les définitions du paragraphe précédent se descendent a 1’algebre
de Lie : pour tous M € L(Mpin), X € m(F) N gee(F), f € C(g(F)), on définit l'intégrale
orbitale pondérée Jys (X, f).
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Soient f, f' € C(g(F)). Pour M € L(Muyin) et X € m(F') N g,ee(F), posons :
Iu(X f )= Y d§i(L, L)X, fo)Ji (X, fiy).
L,L'eL(M)

Les définitions sont les mémes que pour la relation 2.2(1) ; @ est le sous-groupe parabolique
opposé & Q. On note WM = Norm s (Mpin)/Mumin, apnr = dim(Ajy). Pour un sous-tore maximal 7'
de M, on pose W(M,T') = Norm ;g (T)/T(F'). On dit que T est elliptique dans M si Ay = Ay;.
On fixe un ensemble Z¢ (M) de représentants des classes de conjugaison de sous-tores maximaux
de M, elliptiques dans M. Posons :

T = Y WM T (e Ny T W (ML T (D)

MGL(Mmin) TE'];H(M)
x / Tu(X, f. 1) dX.
t(F)

Cette expression est absolument convergente en vertu du lemme 2.3(ii) et du lemme suivant.

LEMME. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie sur F' et (R;)i=1,...n une famille finie de
polynémes non nuls sur V. Alors la fonction v — [[,_; , log(|R;(v)|Fr) est localement intégrable
sur V. O

THEOREME. Pour toutes f, f' € C°(g(F)), on a I'égalité J(f, f') = J(f, f).

C’est le théoreme 5.2 de [Wal95], qui reprenait [Art91]. Il n’y a pas de v(T') dans [Wal95],
ce qui est di au fait que les mesures sur les tores n’y sont pas les mémes que les notres (il y
a d’ailleurs aussi dans cette référence une erreur dans la définition des mesures sur les espaces

Aw).

2.5 La condition (H)

On conserve les mémes hypotheses. Pour ¢ € C2°(g(F')), considérons la condition :
(H) pour tout M € L(Mpin), il existe ppr € C°(m(F)) telle que pp = @pr pour tout P € P(M).

En vertu de I'égalité (@)p = (¢p), ¢ vérifie (H) si et seulement ¢ vérifie (H). En général,
pour tout sous-ensemble B d’un ensemble A, notons 1pg la fonction caractéristique de B dans A.
Si ©Q est un G-domaine dans g(F') et si ¢ vérifie (H), alors ¢lq vérifie aussi (H) et on a
(pla)m = ©rmlonm () pour tout M.

Pour tout sous-ensemble B C g(F), posons BX = {k~'Xk; k € K, X € B}. Posons :

2= U (#F) N (F).
MEE(Mmin) TE'Te]](M)
C’est un ouvert de g(F).
LEMME. Soit ¢ € C(g(F)).

(i) Supposons Supp(p) C €. Alors ¢ vérifie (H).

(ii) Supposons Supp(y) C gyes(F). Alors il existe une famille finie (¢;)i=1,..n d’éléments de
CX(g(F)) et une famille finie (g;)i=1,..n d’éléments de G(F') telles que ; vérifie (H) pour
toutiet p=>% ;1 %0

1189

https://doi.org/10.1112/50010437X10004744 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004744

J.-L. WALDSPURGER

Preuve. Supposons Supp(p) C §2. Soient P = MU € F(Mpin) et X € m(F) N gyee(F). Par un
calcul familier, on a ’égalité :

op(X)=D%X)2DM(x)~1/? / / ( )go(k:_lu_lXuk) du dk.
K JU(F

Soit u € U(F) pour lequel il existe k € K tel que o(k~tu=! Xuk) # 0. Alors u~! Xu € Q et on peut
fixer L € L(Mmin), T € Ten(L), Y € t(F) N gree(F) et k € K de sorte que u™ ' Xu = kY'k~!. Posons
g=uk. On a gYg ! =X, donc ¢gT¢g! est le commutant Gx de X. Le plus grand tore déployé
de gTg~ ! est gArg~!. Celui de Gx contient Ay;. Donc Ay C gArg~ C gAp,. g~ . Puisque
M est le commutant de Ays, on a gApy,, g~t C M. Alors Ay . et gAp . g~ ' sont deux tores
déployés maximaux de M, ils sont donc conjugués par un élément de M (F'). Fixons m € M (F') tel
que mgAy . g 'm™' = Ay . D’apres Bruhat et Tits, le normalisateur Normg(r) (Apr,..) est

min min *

contenu dans Muyin(F)K. Donc mg € M,y (F)K, puis g € M(F)K et enfin u € M(F)K. Parce

que K est en bonne position relativement a M, cela entraine v € U(F) N K. Donc :
op(X) :DG(X)V?DM(X)—W/ / ok~ 'u "t Xuk) du dk.
K JU(F)NK
L’intégrale sur U(F) N K est absorbée par celle sur K, on obtient :
op(X) =D%(X)Y2DM(X)"V/2(mes(U(F) mK))/ o(k™1XE) dk.

K
Comme on l’a remarqué au § 1.2, mes(U(F) N K) ne dépend pas du sous-groupe parabolique
P e P(M). L’expression ci-dessus n’en dépend donc pas non plus et c¢’est la condition pour que
@ vérifie (H).
Supposons maintenant que Supp(¢) C gyee(F'). Pour tout X € Supp(yp), fixons gx € G(F)
tel que

gx Xgx € U U HF) 0 Greg (F),
MeL(Mmpyin) T€Ten (M)

puis un voisinage wx de X tel que g)_(lw xgx C ). Une partition de I'unité nous rameéne au cas

ol Supp(p) est contenu dans un tel voisinage wx. Dans ce cas, p =9X¢/ ol ¢’ = 9;(1@. Mais
Supp(¢’) C Q, donc ¢’ vérifie (H). 0

2.6 Transformées de Fourier d’intégrales orbitales, germes de Shalika

Pour tout O € Nil(g), on définit I'intégrale orbitale nilpotente

To(h) = [ ) ax
pour f € C®(g(F)), et sa transformée de Fourier

Jo(f) = Jo(f).
Pour A € F*, définissons f* par fA(X)= f(AX). Notons F*2 le groupe des carrés dans F*.
On a 'égalité
—dim(0)/2
Jo() = INp"™ P 1o (f)
pour tout \ € F*2.

On pose 0(G) = dim(G) — dim(7T'), ou T est n’importe quel sous-tore maximal de G. On sait
qu’il existe une unique fonction I'p sur greg(F ), le germe de Shalika associé a O, vérifiant les
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deux conditions suivantes :
To(AX) = [~ 2 (x)

pour tous X € g,,,(F) et A € F*? ; pour toute f € C°(g(F)), il existe un voisinage w de 0 dans
g(F) tel que :
Jo(X, /)= DY To(X)Jo(f)
OeNil(g)
pour tout X € w N gyeq(F).

Remarquons que I'o coincide sur tout compact avec une intégrale orbitale, en particulier y
est borné.

1l existe une unique fonction j sur g(F) x g(F), localement intégrable, localement constante
ST Gre (F) X @reg(F), telle que, pour toute f € C2°(g(F)) et tout X € g, (F), on ait I'égalité :

Je(X. f) = / L Y ay
g

De méme, pour O € Nil(g), il existe une unique fonction Y — 7(0,Y) sur g(F), localement
intégrable, localement constante sur g,.,(F"), telle que, pour toute fonction f € C2°(g(F)), on ait
I’égalité :

Jo(f) = / L Wi y)ay
g

On a les égalités :
(1) JOX,Y) = MR, G0,07) = N0, v)
pour tous X, Y € g,.,(F), O € Nil(g) et A € F*2.

Soient w et Q deux G-domaines dans g(F') compacts modulo conjugaison. La conjecture de
Howe entraine I'existence d'une famille finie (X;);=1,...» d’élements de 2 N g,.,(F) et d’une famille
finie (fi)i=1,..n d’éléments de C2°(w) vérifiant la condition suivante. Pour toute distribution
invariante D dont la transformée de Fourier est a support dans 2 et toute f e CX(w), on a
Iégalité
(2) D(f)= Z Jo(Xi, f)D(f:).

i=1,...,n
Il en résulte que, pour X € QN greg(F) etYcwn greg(F), on a ’égalité
(3) XY= > (X, Y)Ja(X, fi).
i=1,....,n

Au voisinage de 0, on a un résultat plus précis. Soit w un G-domaine de g(F') compact modulo
conjugaison et contenant 0. Alors il existe un G-domaine Q2 de g(F') compact modulo conjugaison
et contenant 0 tel que, pour X € QN g, (F) et Y € wN g, (F), on ait I'égalité

OeNil(g)

Soient M un Lévi de G et X € m(F) N g,eq(F7). Pour Y € g,,(F), fixons un ensemble de
représentants (Y;)i—1,.., des classes de conjugaison par M(F') dans l'ensemble des éléments
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de m(F') qui sont conjugués a Y par un élément de G(F'). On vérifie I’égalité

(5) X Y)DEW) 2= MX Y) DY (v) 2,

i=1,...,r

3. Voisinages d’éléments semi-simples

3.1 Bons voisinages

On fixe pour toute la section un élément x € G4 (F). On dira qu'un sous-ensemble w C g, (F)
est un bon voisinage de 0 s'il vérifie les conditions (1) a (7) ci-dessous.

(1) L’ensemble w est un Gz-domaine compact modulo conjugaison, invariant par Zg(z)(F) et
contenant 0.

(2) L’exponentielle est définie sur w ; ¢’est un homéomorphisme équivariant pour la conjugaison
par Zg(z)(F') de w sur un Gg-domaine exp(w) de G (F).

(3) Pour tout A € F* tel que |A\|p <1, 0n al\wCw.
(4) On a Dégalité

{9€G(F); g wexp(w)g N exp(w) # 0} = Zg(x)(F).

(5) Pour tout sous-ensemble compact I' C G(F), il existe un sous-ensemble compact IV C G(F)
tel que ’on ait I’inclusion :

{g€ G(F); g 'wexp(w)gNT #0} C Go(F)I.

Fixons un réel cp > 0 tel que ck < |(k + 1)!|p pour tout entier k > 1.

(6) Pour tout sous-tore maximal T'C G, tout caractere algébrique x de T et tout élément
X € t(F)Nw, on a l'inégalité |x(X)|r < cp.

Considérons un sous-espace propre W C g(F) pour l'opérateur ad(x). Notons A la valeur
propre. Soit X € w. Alors ad(X) conserve W. Soit Wx un sous-espace propre de W pour
Popérateur ad(X), de valeur propre p. Alors Wx est aussi un espace propre pour 'opérateur
ad(z exp(X)), de valeur propre X exp(pu).

(7) Supposons A # 1. Alors [Aexp(p) — 1|p = |A — 1|F.

De bons voisinages de 0 existent, aussi petits que 'on veut en ce sens que, si wy est un
voisinage de 0 dans g, (F'), il existe un bon voisinage w de 0 tel que w C w((); *. Considérons
un bon voisinage w de 0. Les conditions (1) et (2) entrainent que I’ensemble Q = (x exp(w))®
est un G-domaine dans G(F'), compact modulo conjugaison. La condition (4) entraine que,
pour X €w, Zg(wexp(X))(F) C Zg(z)(F) et Gyexpx) = (Gz)x C Gz On note simplement
Gz x = (Gg)x. La condition (6) entraine que I'exponentielle de w sur exp(w) préserve les mesures.
Plus généralement, elle entraine qu’'un certain nombre de jacobiens qui interviendront plus tard
sont égaux a 1. Les conditions (6) et (7) entrainent que, pour tout X € w, on a 'égalité

DY (z exp(X)) = DY(z) D% (X).

Une conséquence de la propriété (4) est que, pour toute fonction ¢ sur w, invariante par
conjugaison par Zg(z)(F'), il existe une unique fonction f sur G(F'), invariante par conjugaison
par G(F'), a support dans Q et telle que f(x exp(X)) = ¢(X) pour tout ¢ € w. Si ¢ est localement
constante sur w N g, (F'), f est localement constante sur Gyeg(F).
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Le cas échéant, on peut renforcer les conditions imposées aux bons voisinages. Supposons par
exemple que G, se décompose en le produit de deux groupes réductifs connexes G, = G’ x G”,
conservés chacun par Zg(x)(F'). On peut imposer :

B)w=uw xu" onw Cg(F)etw Cg’(F) vérifient des conditions analogues & (1) et (2).

Ou bien, supposons fixée une représentation algébrique p de G dans un espace vectoriel V' de
dimension finie sur F. Les conditions précédant (7) s’appliquent en remplacant g(F') par V et
les opérateurs ad(z), ad(X) et ad(z exp(X)) par p(x), p(X), p(x exp(X)). On peut imposer une
condition (7), analogue & (7) pour les ensembles de valeurs propres ainsi définis.

3.2 Correspondance des Lévi

Soit M un Lévi de G contenant x. On a I'égalité M, = M NG, et ce groupe est un Lévi de
G, : c’est le commutant de Ay C G,. Ona Ay C Apy,. Pour P= MU € P(M), on a les égalités
P,=PnNG,,U,=UNGy,, P, = M,U, et P, appartient & P(M,) = P% (M,). Inversement, soit
R un Lévi de G,. Notons R le commutant de Ar dans G. C’est un Lévi de G. On a :

(1) JJER(F), R, =R et AR = Ag.

Preuve. Puisque x commute a Ag, = appartient a R(F'). On sait déja que Ag C Ag,. Le groupe
R commute a Ap, donc est inclus dans R, puis dans RN G, = R,;. Cela entraine Ag, C Ag.
Enfin, par construction de R, Ag est inclus dans Ar. Alors Agr = Ar, = AR, ce qui entraine les
deux dernieres assertions de (1) O

L’application R — R est une bijection de ’ensemble des Lévi de G, sur celui des Lévi M de
G contenant x et tels que Ay = Ay,

3.3 Descente des poids

Fixons un Lévi minimal Rp;, de G, un sous-groupe compact spécial K, de G,(F') en bonne
position relativement & Ry, et un sous-groupe compact spécial K de G(F) en bonne position
relativement a Ryi,. Remarquons que la bijection du paragraphe précédent se restreint en une
bijection de £ (Rpyin) sur le sous-ensemble des M € L&(Ryn) tels que Ay = Apnr,. Le Lévi
R..in n’a bien sir aucune raison d’étre minimal dans G.

LEMME. Soient R € L(Rmin), 9 € Gz(F) ety € G(F) On a I'égalité :
vrgy)= Y Z 9)uq(Ho(gy) — Ho, (9)).

SeL(R) QeP(S

Preuve. Pour P € P(R) et A € iAg = iAR, posons cp(g)(A) =vp,(g)(N). D’apres [Art99, p. 233]
la famille (cp(g)) pep(r) est une (G, R)-famille. Définissons la (G, R)-famille (dp(g,y)) pep(r)

par dp(g,y) = cp(g9) 'vp(gy). Elle est associée & la famille de points (Hp(gy) — Hp, (9) Pepr)-
On a vp(gy) = cp(g)dp(g,y). D’apres la relation 2.2(2),

vr(gy) = Y. ca(9)ug(Holgy) — projr(Hg,(9)))-
Q=LUcF(R)

Soit @ = LU € F(R). D’apres [Art99 lemme 4.1],
Z d5(R, )05 (g).
SeL(R

Le groupe Qg appartient & P(S) et est contenu dans Q. La constante d5(R, S) est similaire &
celle de §2.2. La condition dﬁ(R, S) # 0 impose Aé = Aﬁ <) Aé’. Or Arp = Ar. Donc Ag = Aj,.
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Mais alors L =S et Qg = Q. On obtient :

R 0 sinon.
Dans le cas ot L = S pour un S € P(R), on a Hg,(g) € As = Ar, donc proj;(Hg,(9)) = Hg,(g).
Toutes ces formules conduisent a celle de 1’énoncé. )

4. Quasi-caracteres

4.1 Quasi-caractéres de G(F)

Soit # une fonction définie presque partout sur G(F') et invariante par conjugaison. On dit que
c’est un quasi-caracteére si et seulement si, pour tout = € Ggs(F'), il existe un bon voisinage w de
0 dans g, (F') et, pour tout O € Nil(g,), il existe cgo(x) € C de sorte que I'on ait ’égalité

1) orep(X)= 3 o0, X)
OeNil(g ,)
presque partout pour X € w. Autrement dit, pour toute f € C2°(g,(F')) a support dans w, on a
I’égalité
[ beepidix= 3 wol)o(f)
8.(F) OeNil(g,)
Les coefficients cg o (x) sont uniquement déterminés.

Soit # un quasi-caractere. Alors 6 est localement intégrable sur G(F') et localement constant
sur Greg(F'). Pour tout G-domaine Q dans G(F), 61q est un quasi-caractere. Soient x € G,(F')
et w un bon voisinage de 0 dans g, (F). On dit que 6 est développable dans z exp(w) si I'égalité
(1) est vérifiée pour X € w N g (F).

4.2 Quasi-caracteéres de g(F)
La définition précédente s’adapte aux algebres de Lie. Soit 8 une fonction définie presque partout
sur g(F'). On dit que c’est un quasi-caractere si et seulement si, pour tout X € g, (F), il existe
un Gx-domaine w dans gy (F'), contenant 0, et, pour tout O € Nil(gy), il existe ¢y o(X) € C de
sorte que 'on ait 1’égalité
(1) OX+Y)= > co(X)jO,Y)

OeNil(g x)
presque partout pour Y € w. Les quasi-caractéres de g(F') ont des propriétés similaires a celles
des quasi-caracteres de G(F).

Soit # un quasi-caractere. On note simplement ¢y o = cy,0(0) les coefficients du développement
de 0 au point 0. Soit A\ € F'*2. Alors 6* est un quasi-caractere. Soient X € g, (F) et w comme
ci-dessus, tel que @ soit développable dans X + w. Alors 8 est développable dans A™' X + A\~ lw.
Remarquons que gy-1y = gx. Pour tout O € Nil(gy), on a 'égalité

(2) cor o(ATIX) = [ApTO 20, o(X).

)

Cela résulte immédiatement des formules du §2.6.

THEOREME. Soit D une distribution sur g(F), invariante par conjugaison et a support compact
modulo conjugaison. Alors sa transformée de Fourier est la distribution associée a une fonction
localement intégrable 6 qui est un quasi-caractére.
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C’est un résultat d’Harish-Chandra. La premiere assertion résulte du théoreme 4.4 de [Har99).
La derniére n’est pas tres clairement énoncée dans cette référence mais résulte de la preuve du
théoreme 4.4, en particulier du théoreme 5.11 et du corollaire 6.10.

4.3 Localisation
On fixe un élément x € G45(F) et un bon voisinage w de 0 dans g, (F’). Soit § un quasi-caractere
de G(F). On définit une fonction 6, ,, sur g, (F') par

0, L (X) = O(zexp(X)) si X ew,
e |0 sinon.

Alors 0., est un quasi-caractere de g,(F). On a les égalités cyo(zexp(X)) =co, ., 0(X)
pour tout X € wNg, ,(F) et tout O €Nil(g, x). En particulier cgo(z)=cy,, 0 pour tout
O € Nil(g,).

Inversement, soit  un quasi-caractere de g,,(F'). Supposons que € soit invariant par conjugai-
son par Zg(z)(F) et a support dans w. Soit € la fonction sur G(F'), invariante par conjugaison
par G(F), a support dans Q = (z exp(w))? et telle que 8(x exp(X)) = 6(X) pour X € w, cf. §3.1.
Alors 0 est un quasi-caractere sur G(F'). On a I'égalité 0, , = 6.

5. Fonctions trés cuspidales

5.1 Définition

Soit f € C°(G(F)). On dit que f est trés cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe
parabolique propre P = MU de G et pour tout x € M(F'), on a I'égalité

/ f(zu) du=0.
U(F)

Remarquons que l'intégrale ci-dessus est localement constante en . Sa nullité sur M (F') équivaut
a sa nullité sur M (F) N Greg(F'). Mais, pour x € M(F) N Greg(F), on a I'égalité

5p(z)'/? / f(xu) du= DC(2)/2DM (2)71/2 / f(u zu) du.
U(F) U(F)

Alors f est trés cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU
de G et pour tout € M(F) N Greg(F'), on a I'égalité

/ f(u™tzu) du=0.
U(F)

Disons qu'un élément x € Gyeg(F) est elliptique si Ag, = Ag. Si le support de f est contenu
dans l'ensemble des éléments réguliers elliptiques de G(F'), alors f est trés cuspidale. Si € est
un G-domaine dans G(F') et si f est trés cuspidale, alors flg est trés cuspidale. Si f est tres
cuspidale, 9 f I'est pour tout g € G(F).

5.2 Intégrales orbitales pondérées de fonctions trés cuspidales

Soient M un Lévi de G et K un sous-groupe compact spécial de G(F') en bonne position
relativement a M.

LEMME. Soient f € C°(G(F')) et x € M(F) N Greg(F'). On suppose f trés cuspidale.
(i) L’intégrale orbitale pondérée Jys(x, f) ne dépend pas de K.
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(ii) Pour tout y € G(F), on a I'égalité Jy(x,Yf) = Ju(z, ).
(iii) Si Ag, # Awm, alors Jy(z, f) =0.
Preuve. Soit K un autre sous-groupe compact spécial en bonne position relativement a M.
Soit g € G(F'). En utilisant K, on a défini la famille de points (Hp(g))pepnr) et la (G, M)-
famille (vp(g)) pep(ar)- En utilisant /&, on définit de méme une famille de points (Hp(g)) pep(ar)
et une (G, M)-famille (9p(9))pep(rr)- On définit la (G, M)-famille (dp)pepnr) par dp(g) =
vp(g)ip(g9)~L. Elle est associée a la famille de points (Hp(g) — ﬁp(g))pep(M). On a vp(g) =
op(g)dp(g), d’on, d’apres la relation 2.2(2)
wi(g)= Y. 5(9uq(He(g) — Holg)).

QEF(M)

Alors

Jui(, ) = D (a) /2 /G e, 0 ) do

— DG (z)1/2 o) (g)u —
D (x) QE;M) / e, T 00 Halo) ~ (o)) do

=D%)"? ) / / / e  luk)
Q=rUeF (M) Le(FNLIE ur)
x 05 (Dug(Hg(k)) du dk dl.
Si Q # G, l'intégrale intérieure sur U(F) est nulle puisque f est tres cuspidale. Le terme pour
@ = G est l'intégrale orbitale pondérée calculée a ’aide de K. Cela prouve 'assertion (i).

Par changement de variable

Tut(a, Y f) = DO ()12 / e, G 9o dg

La relation 2.2(2) permet d’exprimer vy (gy~"') & laide des v]%(g) pour @ € F(M). Comme ci-
dessus, les termes indexés par Q # G ont une contribution nulle. Le terme pour () = G donne
lintégrale Jys(z, f). Cela prouve lassertion (ii).

Soit M (z) le commutant de Ag, dans G. C’est un Lévi de M. Quitte a changer de groupe K,
ce qui est loisible d’apres (i), on peut supposer que K est en bonne position relativement & M ().
La formule 2.2(3) appliquée aux poids conduit aisément a I’égalité

LeL(M(z))
Supposons Ag, # Apr. Alors M (z) # M et tous les Lévi L intervenant dans cette somme sont

différents de G. Les fonctions correspondantes fg sont nulles et on obtient I'assertion (iii). O

5.3 La distribution invariante associée a une fonction trés cuspidale

Soit f € C°(G(F')). On suppose f trés cuspidale. Soit « € Greg(F'). Notons M (x) le commutant
de Ag, dans G. C’est un Lévi de G. On pose

0p(z) = (1)@ % 1(G,) ' DY (2) 2y (2, f),

I'intégrale orbitale pondérée étant calculée a 1’aide d’un sous-groupe compact spécial de G(F') en
bonne position relativement & M (x). Cette définition est loisible d’apres 1'assertion (i) du lemme
précédent.
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LEMME. La fonction 8y est invariante par conjugaison, a support compact modulo conjugaison,
localement intégrable sur G(F) et localement constante sur Gheg(F').

Preuve. Soient y € G(F) et x € Gyeg(F). On a M(yzy ') =yM(z)y~!. Par transport de
structure,

JM(:):) (.73, f) = JyM(x)yfl(yxyila yf)

x)y_l(yacy_l, f) d’apres I'assertion (ii) du lemme précédent. Alors
0¢(x) =0¢(yxy~ '), d’ou la premitre assertion. Le support de 6 est contenu dans (Supp(f))“,
d’oul la deuxieme assertion. Puisque 6 est invariante par conjugaison, la locale intégrabilité et
la locale constance se testent sur les tores maximaux de G. Soit T un tel tore, notons M (T")
le commutant de Ay dans G. Pour x € T'(F) N Greg(F), on a M(x) = M(T). Les assertions a
prouver résultent des assertions similaires pour la fonction x — Jysry(, f) sur T(F) N Greg(F).

Celles-ci résultent du lemme 2.3. O

Le second terme est égal a Jy pr(

5.4 Localisation : premieéres propriétés

Soit x € G4s(F). On suppose que G, est le produit de deux groupes réductifs connexes G, =
G’ x G", conservés chacun par Zg(z)(F'). Tout élément X € g, (F) se décompose en somme d’un
élément de g'(F) et d’un élément de g”(F'). On notera sans plus de commentaire X = X’ + X"
cette décomposition. De méme, tout Lévi R de G, se décompose en R= R’ x R”, ou R’ est un
Lévi de G’ et R” un Lévi de G”. On note f — f¥ la transformation de Fourier partielle dans
C>(g,(F)) relative a la deuxiéme variable. C’est-a-dire que, pour X = X'+ X" € g, (F),

OO =[Sy X v
g

Si R est un Lévi de G, on définit de méme une transformation de Fourier partielle f — f* dans
C2°(¢(F)). Soit w un bon voisinage de 0 dans g, (F'), auquel on impose la condition (8) de §3.1.
Cette situation sera conservée jusqu’au § 5.8 inclus.

Soit f € C(G(F)). Pour g € G(F'), on définit 9 f, ,, € C°(g,(F)) par

{0 si X ¢w,

I fow(X) = flg7lrexp(X)g) si X €w.

On pose gfﬁ,w = (9frw)f. Pour y € Zg(2)(F) et X € g,(F), on a les égalités
(1) ygfx,w(X) :gfx,w(y_le)a ygff;,w(X) nggw(y_le).

Soient M un Lévi de G tel que z € M(F). On fixe un sous-groupe compact spécial K de G(F')
en bonne position relativement a M. Soit P = MU € P(M). Pour f € C°(G(F')), définissons des
fonctions [P, f], G¥[P, f] et Ji; , (-, f) sur mu(F) 0 g, e (F) par

o[P, f](X) = D% (X)1/2 DM (X) /2 / (X) du,

“fow
U(F)

(P, J](X) = DS (X)1/2DM=(X)~V/2 / uph L (X) du,
U(F)

i, (X, f)= DO (x)V/? / 9f(X)oar() dg.
Y Gz, x (F)\G(F)
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LEMME.

(i) Ces trois intégrales sont absolument convergentes.
(ii) Les fonctions [P, f] et @*[P, f] se prolongent en des éléments de C°(m,(F)) et on a
I'égalité ©*[P, f] = (¢[P, f])*.
(iii) La fonction X — J]ﬁwxw(X, f) est invariante par conjugaison par M,(F). Son support est

compact modulo conjugaison. Elle est localement constante sur my (F) N @, o (F). 11 existe
¢ >0 et un entier k > 0 (d’ailleurs indépendant de f) tels que I'on ait I'inégalité

400X, £ < e(1 + log(DC (X)|)F
pour tout X € my(F) N g, e (F)-

Preuve. Ecrivons

() P, FI(X) = / DO (X)V2 DM (X) 712 / wy o (X) dudv,
Us (F)\U(F) Us(F) ’

DG (X)\/2pMe (x)~1/2 / wird (X)) dudo.
U (F) ’

3) P, fI(X) = /

Uz (F)\U(F)
D’apreés la relation 3.1(5), on peut fixer un sous-ensemble compact I' de G(F') tel que 9f, , =0
pour g € G(F), g ¢ G,(F)I'. On a donc aussi gfﬁxw = 0 pour un tel g. On vérifie que I'application
Ue(F)\U(F) — Go(F)\G(F)

est d’image fermée et est un homéomorphisme de sa source sur son image. Il en résulte que les
intégrales en v € U, (F)\U(F) dans les égalités (2) et (3) sont a support compact. Les expressions
que l'on integre étant localement constantes, il suffit de fixer v € U(F) et de prouver les assertions
pour les expressions en question. Grace & (1), celles-ci s’écrivent

DO (X)1/2 DM (X) /2 / Uf o X ) du,
U (F)

DG (X)'/2pMe (x)~1/2 / v L (u T X ) du.
Us(F)

Par un calcul familier, elles sont égales a
/ Vfew(X +N)dN et / vft (X + N)dN.
ug(F) uL(F)

Les assertions sont maintenant faciles a prouver.

De méme, pour démontrer les assertions relatives a la fonction Jf\/l%w(-, f), on peut fixer
v € I" et prouver les mémes assertions pour la fonction

X Do) [ 7178 (K)o (g7) do.
Ga,x (F)\Gz(F)
ou encore
X Do [ (g™ Xg)onr(97) do.
Ga,x (F)\Gz(F)
Il suffit alors de reprendre la preuve du lemme 2.3. O
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5.5 Localisation pour une fonction trés cuspidale
Les groupes M, P et K sont comme dans le paragraphe précédent.

LEMME. Soit f € C°(G(F')) une fonction tres cuspidale.

(i) Si P # G, les fonctions [P, f] et ©*[P, f] sont nulles.

(ii) La fonction Jﬁmp o f) ne dépend pas du choix de K. Elle s’annule aux points X €
My (F) N gy reg () tels que Ag,  # An. En particulier, elle est partout nulle si Apy, # Ap-
Pour tous y € G(F) et X € my(F) N g, e (F), on a I'égalité

J]ﬁ\/[,x,w(X’ f) = J}j\/[,xw(X’ yf)

Preuve. Soit X € m;(F) N g, o (F). Par définition, p[P, f](X) =0 si X ¢ w. Supposons X € w.
Alors

6P, 11X) = D () D)2 [ gt exp(Xw) du
Onaxexp(X) € M(F) N Greg(F). Si P # G, cette intégrale est nulle puisque f est trés cuspidale.
Donc [P, f] = 0. Puisque ©#[P, f] = (¢[P, f])f, on a aussi ¢*[P, f] = 0.

On démontre (ii) en reprenant la preuve du lemme 5.2. On y avait utilisé 'hypothese de forte
cuspidalité de f pour annuler certaines intégrales. Maintenant, les intégrales similaires s’annulent
d’apres la nullité des fonctions f[Q, f] pour tout Q € F(M), Q # G. Cela conduit aux mémes
résultats. O

5.6 Les distributions locales associées & une fonction trés cuspidale
Soit f € C2°(G(F')) une fonction tres cuspidale. On définit une fonction 0y, ., sur g, ., (F') par

0, si X dw,

Gf,x,w(X) - {ef(x exp(X))7 si X €w.

Soit X € gy yeq(F7). Notons M(X) le commutant de Ag,  dans G. On pose
Qﬁ (X) _ (_I)GM(X)_GGV(GI‘7X)—1DG1 (X)_l/QJIﬁVI(X),m,w(X’ f),

f7x7w

le dernier terme étant calculé a laide d’'un sous-groupe compact spécial de G(F) en bonne
position relativement a M(X). Cette définition est loisible d’apres le (ii) du lemme précédent.

LEMME. Les fonctions 0¢, ., et G%W sont invariantes par conjugaison par G.(F'), a support
compact modulo conjugaison, localement intégrables sur g,(F) et localement constantes sur

9areg (F)-

Preuve. Pour la fonction 0y, ., les assertions résultent du lemme 5.3. Pour la fonction 9?
elles se prouvent comme dans ce lemme, en utilisant les lemmes 5.4(iii) et 5.5(ii).

T,w?

5.7 Descente des intégrales orbitales pondérées

On fixe un Lévi minimal Ry, de G, et un sous-groupe compact spécial K, de G, (F) en bonne
position relativement a Ryi,. Rappelons 'application R+— R du §3.2. On fixe un sous-groupe
compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a Rypiy.

LEMME. Soit fe€ C®(G(F)) une fonction tres cuspidale. Pour tout S € L(Rmin), il existe
une fonction f°¢€ C®(s(F)), a support dans wNs(F), telle que, pour tout R € L(Ruyin),
on ait les égalités :
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() Jn(x exp(X), f) = D)2 Yo JEX. 15) pour tout X € (F) g, e (F) Nt
(11) Jlgi,xyw(Xa f) = ZSGE(R) J}%(Xa fs7ﬁ> pour tout X e t(F) N gz,reg(F>7 ol fS71j = (fS)ﬁ

Preuve. Soient R € L(Ruin) et X € t(F) N g, 100 (F) Nw. On a les égalités

Jr(x exp(X), f) = DO (x exp(X))!/? /G e e Xm(0) do

1) Jr (i exp(X)) = DO (2)/2DCx (X)1/2 /G e, e Xm0)dg

Fixons un sous-groupe ouvert compact K’ de K tel que f soit invariante par conjugaison par K'.
Soit A un ensemble de représentants de G, (F)\G(F)/K’. On a I'égalité

/ 91, (X)vr(g) dg =3 m() / 9 £, (X)or(g6) dg,
Ga:,X(F)\G(F) JEA Gx,X(F)\Gz(F)

ott m(8) = mes(K')mes(G,(F)NJK'6-1)~1. D’apres la condition (5) du §3.1, on peut fixer un
sous-ensemble fini Ay C A tel que g‘sf%w =0 pour tout g € G5(F) et tout § € A tel que § & Ay.
Le lemme 3.3 conduit a ’égalité suivante

(2) Jr(zep(X), )=D@" 3 3 Y m )

SEL(R) 5€Ao QEP(S)

ol
@) = D% ()2 | ool X)o 9)u(Hol05) ~ g, (9)) do.
Ga,x (F)\Gz(F)
Un calcul familier remplace cette expression par
?9(X)=D5(X)/? / / / M f oo XT+ N)oR(Dug(Ho(kd)) AN dk dl,

G(z,X)(F)\S z F)

ot U, est le radical unipotent de Q. Définissons une fonction f@9 sur s(F) par
POy = [+ NpugUHake) dN ak

Cette fonction appartient & C2°(s(F)) et on a 1'égalité

(X)) = JR(X, [90).

En posant
=2 Z (6)7°.
5€A0 QEP(S
Iégalité (2) devient celle du (i) de I’énoncé.
Pour tout X € t(F') N g, yeg(F), le terme Jlﬁ’»,r,w(X’ f) s’exprime par une formule analogue a

(1) : il suffit de supprimer le facteur D (z)'/? et de remplacer les fonctions 9 fow par? ff,,w. On

peut refaire le calcul ci-dessus. Les fonctions f¢° sont remplacées par les fonctions

= ko ¢
% / x / [ Lol 4 N g (49)) dn
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On vérifie aisément que ce sont les images f@%f de f@9 par transformation de Fourier partielle.
Le (ii) de I’énoncé s’ensuit. O

5.8 Transformées de Fourier des distributions locales

PROPOSITION. Soit f € CX°(G(F')) une fonction trés cuspidale. Alors la fonction Gﬁcxw est la

Iy

transformée de Fourier partielle de 0y ,,,, c’est-a-dire que, pour toute ¢ € C°(g,(F)), on a
égalité

[ GanXp0ax = [ 0,006 ax.
9o(F) 9o(F)

Preuve. Soit ¢ € C>(g,(F)). Notons 6%(¢) le membre de gauche de I’égalité de I’énoncé et 6(pF)
celui de droite. D’apres la formule de Weyl, on a

By = S wRwe It Y ]W(R,T)\l/ Jo (X, 00700 (X) DO (X)V/2 dX.
REE(Rmin) TGIZ—CH(R) t(F)

Soient R € L(Rmin), T € Ten(R) et X € t((F) N g, 100 (F). Supposons d’abord X € w. Alors
Ofzw(X)=(-1)"Me eXP(X))7“01/(T)71DG(J: exp(X))71/2JM(I exp(X))(x exp(X), f).
On a D% (z exp(X)) = D%(x)D% (X). On a aussi M (z exp(X)) = R. Enfin Jr(x exp(X), f) est

calculé par le lemme 5.7 et on obtient :
0100(X) = (—1)"7Cu(T) 1D (X) 712 37 JR(X, £5).
SeL(R)
Cette formule reste vraie pour X ¢ w car ses deux membres sont nuls : par définition de 0y,

pour celui de gauche ; parce que les fonctions f sont & support dans s(F)Nw pour celui de
droite. D’ot1 I'égalité

()= Y IWIIWE | (—1)2s7eag%(F, ),

SEL(R)
ou
W) 0SS = Y WR WG (—1)enmas
RELS(Rmin)
xS WRT) (T / Je, (X, o TS(X, ) dX.
TeTn(R) tHF)

Soient S € L(Rumin), @ et 3 deux éléments de C°(s(F)). Pour R € LY (Ruin), T € Ten(R) et
X €t(F) N gy yeg (F7), posons
.S o S 1/ 1/ S’XS{’ B S,XSQ
@ GRXef)= D dp(ST ST e (X aggp)Tr (X, Berxay):
Si’,Sé’E»CS”(R")
Les sous-groupes paraboliques QY et QF sont déterminés par un parametre auxiliaire £’ € .Ag,l,
On pose

Plap)= Y IWHWI T (=enes Y \W(R,T)|1V(T)1/ JR(X, a, B) dX.

ReL3 (Ruin) TeTn(R) t(F)
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Revenons a la formule (2) et supposons que « vérifie ’hypotheése (H) du §2.5. On peut alors
remplacer g, gn Par gy sy Soit S e £5"(M"). Pour tout y e C®(s'(F) x s/ (F)), on a la
formule de descente

S'x St R/'xSY
‘]S/xR’l/(Xa 7) :JR 1(X7 ’YQ’XSY)

ol Q" est un élément quelconque de P (R'). Appliquée & v = agry sy, cette formule devient

S’ xSy R'xS!
O asr) — I (g
Alors
i RIxSY S ran any S XSy
jR(X; «, ﬂ): Z JR 1(X, aR’XSi’) Z dR”( 1’52)JR 2()(7 ﬂS’XQg)-
Si’EES’/(R") SQ/GL‘,SN(R”)

Fixons S/ € £5"(R"). L’application Sy — 5% est une bijection de I'ensemble des Sy € £5(R) tels
que d3(R' x Sy, S2) # 0 sur I'ensemble des S§ € L5 (R") tels que d3,(S7, S4) # 0. La bijection
réciproque est S% — S’ x SJ. Fixons un parametre auxiliaire £ € A% dont la seconde composante
soit ¢”. Pour Sy et S§ se correspondant par la bijection ci-dessus, on a di(R' x S7,S2) =
d%,l,(Si’, SY) et le parabolique Q2 associé & R’ x SY, Sy et £ n’est autre que S’ x @Qf. Cela conduit
a l'égalité
X B = 3 T N (Xoapesy) >, dR(R x SY, %) TR (X, Ba,),
SyecLs” (R S2€L5(R)

ou encore, d’apres la relation 2.2(3),

. R'xS"
(3) X e B) = Y Ty X apsy) TRy (X 8).
Si/ELS” (R//)

Supposons que la fonction ¢ vérifie ’hypothese (H). Une généralisation immédiate de ce que 1'on

a dit au § 2.5 montre que ¢* vérifie aussi cette hypothese et que (pg)! = (pf)g. On peut noter sans

ambigiiité cpg cette fonction. Elle vérifie aussi (H) et j3(X, gog, f%) se calcule par la formule (3).

Remarquons que le terme de cette formule indexé par S = R” est JE(X, @%)J 2(X, f9), égal &
Ja, (X, ") J2(X, £5), qui est précisément le terme intervenant dans (1). On en déduit

P 1 =05 = Y wEwS T (—eEes N [ W(R, T
ReLS (Rpmin) TeTa(R)

— R'xSY
S D DR Sl C
W) ners” (riy,sy 2R

x Jo, s (X, 5y dx.
Posons

i = D WIIW T (—1)esea S (ol 1),
SGL(Rmin)
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Alors
B =0 = > W WE T (=) Tee (5 (e, £5) — 05 (¢F, ),
SeL(Rmin)
Je) =0 = > WHW T (=i Y [W(R, T w(T) !
REL(Rmin) TeTen(R)
R/XS// u

SyeLG” (R"),Sy£R"
X Thsy (X 5 dX.
SeLCz (R'xS!)
D’apres le lemme 5.7, la derniere somme dans 1’expression ci-dessus est
D ()12 Js, (w exp(X), f),
ol on a posé S1 =R x S!. Or xexp(X) € R C Sy puisque R” C S7. D’apres le lemme 5.2(iii),
I’expression ci-dessus est nulle. D’ou I'égalité
B(¢F) = ().
Définissons j#(p) en remplacant js(gog, f9) par 5 (s, f3*) dans la formule (4). Le méme calcul
conduit a I’égalité
0 () = 5 ().

11 suffit en effet de remplacer 'usage du lemme 5.2(iii) par celui du lemme 5.5(ii).

L’égalité 0(¢%) = 6%(p) que I'on veut prouver équivaut donc & j(¢f) = j%(¢p). 1l suffit de fixer
S € L(Rmin) et de prouver I'égalité js(@ﬁs, %) =7%(¢s, £5). On va plus généralement prouver
égalité j9(af, B) = j°(a, B%) pour toutes a, 3 € C°(s(F)). Par linéarité, on peut supposer a =
ded, p=p@p" oud, f €Cx((F)), o, " e CP(s"(F)). Considérons lexpression (2).
On a

TR f B) = Te (X, ) TR 0) 3 (ST, SE) T (X", 6l ) TR (X ),
Si/,Sé/EESN(RN)
puis
JRX, o, ) = Jg (X', o) T3 (X7, 8) T3 (X", 6, 3",

avec la notation du §2.4. On en déduit aisément

jS(aﬁ7 ﬁ) _ kS/(O/, ,BI)JS"(@”, ﬁ”>,

ou
8= Y W (e YT W(R, T
ReLS (R, ) T'€Ten(R)
xy(T’)_l/ Jo/(X', o) I3 (X', 8) dX'
t(F)
De méme

jS(a’ ,Bﬁ) _ kS’(O/’ ,BI)JSH(O/,, B//).
On déduit alors I'égalité cherchée j°(af, B) = j%(a, %) du théoréme 2.4.
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Cela prouve l’égalité de 1’énoncé pour les fonctions ¢ vérifiant I'hypothese (H). Puisque
les deux distributions o+ 6%() et ¢+ (p!) sont invariantes par conjugaison par G(F), le
lemme 2.5(ii) généralise leur égalité a toute fonction ¢ & support dans g, ;.. (F). Pour obtenir
I’égalité pour toute ¢, il suffit de prouver que les deux distributions sont localement intégrables.
C’est vrai pour la premiere d’apres le lemme 5.6. Considérons la seconde. Fixons deux GG-domaines
I"Cg/(F) et T C g"(F), compacts modulo conjugaison. D’apres la conjecture de Howe (cf. la
formule 2.6(2)), on peut fixer une famille finie (X}')i=1,. n d’éléments de w” N gy, (F) et une
famille finie (3;)i=1,..» d’éléments de C2°(I'") de sorte que, pour tout X" € w” N gy, (F) et toute
B e C(I), on ait I'égalité

Ja(X".B) =Y Jan(X],B)Jan (X", B).
i=1,...,n

Soient av € C°(I”) et 8 € C°(I'). Posons

7=a®<ﬁ— > Ja~<X{’,B>ﬁi>.

i=1,...,n

Alors Jg,(X,v%) =0 pour tout X € w N @y reg(F). Puisque Oy, est a support dans w, il en
résulte que A(7%) = 0. Donc

0a®B)= > Je(X!,})0(a® B).
i=1,...,n

La fonction ¢, est localement intégrable. Il en résulte que la distribution a+— 0(a ® 3;)
I'est aussi. D’apres les théoremes 13 et 15 de [Har70], la distribution 8+ Jgn (X!, B) est aussi
localement intégrable. Donc la distribution a ® 3 — 0(a ® ) est intégrable sur IV x I'". Cela
acheve la démonstration. O

5.9 Le quasi-caractere associé a une fonction tres cuspidale

COROLLARY. Soit f € C°(G(F)). Supposons f trés cuspidale. Alors la fonction 0 est un quasi-
caracteére.

Preuve. Soit x € Ggs(F'). On applique la proposition précédente au cas G' ={1}, G" =G,. On
obtient que la transformée de Fourier de 6y, . est la fonction 030 v que l'on peut d’ailleurs

plutot noter éf,x,w' Le support de cette fonction est compact modulo conjugaison. D’apres le
théoreme 4.2, 05, ,, est donc un quasi-caractere sur g, (F'). Alors 6 coincide au voisinage de
avec un quasi-caractere. Cela étant vrai pour tout = € G4s(F'), la conclusion s’ensuit. O

6. Fonctions trés cuspidales sur les algebres de Lie

6.1 Premiéres propriétés

La définition des fonctions tres cuspidales s’adapte aux fonctions sur lalgebre de Lie g(F).
Soit f € CX(g(F)). On dit qu’elle est tres cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe
parabolique propre P = MU de G et tout X € m(F'), on a I’égalité

(1) Ame+NMN:&
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Ou encore si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G et tout
X € m(F) N gyeg(F7), on a I'égalité

/ fu ' Xu) du=0.
U(F)

Les propriétés énoncées dans les §§ 5.1 et 5.2 restent vraies. Il y a une propriété supplémentaire : si
f est tres cuspidale, f est aussi. En effet, notons fi7(X) intégrale (1). On vérifie que (f)y = (fu)
et ’assertion s’ensuit.

Soit f € C(g(F)), supposons f tres cuspidale. On définit une fonction 6 sur g,.,(F) par
05(X) = (=)W~ y(Gx) " DE(X) 2Ty (X, ),

ou M(X) est le commutant de A, dans G. Elle a des propriétés similaires & celles énoncées au
lemme 5.3.

LEMME. Soit f € C°(g(F')) une fonction tres cuspidale.

(i) La fonction 0; est la transformée de Fourier de 0.

(ii) La fonction 0 est un quasi-caractére.

Preuve. La démonstration de la proposition 5.8 se simplifie grandement. En effet, fixons un Lévi
minimal My de G et un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement
a My. Pour toute ¢ € C2°(g(F')), on a simplement

(2) J(p, f) = /g(F) P(X)05(X) dX.

L’assertion (i) s’ensuit en appliquant le théoréme 2.4. Pour prouver (2), soient M € L(M),
T eTan(M) et X € t(F) N gyeg(F). Parce que fg =0 pour tout sous-groupe parabolique propre
@ de G, on a

Mais alors J(¢, f) coincide avec le membre de droite de (2) exprimé a 'aide de la formule de
Weyl.

L’assertion (ii) résulte de (i) et du théoreme 4.2. O

6.2 Relevement au groupe

LEMME. Soient x € Gss(F'), w un bon voisinage de 0 dans g, (F') et ¢ € C>(g,(F')). On suppose
@ tres cuspidale et a support dans w. On suppose que 0, est invariant par Zg(z)(F) et que
x est elliptique, c’est-a-dire que Ag, = Ag. Alors il existe f € C(G(F)) telle que f soit trés
cuspidale et 0y 4 ., = 0.

Preuve. Fixons un Lévi minimal Ry,in de G (F') et un sous-groupe compact spécial K de G(F)
en bonne position relativement & R,j,. Fixons un sous-groupe ouvert compact K’ de K tel que ¢
soit invariante par conjugaison par K’ N Zg(z)(F). Posons ¥ = {k~lx exp(X)k; k € K', X € w}.
C’est un sous-ensemble ouvert et fermé de G(F'). Comme au §3.1, on peut définir une fonction

f sur G(F) par
s = siggy,
9= o(X) sig=klrexp(X)k,avec ke K/, X € w.
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Montrons que f est tres cuspidale. Soient P = MU un sous-groupe parabolique propre de G et
m € M(F) N Greg(F'). Posons

m) = w'mu) du.
F(U.m) /U(F)f( )d

On veut prouver que f(U, m) = 0. C’est évident si {u"tmu;u € U(F)} NY = ). Supposons cette
intersection non vide. On peut fixer v € U(F), k € K’ et X € w tels que v~ 'mv = k™ 1z exp(X)k.
Posons g =vk™!, P'=g 'Pg, M' =g Mg, U =g 'Ug et m' = g~'mg. Grace au changement
de variable u — uv et & I'invariance de f par K’, on a ’égalité
fU,m)= / kv u ™ bmuvk ™) du,
U(F)
puis
fOm) = [ pg gy du= [ ) = 0 )
U(F) U'(F)

Cela nous rameéne a la méme question pour le sous-groupe parabolique P’ et I’élément m’ de
M'(F). Mais m’ =z exp(X). En oubliant les données P’ et m/, on peut donc supposer que
m =z exp(X), avec X € w. Dans ce cas, on a Ay C Gy, C G, donc x € M (F'). De plus, puisque

P est propre, on a Ag C Ap. Puisque x est elliptique, on a aussi Ag, € Ay C Apy,, donc
P, = M_,U, est un sous-groupe parabolique propre de GG,. Ecrivons

flU,m)= / / fo T mauw) du dv.
Uz (F)\U(F) JU(F)

On peut fixer v € U(F') et prouver que

/ fv~u"tmuw) du = 0.
U (F)

De nouveau, c’est évident si {v~lu"lmuv;u € U,(F)} N X ={. Supposons cette intersection

non vide. Alors il existe w € U,(F) et k€ K’ tels que v~ w ™ lmwv € k~1x exp(w)k. Puisque
m € x exp(w), la condition (4) du §3.1 entraine que wvk™! € Zg(z)(F). Donc v € Zg(z)(F)k.
Ecrivons v = gk, avec g € Zg(z)(F). Pour u € Uy (F),on av u=tmuv = k12 exp(g~'u=! Xug)k.
Donc

Fo u  maw) = (g™ u ™ Xug) =9o(u™" Xu),

avec une définition évidente de 9¢. L’intégrale a calculer est égale a

/ Ip(u™t Xu) du.
U (F)

Elle est nulle parce que 9¢ est tres cuspidale et P, est propre.

Posons

c=[Go(F)\Zg(z)(F)K'/K'|mes(K )mes(G,(F) N K')~1.

On va prouver que 0y, ., = cf,. En explicitant les définitions, on voit qu’il s’agit de prouver
Iassertion suivante. Soit X € w N g, oo (F). Notons R le commutant de Ag, , dans G,. Alors on
a D'égalité
(1) Jr(x exp(X), f) = D% (2)!/2Jp(X, o).
On peut supposer que R contient Ry;,. Reprenons la preuve du lemme 5.7, olt on prend pour K’
le groupe introduit ci-dessus. Par un raisonnement fait plusieurs fois, 9f, , =0 si g€ G(F)
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et g& Zg(x)(F)K'. On peut prendre pour ensemble Ay un ensemble de représentants de
G (F)\Zg(x)(F)K'/K', inclus dans Zg(z)(F). Pour 6 € Ag, on a? f, ,, = %p. L’hypothése que ¢
est tres cuspidale entraine que pour S € L(Rmin), S # G, la fonction f° est nulle. Pour S = G,
on a S = G parce que x est elliptique. Alors

fO =mes(K')mes(G.(F) N K')™ Y~ ¢
VAN

D’apres 'hypothese d’invariance de 6, par Zg(x)(F), on a
JR(Xv 680) = JR(Xa So)a
pour tout § € Ay, et I’égalité (1) résulte du (i) du lemme 5.7. O

6.3 Support des distributions associées aux fonctions trés cuspidales

LEMME. (i) Soient 6 un quasi-caractére de g(F') et w un G-domaine dans g(F') compact modulo
conjugaison. On suppose la transformée de Fourier de 0 a support compact modulo conjugaison.
Alors il existe une famille finie (X;)i=1,..n d’éléments de g,.,(F") et une famille finie (c;)i=1,....n
de nombres complexes telles que, pour tout Y € wnN greg(F), on ait I’égalité

0Y)= >  aj(Xi,Y).

i=1,...,n

(ii) Soient X € g,eq(F') et w un G-domaine dans g(F') compact modulo conjugaison. Alors il existe
une fonction trés cuspidale f € C°(g(F)) telle que, pour tout Y € w N gy, (F), on ait I'égalité

0r(Y) =j(X,Y).

(iii) Soient w un G-domaine dans g(F') compact modulo conjugaison et O € Nil(g). Il existe une
fonction f € C°(g(F)), trés cuspidale, telle que, pour tout Y € w N g,.,(F), on ait I'égalité

0r(Y)=3(0,Y).

(iv) Pour tout Y € g,,(F), il existe une fonction tres cuspidale f € CZ°(g(F)) telle que 0¢(Y') # 0.

Preuve. Soit § comme en (i). Soit 2 un G-domaine de g(F'), compact modulo conjugaison et
contenant le support de 6. Pour ¢ € C°(w), on a, avec les notations de la formule 2.6(2),

0(p)= > Ja(Xi, @)0(f).

i=1,...,n

Autrement dit

O(Y)p(Y) dY = 0(f)7(X;, Y)o(Y) dY.
/E(F)uw) /g( ST 00X Y)e(Y)

F)iz1,.m

L’assertion (i) s’ensuit.
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Fixons un Lévi minimal My, de G. Soit f € C°(g(F)), supposons f’ trés cuspidale. Pour
toute ¢ € g(F'), on a l'égalité :

(1) / Gf,(Y)cp(Y)dY:/ 0,(X)p(X) dX
g (F) a(F)
= > wMwet >y wL T
MeL(Muyin) TeTen(M)

x/ 04(X)Ja(X, p)DY(X)Y? dX.
t(F)

Soient X et w comme en (ii). On ne perd rien a supposer qu'il existe M € L(Myin) et T € Ton(M)
de sorte que X € t(F). La formule 2.6(3) montre qu’il existe un voisinage v de X dans g(F’) tel
que, pour tout Y € w N g,e(F), la fonction X' — j(X',Y) soit constante dans w'’y. Supposons :

(2) il existe f' € C°(g(F)), tres cuspidale, telle que 4 (X) # 0.
Fixons une telle fonction. On peut trouver un voisinage wx de X dans t(F) tel que :
— wx est ouvert et compact ;
— la fonction X+ 0 (X')DY(X’)'/? soit constante dans wy ;
— pour w € Norm ;) (T) tel que w & T(F), wlwxw Nwyx = 0.

Remplacons f’ par son produit avec la fonction caractéristique du G-domaine w)G(. La formule
(1) devient

/ B4 V)6lY) 0¥ = (XD () | Jetxgax
g

wx
= 04(X)DY(X)'/? / / J(XY)p(Y)dY dX'.
wx Jg(F)
La double intégrale est bien stir absolument convergente. On en déduit 1’égalité
(3) 05(Y) =05 (0D [ (XY ax’
wx
pour tout Y € gy, (F). Imposons de plus la condition wx C w'y. Alors I'égalité (3) devient

0:(Y)=0p(X)D%X)Y?mes(wx)j(X,Y)

f/
pour tout Y € w N g, (F). En posant

f=0p(X) 7 DY (X) " Pmes(wx) T f,
on obtient (ii), sous I’hypothese (2).

Soit Y € gyee(F). Appliquons la formule 2.6(4) : on peut fixer un G-domaine €2 de g(F) tel
que

(4) JXY)= > To(X)j0,Y)
OeNil(g)

pour tout X € Q) ﬂgreg(F). On peut évidemment supposer AQ2 C Q pour tout A € F'* tel que
IAlp < 1. Soit X € QN g,e(F) tel que X soit elliptique. Alors I'hypothese (2) est vérifiée car
toute fonction a support régulier elliptique est tres cuspidale. On peut donc trouver une fonction
fx trés cuspidale telle que 67, (V) =j(X,Y). Soit A € F*? tel que |A|r < 1. Remplagons X
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par AX. En utilisant (4) et les formules du §2.6, on a

I(G)—dim (O ~
O (V)= Y RO, x)j(0,v).
OeNil(g)

En prenant une combinaison linéaire convenable des fonctions f)x, on peut séparer les orbites
selon leurs dimensions. On peut en particulier isoler 'orbite {0} et trouver une fonction f tres
cuspidale telle que

07(Y) =Ty (X)3({0},Y).
La fonction j({0},.) est constante de valeur 1. D’aprés Harish-Chandra [Har99, lemme 9.6],
le germe de Shalika I'rgy ne s’annule pas sur I'ensemble des points elliptiques réguliers. Donc
0r(Y) #0, ce qui démontre (iv).
On peut maintenant achever la démonstration de (ii) : d’apres (iv), I’hypothese (2) est vérifiée
pour tout point X € gy, (F).

Soit w un G-domaine de g(F') compact modulo conjugaison. Choisissons €2 tel que (4) soit
vérifiée pour tous X € QN g,eo(F), Y € wN g (F). Gréce a (ii), pour tout X € QN gy, (F),0n
peut trouver une fonction fx tres cuspidale telle que 6y, (Y) = j(X,Y) pour tout Y ewn
Oreg(F). On sait que les germes de Shalika sont linéairement indépendants [Har99, lemme 9.5].
Etant homogenes, leurs restrictions a 2 le sont aussi. En utilisant (4), on voit que, pour
O € Nil(g), une combinaison linéaire convenable f de fonctions fx va vérifier ;(Y) = j(O,Y)
pour tout Y € w N gpee(F). Cela prouve (iii). O

6.4 Quasi-caracteres a support compact modulo conjugaison

PROPOSITION. Soit § un quasi-caractére de g(F) a support compact modulo conjugaison. Alors
il existe une fonction f € C°(g(F')) trés cuspidale telle que § = 6.

Preuve. On démontre la proposition par récurrence sur dim(G). On suppose qu’elle est vraie
pour tout groupe de dimension strictement inférieure a dim(G). Soit X € g, (F'). On va prouver
I’assertion suivante.

(1) il existe un G-domaine w dans g(F') et une fonction trés cuspidale f € C°(g(F)) tels que
Xecwet§(Y)=0¢Y) pour tout ¥ € w.

Autrement dit, il existe une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle que 6 ait le méme
développement que 6 au voisinage de X. Si X =0, cela résulte du lemme 6.3(iii). Si X est central,
cela résulte du cas X =0 par translation. Supposons X non central, donc dim(Gx) < dim(G).
Supposons d’abord X elliptique. La notion de bon voisinage s’adapte au cas de l'algebre de Lie.
Soit wx un bon voisinage de 0 dans gy (F'). Soit fx la fonction sur gy (F') qui est nulle hors de
X + wx et qui coincide avec 6 sur X + wx. Alors fx est un quasi-caractere de gy (F') a support
compact modulo conjugaison. Appliquant ’hypothese de récurrence, on peut fixer une fonction
tres cuspidale fx € C°(gx(F)) telle que 0¢, =0x. On peut reprendre la démonstration du
lemme 6.2 et montrer qu'il existe une fonction tres cuspidale f € C2°(g(F)) telle que 0y coincide
avec 6, dans X + wx (remarquons que la condition d’invariance par Zg(x)(F') imposée au § 6.2
disparait car le commutant d’un élément semi-simple d’une algebre de Lie est toujours connexe).
En posant w = (X + wx)Y, f et w satisfont (1). Supposons maintenant X non elliptique. Notons
M le commutant de Ag, dans G. On a X e m(F') et Gx C M. Soit wy un bon voisinage de 0
dans gy (F'). Posons

M

wy = (X +wx)™, wGZ(X+wX)G.
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Les ensembles wys et wg N m(F') sont des M-domaines dans m(F), compacts modulo conjugaison.
Notons 6y la fonction sur m(F') qui est nulle hors de wys et coincide avec 6 sur wys. C'est un
quasi-caractere de m(F'), a support compact modulo conjugaison. En appliquant I’hypothese de
récurrence et le (i) du lemme 6.3, on peut fixer des familles finies (Xj;)i=1,. , d’éléments
de Myeg (F') €t (¢;)i=1,....n de nombres complexes de sorte que

(V)= > cij”(X:,Y)
i=1,....,n
pour tout Y € wg Nmyee(F). La preuve du (i) du lemme 6.3 montre que l'on peut aussi bien
remplacer chaque X; par tout élément suffisamment proche. On peut donc supposer X; € greg(F ).
La fonction
YV — DG(Y)1/2DM(Y)_1/2
est constante sur X + wx. Notons c sa valeur. Montrons que
2) 0= 3 cejOX,Y)
i=1,...,n
pour tout ¥ € (X + wx) N gyeg(F). D’apres la formule 2.6(5), le membre de droite ci-dessus est
égal a
Yoo > ™ (X, Y)DE(Y) T 2DM (v,
Y€V i=1,..,n
ou Y est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par M (F') dans ’ensemble des
éléments de m(F') conjugués a Y par un élément de G(F'). Cet ensemble ) est contenu dans
wg Nm(F). La somme ci-dessus vaut donc
Z CQM(Y/)DG(Y)_l/zDM(Y/)l/Q.
Y'ey

On peut supposer Y € ) et le terme indexé par Y est égal & 6(Y). Soit Y' € Y, Y/ #Y. Soit
g€ G(F) tel que gYg ' =Y’ Cet élément n’appartient pas & M(F). Si Y’ € wyy, il existe
m € M(F) tel que mgY (mg)~! € X +wx. Alors mg € Gx(F) puisque wx est un bon voisinage
de 0 dans gy (F). Puisque Gx C M, on en déduit g € M(F'), contradiction. Donc Y’ & wys et
00 (Y') = 0. Cela démontre (2).

D’apres le lemme 6.3(ii), il existe une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle que 67(Y)
coincide avec le membre de droite de (2) dans wg. Alors 6¢(Y) =6(Y) pour Y € wg, ce qui acheve
la preuve de (1).

La preuve de la proposition est maintenant élémentaire. Pour tout X € g, (F), on fixe w et
f vérifiant (1) et on les note plutoét wx et fx. On fixe un sous-ensemble compact I' C g(F') tel
que Supp(f) cT. On a

rcg)c |J wx
Xe€g (1)
On peut donc choisir une famille finie (X;)i=1,. » d’éléments de g,,(F) telle que

Pour tout ¢, notons A; le complémentaire dans g(F) de U;_; , ;wx,, ¢ la fonction
caractéristique de wx, NA; et posonsf; = fx,p;. Alors f; est trés cuspidale et on a 1'égalité

0= Zi:l,...,n efi' O
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7. Enoncé du théoréme principal

7.1 Groupes orthogonaux

Soit V' un espace vectoriel sur F' de dimension finie d, muni d’une forme bilinéaire symétrique
et non dégénérée ¢ (on dira parfois que V est un espace quadratique, la forme ¢ étant sous-
entendue). Pour v € V', on pose

q(v) = 3q(v, v).

On appelle systeme hyperbolique dans V' une famille (v;)i=+1,.. +n d’éléments de V telle que
q(vi, vj) = 0;—; pour tous i, j, olt §; _; est le symbole de Kronecker. On dit que ¢ est hyperbolique
si et seulement §’il existe un systeme hyperbolique dans V' qui soit une base de V. On peut
décomposer V' (de fagon non unique) en somme orthogonale de deux sous-espaces Viyp, et Va, de
sorte que la restriction de g a Vi, soit hyperbolique et la restriction ga, de g a Vj, soit anisotrope.
La classe d’équivalence de g,, est uniquement définie, on ’appelle le noyau anisotrope de ¢ et
on note dan (V') son rang, c’est-a-dire la dimension de Vj,. Evidemment, da, (V') =d mod 2.

On introduit le groupe orthogonal O(V) de (V,q) et son sous-groupe spécial orthogonal
SO(V). Notons-les ici GT et G, ainsi qu’on le fera souvent dans la suite. Le groupe G (F)
agit sur V, on note cette action (g, v) — gv. Le groupe G est déployé sur F si dn(V) =0 ou 1,
quasi-déployé et non déployé si da, (V) =2 et non quasi-déployé si da, (V) =3 ou 4. On définit
la forme bilinéaire sur g(F')

(X,Y) = jtrace(XY),
la trace étant la forme linéaire usuelle sur End(V'). C’est cette forme que 'on utilise pour
normaliser les constructions du §1.2.

Si W est un sous-espace non dégénéré de V', le groupe H = SO(W) se plonge naturellement
dans G : un élément de H agit par I'identité sur I'orthogonal de W. De méme, § se plonge dans g.

Soient v/, v” € V. Définissons ¢,/ ,» € End(V') par

o (V) = q(v, V" — q(v, 0" ).

On vérifie que ¢,/ ,» appartient a g(F') et que cette algebre est engendrée en tant qu’espace
vectoriel par de tels éléments.

On peut classifier les orbites unipotentes régulieres de g(F'). Il n’y en a pas si dan (V) > 3. 11
y en a une seule si dan (V') =1 ou si d < 2 et on la note Oreg. Supposons d > 4 et dan (V) =0 ou 2.
Introduisons le sous-ensemble NV suivant :

— 81 dan(V) =0, NV = F* /F*? ;
— dan(V) =2, NV est le sous-ensemble des éléments de F'*/F*? qui sont représentés par qap.

Soit ¥ € NV, dont on fixe un relevement dans F*. On peut décomposer V en somme
orthogonale V=D @ W, ot D est une droite et la restriction de ¢ & W a pour noyau anisotrope la
forme z — vx? de dimension 1. Notons H = SO(W). Il y a une unique orbite nilpotente régulicre
dans h(F). Soit N un élément de cette orbite, que 1'on identifie & un élément de g(F'). On note
O, la G(F)-orbite de N. Elle ne dépend pas des choix et 'application v — O,, est une bijection
de NV sur I'ensemble des orbites nilpotentes régulieres de g(F).

Considérons une décomposition orthogonale V' = Z & V,,. Supposons la restriction de q a Vy,
anisotrope et la restriction de ¢ & Z hyperbolique. Fixons une base hyperbolique (v;)i=+1,.. +n
de Z. Si Vun # {0}, soit c € Z tel qu'il existe v € Vo, pour lequel valp(g(v)) =c. Si Van = {0},
soit ¢ un élément quelconque de Z. Notons R, I'ensemble des v € Vay tels que valp(gq(v)) > c.
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C’est un op-réseau de V,,. Notons Ry le op-réseau de Z engendré par les éléments v; pour
i=1,...,n et par les wiv_; pour i =1,...,n. Posons R= Ry ® Ra,. Quand on fait varier la
décomposition orthogonale, la base hyperbolique et 'entier ¢, le réseau R parcourt un certain
ensemble de op-réseaux de V. Par définition, c’est I’ensemble des réseaux spéciaux. Pour un tel
réseau R spécial, notons K le stabilisateur de R dans G(F'). C’est un sous-groupe compact spécial
de G(F). Inversement, si K est un sous-groupe compact spécial de G(F'), il est le stabilisateur
d’un réseau spécial R (qui n’est pas unique).

Pour tout op-réseau R de V, on définit une fonction valg sur V, a valeurs dans Z U {oo} par
valg(v) = sup{i € Z; v € @LR}.

7.2 La situation

On conserve les données et notations du paragraphe précédent. Soit r € N tel que 2r + 1 < d. On
suppose donnée une décomposition orthogonale V=W @& D & Z, ou D est une droite et Z un
espace hyperbolique de dimension 2r. On note gy la restriction de ¢ a W et dy =d —2r — 1
la dimension de W. On pose Vo =W @ D. On note H, respectivement Gg, le groupe spécial
orthogonal de W, respectivement Vj, et H* le groupe orthogonal de W. On identifie H* & un
sous-groupe de G : un élément h € H' s’identifie & 1’élément de G qui agit par h sur W et par
det(h) sur D & Z. On fixe une base vy de D et un systeme hyperbolique maximal (v;)i=+1,.. +r
de Z. On note Z,, respectivement Z_, le sous-espace de Z engendré par les v;, i=1,...,r,
respectivement par les v_;. On note A le sous-tore maximal de SO(Z) qui conserve chaque
droite F'v;. Pour a € A(F) et i=1,...,r, on note a; € F* la valeur propre de a sur v;, c’est-a-
dire que av; = a;v;. On note P le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent
le drapeau

Fv.CcFv,®Fv,_1C---CFv, - P Fuy
de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Lévi qui contient A. On a

M = AGqy. Remarquons que Ajr = A, sauf dans le cas ou Vj est hyperbolique de dimension 2,
auquel cas Ay; = M. Fixons une famille (&;)i—o, .. r—1 d’éléments de F*. On définit une fonction

¢ sur U(F) par
§(u) = w( > Ggluw, v—z‘—l))-
i=0,...,r—1
On vérifie que c’est un caractere de U(F) invariant par conjugaison par le sous-groupe H 1 (F)
de M(F).

On fixe un réseau spécial Ry de Vj. On peut choisir un réseau Rz de Z ayant une base
formée de vecteurs proportionnels aux v;, de sorte que le réseau R = Ry @ Rz de V soit spécial.
On note Ky, respectivement K, le stabilisateur de Ry dans Go(F'), respectivement de R dans
G(F). Ce sont des sous-groupes compacts spéciaux de Go(F'), respectivement G(F'). Le groupe
K est en bonne position relativement & M. On a K N M(F) = (K NA(F))Ky et KN A(F) est
le plus grand sous-groupe compact de A(F'). Pour tout entier N € N, on définit une fonction
kny sur G(F) de la fagon suivante. Elle est invariante a droite par K, a gauche par U(F).
Sa restriction a M (F') est la fonction caractéristique de ’ensemble des agg, avec a € A(F),
go € Go(F), tels que |valp(a;)] < N pour tout i=1,...,r et ValRO(go_lvo) > —N. La fonction
kN est invariante & gauche par le sous-groupe (K N A(F))H'(F) de M(F). L'image de son
support dans U(F)H (F)\G(F) est compacte. Plus précisément :

(1) il existe ¢ > 0 tel que, pour tout entier N > 1 et tout g € G(F) pour lequel ky(g) =1, il
existe ¢’ € G(F') tel que g € U(F)H(F)g' et o(g9') <cN.
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On peut écrire g =uagok, avec uec U(F), a € A(F), go € Go(F') et k€ K. Les bornes sur
les valuations des coordonnées de a entrainent o(a) < ¢N, pour ¢ convenable. Un raisonnement
analogue & celui de la preuve du lemme IIL.5 de [Wal90] montre qu’il existe ¢/ > 0 tel que, pour
tout N =1 et tout v € wp Ry tel que q(v) = vy = q(vo), il existe y € Go(F) tel que y~ vg =
et o(y) < ¢ N. Appliquons cela & v = gy 'vg. Alors goy ™! appartient & H(F). On a g = ugoy ¢/,
avec ¢’ = ayk et ce dernier élément satisfait la majoration requise.

7.3 Les ingrédients de la formule intégrale
On définit une fonction A sur Hgs(F') par

A(t) = [det((1 = t)jwywr )l F,
ot W”(t) est le noyau de 1 — ¢ agissant dans W.

Notons 7 I’ensemble des sous-tores T de H, en général non maximaux, pour lesquels il existe
une décomposition orthogonale W =W’ @ W” de sorte que les conditions (1) & (4) ci-dessous
soient vérifiées. On note H' le groupe spécial orthogonal de W’ et on pose V/=W" @& D & Z :

(1) Ap={1};

(2) dim(W’) est pair ;

(3) T est inclus dans H' et c¢’en est un sous-tore maximal ;
(4) si d est pair, day (W) =1 ; si d est impair, da, (V") = 1.

Evidemment, W' et W” sont déterminés par T': W est I'intersection des noyaux de t — 1 agissant
sur W, pourteT.

Pour T' € 7, on pose
On note T} le sous-ensemble des ¢t € T tels que les valeurs propres de l'action de t dans W’
soient toutes distinctes. C’est un ouvert de Zariski, non vide. Notons H' = G’, respectivement
H", G", les groupes spéciaux orthogonaux de W’, respectivement W”, V" et H'" le groupe
orthogonal de W'. Pour t € T}, t est un élément semi-simple régulier dans H' et méme dans
H'" en ce sens que son commutant dans H'" est réduit & T. Alors Zy(t) = TH", Zg(t) =TG".
En particulier, les orbites nilpotentes de h,(F'), respectivement g,(F') sont les mémes que celles
de b"(F), respectivement g”(F).

Soient 6, respectivement 7, un quasi-caractere de H(F'), respectivement G(F'). Soit T' € T,
pour lequel on adopte les notations ci-dessus. Soit ¢t € T,(F'). Supposons d pair. Alors dim(W") est
impair et ’hypothese (4) dit que H” est déployé. Donc h”(F) posséde une unique orbite nilpotente
réguliere Opeg. On pose cy(t) = cp,0,., (t). La dimension dim(V") est paire, nécessairement non
nulle. Si elle est égale & 2, g”’(F) posséde une unique orbite nilpotente réguliere Oyeq €t on pose
r(t) = €10, (t). Supposons dim(V") > 4. Notons gy ., le noyau anisotrope de la restriction
de ¢ & W” et gp la restriction de ¢ & D. Notons aussi vy = q(vp). La forme gy o, est de rang
1. Par construction, la restriction de ¢ & V" a méme noyau anisotrope que gy an ® ¢p. Elle est
donc de rang 0 ou 2 et G” est quasi-déployé. Puisque gy an @ gp représente vy, on a vy € N V"
et orbite O,, de g”(F) est définie. On pose ¢, (t) = cr,0,, (). Supposons maintenant d impair.
Alors dim (V") est impair et '’hypotheése (4) dit que G” est déployé. De fagon analogue & ci-
dessus, on pose c;(t) = ¢r0,,,(t). La dimension de W est paire. Si elle est inférieure ou égale
a 2, on pose encore cy(t) = 9,0, (t). Supposons dim(W?") > 4. Avec les mémes notations que
ci-dessus, la restriction de ¢ a V" a encore méme noyau anisotrope que gy an ® ¢p- Si dan (W)
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était égal a 4, le noyau anisotrope de g an @ gp serait de rang 3, contrairement a (4). Donc
dan(W") =0 0u 2. On a —vg e NV : Cest évident si dan (W) =0 ; si dan (W) = 2, cela résulte
du fait que gy an @ gp n’est pas anisotrope puisque dan (V") = 1. Donc l'orbite O_,,, de §”(F)
est définie. On pose cy(t) = cg,0_,, (1)

PROPOSITION.

(i) Les fonctions cy et c; sont localement constantes sur Tj(F').
(ii) La fonction t — co(t)c, (t)DH (t)A(t)" est localement intégrable sur T(F).

La preuve est donnée dans les quatre paragraphes suivants. Le tore T € T est fixé pour ces
paragraphes.

7.4 Fonctions localement intégrables sur un élément de 7

Pour t € T(F'), notons E”(t) le noyau de t — 1 dans W’ et E’(t) son orthogonal dans W’. On note
J'(t), respectivement J”(t) le groupe spécial orthogonal de E’(t), respectivement E”(t), J'(t):
la composante neutre du commutant de ¢ dans J'(t) et 3, le centre de l'algébre de Lie j'(t);.
Le groupe H{ préserve nécessairement les espaces propres de t, donc est inclus dans J'(¢).J" ().
Puisque J”(t) est évidemment inclus dans ce commutant H/, on a 1’égalité

H{=J'(t):J"(t).

On aura besoin des résultats suivants:
(1) 3; est inclus dans le centre de b, et dans le centre de g, ;

(2) il existe un voisinage w de 0 dans t(F') sur lequel 'exponentielle est définie et tel que, pour
X €w, on a 3; C 3y exp(x), avec égalité si et seulement si X € 3,(F).

Preuve. Le noyau de t — 1 dans W est E”(t) @ W” et son orthogonal dans W est E'(t). On
en déduit comme ci-dessus que H; est le produit de J'(¢); et du groupe spécial orthogonal de
E"(t) ® W”. Donc le centre de b, est le produit de 3, et du centre de ’algebre de Lie du second
groupe. Cela prouve que 3, est inclus dans le centre de b;. Un raisonnement analogue vaut en
remplagant b, par g,.

Considérons un voisinage w de 0 dans t(F') sur lequel 'exponentielle est définie et tel que

Héexp(X) C H] pour tout X € w. Soit X € w. Puisque X commute a ¢, il préserve les espaces
propres de t, donc préserve E'(t) et E”(t). Notons X’ et X” les restrictions de X & chacun de
ces deux espaces et posons =t exp(X). Le groupe H tf est le commutant de X dans H. Donc H tﬁ
est le produit du commutant J'(t); x» de X’ dans J'(t); et du commutant J”(t)x» de X" dans
J"(t). En choisissant w assez petit, on peut imposer que toutes les valeurs propres de t dans E’(t)
soient différentes de 1. Alors E”(#) C E”(t). Le groupe J'(#); est le sous-groupe des éléments de

Hé qui agissent trivialement sur E”(#). Ce sous-groupe contient certainement J'(t)e,x et est
donc le produit de ce groupe et d’un certain sous-groupe de J”(t)x~, que 'on note J. Donc 37
est le produit du centre de j'(t); x/ et du centre de j. L’algdbre j(t); x+ est le commutant dans
i'(t); de I'élément semi-simple X’ de cette algebre. Sur une extension de F', c’est donc une sous-
algebre de Lévi de j'(t); et son centre contient le centre de cette algebre, c’est-a-dire contient 3.
Cela démontre l'inclusion 3; C 3;. Supposons qu’il y a égalité. Une sous-algebre de Lévi étant le
commutant de son centre, cela entraine que j'(t); x» =j'(t);. Donc X’ € 3,. De plus, il est clair
que X" appartient au centre de 17, donc a 3; = 3;. Mais tout élément de 3, agit trivialement sur
E"(t), donc X" =0. Alors X = X’ appartient a 3;,. La réciproque est aisée. Cela prouve (2). O
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Pour un espace vectoriel E sur F, de dimension finie, et pour ¢ € Z, on note C;(E) l'espace
des fonctions ¢ : E — C telles que

p(Ae) = [A[pep(e)
pour tout e € E et tout A € F*2. On note Cs;(E) I'espace des combinaisons linéaires d’éléments
C;(F) pour j > i. Remarquons que, si E = {0}, on a C5;(E) =Csii<0, C;(E)={0}sii>0.
Soit ¢ : T (F') — Z une fonction. On note C>s(T") l'espace des fonctions f définies presque
partout sur T'(F) vérifiant la condition suivante. Soit ¢t € T'(F'). Alors il existe un voisinage w de
0 dans t(F"), sur lequel 'exponentielle est définie, et il existe une fonction ¢ € C 54 (H(F')/3.(F))
tels que l'on ait 1’égalité

f(texp(X)) = p(X)
presque partout pour X € w, ou X désigne la projection de X dans t(F)/3,(F). 1l revient au
méme de demander qu'’il existe un supplémentaire s de 3, dans t, une fonction ¢ € C 54 (s(F))
et des voisinages w, de 0 dans 3,(F) et ws de 0 dans s(F') de sorte que 'on ait ’égalité

(3) f(texp(X, + X)) = o(X,)
presque partout pour X, € w, et X, € ws.

LEMME. Supposons 6(t) = inf(dim(3;) — dim(t) + 1,0) pour tout t € T(F'). Alors tout élément
de C5s(T') est localement intégrable sur T'(F).

Preuve. Pour tout n € N, posons T}, = {t € T'; dim(3;) > dim(t) — n}. Cet ensemble est un ouvert
de Zariski. On va prouver par récurrence :

(4),, tout élément de C>5(T") est localement intégrable sur T, (F).

Soit n € N. Si n >0, on suppose (4),s vraie pour tout n’ < n. Soit f € Cs5(T). Pour prouver
(4)y,, il suffit de fixer t € T(F) tel que dim(3,) = dim(t) — n et de prouver que f est intégrable
dans un voisinage de t. Si n =0, on a 3, =t et f est localement constante au voisinage de t.
L’assertion s’ensuit. Supposons n > 0. Fixons comme avant ’énoncé un espace s, une fonction
¢ € Os501)(s(F)) et des voisinages w, et ws de sorte que l'on ait 1’égalité (3). On suppose aussi
que w, et w, sont ouverts et compacts et que le voisinage w = w, X ws vérifie (2). On suppose
enfin que l'exponentielle de w sur son image préserve les mesures. Ecrivons ¢ = Zi>5(t) Vs, Ol
@i € Ci(s(F)) et ¢; =0 sauf pour un nombre fini d’indices. On peut choisir une base (€;);=1,...m
de s(F') de sorte que le réseau engendré par cette base soit inclus dans ws. On ne perd rien a
supposer que wg est égal a ce réseau.

Pour ¢ > 0(t), définissons une fonction f; sur T'(F) de la fagon suivante. Elle est nulle hors de
texp(w). Pour X, € w, et X, € ws, on pose f;(t exp(X, + X)) = pi(Xs). Montrons que

(5) fi € Cx5(T).

Pour )\ € F*2 tel que |\|r <1, définissons une fonction f[\] sur T'(F) de la facon suivante.
Elle est nulle hors de texp(w). Pour X €w, on pose f[A(texp(X))= f(texp(AX)). On a
FIN =250 |\|%fi. Par interpolation, chaque f; est combinaison linéaire de fonctions f[\].
Il suffit donc de fixer A et de prouver que f[\] appartient & Cs5(T). On fixe X €w, on
pose t' =texp(X) et on doit étudier le comportement de la fonction Y — f[A](# exp(Y)) au
voisinage de 0. Posons " = t exp(AX) et introduisons la fonction " € C5r) (4(F)/3,) telle que

f(t" exp(Y)) =¢"(Y) pour Y assez proche de 0. On a alors
(6) FIN( exp(Y)) = "(AY) = " (Y)
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pour Y assez proche de 0. La fonction ¢ appartient évidemment & C=s5my (H(F)/347)- De plus, la
preuve de (2) montre que 3, = 3.+, d’olt aussi §(t') = §(¢"). Alors I’égalité (6) est le développement
requis pour que f[\] appartienne & Cs5(T). Cela prouve (5).

Notons Qg 'ensemble des éléments de wg dont les coordonnées ()‘j)jzl,.u,m dans la base
(€j)j=1,..m vérifient la condition inf{valp(X;);j=1,...,m} =0 ou 1. C’est un sous-ensemble
ouvert et compact de s(F'). L’ensemble w est réunion disjointe de w, x {0}, qui est de mesure
nulle, et des ensembles w, X w%’“Qs, pour k € N. Soit k£ € N. Puisque €25 ne contient pas 0, tout
dlément X € w, x wH () appartient & w mais pas & 3,(F). D’apres (2), on a donc 3; < 3 exp(X)-
Il en résulte que t exp(X) € U, ,, T (F'). D’apres 'hypothese de récurrence et (5), toute fonction
fi est intégrable sur ¢ exp(w, + w%st). La fonction f coincide sur cet ensemble avec Zi> 5(t) fi
et est donc aussi intégrable. Pour prouver que f est intégrable sur ¢ exp(w), il reste & prouver
que la série

™) >/ 7)) de
keN texp(wz—l-w%st)
est convergente. Elle est majorée par
Z mes(w,) Z / N lpi(X)| dX.
i>6(t) keN Y @k s
Cette derniere intégrale est égale &

/ i (@ X) g2k dime) g x

S

ou encore

q_2k(i+dim(5))/ l0s(X)| dX.

s

On a
i+ dim(s) > 6(¢) + dim(t) — dim(z,) > 1.

Donc la série

Z ¢~ 2kt dim(s))
keN
est convergente et aussi la série (7). Cela acheve la démonstration. a

7.5 Les fonctions déterminants
On définit une fonction
0o: T(F) — Z
t — §(Hy) —d(H") 4+ r dim(E"(t))

ol les notations sont celles introduites dans le paragraphe précédent.

LEMME. La fonction D¥ A" appartient & Css,(T).

Preuve. Soient t € T(F) et X € t(F). On note X', respectivement X" la restriction de X a E'(t),
respectivement E”(t). On suppose t exp(X) € T,(F). Si X est assez proche de 0, on a les égalités

D (texp(X)) = D" () D™ (X), At exp(X)) = |det((1 — t) (1)) | Pldet(X g )| -

La fonction D't est invariante par translations par le centre de b,(F), donc aussi par 3,(F)
d’apres le (1) du paragraphe précédent. La seconde fonction est aussi invariante par translations
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par 3,(F), ainsi que l'est toute fonction de X ne dépendant que de X”. Cette seconde fonction
est homogene de degré dim(E”(t)). On a I’égalité
DIy (X)) = lim DY (X +Y)DHex ()L,
Yeh t,X(F)vY_’O

On a H; x = TH”. Sur les éléments réguliers de b,(F), Dt est homogene de degré 6(H;). De
méme, sur les éléments réguliers de b, x (F), DX est homogene de degré (Hy, x) = 6(H"). Il en
résulte que, sur un ouvert dense de t(F), Dt est homogene de degré §(Hy;) — §(H"). Le résultat
s’ensuit. O

7.6 La fonction c-
On définit une fonction d¢g 7 : T'(F') — Z par les formules suivantes, pour t € T'(F) :

— si d est impair et B (t) # {0}, dar(t) = 3(6(G") — 6(Gy) + 2) ;
— si d est pair, ou si d est impair et E”(t) = {0}, dg.r(t) = 1(5(G") — §(Gy)).

LEMME. La fonction ¢, appartient a Css .. (T').

Preuve. Fixons t € T'(F) et un bon voisinage w de 0 dans g;(F'). Posons 7 =7, cf. §4.3. C’est
un quasi-caractere sur g,(F'). Pour X € w Nt(F) tel que t exp(X) € T,(F'), on a I'égalité

cr(texp(X)) =cr0(X)

ou O est une certaine orbite nilpotente réguliere appartenant a Nil(g, x) = Nil(g"). Il s’agit donc
d’étudier la fonction ¢, o sur un ouvert dense de t(F'), au voisinage de 0. On peut généraliser
la question a un quasi-caractere quelconque 7 de g,(F'). On peut restreindre w et supposer que
7 est développable dans w. En utilisant le lemme 6.3(iii), on peut fixer une orbite O, € Nil(g,)
et supposer que 7(Y') :j(Ot, Y) presque partout pour Y € w. Cette fonction est localement
invariante par translations par le centre de g,(F'), donc aussi par 3,(F) d’apres le résultat 7.4(1).
La fonction ¢, o sur t(F) l'est donc aussi. Soit A € F*2. D’apres la formule 4.2(2), le quasi-
caractere 72 coincide avec ])\|;dlm(ot)/ °7 au voisinage de 0. La méme formule nous dit alors que
la fonction ¢; o sur t(F) est homogene de degré (dim(O) — dim(O;))/2. On a dim(O;) < §(Gy).
Puisque O est réguliere, on a dim(O) = §(G"). Si d est pair, ou si d est impair et E”(t) = {0},
le degré précédent est supérieur ou égal a o, 7(t) et cela acheve la démonstration. Supposons d
impair et E’(t) # {0}. Si O; n’est pas réguliere, on a dim(O;) < §(G¢) — 2 et on conclut encore.
Supposons O réguliere. Le tore T' est un sous-tore maximal de H, = J'(t):J" (t) et se décompose
doncen T'=T'T", ou T' est un sous-tore maximal de J'(t); et 7" un sous-tore maximal de J"(t).
L’hypothese Ap = {1} entraine Ap» = {1} et I'hypothese E”(t) # {0} entraine T” # {1}. Notons
G le groupe spécial orthogonal de E”(t) ® V”. On a T" C J”(t) C G. Comme on I’a vu dans
la preuve du résultat 7.4(1), on a Gy = J'(t),G. L'orbite O, se décompose en la somme d'une
orbite nilpotente dans j'(¢):(F) et d’une orbite nilpotente O dans g(F). Ces deux orbites sont
régulieres. Cela entraine que G est quasi-déployé. Or dim(E”(t) @ V") est impair, donc G est
déployé. Donc g(F') posséde une unique orbite nilpotente réguliere, a savoir O, qui est induite
a partir de l'orbite {0} d’une sous-algebre de Lévi minimale, c’est-a-dire de 'algebre de Lie
d’un tore déployé maximal. Cela entraine que la fonction j((’}, -) est & support dans ’ensemble
des éléments qui appartiennent & une sous-algébre de Borel. Les propriétés de T” montrent
qu’'un élément de t’(F') en position générale possede un voisinage dans g(F') dont aucun élément
n’appartient a une telle algebre. Donc j(@, -) s’annule au voisinage de presque tout élément de
t’(F). 1l en résulte que 7 s’annule au voisinage de presque tout élément de t(F). A fortiori, la
fonction ¢, o est nulle sur ¢(F'). Cela acheve la démonstration. O
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7.7 Preuve de la proposition 7.3

Evidemment, un lemme analogue au lemme 7.6 vaut si 'on remplace G par H et g1 par
une fonction 6y 7 définie de facon similaire (I'entier dy remplace d). Il résulte tout d’abord de
ces lemmes que les fonctions cg et ¢, sont localement constantes sur 7}, (F'). Evidemment, si d;,
i=1,2,3 sont trois fonctions sur T'(F') telles que 01 + d2 > d3, on a fi fa € Css,(T) pour toutes
f1€Css,(T) et fo € Css,(T). En vertu des lemmes 7.4, 7.5 et 7.6, pour démontrer le (ii) de la
proposition, il suffit de prouver que

(1) So(t) + dc,r(t) + 0m,r(t) > inf(dim(3,) — dim(t) + 1, 0)
pour tout t € T'(F'). Posons e = dim(E" (t)). Puisque d ou dyy est impair, les définitions entrainent
que le membre de gauche est égal a :
$(6(G") = 0(Gy) — 6(H") + 6(Hy)) + e, sie=0;
$(6(G") = 8(Gy) — 6(H") + 6(Hy)) + 1 +re, sie>0.

On a déja dit que G était le produit de J'(t); et du groupe spécial orthogonal G de E"(t) ®
V". De méme, H; est le produit de J'(t); et du groupe spécial orthogonal H de E"(t) © W”. On
peut remplacer —0(Gy) + §(Hy) par —0(G) + 6(H) dans les formules précédentes. Il est facile de
calculer

d(d—2)/2 sid est pair,
(2) (G) = 2 . o
(d—1)%/2 sid est impair.
On calcule de méme §(G"), §(H"), 6(G) et 6(H) en remplacant d par d” +1+2r, d”,
").

d"+1+2r+e, d+e, ou d"=dim(W”). On obtient que le membre de gauche de (1) est
supérieur ou égal a

0 sie=0;

—e/24+1 sie>0.
Dans le premier cas, il est clairement supérieur au membre de droite de (1). Supposons e > 0.
L’algebre 3, est celle d’un sous-tore de J'(t), donc de dimension inférieure ou égale a dim(E’(t))/2,

qui est égale a dim(t) — e/2. Le membre de droite de (1) est donc inférieur ou égal & —e/2 + 1,
donc au membre de gauche. Cela acheve la preuve. O

7.8 Le théoréme

Soient § un quasi-caractere sur H(F') et f € C2°(G(F)) une fonction tres cuspidale. Pour T'e 7,
on définit la fonction cg, sur Ty(F) et on la note simplement cy. Fixons un ensemble de
représentants 7 des classes de conjugaison par H(F') dans 7. Posons

0.0)= 3 WD) [ aOerDOA@

TeT (F
D’apres la proposition 7.3, cette expression est absolument convergente.

Pour g € G(F), on définit une fonction 9 f¢ sur H(F) par

535 = ) u) au.
15 () /U(F)f(g 9)E(u) d
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Elle appartient & C2°(H(F')). On pose
16.£,9)= [ 0@)f(a) o
H(F)
puis, pour un entier N € N,
e, )= [ 10, £, g (g) do.
U(F)H(F)\G(F)

Ces intégrales sont & supports compacts.

THEOREME. Pour tout quasi-caractére 6 sur H(F) et toute fonction trés cuspidale f €
C(G(F)), on a I’égalité

Ce théoreme sera démontré au §12.3. Contentons-nous ici de la remarque facile suivante.
Supposons dy > 1. Soit y € HT(F) y & H(F), que 'on identifie comme on 'a dit au §7.2 & un
élément de G(F). Posons 60T = (6 +¥6)/2. Par de simples changements de variables, on vérifie
les égalités

I(9+7f):I(97f>a IN(9+7f):IN(97f)
On peut donc remplacer § par 6 pour démontrer le théoréme. Autrement dit, on peut supposer
6 invariant par conjugaison par HT (F).

7.9 Le théoréme pour les algebres de Lie

Soient § un quasi-caractere sur h(F) et f € C2(g(F)). Les définitions posées pour les groupes
dans les paragraphes précédents se descendent aux algebres de Lie. Ainsi, on a défini au §7.2 un
caractere £ de U(F'). Il s’en déduit un caractere de u(F'), défini par la méme formule qu’au § 7.2
et que 1'on note encore &. On définit une fonction f& sur h(F) par

FAY) = F(Y + N)E(N) dN.
u(F)

Pour g € G(F'), on pose
16.£.9)= [ o)) ay.
b (F)
puis, pour un entier N € N,

In(6, f) = / 100, £, g)rnlg) dg.
U(F)H(F)\G(F)

On définit la fonction A sur h(F') par
A(Y) = |det(Y[W/W"(Y))|r,

ot W”(Y') est le noyau de Y agissant dans W. Pour T' € 7, on note t; le sous-ensemble des X € t
tels que les valeurs propres de action de X dans W’ soient toutes distinctes, ou W’ est comme
au §7.3. Supposons f tres cuspidale. On définit les fonctions ¢y et ¢y =g, sur t;(F). On pose

10,0 = Y WD) [ ()P )ary v
TeT t(F)

Une analogue de la proposition 7.3 entraine I’absolue convergence de cette expression.
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THEOREME. Pour tout quasi-caractére 6 sur h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C(g(F)),
on a I'égalité

lim In(0, f)=1(0, f).
N—o0
Ce théoreme sera démontré au §12.3.

8. Localisation

8.1 Un cas trivial

On fixe pour toute la section un quasi-caractere 6 sur H(F'), invariant par conjugaison par
H*(F), et une fonction tres cuspidale f € CX(G(F)). Soit z € Ggs(F). Notons V” le noyau
de = — 1 agissant dans V. Supposons que x n’est conjugué a aucun élément de H(F'). Par le
théoréeme de Witt, cette hypotheése équivaut & dire que V" ne contient aucun sous-espace non
dégénéré isomorphe (comme espace quadratique) & D @ Z. Soit w un bon voisinage de 0 dans
g, (F), vérifiant la condition (7), du § 3.1, o1 p est la représentation de G dans V. Pour X € w, le
noyau de x exp(X) — 1 est contenu dans V" et vérifie a fortiori la méme condition que V"”. Donc
x exp(X) n’est conjugué & aucun élément de H(F'). Posons Q = (2 exp(w))¥. Alors Q N H(F) = (.
Supposons f a support dans . Pour tout ¢t € Hgs(F'), le complémentaire de 2 dans G(F') est un
voisinage de ¢ invariant par conjugaison par G(F') et sur lequel f est nulle. Donc 0 y est nul
aussi et le développement de 6y au voisinage de ¢ est nul. Il en résulte que I(6, f) = 0. D’autre
part, tout élément de U(F)H(F') a pour partie semi-simple un élément conjugué a un élément
de H(F). Il en résulte que 9f¢ =0 pour tout g € G(F), donc In(6, f) =0. Alors I'égalité du
théoreme est triviale.

8.2 Localisation de In(6, f)

Soit x € Hgs(F). On note W’ respectivement V', V", le noyau de x — 1 agissant dans W,
respectivement Vp, respectivement V. On a V'=W"@® D, V"=W"® D ® Z. On note W’
I'orthogonal de W” dans W. On note H' = G, respectivement H”, G{j, G”, les groupes spéciaux
orthogonaux de W, respectivement W”, V', V”. On a les égalités H, = H,LH", G, = G/,G". On
fixe un bon voisinage w de 0 dans g, (F'), auquel on impose la condition (8) du §3.1, c’est-a-
dire w = ' x W, ott ' C g (F), w" C g"(F). On pose Q = (2 exp(w))“. On suppose 'hypothese
suivante vérifiée.

HYPOTHESE. Le support de f est contenu dans €.

La situation ci-dessus, les notations et cette hypothese seront conservées jusqu’au § 10.9.

On définit le quasi-caractere 6, de b, (F), cf. §4.3, et, pour g € G(F'), la fonction 9 f, ,, sur
9, (F), cf. §5.4. Pour g € G(F'), on définit une fonction gféyw sur b, (F) par

X = [ 9f (X4 M) N,
ug(F)
Remarquons que z appartient a M (F') et que l'on a l'inclusion b, C m,. Posons

Lo(6, f.q) = /h Do (XS X) X,

x
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puis
Ix,w,N(eu f) :/ Ix,w(ea fu g)K'N(g) dg-
Uz (F)Hz(F)\G(F)
Cette intégrale a un sens : la fonction g — I, (6, f, g) est invariante & gauche par U, (F)H,(F').
Elle est a support compact. En effet, d’apres la condition (5) de §3.1, il existe un sous-ensemble
compact I' C G(F') tel que 9 f; ., est nulle pour g € G(F), g ¢ G,(F)I'. D’autre part, on vérifie
que, pour tout v € G(F), la fonction g+— ky(g7y) sur G;(F) a un support d’image compacte
dans U, (F)H,(F)\G4(F'). L’assertion en résulte.
Posons
C(x) = [H(F)/H(F)||Zg+(x)(F)/Hy(F)| 7' DY (2) A(2)".
LEMME. On a I’égalité
IN(Ha f) = C('x)la?,w,]\f(ev f)

Preuve. Pour tout groupe réductif connexe L, fixons un ensemble de représentants 7 (L) des
classes de conjugaison par L(F') dans I’ensemble des sous-tores maximaux de L. Soit g € G(F).
D’apres la formule de Weyl, on a

(1) 10, f,9) = Z |W(H, T)]l/ O(t)Jr (t, 9 £ DH ()2 a.

TeT(H) T(F)

Pour deux sous-tores (pas forcément maximaux) T et 7" de H, notons W (T, T") 'ensemble des
isomorphismes de T sur 7" induits par la conjugaison par un élément de H*(F'). On va prouver
les assertions suivantes.

(2) Soient T € T(H) et t € T(F) N Hyeg(F). Alors J(t,9f%) =0 si t n’appartient pas a
U U w(z exp(t1(F) Nw)).

TheT (Hy) weW+ (T1,T)

(3) Soit T € T(H) et, pour i =1, 2, soient T; € T(H,) et w; € WT(T;, T). Alors les ensembles
wy(zexp(t (F) Nw)) et wa(x exp(ta(F) Nw)) sont disjoints ou confondus.

(4) Soient T € T(H), Ty € T(H,) et w1 € WT(T1,T). Le nombre des couples (Ts, ws) tels que
Ty € T(Hy), we € WH(Ty, T) et wa(z exp(te(F) Nw)) = w1 (z exp(t1(F) Nw)) est égal a

W (Hy, TV Zp+ (2)(F) /He (F)| Zyg+ (T0) (F) /Ty (F)| 7

Soient T et t comme en (2). Supposons Jg(t, 9f%) # 0. Alors il existe u € U(F) tel que la
classe de conjugaison par G(F') de tu coupe le support de f. Elle coupe donc aussi x exp(w).
La partie semi-simple de tu est conjuguée a t et la partie semi-simple d’un élément de x exp(w)
reste dans cet ensemble. Donc la classe de conjugaison par G(F') de t coupe z exp(w). Soient
X cw et yeG(F) tels que yty ' =z exp(X). Le noyau de ¢ — 1 agissant dans V' contient
D @ Z. D’aprés Phypothese (7), du §3.1, celui de z exp(X) —1 est contenu dans W”. Donc
W" contient y(D @ Z). Mais il contient aussi D @ Z. Ces deux espaces D @ Z et y(D @ Z) sont
isomorphes et non dégénérés, en tant qu’espaces quadratiques. D’apres le théoreme de Witt, on
peut trouver y’ € G"(F) tel que y"y(D® Z)=D & Z. On a G" C G,. Quitte & remplacer y par
y"y et X par ¢y’ Xy"~!, on est ramené au cas ot y conserve D @ Z. Dans ce cas, puisque ¢ agit
trivialement sur D @ Z, x exp(X) agit trivialement lui aussi, donc X € b (F). Quitte & multiplier
encore y a gauche par un élément de H,(F'), on peut supposer que X € t;(F') pour un élément
Ty € T(H,). L’élément y conserve W. Notons h sa restriction & cet espace. Alors h € H(F)
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et hth~! = x exp(X). Nécessairement, la conjugaison par h envoie le commutant de ¢t dans H sur
celui de x exp(X). Mais ¢ est régulier dans H, donc ces commutants sont 7" et 77. Si on note w
I’élément de W (T, T) induit par la conjugaison par y~!, on a alors t € w(z exp(t1(F) Nw)) ce
qui prouve (2).

Passons a la preuve de (3). Pour i = 1, 2 soit y; € H'(F) tel que w; soit induit par la conjugai-
son par ;. On identifie y; & un élément de G(F'). Posons y =y, Ly1. Supposons que les ensembles
wy (2 exp(t1 (F) Nw)) et wa(wexp(ta(F) Nw)) ne sont pas disjoints. Alors y(z exp(w))y~1N
(x exp(w)) # 0. D’apres la condition (4) du §3.1, y appartient & Zg(z)(F). D’apres la condition
(1) du §3.1, la conjugaison par y conserve w. D’autre part, d’apres la définition de y,
cette conjugaison envoie 17 sur Tb, donc aussi t; sur to. Elle envoie alors z exp(t;(F) Nw)
sur z exp(t2(F) Nw) et les ensembles wi(z exp(t1(F) Nw)) et wa(z exp(t2(F) Nw)) sont con-
fondus. Cela prouve (3).

Soient T', T1 et w; comme en (4). Posons
Y=A{y € Zy+(x)(F);yTvy " € T(Hy)}/Zy+(T1)(F).

La preuve de (3) montre que I'application y — (Tp = yTi1y~ !, wa = wiad(y~"')) est une surjection
de Y sur l'ensemble des couples (T3, w2) dont on veut calculer le nombre d’éléments. Cette
application est aussi injective, le nombre & calculer est donc |Y|. On vérifie que 'application
naturelle

Y = Ho(F\Zp+ (2)(F)/Zp+ (T1) (F)

est surjective et que toutes ses fibres ont pour nombre d’éléments |W (H,, T1)|. Enfin, parce que
H,(F) est un sous-groupe distingué de Zy+(z)(F) et que Zy+(Th) N H, =T1, on a

| Ho(F\Zp+ (2)(F)/ Z g+ (T1) (F)| = | Zgg+ (@) (F) [ Ho (F) | Zg+ (T0) (F) /Ta (F) 7
Cela prouve (4).

Ces trois propriétés permettent de transformer ’expression (1) de la fagon suivante

10, f.9)= > > > W(H T w(Th)

Ti€T(Hy) TET(H) wieW+(T1,T)
<[ Otw(e exp(X)) i exp(X). ) D s (w exp(X))) 2 aX.
t1(F)N

ol
w(Th) = W (Hy, T1)| 7 Zpr+ (2) (F) / Ho (F) |7 Z g+ (T0) (F) JT1(F))-

On a D (wi(zexp(X))) = D (x exp(X)). On a O(wi(z exp(X))) = 0(z exp(X)) puisqu’on a
supposé 0 invariant par HT(F). Si wy était induit par la conjugaison par un élément de H(F),
on aurait aussi Jy (w1 (z exp(X)), 9f%) = Ju (z exp(X), 9f°), et w disparaitrait de la formule ci-
dessus. En général, on a seulement Jyr (w1 (z exp(X)), 9£%) = Ju(z exp(X), Y9 £%), oty € HH(F)
dépend de w;. Mais ce terme y disparait par changement de variables quand on calcule In(0, f).
Ces arguments conduisent a ’égalité

(5) In@. 1) = /U IS SRR

F) peT(Hy)

< / o, e T exp(X), £ exp(X)2 X (9) do.
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ou

W'(T) =w(T) Y [WHTL D)W (H,T) ™

TeT(H)
Soit Ty € T (H,). Remarquons que W (H, T') a méme nombre d’éléments que W (H, T}) pour tout
T tel que W (T, T) est non vide. On a donc
w'(Ty) = w(T)|W (H, T1) M| Vnl,
ou
yTl = {(T, wl); Te T(H), wi € W+(T1, T)}

Posons

Vr, ={y € H*(F)/Zy+(T)(F);yTiy ™' € T(H)}.
L’application y > (T =yTiy~!, w1 = ad(y)) est une bijection de Yr, sur Yr,. L’application
naturelle

Vi, — H(F\H(F)/Zy+(T1)(F)
est surjective et toutes ses fibres ont pour nombre d’éléments |W (H, T1)|. Enfin, parce que H est
un sous-groupe distingué de H™ et Zy+(T1) N H =T}, on a 1'égalité

|H(F)\H " (F)/Zp+(Th)(F)| = [H(F)/H(F)|| Zg+(T1)(F) /Ty (F)| .
Cela conduit a I’égalité
w'(Ty) = |HY(F)/H(F)||Zg+ () (F) /He (F)| W (Hy, Ty)|
Pour X € wN b, o (F) et g€ G(F), on a

Jo(z exp(X), 9 £€) = DH (z exp(X))"/? /

/ Y9 £ (z exp(h ™ X h)) dh dy.
Hy(F)\H(F) JTi(F)\Hz(F)

D’autre part, on a D (z exp(X)) = D (x)DH+(X). Ces égalités transforment la formule (5) en

(6) In(0, f)=C'(x) / B(g)rn(g) dg.
U(F)H;(F)\G(F)
C'(z) = |H (F)/H(F)|| Zy+ (2)(F)/Hy (F)| ' D (x)
et

dg)= S (W(H, T / b(z exp(X))

T1€T(Hx) {1(F)ﬂw
X / 9f¢(x exp(h ' Xh)) dh D=(X) dX.
Ty (F)\Hq (F)

Définissons une fonction ¢, sur b, (F') par

{0 si X w,

#e(X) = 0(x exp(X))9f*(z exp(X)) si X €w.

D’apres la formule de Weyl,
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Soient X € w N b, 4o (F) et g € G(F). On a

9§ (@ exp(X)) = / 9 f (o exp(X)u)€ (u) du

U(F)

= / / 9 f(x exp(X)uv)é(uv) du dv.
U (F\\U(F) J Uz (F)

Pour w € U,(F), lapplication v+ (zexp(X)u) ‘v 'zexp(X)uv est une bijection de
Uy (F)\U(F) sur lui-méme. Grace a I’hypothese (7), du §3.1, son jacobien est égal a la valeur
absolue du déterminant de 1 — ad(x)~! agissant sur u(F)/u,(F). Remarquons que, avec les
notations des §§7.1 et 7.2, 'application

W/®Z+—>U(F)

(w/7 Z) = Cu/ 2

est une bijection de W’ ® Z sur un supplémentaire de u,(F") dans u(F'). Le jacobien ci-dessus est
donc égal & A(x)". D’autre part, on a

§((z eXP(X)U)_lv_lm exp(X)uv) = 1.

Cela conduit a ’égalité

91 (@ exp(X)) = Ax)’ /

U (F)\U(F)

= A(x)" / / Y9 f(x exp(X)u)é(u) du dv.
Us(F\NU(F) J U (F)

Grace a la condition (6) du §3.1, 'application

uz(F) — Ug(F)
N — exp(—X) exp(X + N)

est bijective et préserve les mesures. On a &(exp(—X) exp(X + N)) =&(N). On a donc aussi

98 (x exp(X)) = Az)" / / Y f(zexp(X 4+ N))E(N) dN do.
Uz (FO\U(F) Juz(F)

/ 9f(v Lz exp(X)uv)é(u) du dv
«(F)

Remarquons que la partie semi-simple de X 4+ N est conjuguée a X par un élément de G, (F)),
donc X + N cw et “f(rexp(X + N))="9f, (X + N). Alors

'z exp(X)) = M) [ g LX) dv.
U (F)\U(F)
Par ailleurs, on a 6(x exp(X)) =0, .,(X). Donc
pg(X) = A(2)0,.0(X) %9150 (X) dv.

U (F)\U(F)

Cette égalité reste vraie si X ¢ w puisque les deux membres sont nuls. Alors on reconnait
D(g)=A(z)" / I..(0, f,vg) dv.
Uz (F)\U(F)
En remarquant que C’(z)A(z)" = C(z), la formule (6) devient

In(d, f) = Cla) / Low(0, £, 9)rn(g) dg
Uz (F)Hz(F)\G(F)

=C(z)lz 0N (0, f). O
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8.3 Localisation de I(6, f)

Modifions les notations du §7.3 : pour T'€ 7, on note maintenant Wi, W7 et V] les espaces
que lon avait notés W', W” et V" dans ce paragraphe. On note 7, le sous-ensemble des T' € T
tels que T'C H, et W’ C W;.. Remarquons que ces conditions impliquent que 7" se décompose
en T'T" o T' est un sous-tore maximal de H' et T” est un sous-tore de H”. On a z € T'. Pour
TeT,, onaxexp(X)ecT(F) pour tout X € t;(F) Nw. On définit des fonctions cgz o €t cf 0
presque partout sur t(£'). Elles sont nulles hors de t(F') Nw. Pour X € ;(F) Nw,

9.20(X) = co(z exp(X)),  ¢faw(X)=cp(zexp(X)).

En fait, les fonctions 0, ., et 07 . ., sont des quasi-caracteres et les fonctions ci-dessus sont associées
a ces quasi-caracteres comme au §7.9. On fixe un ensemble de représentants 7, des classes de
conjugaison par H,(F) dans 7. Enfin, on définit une fonction A” sur b, (F) par

A"(X) = |[det(X W /W"(X))]F,
ou W”(X) est le noyau de X agissant dans W”. Posons
Liw(0, f) =Y [W(H,, T)|"'v(T) / .20(X)Ct20(X)DH(X)A"(X) dX.
TeT, tHF)
On pourrait montrer que cette intégrale est absolument convergente de la méme facon qu’au
§7.3. Cela va aussi résulter de la preuve suivante.

LEMME. On a I'égalité 1(0, f) = C(z)I,..,(0, f).

Preuve. On a les propriétés suivantes.
(1) Soient T'€ T et t € Ty(F'). Alors cf(t) =0 si t n’appartient pas a

U U wl@exp(ti(F)nw)).

T1 €T, weW+(T1,T)

(2) Soit T €T et, pour i=1,2, soient T; €7, et w; € WH(T;,T). Alors les ensembles
wi(z exp(t1(F) Nw)) et wa(z exp(t2(F) Nw)) sont disjoints ou confondus.
(3) Soient T € T, Ty € T, et wy € WH(T1,T). Le nombre des couples (5, ws) tels que T € 7y,
wy € WH (T, T) et wo(z exp(ta(F) Nw)) = wi(z exp(ty (F) Nw)) est égal a

W (Ha, T)|| Z g+ (2)(F) / Ho ()| Z g+ (T2) (F) ) Z1, (T (F)] 7

Soient T' et t comme en (1). Supposons c¢(t) # 0. Alors §; n’est nulle dans aucun voisinage
de t. Le support de 6 est inclus dans la cloture de (Supp(f ))&, donc dans Q. Donc t € Q et on
peut fixer y € G(F) et X € w tels que yty~! =z exp(X). Puisque t € Ty(F), le noyau de ¢ — 1
agissant dans V' est V. Grace a la condition (7), du § 3.1, le noyau de  exp(X) — 1 est contenu
dans V”. Donc y(V}') C V”. Comme dans la preuve de l'assertion 8.2(2), on peut alors modifier
y et X de telle sorte que y conserve D @ Z. Cela entraine que z exp(X) agit sur cet espace
par l'identité, donc X € b, (F). L’élément y conserve W. Notons h sa restriction a cet espace,
qui appartient & H(F). Posons Ty = hTh™'. On a T C Hy, donc Ty C Hy exp(x) € Hz. De plus,
puisque y(V{') C V", ona W' C h(W7}). Mais alors le tore T appartient a 7. Quitte & multiplier
h & gauche par un élément de H,(F), on peut supposer Tj € 7T,. En notant w e W (T, T)
I'isomorphisme induit par la conjugaison par A1, on a t € w(z exp(t; (F) Nw)), ce qui prouve (1).

Les assertions (2) et (3) se prouvent comme (3) et (4) du §8.2. Remarquons toutefois que
le quotient Zy+(T1)(F)/Zu,(T1)(F) figurant dans (3) est fini car, puisque = € T1(F'), le groupe
Zy+(T1) est contenu dans Zy+(x). On laisse les détails au lecteur.
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Les trois assertions précédentes permettent d’écrire

0, /)=Y_ > >  w@®WHT) 'vT)

T\ €T, TET wieW+(T1,T)
X / co(wi (z exp(X)))ep(wi(z exp(X))) D (w1 (z exp(X)))A(z exp(X))" dX,
t1(F)Nw

ou w(7Ty) est I'inverse du nombre de couples calculé en (3). Tous les termes contenant w; sont
invariants par H'(F) et le wy disparait. On a aussi v(T) = v(T1) et |W(H,T)| = |W(H, T)| si
W (T, T) nest pas vide. On a les égalités cg(z exp(X)) = cpp.w(X), cr(xexp(X)) = ¢z w(X)
et, grace aux hypotheses (7) et (7), du §3.1,

DH (2 exp(X))A(z exp(X))" = D (2) DH= (X)A(z)" A" (X)".

On obtient

@) 10, f) = D" (@)A(x)" Y W' (Th)v(Th) / Co.20(X)Ctrw(X)DHr (X)A"(X)" dX,
T1€Tac t1(F)

ol

W' (T1) = w(T)|W(H, Ty) | H{(T,w1); T € T,w; € W (T1, T)}|.
On calcule ce terme comme dans la preuve du lemme 8.2. On obtient
D (2)A(x) w'(Th) = C(a)|W (Hy, Ty)| "

Alors la formule (4) devient celle de ’énoncé. O

9. Utilisation de la transformation de Fourier

9.1 Position du probleme

Comme on l’a dit, on conserve la situation du §8.2. Posons U” =U N G”. Remarquons que
U" =U,. Soient #” un quasi-caractere de h”(F) et ¢ € C°(g”(F)). Appliquant les définitions du
§7.9 ot I'on remplace les espaces V et W par V” et W”, on définit une fonction ¢ sur h”(F)
et, pour g € G”(F), une intégrale I1(0”, ¢, g). Remarquons que, si le support de ¢ est contenu
dans w”, celui de ¢ est contenu dans w” N h”(F). Soit S € h”(F). On suppose que S est régulier
et que le noyau de S agissant dans W est de dimension au plus 1. On suppose que, pour toute
¢ € CX(h"(F)) a support dans w” NH"(F), on a I'égalité

9N(¢) = JH”(Sa é)
Soit enfin k" € CX(U"(F)H"(F)\G"(F)). Généralisant la définition du § 7.8, on pose

Lo (8", ) = / 10", ¢, 9)K"(g) dg.
U"(F)H"(F)\G"(F)

Cette intégrale est & support compact. Le but de la section est d’exprimer /(0" ¢) a Paide de
la transformée de Fourier ¢ de ¢, quand ¢ est a support dans w”.

9.2 Premiere transformation
Soit E I'élément de g”(F) qui annule W” et vérifie Zv; 11 = &v; pour tout i =0,...,r — 1.
Remarquons que l'on a Zvg = —21p&yv_1, ou vy = q(vg), Zv_; = —&v_j—y pour i=1,...,7r—1
et Zv_, =0. On a aussi {(N) = (£, N) pour tout N € u”(F).

Posons Ag = {c(vg, v); v € W”}. Cet espace est I'orthogonal de h”(F) dans gfj(F). La forme
bilinéaire (-,-) est non dégénérée sur Ag. Posons ¥ =a(F) @ Ay @ u”(F). On munit les deux
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premiers espaces de la mesure autoduale. On a implicitement fixé une mesure sur U”(F') dans
le paragraphe précédent, dont le choix n’importe pas. On en déduit une mesure sur u”(F), puis
sur 2.

LEMME. Pour tout ¢ € C°(g"(F)) et tout Y € §”(F), on a I'égalité
(P NY) = / PE+Y +X)dX.
2

Preuve. Introduisons le groupe unipotent 4" opposé & u”. Les espaces u”(F) et u’(F) sont
en dualité. La mesure sur le second espace se dualise en une mesure sur le premier et la
transformation de Fourier échange C2°(u”(F)) et C°(u”(F)). On a 1'égalité

g'=t"das " oA pu”.
Par linéarité, on peut supposer que
© =Py @ Pa(F) Py (F) D PAg D Pur(F),
ou, pour chaque espace E figurant en indice, pp € C2°(E). On a
D= Pun(F) ® Pa(F) @ Py () @ PAy @ Par(F).-
Pour Y € h”(F), on calcule
P (V) = @an(p)(0)pa () (0)g (1) (Y )0 (0)@y (i) (2),
(P*NY) = 0)@a () (0)@y 7 () (Y )20 (0)@urr () (Z),

)(
F)(

/E PE+Y + X)dX = Gyn(r) (5)%" (Y)/E@a(F)®¢Ao®¢u~(F)(X)dX,
()7 (7) (Y )@a (1) (0) a0 (0) g7 () (0)-

Le lemme résulte de la comparaison des égalités ci-dessus. |

[1]

[I]

- (pu”(F

9.3 Description de I’espace affine E + S + X

Notons A, le sous-espace de u”’(F) engendré par les éléments c(v;, v;41) pour i =0, ..., — 1.
Si d est impair ou si =0, on pose A=Ay @ A,». Supposons d pair, donc dim(W") impair.
Alors S, agissant dans W”, a un noyau de dimension 1. On fixe un élément non nul wg de ce
noyau et on note W¢ son orthogonal dans W”. Supposons de plus 7 > 0. On pose

Ao,s = {c(vo, v); v € Wy},
A= AO,S D FC(’LUS, UT) @ Ay

Dans les deux cas, A est un sous-espace de Y. Puisque X et A sont des espaces vectoriels sur F',
on peut les considérer comme les ensembles de points sur F' de variétés sur F' que, dans ce
paragraphe, on note encore X et A.

LEMME. L’espace affine =+ S + X est stable par conjugaison par U”. L’application

U'x (E+S+A) - E4+5+3%
(u, X) — u ' Xu

est un isomorphisme de variétés algébriques.

Preuve. L’annulateur de ¥ dans g” est I'espace h” @ u”. Pour prouver la premiere assertion, il
suffit de prouver que, pour u € U”, X € Y et Y € b’ ©u”, on a 'égalité

trace(u(Z + S + X)u~'Y) = trace((Z + S)Y),
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ou encore
trace((Z + S + X)u 'Yu) = trace((Z + S)Y).
Posons u 'Yu=Y + N.Ona N €u” et

trace(u(Z + S + X)u'Y) = trace((Z + S)Y) + trace(EN) + trace(XY) + trace((S + X)N).

Les deux derniers termes sont nuls : ce sont des traces d’éléments de u”. Il faut montrer que
trace(EN) =0, ou encore £(N)=0. Il suffit pour cela de prouver que ¢(Nv;,v_;—1) =0 pour
1=0,...,7— 1. Mais u — 1 et Y appartiennent a ’algebre de Lie du radical unipotent du sous-
groupe parabolique de GL(V") qui conserve le drapeau

Fvo,CFuv, ®Fu,_1C---CFu,. @ - F,,.

Donc Nv; appartient au sous-espace engendré par les v; pour j > i+ 2. Donc ¢(Nv;, v—j—1) =0,
ce qui prouve la premiere assertion de 1’énoncé.

Sir=0,on a A=, U'={1} et la seconde assertion est tautologique. Supposons r > 0.
Introduisons le sous-groupe parabolique P, de G” qui conserve le sous-espace totalement isotrope
Z4, sa composante de Lévi My qui conserve Z, et Z_ et son radical unipotent Us. Le groupe Mo
s'identifie & GL(Z;) x Gfj. Notons Uy le centre de Us. Les groupes Uy et Uz /Uy sont abéliens. Par
Papplication (v, v') — exp(c(v,v')), ils s'identifient respectivement & A?(Z.) et Hom(V{, Zy).
Ce dernier espace se décompose en Hom(W"”, Z*) & Hom(D, Z1). On note Us le sous-groupe de
Us tel que Us /Uy s’identifie & Hom(W”, Z) et Up celui tel que Up /Uy s’identifie & Hom(D, Z).
On pose Uy =U", Us = {1}. Remarquons que I'on a les inclusions Uy C U” C P,. On a donc la
chaine de sous-groupes

U5CU4CU3CU2CU1,

et chacun de ces sous-groupes est distingué dans U;. Posons vt = {c(v_1,v);v € Z;}. Clest un
sous-espace de u”. Définissons les espaces

lezza@l\o@ul;
Yo=AgDrtDu, ;

Y3=MAoDu, ;
v, {Ao ®up si d est impair,
Ao,s & Fe(ws, vr) @up  sid est pair ;
Y5 =A.

On a les inclusions
Y5 C Y4 CE3C Ny C Y.
Pouri=2,...,4, ¥; est 'ensemble des éléments X € X; 1 qui vérifient les conditions suivantes :
(1)sii=2, Xvj=0pour j=2,...,7;
(2)sii=3, Xv;=0;

)
(3) si i=4 et d est impair, X(W")C Zy ® D ; si i=4 et d est pair, X(Wg) CZ, ® D et
X(wS)GF’UT.

On a:

(4) pour i =1, 2, 3, les ensembles ¥; et S + ¥; sont stables par conjugaison par U; ; pour i =4, 5,
les ensembles ¥; et S + 3; sont stables par conjugaison par Uy ; I’ensemble ¥4 est stable par
conjugaison par Us.
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Posons M"” = M NG”. En général, si E est un sous-ensemble de m”, F @ u; est invariant
par conjugaison par U;. Si E est un sous-ensemble de g(j, E @ uy est stable par conjugaison par
Up. Si E est un sous-ensemble de g @ uy, E est stable par conjugaison par Uy. On en déduit
que X1, S + X1, X3 et S + X3 sont stables par conjugaison par Uy, et X4, S + X4, X5 et S + X5
sont stables par conjugaison par Uy. On a ¥y = 33 @ t. L’ensemble X3 est stable par conjugaison
par Ui. Pour prouver que Yo l’est aussi, il suffit de prouver que, pour u € U; et X €, on a
uw I Xu € 9. Il est clair que cet élément appartient & 1y, donc & X1. On doit montrer qu’il vérifie
la condition (1). C’est clair puisque u conserve le sous-espace de base (v;)j=2, . , tandis que X
annule ce sous-espace. Le méme raisonnement s’applique & 'ensemble S + Yo. Soient u € Us et
X € 4. Puisque Y3 est stable par conjugaison par Uj, on u~!Xu € ¥3. Pour prouver que cet
élément appartient & X4, on doit montrer qu’il vérifie (3). Soit w e W”. On a vw € w + Z4,
puis Xuw = Xw car X annule Z,. Ona Xw € Z, @ D car X € ¥4. Or u~! conserve cet espace,
donc v ' Xuw € Z, @ D. Si d est pair, on a Xwg € Fv, et u~! conserve cette droite, donc aussi
u~ ! Xuwg € Fou,. Cela prouve (4).

On va montrer :

(5) pour t =1,...,4, 'ensemble = 4+ S + 3}; est stable par conjugaison par Uj.

Pour ¢ =1, c’est la premiere assertion de I’énoncé. Supposons i > 2. On sait déja par (4)
que S+ X; est stable par conjugaison par U;. On doit donc prouver que, pour u € U;, on
a (u_lEu — E) € 3;. En raisonnant par récurrence sur i, on peut supposer que ’on a en tout cas
(u™'Zu — =) € ;1 (pour i =2, cette hypothese résulte de la premiere assertion de I’énoncé).
On doit montrer que cet élément vérifie les conditions (1), respectivement (2), (3), si i =2,
respectivement ¢ = 3,4. Supposons ¢=2. Soit j=2,...,r. On a uv; =v; et uilvj_l =vj_1
par définition de Us. On a aussi Zv; = &j_1vj_1 et on déduit I'égalité (v 'Zu — Z)v; =0 que
'on cherchait & prouver. Supposons i = 3. On a uv; = v, Zvy = &g, U~ vy = vg par définition
de Us, d’ou encore assertion. Supposons ¢ =4. Pour w € W, on a uw =w et Zw = 0. Donc
(u™12u — Z)w = 0 et u~'Zu vérifie la condition requise. Cela démontre (5).

Grace a (5), pour i=1,...,4, on peut former le quotient U; Xy, , ¥ij1 de U; x ;11 par
la relation d’équivalence (u, X) = (u/, X') si et seulement s'il existe v € U; 41 tel que (v/, X') =
(uv, v~'Xv). On va montrer que :

(6) I'application
(u, X) — u"'Xu
Yipisur 2+ S5+ %5,

Supposons ¢ = 1. Posons Up = U; N My. Ce groupe s’identifie au radical unipotent du sous-

groupe de Borel B de GL(Z;) qui conserve le drapeau

se descend en un isomorphisme de U; Xy, ,

Fv, C Fv,®Fv,_1C---CFvu. &---P® Fuoy.

L’application produit de Up x Uz sur U; est un isomorphisme. Il suffit de prouver
que 'application
Upx (E4S+3) - E+5+3%;
(u, X) — u" ' Xu
est un isomorphisme. On a X1 =b @ X3, Yo =t D X3 et t est le sous-ensemble des éléments de b
dont seuls les termes de la derniere colonne sont non nuls. Définissons Z € g” par Zv; = &;_1vj_1

pour j=2,...,r, Zv; =0 et Z annule Vj'. On a = € End(Z;) C mg. Pour u € Up, 'image de
u — 1 est contenu dans le sous-espace de V" engendré par les vecteurs v; pour j =2,...,7 et v_;
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pour j=1,...,r — 1. L’élément Z — = annule cet espace. Son image est contenue dans le plan
engendré par vy et v_1, lequel est annulé par v~' — 1. On en déduit que v 'Zu — E=u"1Zu — E.
On est ramené a prouver que 'application

Upx(E4+t) - Z+50
(u, X) — u"' Xu

est un isomorphisme. Tout se passe dans End(Z, ). L’assertion est bien connue et se prouve en
filtrant Up de la facon habituelle.

Supposons ¢ = 2. L’application

Hom(D, Zy) x Us — U,
(Y, u) — exp(Y)u

est un isomorphisme. On est ramené a prouver que I'application

Hom(D, Zy) x (E4+S+33) - E+ 5+ 3,
(Y, X) = exp(=Y)X exp(Y)

est un isomorphisme. D’apres (4), S + X3 est stable par conjugaison par exp(Y’) pour tout Y €
Hom(D, Z,). Cela nous rameéne & prouver que I'application de Hom(D, Z, ) dans v = X5 /%3 qui,
a'Y € Hom(D, Z, ), associe I'image dans ¥5/%3 de exp(—Y)ZE exp(Y) — Z, est un isomorphisme.
L’espace t s’identifie & Z4 par X — Xw;. Il s’agit donc de montrer que I’application

HOID(_D, Z+) — Z+
Y — (exp(=Y)Eexp(Y) — )y

est un isomorphisme. On a exp(Y)v; = vy, Ev; = &ovo, exp(—Y )vg = —Y vy + vo. L’application est
donc Y — —Ywvp, qui est bien un isomorphisme.
Supposons ¢ = 3. L’application

Hom(W”, Z+) X U4 — U3
(Y,u) > exp(Y)u

est un isomorphisme. D’apres (4), ’ensemble ¥4 est invariant par conjugaison par Us. Comme
dans le cas i =2, on est ramené & prouver que l'application de Hom(W”, Z,) dans X3/
qui, & Y € Hom(W", Z) associe I'image dans Y3/ de exp(—=Y)(E+ S) exp(Y) — = — S, est
un isomorphisme. Supposons d impair. Notons projz, la projection de V" sur Z, de noyau
Vi @ Z_. Alors ¥3/34 s’identifie & Hom(W"”, Z,) par Papplication qui & X € X3 associe la
restriction a W" de proj,, o X. Soit we W”. On a exp(Y)w=w +Yw, Sexp(Y)w = Sw,
exp(—Y)Sexp(Y)w = Sw— YSw, Ew =0, Eexp(Y)w=EZYw. Ce dernier élément appartient
a 'espace Z; o de base (vj)j—o,. r—1. Puisque Y annule Z o, on a exp(—Y)ZYw = EY w. Donc

projz, ((exp(=Y)(E + S) exp(Y) — E — S)w) = proj, (EYw — YSw).
On a introduit ci-dessus un élément =. On a proj,, o Z == sur Z. La formule ci-dessus devient
projz, ((exp(=Y)(E+ S) exp(Y) — E — Shw) = (ZY — YS)w,

et on est ramené & prouver que l'application Y — ZY — VS de Hom(W”, Z,) dans lui-
méme est un isomorphisme. Pour k=0, ..., r, introduisons le sous-espace Z_’ﬁ de Z; de base
(vj)j=1,.. 5 L'espace Hom(W”, Z,) est filtré par les Hom(W”, Z¥). L’application précédente
respecte cette filtration et ’application du gradué qui s’en déduit est la méme que celle déduite
de Y — YS. Cette derniére est un isomorphisme puisque les valeurs propres de S agissant
dans W” sont non nulles. Supposons maintenant d pair. Notons proj, .o la projection de v
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sur Z o de noyau Fuv, ® W” @ Z_. Alors Y3/ s'identifie & Hom(WY, Z,) ® Hom(Fwg, Z )
par l'application qui, & X € X3 associe la somme de la restriction & W¢ de proj 7z, 0X et
de la restriction a Fwg de projzﬁo o X. Soit Y € Hom(W", Z,), que l'on décompose en
Y =Y; + Y, avec Y; € Hom(WY, Z,) et Yo € Hom(Fwg, Z,). On vérifie comme ci-dessus que
I'image de exp(—Y)(E+ S5) exp(Y) — = — S dans X3/%4 est la somme de la restriction & W¢ de
ZY; — Y1S et de ZYs. Parce que les valeurs propres de S dans W¢ sont non nulles, I'application
Y1 — ZY7 — Y] est un isomorphisme pour la méme raison que ci-dessus. L’application Y5 — ZY
est un isomorphisme car = se restreint en un isomorphisme de Z, sur Z, .

Supposons i =4. Grace a (4), on est encore ramené a prouver que l'application de uy dans
¥4/¥5 qui, & Y € uy, associe I'image de exp(—Y)ZE exp(Y) dans ¥4/¥5, est un isomorphisme.
L’espace uy, respectivement up, Ay, a pour base les c(vj, v) pour 1 < j < k <7, respectivement
pour 0<j<k<r, pour 0<j<k=j41<r. L'injection de up dans ¥4 se quotiente en un
isomorphisme de up /A, » sur ¥4/%5. Un calcul simple montre que I’application qui nous intéresse
s'identifie & I’application 7:uy —up/Ay» ainsi définie : pour 1< j<k<r, 7(c(vj, vg)) est
I'image dans up/A,» de c(vj, vg—1) — c(vj—1, vg). Pour 1 € {0, ..., r} notons Ej le sous-espace
de up engendré par les c(vj, vy) tels que 0 < j <k <1+ j <r. L’espace up/Ay» est filtré par les
espaces Fj/FEj. L'espace uy est filtré par les espaces Ej_1 Nuy. On vérifie que 7 est compatible
avec ces filtrations et que 'application graduée qui s’en déduit est un isomorphisme. Cela acheve
la preuve de (6).

En appliquant (6) successivement pour i=1,...,4, on obtient la seconde assertion de
I’énoncé. O

9.4 Polynéme caractéristique

On introduit un systeme hyperbolique maximal (w+j);j=1,..m de W" @p F formé de vecteurs
propres pour S. On note s; la valeur propre de S sur wj;, pour j>0. Si d est impair,
respectivement pair, (w4;);j=1,..m est une base de W” @p F, respectivement Wl @p F. Si d
est pair, on pose vg = ¢(wg). On introduit des coordonnées sur A en écrivant un élément X € A
sous la forme suivante :

— si d est impair,
X :c<vo, Z zjwj> + Z Xic(Vi, Vig1) 5
j==x1,...,£m i=0,...,r—1
— si d est pair et r > 0,
X—C(?}o, Z ijj> + 20¢(ws, vr) + Z Aic(vi, vig1) 3
j==x1,...tm 1=0,...,r—1
— si d est pair et 7 =0,
X = c(vo, Zows + Z zjwj> .
j=£1,...,&m
Notons Rg le polynome caractéristique de S agissant dans WW”. On a donc

H (1% — 532) si d est impair,

=1,

m
T (1? - sj2) si d est pair.
j=1,...m

Rs(T) =
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Pour X € g”, on note Py le polyndéme caractéristique de X agissant dans V.

LEMME. Soit X € A, auquel on associe des coordonnées comme ci-dessus. On a les égalités
suivantes :

— si d est impair,

2rt1 Rs(T)T**!
Peisix(T) =T Rs(T) + ) Awze = ———
Jj=L..,m j
+ > (D)TRg(MTT NG [ 6
i=0,...,r—1 i'=0,...,i—1

— sid est pair et r > 0,

241 (T>T2r+1
P= T)=T""""Rg( 4 i
=t5+x(T) = . 12 MOZj2 =i~ 2 —s?
Rs(T)
218 2
—|—(—1)T4VSV020 T < H 5@)
1=0,...,r—1
+ Z )M Rg(TT* 2N [ &
i=0,...,r—1 i'=0,...,i—1
— sid est pair et r =0,
RS(T)T o Rs(T)
P5+5+X( ) TRS 12: 4V[)Z]Z_J T2 _ +4 S’VOZO T
-] b 7

Preuve. On écrit 1’élément =4 S+ X comme une matrice. Les méthodes usuelles de
développement selon les lignes ou les colonnes permettent d’exprimer son déterminant comme
une somme de termes aisés a calculer et d’un déterminant analogue a celui de départ mais
associé a des valeurs de r ou m strictement inférieures. En raisonnant par récurrence, on obtient
I’assertion. On renonce a rédiger davantage la preuve. Indiquons simplement la forme de la
matrice dans deux exemples.

Supposons m =2, r =2 et d est impair. On choisit pour base ordonnée de V" la famille
Vg, V1, Wa, W1, Vg, W_1, W_9,V_1, V_9. Dans cette base, la matrice de =+ S + X est

0 O 0 0 0 0 0 A1 0
§1 0 0 0 QVOAO 0 0 0 —)\1
0 O S9 0 21929 0 0 0 0
0 0 0 s1 2vp21 0 0 0 0
0 & —2-20 —2z_1 0 —z1 —z9 =Xy O
0 0 0 0 2v90z_.1 —s1 O 0 0
0 O 0 0 20z—2 0 —s2 0 0
0 0 0 0 2¢O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 =& 0
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Supposons m=2, r=2 et d est pair. On choisit pour base ordonnée de V" la famille
Vo, U1, Wa, W1, W, Vg, W_1,W_9,V_1, V_9. Dans cette base, la matrice de =+ S + X est

0 0 0 0 2vszg 0 0 0 A1 0

&0 0 0 0 210 0 0 0 =X\

0 0 52 0 0 2v929 0 0 0 0

0 O 0 51 0 2021 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -z

0 f() —Z_9 —Z_1 0 0 —Z1 —Z9 —)\0 0

0 0 0 0 0 2v0z_1 —s1 O 0 0

0 O 0 0 0 2v0z_9 0  —s9 0 0

0 0 0 0 0 —219& 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 =& 0 g

Remarquons que les termes zjz_;, A; et zg dans le cas ou d est pair sont déterminés par
P=is1x. On a en particulier
Pzis4x(s))
(1)

YA YA —
J°=7 1+2r ]
dvps; T R j(s;)

pour j=1,...,m, ot Rg;(T)= Rs(T)/(T? - 5?),

Pz s, x(0) .
sir >0,
2 (—1)rdvsvoRs0(0) [T, -1 &
(2) 0 = o
Pzys4x(0) sir—0
4vsrgRs0(0) ’

ou Rso(T)=Rs(T)/T. Posons d’=dim(V") et notons Polys l'espace des polynémes de
degré d”, A coefficients dans F, de coefficient dominant égal & 1 et ne contenant que
des puissances de l'indéterminée T de méme parité que d”. C’est exactement 'espace des
polynémes caractéristiques des éléments de g”(F'). Introduisons le sous-ensemble Polg,, formé
des polynomes P tels que :

— P est le polynéme caractéristique d'un élément de Y € gy, (F) ;

— P(s;) #0 pour tout j=1,...,m et P(0) # 0 si d est pair.

C’est un ouvert de Zariski non vide de Polyr. Notons A° le sous-ensemble des X € A tels
que E+ S+ X € g, (F), 2z # 0 pour tout j € {£1,...,4+m} et de plus, si d est pair, 2o # 0.
C’est exactement 1'image réciproque de Polg,/ dans A par I'application X — P=, g, x. Donc A®
est un ouvert de Zariski non vide de A. Les formules du lemme montrent que l'application
précédente restreinte & A° est une application F-analytique surjective et partout submersive de

AS sur Polg,,.

9.5 Orbites dans =+ S + A

Notons ¥° le sous-ensemble de ¥ tel que I'image de U”(F) x (Z + S + A®) par I'isomorphisme
du lemme 9.3 soit Z + S + £,

LEMME. Le groupe Hi(F)U"(F) agit par conjugaison dans = + S + % et cette action est libre.
Deux éléments de = + S + X9 sont conjugués par un élément de G si et seulement s’ils le sont
par un élément de HG(F)U"(F).
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Preuve. Soient Y € E+ S + X5 et g € HE(F)U"(F) tels que g~'Yg =Y. Par définition de ¥,
on peut écrire Y =4~ 1Y u, avec u € U"(F) et Y € 2+ S+ A%, Alors ug~'u™'Y'ugu™' =Y.
Quitte & remplacer Y par Y’ et ¢ par ugu~!, on est ramené au cas o Y € Z + S + A°. On peut
écrire g = tu, avec t € Hg(F) et w e U”(F). La conjugaison par ¢ fixe =+ S et conserve A. Plus
précisément, introduisons des coordonnées sur A comme au §9.4. L’élément ¢ agit par homothétie
sur chaque droite ij, pour j ==£1,...,+m. Pour j > 0, on note ¢; la valeur propre associée.
Alors la conjugaison par t laisse inchangées les coordonnées A; et zy dans le cas ou d est pair.
Elle agit sur les coordonnées restantes par

(1) (Zry ooy 21y 221y o ooy 2ep) = (brzpy ooy t1 21, tl_lz_l, ot

Posons Y/ =t"1Yt. Alors Y et Y/ sont deux éléments de =+ S + A qui sont conjugués par
I'élément v € U”(F'). Le lemme 9.3 entraine que u=1et Y =Y. Ecrivons Y ==+ S + X, avec
X € AS. Les coordonnées zj de X sont toutes non nulles et la formule ci-dessus montre que X
ne peut étre fixé par ¢ que si tous les ¢; valent 1, autrement dit ¢ =1. Donc g =tu =1 et cela
démontre la premiere assertion de I’énoncé.

Comme ci-dessus, on peut remplacer dans la seconde assertion I’ensemble = + S + £° par
Z+ 5+ A°. Soient X, X € AS, notons comme au §9.4 les coordonnées de X et notons par des
lettres soulignées celles de X. Supposons =+ 5 + X et Z+ S 4+ X conjugués par un élément de
G". Alors Pz gix = P=4g1x. D’apres les remarques du paragraphe précédent, on a zjz_; =
z;z_; pour tout j=1,...,m, A\j=A; pour tout i=0,...,7r—1 et zgzgg si d est pair.
Supposons d’abord d impair. La formule (1) ci-dessus montre qu'il existe un unique ¢t € Hg(F)
tel que t~' Xt = X. L'unicité de ¢ et le fait que X et X sont tous deux définis sur F entrainent
que t€ H(F). Alors 245+ X et 2+ 5+ X sont conjugués par un élément de HG(F),
ce que l'on voulait démontrer. Supposons maintenant d pair. On trouve comme dans le cas
d impair un unique élément t € H{(F) tel que t71Xt =X ou X', ce dernier élément ayant
les mémes coordonnées que X, a l'exception de z; qui est changé en —z,. On a alors soit
Y E+S+X)t=2+S+ X, soit t 1 (E+S+X)t==2+S5+ X' 1l suffit pour conclure de
prouver que cette deuxieme possibilité ne se produit pas. Considérons I’élément § du groupe
orthogonal G"*(F) qui agit par multiplication par —1 sur la droite Fwg et qui fixe tout élément
de l'orthogonal de cette droite. On vérifie que 5 1 (E+ S+ X)§=Z+ S+ X’. On sait par
hypothese que = + S + X est conjugué a =+ S + X par un élément de G”. S’il était conjugué
part A= + S + X', les deux éléments Z + S + X et = + S + X’ seraient conjugués par un élément
de G” et I'ensemble 6G” couperait le centralisateur de = 4+ S + X dans G”T. Or ce centralisateur
est contenu dans G” parce que =+ S + X est régulier et n’a pas de valeur propre nulle (cela
parce que son polynome caractéristique n’est pas nul en 0). Puisque ¢ ¢ G”, on obtient une
contradiction qui achéve la preuve. O

9.6 Mesures autoduales

Considérons 'application

Oreg(F) = || (((F)nglg(F)/W(G",T)
TeT(G")

qui, & un élément de gy, (F'), associe I'unique élément de I'ensemble d’arrivée qui lui est conjugué

par un élément de G”(F). Elle est analytique. Pour tout sous-tore maximal 7" de G”, on note
t(F)® le sous-ensemble des éléments de t(F) qui sont conjugués & un élément de = + S 4 £° par
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un élément de G(F'). L’application précédente se restreint en une application analytique

(1) E+5+3%— || «F)*/W(GE",T).
TET(G")

Elle est surjective. Si on note (Z + S + $%)/H4(F)U"(F) I'ensemble des classes de conjugaison
par H{(F)U"(F) dans 24 S + ¥9 le lemme précédent montre qu’elle se quotiente en une
bijection
(2) (E+S+I5)/HYF)U"(F)— || UF)°/W(E"T).

TeT(G)

On munit l’ensemble de départ de la mesure quotient des mesures déja fixées sur = + S + 2
et HG(F)U"(F). Les remarques de la fin du paragraphe 9.4 montrent que I'application (1) est
partout submersive. La mesure sur ’ensemble de départ de (2) s’identifie donc & une mesure
réguliere sur 'ensemble d’arrivée. Pour tout T € 7 (G"), I'ensemble t(F)° est ainsi muni d’une
mesure que ’on note dxY. Rappelons que 'on note simplement dY la mesure autoduale.

LEMME. Pour tout T €T(G"), on a légalité dsY = DH"(8)~1/2DC"(Y)'/2dY en tout
point Y € t(F)%.

Preuve. Fixons T € T(G"). Un objet tel que t(F)° ou t(F)%/W(G",T) n’a pas de structure
algébrique naturelle. Commencons par algébriser la situation. On considere ¥° comme une

variété algébrique (un ouvert d’'un espace vectoriel). Notons W (G”,T)= Normg~(T)/T,
introduisons I'ensemble t¥ des éléments de t qui sont conjugués & un élément de = + S + £°
puis le quotient t/W(G”, T). Ce sont des variétés algébriques. Il y a une application algébrique
(3) TE+S+YS 8/ W(G",T)
qui se quotiente en un isomorphisme
(4) (E—I—S—i-ES)/HgU”HtS/W(G”,T).
La structure algébrique sur t°/W(G”,T) détermine une structure analytique sur
(t%/W(G", T))(F). Il y a une application naturelle

L(F)Y — (/WG T))(F),
qui est localement un isomorphisme de variétés analytiques. Cela va nous permettre de remplacer
lapplication (2) par son avatar algébrique (4).

Rappelons que, une fois le corps F' muni de la mesure autoduale, pour toute variété algébrique
lisse X' définie sur F', une forme différentielle § sur X, définie sur F' et de degré maximal, définit
une mesure |§|p sur X'(F'). Plus généralement, ne supposons plus § définie sur F. Il existe une
fonction algébrique a sur X, non nulle et telle que ad soit définie sur F'. Etendons la valeur
absolue de F' & F'. On définit une mesure |§|r sur X(F') par

161 = lalz'|ad]p-

Cela ne dépend pas du choix de «. En particulier, soit F un sous-F-espace de g”(F) sur lequel
la forme (., .) est non dégénérée. Fixons une base (ey)r=1,.; de E sur F, notons ) la matrice
I x 1 telle que Q1 = (ex, exr) et écrivons tout élément de E sous la forme e = Zk:l,...,l Tre.
Définissons la forme différentielle 6 = A;_; ; dzy. On vérifie que la mesure autoduale sur £ est

(5) |det(Q)[ 7216
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Supposons maintenant que (ey)g=1,.; est une base de E®p F. La forme différentielle § =
Np—1  ;dxp n'est pas, en général, définie sur F' mais il existe o€ F* tel que o le soit et
on péué définir |§|p comme plus haut. Un simple calcul de changement de bases montre que la
mesure autoduale sur E est encore donnée par la formule (5).

Choisissons des formes linéaires Y — yi, k=1, ..., [, sur t de sorte que, pour un élément ¥ € t
en position générale, 'action de Y dans V" ait pour valeurs propres non nulles (tyy)g=1,.. ;. Avec
des notations évidentes, on a 1’égalité

1
!
(Y,Y') = 2trace (YY) Z YkY-
k= 1,. 7

Définissons la forme différentielle 6y sur t par 6 = A,_; ; dyg. La formule (5) montre que la
mesure autoduale sur t(F') est |0¢|r. Fixons un sous-ensemble positif de I’ensemble des racines
de T dans g”. Pour Y € t, posons

G// H o

a>0
le produit étant pris sur cet ensemble de racines. On vérifie que la forme différentielle d%”§; se
descend en une forme différentielle sur t/W(G”, T'), que I'on note d¢ /7. Evidemment, la mesure
autoduale sur t(F) est

(6) dy = d% (V)| ' (S yw) (V)| e = DS (V)21 (6 jw ) (V) | -

Introduisons comme au §9.4 un systeme hyperbolique maximal (w+;);=1,..m de W"®@p F
formé de vecteurs propres pour S, donc aussi pour Hg. Pour t € Hg et j=1,...,m, notons
tj la valeur propre de ¢ sur w;. Définissons égy = ([[,=1 )7t Nj=1..m dtj. La formule (5),

remontée au groupe par l’exponentlelle montre que |9 H”| F est la mesure que nous avons fixée
sur Hg(F'). Fixons une base de u”(F) sur F et prenons pour d,~ le produit, dans un ordre fixé,
des différentielles des coordonnées relativement a cette base. On a implicitement fixé une mesure
sur u”(F'), mais notre probléme est insensible au choix de cette mesure. On peut donc supposer
que cette mesure est |0, ~|p. Via Pexponentielle, 0, » définit une forme différentielle §y» sur U” et
la mesure de Haar sur U”(F) n’est autre que |0y~ |p. Introduisons des coordonnées sur Agy (qui
est vu ici comme une variété algébrique sur F') en écrivant tout élément X de cet ensemble sous
la forme :

— si d est impair, X = ¢(vo, ijﬂ m ZjW5)
— si d est pair, X = c(vo, 20ws + D j—p1 1y ZjW5)-

Remarquons que I'éventuel terme zg n’est pas le méme qu’au §9.4. Puisqu’on a ici étendu les
scalaires, on peut supposer q(vg) =1 et, si d est pair, g(wg) = —1. On vérifie alors que

1
<X,X’>:§trace(XX/):[zozf)]— > oz,
+1,...,.&m

ou, ici comme dans la suite, on indique symboliquement entre crochets les termes qui n’existent
que dans le cas d pair. On pose
5A0 = /\ de.

§=[0],%1,....4m
D’apres (5), |da,|F est la mesure autoduale sur Ag. Notons (a;)i—1,. , les valeurs propres sur
les vecteurs (v;)i=1,.., d'un élément de a. Définissons 4 = /\izl,.--,r da;. D’apres (5), |04 |F est la
mesure autoduale sur ap. Rappelons que ¥ =a® Ao @ u”. On définit la forme différentielle §
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sur 2+ S+ X9 qui, via la translation par Z+ S, correspond & la forme différentielle d, A
Sag A Oyr sur X5, Alors [§|p est la mesure que nous avons fixée sur =+ S + %5, On vérifie
que 0 est invariante par conjugaison par H¢U”. Il y a alors une forme différentielle § sur le
quotient (Z+ S+ X%)/HEU" de sorte que, via le choix de sections locales, on ait 1'égalité
Q:(SHg A dyn NS. Par (4), 6 correspond & une forme Bog yw sur t/W(G",T), o B est une
fonction algébrique sur cette variété. Remontons 3 en une fonction sur t. En tenant compte
de (6), on voit que l'on a 1’égalité

(7) dy(Y) =D (Y)12|8(Y)|p dY

pour tout Y € t(F)%.

Il s’agit de calculer la fonction 3. Supposons d’abord r = 0. Dans ce cas 2=0 et U" ={1}.
Introduisons le sous-ensemble Ay des éléments X € Ag écrits comme plus haut, tels que z_; =1
pour j=1,...,m. L’action (t,5 + X)+— S+ X' =t(S+ X)t~! de HY sur S+ X s'écrit, avec
les systemes de coordonnées que 1’on a introduits,

((t5)j=1,m> (24) j=(0],41,....4m) 7> (23)j=[0],41,...,£m>

ol z] =t;zj et 2 ;=1 12_] pour j=1,...,m, et z, =z dans le cas d pair. De cette action
se déduit un 1somorphlsme de HE x (S + A1) sur l’ensemble des S+ X € S+ Ag dont toutes
les coordonnées z_; sont non nulles, lequel contient S+ £°. On peut identifier (S + £°)/HY
avec un ouvert dense de A; et on vérifie que, modulo cette identification, § = Nj=o).1,..m 475
Soient X € Ay de coordonnées (z;);—(],1,...m €t ¥ € t de coordonnées (yi)r=1,...;- On suppose que
I'image de S + X par (4) est 'image de Y dans t/W(G"”,T). Supposons pour fixer les idées d

pair. Onal=m+ 1 et
Psix(T)=Pr(T)= [ (T°-w).
k=1,...,l
Les formules 9.4(1) et 9.4(2) deviennent

[Thzr . 1(3? - yl%)

[RRE)

285 Tz, e (57 — 53)

Zj =

pour j #0 et

2
2 Hk:l,...,l Yk
0— 2"
Hk:1,...,m 55
Cette derniere relation signifie qu'il existe € € {£1} tel que
Hk:l,.‘.,l Yk
20 = €= ——,
Hk:l,...,m Sj

En dérivant de fagon usuelle, on obtient

dzj = —3]72 H (3 — s Z Aj i dyp
jr=1,

m;j' #j k=1,...,l
pour j #0 et
dzo=e¢ [ s;" D Aokdy,
k=1,...,m k=1,...,l
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ol
we ] (5—wp) sij#£o,
k=10 k #k
Ajrp = 7
H Yk! Sijzo.
k=1, Lk £k
D’ou
-3
/\ dzj = (—1)"e H S5 H (s?—s, det(A /\ dyx,
5=0,.0sm j=lem =1, mits k: Lol

ol A est la matrice carrée de coefficients A; ;. Posons sg =0 et

Bix= [ (s—ui)

k=1, Lk £k
On a
YeBjk sij #0,
AJ}’C = (—1)myk< H yk_/1>B0,k sij=0.
k=1,...l
Donc det(A) = (—1)™ det(B). On laisse au lecteur le calcul élémentaire du déterminant de B,
qui vaut
det(B) = (=1 V2 TT (57530 JI (&—vi)
0<j<y’'<m 1<k<k’<I
S VLU IER | I | (G RN §
J=lem  1<j<j/<m 1<k<k/<l
D’ou
(8) /\ dzj=€d"(9)7! H ) /\ dyx,
Jj=0,....m 1<k<kz’<l k=1,..1

oll € =41 et
Vel 2 2
dS)= I s [[ -5
j=1,..m  1<j'<j<m

Remarquons que le produit intervenant dans (8) est égal & £d" (V). Alors (8) devient
3(S + X)) =€"d""(S) 716w (Y),

avec ¢ = +e, d'ott B(Y) = "d""(S)~L. Puisque |[d"" (S)|r = D" (S)'/2, la formule (7) devient
celle de 1’énoncé.

Passons au cas ol r # 0. Quitte & conjuguer 7' par un élément de G”, on peut supposer A C T.
On a alors T' = ATp ou Tj est un sous-tore maximal de G{j. On peut supposer que les coordonnées
que l'on a introduites sur t et a sont compatibles. Précisément, soit Y € t, écrivons Y =Y, + Yy,
avec Yy € a et Yy € to, et introduisons les coordonnées (y)x=1,.; de Y et (a;)i=1, ., de Y.
On peut supposer a; =y; pour tout i=1,...,r. En se placant dans Gfj, on définit la variété
to/W(Gg, To) munie de sa forme différentielle 0/, la forme différentielle So sur (S + Ao)/HY
et la fonction (3 telle que ’application

(S + Ao)/HE — to/W
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identifie 9y & Bodg,/w, du moins sur un ouvert dense. Le calcul précédent s’applique : By est
constante, de valeur eod”” (S)~!, ot €y € {#1}. Considérons le diagramme

U'x (2+S+a+Ag) E4+S5+%
f2
(S+Ao) xa (E+S+%)/U"
(S+Ag)/HS x a (E+S+X)/U"HS
f3
(to/W (G, Tp)) X a —L— ¢/ W(G", T)

ot fil 2+ S+ Xq +Xp)=u""1E+ S+ Xq + Xp)u" et fo(u,2+S+ Xy + Xp,) =
(S 4+ XAy, Xa), les autres applications étant évidentes. Ce diagramme est commutatif. Pour le
voir, solent u” € U”, Xy € a et Xy, € Ag. Soit Yj € tp tel que la partie semi-simple de S + Xa,
soit conjuguée & Yy par un élément de G{j. Soit Y € t tel que la partie semi-simple de =+ S +
Xq + X, soit conjuguée & Y par un élément de G”. L’'image de (u”,E+ S + X, + Xa,) par
le chemin sud-ouest du diagramme est 1'image de Yy + X, dans t/W(G”,T). Son image par le
chemin nord-est est I'image de Y dans cet ensemble. Mais S + X, + X, appartient & m” tandis
que E appartient & u”. Alors les parties semi-simples de 2+ S + X, + X, et de S + Xy + Xy,
sont conjuguées par un élément de G”. Donc Y est conjugué a Yy + X, et ces deux éléments ont
méme image dans t/W (G”, T). Cela démontre la commutativité du diagramme. Ce raisonnement
et le lemme 9.5 montrent que les fleches horizontales du diagramme sont des isomorphismes
locaux, au moins si I'on se restreint a des ouverts denses de chaque variété, ce que ’on fait, ici
et dans la suite. Du diagramme se déduit une application

(U" x (E+8+a+Ao))/U'HE L )W (G", T),

qui est toujours un isomorphisme local. Munissons =+ S + a+ Ag ~ a + Ay de la différentielle
6 =04 NIp,- On en déduit une forme différentielle § sur I'espace de départ de g. Calculons
g*(0¢yw) en utilisant le chemin sud-ouest du diagramme. D’apres les définitions, fi(d;/w)=

:l:dG”(ng)*l(Sto/W N6qg. Puis f5f5(0¢w)= +6,1d%" (d%0) =109 A Jy. Les deux applications
verticales restantes identifient & a dg A &4 et on obtient

9) 9" (8¢ yw) = £y 1dC" (d6) 718

Utilisons le chemin nord-est. Par la suite d’applications verticales, d; /i se releve en la forme
718 sur =+ S + X. Soit v la fonction telle que f;(8) = vdy» A 8. Alors

(10) 9" (6 yw) = 75710,

Soient Xy € aet Xy, € Ag. Posons X =S5 + X, + X,,. La différentielle de f; au point (1, = + X)
se calcule aisément. C’est 'application

(1) W x(at+f) = E=a+f +u”
(N, Xy + X},) — Xi + X} — [N, Z+X].

Parce que X appartient & m” et Z & u”, on peut trouver une base de u” telle que I’application
N +— [N, X] soit diagonale, tandis que Papplication composée de N — [N, E] et de la projection
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sur u” soit nilpotente supérieure. Le déterminant de 'application (11), c’est-a-dire v(X), est
donc le méme que celui de I'application N +— [N, X] de u” dans lui-méme. Celui-ci est égal a
+d%" (X)d%0 (X)~!. En reportant cette valeur dans (10) et en comparant avec (9), on obtient
B =48y = +epd™”(S)~. Comme dans le cas r = 0, la formule (7) devient celle de Pénoncé. O

9.7 Sections locales

L’application (1) du §9.6 est analytique. Le lemme 9.3 et la preuve du lemme 9.5 montrent qu’elle
est partout submersive. Pour tout T'€ 7 (G”), on peut donc fixer une application localement

analytique
HF)Y - E+5+5%
Y — Yy
de sorte que le diagramme
CRENCEE o t{(F)%/W(G",T)
H(F)®

soit commutatif. I existe une application Y vy de t(F)° dans T(F)\G"(F), localement
analytique, de sorte que Yy =~ 'Y7y. Mais I'application G”(F) — T(F)\G"(F) admet elle-
méme des sections localement analytiques. On peut donc supposer que ’application Y — vy est
localement analytique & valeurs dans G”(F).

On va montrer :

(1) soit wy un sous-ensemble compact de t(F') ; on peut choisir 'application Y — Yy telle que
I'image de t(F)® Nwr soit contenue dans un sous-ensemble compact de = 4 S + A.

D’apres le lemme 9.3, on peut supposer que Yx € Z+ S + A% pour tout Y € t(F)°. Soit
Y € t(F)® Nwr, posons Yy ==+ S + X et introduisons les coordonnées de X comme au §9.4.
Les coordonnées \; sont linéaires en les coefficients du polynome caractéristique Py (T), et sont
donc bornées. De méme, 1'éventuelle coordonnée zy et les produits zjz_;, pour j=1,...,m,
sont bornés. Montrons que ’on peut supposer chaque z4+; borné. Considérons d’abord deux cas
particuliers. Dans le premier, on suppose qu’il existe une extension F; de F de degré m et
une extension quadratique F» de Fy telle que H{(F) soit le noyau de la norme de Fy* dans
F*. Dans ce cas, on peut identifier W” & F, et laction de HZ(F) sur W” & la multiplication.
Posons w = Zj: 41, 4m ZW) € W" = F,. En normalisant convenablement les vecteurs wj, les
coordonnées z+; sont les images de w par les différents plongements de F» dans F. Alors
ces coordonnées ont toutes la méme valeur absolue. Puisque les produits z;z_; sont bornés,
chaque terme z4; 'est aussi. Dans le deuxiéme cas particulier, on considere une extension Fj
comme ci-dessus et on suppose que Hg(F') = F|*. Dans ce cas, on peut identifier W"” & Fy ® F} et
action de HY(F) sur W” & Iapplication (h, wy & w_) — hwy & h~'w_. Définissons w comme
ci-dessus. On peut supposer que ses deux composantes w4 et w_ sont respectivement égales a
ijlw7m zjw; et ijl’m’m z_jw_j. Parce que X appartient a A®, w_ est un élément non nul
de F. Posons h =w_ € H(F'). On peut remplacer w par hw. Pour cet élément, les coordonnées
z_j sont toutes égales a 1 et on conclut encore que les autres coordonnées z; sont bornées.
Dans le cas général, on peut décomposer W’ en somme directe de sous-espaces et décomposer
conformément H¢ en produit de tores de sorte que chaque composante soit de I'un des deux cas
particuliers que ’on vient de considérer. On en déduit la propriété requise.
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Supposons (1) vérifiée. En appliquant l'inégalité 2.3(1), on voit que l'on peut choisir
I’application Y — ~y de sorte qu’il existe ¢ > 0 tel que

(2) o(y) < e(1 + [log DY (Y)))
pour tout Y € t(F)% Nwr.

9.8 Calcul de I,.#(0”, )

Revenons & la situation du §9.1 et supposons que ¢ est & support dans w”. Soit g € G"(F).
D’apres 'hypothese sur 6”7, on a

10", ¢, 9) = T (S, ((“0)¢)) = D" ()2 / ((“)(h™Sh) dh.
Hg(F)\H"(F)
En utilisant le lemme 9.2, on obtient

10 5.9) = D"'(5)1 [

/ (YoNE+h"1Sh + X) dX dh,
HY(F)\H"(F) /<

puis

(1) L (0", ) = DH" ()12 / /
(FYU"(F)\G"(F) JHg(F)\H"(F)

X / (Yo (E+ h~1Sh + X) dX dhw"(g) dg.
%

Remarquons que cette expression est absolument convergente : les trois intégrales sont a support
compact. On transforme cette expression en

Lo (0", o) = DH" (5)1/? /
H"(F)U"(F)\G"(F)

_ DH”<S)1/2/

HY(F)U"(F)\G" (F)

/ / (MY (E+ S + X) dX dhk"(g) dg
HY(F)\H"(F) J%
/ eNE+ S+ X)dXrK"(g) dg.

P

Le lemme 9.6 nous permet de remplacer I'intégrale intérieure par

S Wi, ) /

TeT(G") Hg(F)U"(F) /f(F)S

- w6, ) /

TeT(G") H

o)y 5 Yyy) DR (S)~Y2DC" (V)2 dY dy

(FU" (F) /t(F)s(vyyg@)A(Y)DHN(S)1/2DG//(Y)1/2 dy dy.

g
Un simple changement de variables conduit alors a I’égalité
L0, 0)= > [W(@",T)" / / o(g7 Y g)K" (15 g) dgDC" (V)2 dy.
TeT(G") t(F)S "(F)

Pour 7 € T(G") et Y € t(F)®, définissons une fonction sy sur G”(F) par

W (9) = v(Ar) / K" (7 ag) da.
A7 (F)

Remarquons que cette expression ne dépend pas du choix de 'application Y +— 7y : tout autre
choix remplace vy par vyy, avec y € HG(F)U"(F), mais " est invariante a gauche par ce groupe.
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On obtient :

(2) Ln(@",0)= Y v(Ap)W(G", 1)

TET(G")
/ / 0" Yg)l(g) dgDC (V)2 dY.
AT G”

Les transformations que 1’on a effectuées sont justiﬁees par la convergence absolue de ’expression
(1) de départ.

10. Calcul de la limite limn_ o0 Iz,0,N (6, f)

10.1 Convergence d’une premiere expression

On se place dans la situation du § 8.2. D’apres la proposition 6.4 et le lemme 6.3(i), on peut fixer
une famille finie (Y;)i=1_n d’éléments de b, ,..(F) et une famille finie (¢;);=1,.n de nombres
complexes de sorte que

bow(X)= Y cj™ (Vi X)
i=1,...,n

pour tout X € w N b, e, (F). Formulons cette propriété différemment, en utilisant les notations
introduites au §5.4 : pour X € g,(F), on note X = X' + X" la décomposition de X en somme
d’un élément X' € g/ (F) et d’un élément X" € g”(F). Il existe alors une famille finie S d’éléments
de byeg(F) et une famille finie (js)ses de fonctions définies presque partout sur h’,(F) de sorte

que
Z ]S H” X”)
SeS

pour tout X € w N b, o0 (F). Les éléments S sont les différentes projections Y;”. La preuve du
lemme 6.3(i) nous autorise a remplacer les Y; par des éléments assez voisins. On peut donc
supposer que le noyau de chaque S agissant dans W est de dimension au plus 1. Les fonctions
Jg sont combinaisons linéaires de fonctions X’ — ;7 : (Y7, X') et héritent donc de leurs propriétés.

Rappelons que, par construction, on a ’égalité H., = G.. Pour g € G(F), on a
L. f9)= [ Oris(X)1 15, (X) dX
8, (F)xh"(F)

En utilisant la formule de Weyl pour 'intégrale sur g/.(F), on obtient

Lu@f9) =3 > W@ [ Gsee)pox)

SES T'ET(GY) t'(F)
% / / :7;HN(S’ X”)gfi,w(g/_lX/g/ + X//) dX” dg' dX/.
T'(F\GL(F) /b (F)
D’ou

L@ =3 S W@ [ s(x)p%x)

SES T'eT(G1) v(F)

. / / F(S, XM f5 (X! + XT) dX "k (g) dg dX.
() HE)UL (FNG(F) Jo ()
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On peut écrire les deux dernieres intégrales ci-dessus sous la forme

/ / / 7" (S, x99 ff:,w(X "+ X" dX"kn(g"g) dg" dg.
T(F)G(FNG(F) J B (F)U (F\G"(F) b (F)

Les deux intégrales intérieures sont égales & L. (0", ¢), ot 08" (X")=jH"(S, X"), o(X") =
If (X' 4+ X") et w"(g") =rn(g"g). Utilisons la formule 9.8(2) qui calcule cette expression.

La fonction ¢ qui y intervient est égale a 9 fx w> avec la notation de 5.4. Quelques remises en
ordre conduisent alors a 1’égalité

(1) Lon@. 1))=Y > v(Ar) W(G,, T)7

SeS TeT(Gy)

% / jS(X,)DG”(X,)DG//(X,/)1/2
(F)xt"(F)

x / 9% (X' + X" kn xn(9) dg dX" dX,
"(F)Aqu (F)\G(F)

oll

i, x(g) =v(Apr) / kN (Yxnag) da.

Aqi (F)
Ces manipulations formelles sont justifiées par le lemme ci-dessous. Pour tout S €S et tout
T € T(G,), fixons une famille finie Qg7 de polynémes non nuls sur ¢(F'). Pour tout € >0,
notons t(F')[S; < €] 'ensemble des X € t(F') pour lesquels il existe Q) € Qg1 tel que |Q(X)|r <,
et notons t(F')[S; > €] I'ensemble des X € t(F) pour lesquels |Q(X)|r > € pour tout Q € Qg 7.
Notons Iy <., respectivement Iy ., l'expression obtenue a partir de l'’expression (1) en
remplacant les intégrales sur ¢'(F) x t/(F)® par les intégrales sur (¢ (F) x ¢/(F)%) N t(F)[S; < €,
respectivement (Y (F) x t/(F)%) Nt(F)[S; > ¢]. On a évidemment I'égalité
Iwn(@O, [)=In<e+ IN>e.

Notons enfin |I], ., v (6, f) et |I|n <c les expressions obtenues en remplacant dans I, ,, n (6, f) (ou
plus exactement dans I'expression (1)) et Iy <, toutes les fonctions par leurs valeurs absolues.

LEMME.

(i) Il existe k € N et ¢ > 0 tel que |I|; N (0, f) < cN* pour tout N >
(ii) II existe un entier b>1 et ¢ >0 tel que |I|y < y-» <N~ pour tout N > 1

Preuve. Soit S € S. Notons (£s;)j=1,..m les valeurs propres non nulles de I’action de S sur w”.
Pour X" € g"(F'), posons

H sjflPXu(sj) si d est impair

i=1,...
Qs(x") =47 "
H Pxn(sj) si d est pair.
7j=1,....m
Certainement, Qg est un polynéme non nul sur l'algebre de Lie de tout sous-tore maximal de
G". Soient T € T(G,) et wp» un sous-ensemble compact de t/(F). On va montrer

(2) il existe un entier k € N et ¢ > 0 tels que
kv (9) < eNFa(g)* (1 + [log |Qs(X™)[#])*(1 + [log DY (X))
pour tout X” € ¢(F)¥ Nwyn, tout g € G(F) et tout N > 1.

1243

https://doi.org/10.1112/50010437X10004744 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004744

J.-L. WALDSPURGER

Commencons par déduire ’énoncé de (2). On peut fixer S € S et T € T(G,) et considérer
Iintégrale

/ s (XD () D () 2
t/(F)xt"(F)S
X / \gfgc,w(X,JrX"NHN,Xﬂ(g) dgdX" dX'.
T (F)Apn (F)\G(F)

Introduisons une notation imprécise mais commode. Soient deux nombres a et b dépendant
de variables, ici N, g, X’ et X”. On écrit a < b pour dire qu’il existe ¢ > 0 tel que, quelles
que soient ces variables, on ait a < cb. D’aprés la définition de jg et un résultat de Harish-
Chandra [Har70, théoréme 13], on a |jg(X’)| < D% (X')~1/2. D’aprés la condition (5) du § 3.1,
on peut fixer un sous-ensemble compact I' C G(F) tel que 9fg:7w =0sig & Gy (F)I'. On peut donc
fixer v € ' et remplacer U'intégrale sur T"(F) Ap» (F)\G(F') par celle sur T'(F) Apin (F)\Gy(F)~.
On peut majorer |7f§:,w| par une combinaison linéaire de fonction f' ® f” ou f' € C>(g,(F)),
[ eC(g"(F)) et f' et f” sont a valeurs positives ou nulles. On est ramené & majorer

/ DG;(X/)1/2DG”(X//)1/2
t/(F)xt"(F)S

% / / f/(g/_lX/g/)f”(g”_lX"g”)liviu (¢'g"~) dg" dg' dX" dX'.
T FNGG(F) JApu (F)\G" (F)

On peut fixer un sous-ensemble compact wrr» C t’(F) tel que, pour tout ¢”, la fonction X" —
f"(¢"1X"g") sur t'(F) soit & support dans wyw. Grace & I'inégalité 2.3(1), on peut supposer que
les ¢’ intervenant dans lintégrale vérifient o(g”) < 1+ |log DE"(X"")|. Puisque G, = H! C H,
on a ky x»(9'g"y) = kn.xn(g"v). En appliquant (2), on obtient rx x~(g'g"y) < N*o(X") ot

P(X") = (1 + [log |Qs(X")|r|)* (1 + [log D" (X")|)*.

L’expression a majorer devient

Nk: / DG;(X,)1/2DG”(XH)1/2
t/(F)xt” (F)S

> / / f’(g'_lX'g')f”(g"_lX”g")go(X”) dg” dg, dxX" dx’.
T (F\G5(F) J Apn (F)\G" (F)
Elle est majorée par
Nk/ JGI(X/ _’_)(//7 f/ ® f//)@(X//) dX// dX/
t(F)

D’apres Harish-Chandra, I'intégrale orbitale est bornée. Elle est aussi a support compact, ce qui
nous conduit a majorer

Nk/ SO(X,/) dX//dX/’
wr

ol wr est un sous-ensemble compact de t(F). Le lemme 2.4 nous dit que l'intégrale est
convergente, ce qui entraine la majoration du (i) de ’énoncé. Pour le (ii), on est de méme
conduit a majorer

N* / o(X")dX" dX'.
wrNt (F)[S;<N~?]
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D’apres 'inégalité de Schwartz, il suffit de majorer

1/2 1/2
N* ( / dX) < / o( X" dx" dX’) .
wrNt (F)[S;<N—?] wr

Le dernier terme se majore comme ci-dessus. Pour € > 0, on a

/ dX < Y mes({X € wr; [Q(X)[r < e}).
wrNt (F)[S;<e] Q€Qs,

D’apres [Art88b, lemme 7.1], il existe un réel r > 0 tel que chacun de ces termes soit < €. On
en déduit une majoration

| ycn—b < NEZT2/2,
En prenant b > 2(k + 1)/r, on obtient le (ii) de I’énoncé.

Prouvons (2). Remplagons V' par V" dans les définitions du §7.2. On fixe un réseau spécial
R” de V" de méme que l'on a fixé R, on note K” son stabilisateur dans G”(F') et on définit une
fonction %, sur G”(F'). Posons

K,GIV’X//(I) = Z/(AT//) / /iN(’}/;(,l,a) da.
A (F)
On va montrer :

(3) il existe un entier k € N et ¢ > 0 tels que
Wi xr (1) < eN*(1+ [log(|Qs(X")|r))* (1 + [log DY (X")|)*

pour tout X” € t/(F)° Nwrr et tout N > 1.
Déduisons d’abord (2) de (3). Pour un réel r > 0, posons k! = /’QI](/(T), ou N(r) est le plus petit
entier supérieur ou égal a r. On a :

(4) il existe ¢ > 0 tel que kK (g"g) < /i’]’Ver(g) (¢") pour tous g € G(F), " € G"(F).

Ecrivons ¢’ = m"u"k", avec m"” € M"(F), u" € U"(F), k" € K", puis k" g = muk, avec m €
M(F),ueU(F), ke K.Onarpy(¢"g) = kn(m”m). Supposons ce terme non nul (donc égal & 1),

décomposons m” et m en m"” =a"gj] et m=agp, ot a’,a € A(F), gy € G{(F) et go € Go(F).

Alors |valp(afa;)| < N pour tout i=1,...,7 et gy'g) ‘vo € wp™ Ry. On a o(m) < a(g).
Donc |valp(a;)| < o(g) pour tout i=1,...,7 et o(g0) < o(g). On en déduit d’abord qu’il
existe ¢; >0 tel que |valp(a))] < N + ci0(g) pour tout i =1,...,r. Il existe cg >0 tel que

goRy C w;N(CW(gO))RO. Il existe c3 €N tel que RoNV" Cwn®Ry. Alors gy 'vg € w;N/Rf)’,
ou N'< N + ¢40(g), pour ¢4 >0 convenable. En prenant ¢ > ¢, ¢4, on voit que ¢” vérifie les
conditions requises pour que &’ teols) (¢") = 1. Cela prouve (4).

En utilisant (4), on a

kn,xn(g9) = v(Apr) / /iN(’y)_{/l/ag) da
A(T")(F)

< v(Agn) /A(T")(F) “3/\f+ca(g) (’y)_(,l,a) da < I€/]<H_CU(9)’X,,(1).

La majoration (3) entraine alors (2).

Prouvons maintenant (3). On suppose vérifiées les conditions (1) et (2) du §9.7 pour
le compact wyr. Soit a € Apn(F) tel que k% (vyna)=1. Grace au résultat 7.2(1), on peut
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écrire yyna = vhy, avec v € U"(F), he H"(F), y € G"(F) et o(y) <cN. On a
(5) yX"y= ' = h o7 xloh,
olt X\ =~ X"~vxn. La condition imposée & y implique que o(yX"y~) < N (cf. §1.1 pour la
définition de la fonction o sur g”(F)). On a h o ' Xfvh € 2+ h™'Sh + X et h1Sh e b’ (F).
Or h”(F) et ¥ sont en somme directe. Alors (5) entraine que o(h~'Sh) < N. Donc il existe un
entier k£ > 0 tel que a(h_lwﬂ%NSh) < 1. En appliquant l'inégalité 2.3(1), on peut écrire h = tz,
avec t € HY(F), z€ H'(F) et

o(z) < (1 + |log D*" (=N $)|) < N.
On peut récrire vhy = tug, avec v € U”(F) et g=zy, donc o(g) < N. L’égalité (5) se récrit
gX"g7 =u"1Yu, ot Y =¢t"1X{t. On a 0(9X"g7!) < N. D’apres la condition (1) du §9.7,
Y appartient & =+ S+ A. Le lemme 9.3 nous dit que u et Y dépendent algébriquement de
u~ 'Y u. Donc o(u) < N et o(Y) < N. Posons X! =Z+ S+ X, Y ==+ S + X*, introduisons
les coordonnées de X et X* comme au §9.4 (on affecte celles de X* d'un exposant *) et,

pour tout j =1, ..., m, notons t; la valeur propre de ¢ sur w;. On a zj* = t]-_lzj et zfj =t;z_; pour

tout j=1,...,m. La condition (1) du §9.7 et celle ci-dessus portant sur Y nous disent qu’il
existe ¢ > 0 tel que

valp(2]) > —cN, valp(2Z;) > —cN, valp(zj) > —c, valp(z_j) > —c
pour tout j. On en déduit
[valp(tj)| < e(N + 1)+ valp(zjz—;) <e(N +2m—1) + valp< H zj/z_j/>.
j'=1,...m

La formule 9.4(1) montre qu’il existe ¢’ >0 tel que le dernier terme soit majoré par (1 +
llog |Qs(X")|r]). On en déduit o(t) < N + |log |Qs(X")|r|. Alors

o(yxna) = o(tug) < N + [log |Qs(X")|F|.
En appliquant la condition (2) du §9.7, on en déduit
o(a) < N + [log(|Qs(X")| )| + [log D" (X")].

Le terme K% v, (1) est borné par la mesure de 'ensemble des a vérifiant cette condition. II est
facile de montrer que, pour tout réel r > 1,

mes({a € Apn(F); 0(a) <r}) < 7k,
ol k =dim(Ar~). On en déduit
K xn (1) < NF(1 + [log |Qs(X")[])* (1 + [log DY (X")]),

ce qui prouve (3) et acheve la démonstration. O
Pour tout S €S et tout T'€ 7(G,), on note Qg la famille des trois polynomes sur t(F)
suivants

X det(ad(X/)wg/t/), X det(ad(X”)‘gu/t//), X" - Qs(X”)
ou Qg a été défini ci-dessus. Appliqué a ces données, le (ii) du lemme nous fournit un entier b
que l'on fixe. On pose

* J—
x,w,N(97 f) - IN,>N_b’
Le lemme entraine que

]\}iinoo(fa:,w,N(ea f) - ;,w,N(07 f)) =0.
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10.2 Commutant d’un tore

On fixe T'€ T (G,). Notons My le commutant de Az» dans G. Cest un Lévi de G, qui contient
G’. Notons V3’ I'intersection des noyaux des actions de a dans V", pour a € Ap».

LEMME. On a I'égalité Ap» = Ay, sauf dans le cas ou les conditions suivantes sont satisfaites :
d est pair, W' est hyperbolique et de dimension 2, V' = {0}. Dans ce cas, on a Ay, =T Apn.

Preuve. Posons Vo = W' @ Vy', notons V; son orthogonal dans V' et Gy, respectivement Gy les
groupes spéciaux orthogonaux de Vi, respectivement V5. L’espace V5 est I'intersection des noyaux
des actions de a dans V, pour a € Aps. Donc My conserve V3. Par conséquent, My conserve
aussi Vi, donc My C G2 x G1. Puisque Apn» agit trivialement dans V5, on a Apr C G1. Donc
My = Go x My, ot My est le commutant de Apr dans Gy, puis AMn = Ag, X AMl,u‘ On a
Vi C V", donc Gy C G". D’autre part 7" commute a Az, donc T" C My, donc Ay, commute
a T". Alors Ay, , est contenu dans le commutant de 7" dans G”. Puisque 7" est un sous-tore
maximal de G”, ce commutant est égal & 7. Donc Ay, CT", ce qui entraine Ayy,, C Apr.
L’inclusion opposée est immédiate puisque Ap» est évidemment un tore déployé central dans
M. Donc Ay, , = Apn. On a Ag, = {1} sauf dans le cas ot V3 est hyperbolique de dimension 2.
Supposons cette condition vérifiée. Puisque GG1 contient un sous-tore Ap» qui agit sans point fixe
non nul dans V', dim (V1) est paire et d aussi. Si W/ = {0}, on a G = G” et T” est un tore maximal
de G. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que Ay, C Apr contrairement a I'hypothese
Ag, #{1}. Donc W' #{0}. Puisque dim(W’) est paire et Vo=W' @& V), on a W' =V, et
Vy' ={0}. Inversement, si W’ est hyperbolique de dimension 2 et VJ' = {0}, on a G2 = G’ et ce
groupe est un tore déployé. Puisque T” est un sous-tore maximal de G’, on a 7" =G' = Ag, et
la conclusion du lemme s’ensuit. O

10.3 Définitions combinatoires

Appelons cas exceptionnel celui de ’énoncé précédent. Supposons tout d’abord que l'on n’est
pas dans ce cas et rappelons quelques définitions d’Arthur. Soit Y = (th) P,eP(M;) Une famille
d’éléments de Ay, (G, My)-orthogonale et positive. Pour Q = LUg € F (M), on note (

Uf?/fn(g ,)V) la fonction caractéristique dans Anz, de la somme de Ay et de 'enveloppe convexe
de la famille (Yp,) p,ep(a1,);p,c@- On note 7q la fonction caractéristique dans Ay, de la somme
-AJqu + Azg. Rappelons que .,425 est la chambre positive ouverte de Ay, associée & . On a :

(1) la fonction

¢ 00, (G V)¢ — Yo)
sur Ay, est la fonction caractéristique de la somme de AZ) et de ’enveloppe convexe de la famille
(Ypu)PhE'P(Mh);PhCQ 5

2) Yo 0BGV - Yo) =1
QeF(My)
pour tout ¢ € Apy, .
L’assertion (1) est immédiate et (2) est l'assertion 3.9 de [Art91].

Considérons maintenant le cas exceptionnel. Alors Ay, = A @ A7v et Az est une droite.
Conformément a cette décomposition, on définit la projection ¢ ~— (r» de Apy, sur Aps. On note

F(My) Vensemble des Q € F(M,) tels que AE N Ag» # 0. On note P(My) =P (M) N F(M).
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Pour Q = LUg € F(Mj), on note ¢ — 5]% (¢, V) la fonction caractéristique dans A+ de la somme
de Ap, N A7 et de 'enveloppe convexe de la famille (YPh7T//)Pu€75(Mn)3PhCQ' On note 7¢ la fonction

caractéristique dans Az~ de la somme (Az» N Aﬁ/[h) + (A N .ACS) On a encore :
(3) la fonction
¢ = 65, (¢ V)F(C = Youm)
sur Ap» est la fonction caractéristique de la somme de Ap» N .,42'2 et de I'enveloppe convexe de
la famille (YPuvT”)Pheﬁ(Mn);PhCQ ;

(4) Yo E (G~ Yor) =1
QEF (Mp)
pour tout ¢ € Apn.

Pour démontrer ces propriétés et a des fins ultérieures, introduisons un espace V somme
directe de V" et d’une droite D, muni de la somme orthogonale ¢ de la restriction de ¢ & V"
et d’une forme quadratique non dégénérée sur D. On note G son groupe spécial orthogonal. Le
tore T" est inclus dans G”, donc dans G. Notons M son commutant dans G. Le lemme 10.2
s'applique & G et montre que Apn = A i

LEMME.

(i) Il existe une unique bijection Q = LUg +— Q = fLU~ de .7:"(Mh) sur F (M) telle que, pour tout
Q € F(My), on ait Agn N A]L\/[h = AL Arn N AL = Aj et Apn N A+ .,4+ Cette bijection
conserve la relation d’inclusion et envoie P(Mj) sur P(M).

(ii) Pour Q € F(Mj), posons Yy YQ 7. La famille Y = (Y )PeP( N1y est (G, M)-orthogonale

et positive. Pour tout Q € .7:( ), YQ est associé a cette famille comme au § 2.1.

(ili) Pour tout @ € F(My) et tout (€ Apn = Ay, on a les égalités O'M ((,V)=0% (C Y) e
7Q(¢) = 75(¢)-

Preuve. Les conditions imposées & Ap» impliquent que V" est hyperbolique et qu’il existe un
systeéme hyperbolique maximal (ey,)y—+2,.. +a/2 dans V" et une suite d’entiers (d;);=s,...; vérifiant
les propriétés suivantes. On a d; > 1 pour tout i et 14+do+---+d;=d/2. Pour e==+1 et
i=2,...,l, notons E; le sous-espace de V" engendré par les e pour 1+do+---+d;j_1 <
kE<1l+dy+---+d;. Alors Arn est le sous-groupe des éléments de G qui conservent chaque
E.; et y agissent par homothétie. Fixons une base hyperbolique {e1,e_1} de W’. Notons Fi;
la droite portée par ey;. Posons I ={+£1,...,£l}. Alors A, est le sous-groupe des éléments
de G qui conservent chaque E; pour i € I et y agissent par homothétie. L’espace Ay, est celui
des familles ¢ = ((;)ies de nombres réels telles que (_; = —(; pour tout i. L’espace Ap» est le
sous-espace des ( tels que ¢; = (_; =0, ou encore, en posant [ = {£2,...,tl}, Apr est I'espace
des familles ¢ = ({;) ;ci de nombres réels telles que (—; = —(; pour tout i.

On décrit I'ensemble F(M) de la facon habituelle suivante. Notons ®(M) Iensemble
des applications ¢ : I— {0, £1,...,£j,}, ol j, est un élément quelconque de N, telles que
©(—1i) = —p(i) pour tout i et cpfl( )7é 0 pour tout j=+1,...,+j,. Pour une telle ¢ et pour
JEA{L, ..., jy}, onpose E, j =@, 1) Ei- On note Qw = L U Ie sous-groupe parabolique de G
formé des éléments qui conservent le drapeau

Ev]APCEJ(P@E _1C".CES@7.7<P@"'@E71

Sovjtp
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Alors ¢+ Q, est une bijection de ®(M) sur F(M). L'espace AE’ est formé des ¢ = ((;),cf tels
que, pour tout j € {%1,..., £jmax}, Ziego—l(j) ¢; = 0. L’espace Afw est formé des ¢ = ()7

tels que, pour tout j € {0, %1, ..., £jmax}, ¢; est constant pour i € p~1(j). Notons (, ; cette
valeur constante. Alors Ag est formé des ( € A i, tels que
©

C@:jw > >C(1071 >O'

On décrit I'ensemble F (M) de facon analogue. On définit ®(M;) en remplacant I par T
dans la définition de @(M ). Pour ¢ € ®(Mj), on définit de méme un sous-groupe parabolique
Q, =L,U, de G. L’application ¢ — @, est une surjection de ®(My) sur F(My). Les fibres ont
1 ou 3 éléments. Une fibre a 3 éléments si et seulement si elle contient un élément ¢y pour
lequel ¢ '(0) a deux éléments {iy, —ip} et dim(E;, ) = 1. Alors les deux autres éléments de la
fibre sont les applications ¢ et ¢_1 ainsi définies. Pour € = 1, ¢¢(i) =€, p(—ip) = —€. Pour
i€ I\{in, —in}, si po(i) ==yj, avec j€{1,...,ju}, on a @ (i) ==%(j+1). Si ¢ appartient a
une fibre a 1 élément, les espaces .A]LV}’;, Ar, et 'ensemble .Aaa se décrivent comme ci-dessus, en

remplacant I par I. Si @ est I'un des éléments ¢ d’une fibre a 3 éléments, les espaces Aﬁfh et

Ar

. se décrivent de méme. L’ensemble Aap est formé des ¢ € ‘Aiw tels que

C@vj&p > > <9072’ CSO72 + C@vl > 07 <W72 - CS":]- > 0

Le sous-groupe parabolique ), appartient a F (My) si et seulement si I'ensemble AEW contient
un élément de Apw, c’est-a-dire un élément ¢ pour lequel ¢ =(_1 = 0. La description ci-dessus
montre que, si ¢ appartient a une fibre a 1 élément, cette condition équivaut a (1) = p(—1) =0.
Si @ est un élément 11 d’une fibre a 3 éléments, elle équivaut a (1), p(—1) € {£1}. Il revient
au méme de dire que, si ¢ est I’élément ¢y d'une fibre a 3 éléments, la condition équivaut a
»(1) = ¢(—1) =0. Notons é(Mh) le sous-ensemble des ¢ € ®(My) tels que ¢(1) =p(—~1)=0.
Alors I'application ¢ — @, se restreint en une bijection de ®(Mj) sur F(My). L’application qui
a ( associe sa restriction & I est une bijection de é(Mh) sur ®(M). Elle paramétre une bijection
de F(Mjy) sur F(M). En utilisant les descriptions ci-dessus, on vérifie qu’elle possede toutes les
propriétés indiquées dans I’énoncé et c’est bien str la seule possible. O

Gréce & ce lemme, les propriétés (3) et (4) ne sont autres que (1) et (2) pour le groupe G.

Dans le cas non exceptionnel, on pourra affecter d’un~les notations afin de les unifier avec
celles du cas exceptionnel. Par exemple, on notera F(M,) = F(M,) et, pour un élément Q de
cet ensemble, on notera 7o = 7g. De méme, on notera dans ce cas ¢ — (7~ I'application identité
de ‘AMh'

10.4 Changement de fonction de troncature
On fixe S € S et T € T(G,). On utilise les notations des §§10.2 et 10.3. Fixons un Lévi minimal
Mpin de G contenu dans My. On fixe un sous-groupe compact spécial Kpyin de G(F') en bonne
position relativement & Mpi,. Il nous sert a définir les fonctions Hg sur G(F') pour Q € F(Mmuin)-
Fixons Ppin = MuminUnmin € P(Mmin) et notons Api, ensemble des racines simples de Apf_.
dans umin. Soit Yp_. € A;min. Pour tout P’ € P(Muin), il y a un unique w € W(G, M) tel que
wPpinw~! = P'. On pose Ypr =wYp_. . La famille (Yp!) prep(Moim) €St (G Mpin)-orthogonale

et positive. Pour g € G(F), définissons la famille Y(g) = (Y (9)@)ger(a,) Par
Y(g)q =Yo — Hy(g)-

Il est clair qu’il existe ¢; > 0 tel que :
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(1) pour tout g € G(F) tel que o(g) < ciinf{a(Yp,,.); @ € Apin}, la famille Y(g) est (G, My)-
orthogonale et positive ; de plus Y (g)q € A&S pour tout Q € F(My).
On fixe un tel ¢;. Remarquons que, pour m € M(F), la famille Y(mg) se déduit de V(g) par
translations. Il en résulte que la famille V(g) est (G, My)-orthogonale et positive pour tout
g€ My(F){g' € G(F);0(¢') < erinf{a(Yp,;,); @ € Amin}}.

Pour un tel g, on pose
ilg)=v(drn) [ 35, (H (). V() da

On a défini au §2.3 la fonction or. Montrons que :

(2) il existe c2 > 0 et un sous-ensemble compact wr de t(F) tels que les propriétés suivantes soient
vérifiées ; soient g € G(F) et X € t(F)[S; > N7 n ({(F) x ¢(F)®) tels que gfivw(X) # 0 ; alors
X €wr et or(g) < c2log(N).

Preuve. 11 suffit de reprendre la preuve du lemme 10.1. Les éléments X’ et X" restent dans des

sous-ensembles compacts de ' (F) et t’(F), ces sous-ensembles compacts ainsi que les suivants

étant bien stir indépendants de X et g. On peut écrire g = g'g”v, ol v appartient & un sous-

ensemble compact de G(F), ¢’ € GL(F) et ¢" € G"(F) sont tels que ¢~ 'X'g et ¢"~1X"g"
appartiennent & des sous-ensembles compacts de g/, (F) et g’ (F'). D’apres I'inégalité 2.3(1), quitte
a multiplier g & gauche par un élément de T'(F'), on a

o(9) < (1 + |log D% (X")|)(1 + [log D" (X")]).
Pour X € t(F)[S; > N~%], on a
llog D% (X")| < log(N), [log D¢ (X")| < log(N).
Donc o(g) < log(N) et l'assertion s’ensuit. O
On fixe de tels wp et ¢y et on suppose désormais

c2log(N) < ¢1 inf{a(Yp

m

W) € Apin b
Puisque T' C My, ©(g) est défini pour tout g satisfaisant la condition de (2). Le membre de droite
de I’égalité de la proposition ci-dessous est donc bien défini.
PROPOSITION. Il existe ¢ > 0 et un entier Ny > 1 tels que, si N > Ny et
clog(N) <inf{a(Yp,,, );a € Amin},
on ait I'égalité

955 (X)mnxn(g) dg = / 11t L (X)i(g) dg

/T’(F)AT// (F)\G(F) T/ (F)Apr (FNG(F)

pour tout X € t(F)[S; > N~ n (¢(F) x {"(F)").

Preuve. Soit Zp par cet élément, on construit une famille Z(g)

min

pour tout g € G(F'). On impose :
(3) calog(N) < ¢; inf{a(Zp

m

€ Ajtmm. En remplacant Yp

min

in); [ AS Amin}-
Soit g € G(F) tel que or(g) < c2log(N). Pour a € Apr, on a 1'égalité

S 6%, (Hila), 2(9)7q(Has,(a) = Z(9)gr) =1,
QEF(My)
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cf. le résultat 10.3(4). En se rappelant la définition ci-dessus de ©(g), on peut écrire

i(g) =v(Ar) Y 9(Q,09),

QEF(My)

ou
Qo= [ o 750, 00, (655, (s 4), 2(0) (i (0) = Z(g)qav) do
De méme, soit X € '(F) x t/(F)5. On a
knxr(9) =v(Ar) Y Enxe(Q9),

QEF (My)
ou

kv xn(Q, 9) = / kv (b5, (Har,(a), 2(9))7o(Har, () — Z(g)q.1v) da.

Agn (F)
On a:
(4) les fonctions g — 0(Q, g) et g — kn x7(Q, g) sont invariantes & gauche par T'(F) A (F).

Soit t € T'(F)Arn(F). On a Hp/(tg) = Hay, (t) + Hpr(g) pour tout P’ € P(My). Supposons
t € Apn(F). Alors remplacer g par tg dans la définition de 9(Q, g) ou de xy x7(Q, g) revient
a changer la variable d’intégration a en at. Cela ne change pas lintégrale. Soit maintenant
teT'(F). On a T' C H, donc k(yynatg) = k(vxhag) pour tout a. On a T" C G C My, avec la
notation de la preuve du lemme 10.2. Si 'on n’est pas dans le cas exceptionnel, G2 est semi-
simple et Hyy, (t) =0. On ne change donc rien en remplagant g par tg. Si 'on est dans le cas
exceptionnel, ce ne sont pas les termes Hps(g) qui interviennent dans les définitions, mais leurs
projections Hp/(g)pn. Or H M, (t)7 = 0 et, de nouveau, remplacer g par tg ne change rien. Cela
prouve (4).

Soit X € t'(F) x t'(F)°. Grace a (4), on peut écrire

(5) / 955 (X inxo(9) dg = v(Agn) S 1(@Q, X)),
T’(F)ATN(F)\G(F) QEJE(M{])
(6) / 9 (X)ilg) dg = v(Apr) 3 J(@Q X)),
T'(F)Apn (F)\G(F) QeF(My)
ol
[(Q, X) = / 955 (X (@, g) dg,
"(F)Apn (F)\G(F)
1Q.x) = | 95 (X)i(Q, g) dg.
T/(F) Agur (F\G(F)

Considérons d’abord les termes indexés par QQ = G. Supposons

inf{a(Yp,,,); @ € Amin},

7 SUp{(Zp )5 @ € Amin} < {1og(N>2-

Fixons un sous-ensemble compact wpr de t/(F) tel que X” € wpr pour tout X € wy. L’ensemble
t(F)[S; > N7 a été défini comme celui des X € t(F) tels que X’ et X" satisfassent certaines
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minorations. On définit '(F)°[> N7 comme celui des X" €t/(F)° vérifiant celles de
ces minorations qui portent sur X”. On a :

(8) il existe un entier Ny > 1 tel que, pour tout N > N, pour tout g € G(F) tel que or(g) <
ca log(N) et tout X" € wpn N (F)5[> N7, on ait 'égalité xy x (G, g) = 3(G, g).

11 suffit de prouver que pour tout a € Ap»(F) tel que Er]%h(HMh(a), Z(g)) =1, on a égalité
5’1\% (Hu,(a), Y(9)) = kN (Yyrag). La premitre inégalité de (7) entraine que I'enveloppe convexe
de la famille (Z(g)p17)prcp ) st incluse dans celle de la famille (Y (9)pr 1) prep M)
Alors 'hypothese &]\% (Hu,(a), Z(g)) = 1 entraine &]C\}h (Hp,(a), ¥Y(g)) = 1. Munissons Ay, d'une
norme |-|. La deuxiéme inégalité de (7) et I’hypothése sur g entrainent une majoration
|Z(g9) pr| < log(N)? pour tout P’ € P(M;). L'hypothese (~f]?4h(lT—1']\/[b (a), Z(g)) =1 entraine alors
o(a) < log(N)2. D’apres la condition (2) du §9.7, on a o(yx#) < 1+ |log D" (X")|. Puisque
X" e t'(F)%[> N7, cela entraine o(yx~) < log(N). D’olt o(vyhag) < log(N)2. Mais on voit
facilement qu’il existe c3 > 0 tel que, pour tout ¢’ € G(F) tel que o(g’) < 3N, on a ky(g') =1.
Si N est assez grand, on a a(y}},ag) < c3N, donc mN(v)}},ag) = 1. Cela prouve (8).

De (2) et (8) résulte I’égalité

9) 1(G, X) = J(G, X)

pour tout N > Ny et tout X € t(F)[S; > N~ n ({(F) x t"(F)®).
Soit maintenant Q) = LUq € ]:"(Mh) avec @ # G. On décompose les intégrales

rex)=[ | [ (X (Qu k) daudol) i
Eumin JT/(F)Ag (F)\L(F) JUg(F) ’

rex-[ [ L00(Q, atk) dudo(t)di b
Knin JT'(F) A (F\L(F) JUg(F)

Nous montrerons aux paragraphes 10.5 et 10.8 les propriétés suivantes.

(10) Soient g € G(F) et u € Ug(F') tels que o(g), o(ug) < crinf{a(Zp,,); @ € Amin}. Alors on a
Pégalité v(Q, ug) = 0(Q, g).

(11) Soit ¢4 > 0. Il existe c5 >0 tel que si ¢ log(N) <inf{a(Zp_. ); @ € Amin}, les conditions
suivantes soient vérifiées. Soient X" € wrr NY'(F)5[> N7, g € G(F) et i € Ug(F). Supposons
o(g), o(u), o(ug) < calog(N). Alors on a 'égalité ry x»(Q, ug) = Ky x7(Q, g) ;

Admettons ces propriétés. Montrons :

(12) il existe c5 > 0 tel que, si ¢5 log(N) <inf{a(Zp,, ); @ € Amin}, on a les égalités 1(Q, X) =
J(Q, X) =0 pour tout X € t(F)[S; > N7 n ({(F) x t"(F)%).

Grace a (2), on peut supposer X € wp. Considérons l'intégrale I(Q, X). D’apres (2), on peut
limiter I'intégrale sur 7"(F) A (F)\L(F) aux éléments [ pour lesquels il existe u € Ug(F) et
k € Kmin tels que or(ulk) < ca2 log(N). Un tel [ est représenté par un élément de L(F') tel que
o(l) < cglog(N), pour une constante c¢g convenable. Il existe c7 >0 tel que, pour [ vérifiant
I'inégalité précédente, pour k € Kmin et pour @ € Ug(F), 'inégalité o(ulk) < c2 log(N) entraine
o(u) < e7log(N). Soit ¢4 = o + ¢7 et prenons pour ¢; le nombre issu de (11). Fixons k € Ky
et [ € L(F) tel que o(l) < cg log(N). On a alors

ak f (X )k, (Q, lk) = " f (X )k xo(Q, k)

pour tout u € Ug(F'). En effet, si o(ulk) > calog(N), les deux termes sont nuls d’apres (2).
Si o(ulk) < calog(N), on a aussi o(u) < c7log(N), puis o(lk) < cqlog(N). La relation (11)
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s'applique & g=1k et u. Donc sy x»(Q,ulk) =rnx»(Q, k) et I'égalité affirmée s’ensuit.
11 résulte de cette égalité que, dans I(Q, X), U'intégrale intérieure est simplement

/ ikt (X) di,
U,

o(F)
Or cette intégrale est nulle d’apres le lemme 5.5(1), puisque @ # G. Donc I(Q, X) = 0. On prouve
de méme que J(Q, X) =0.

Le terme Zp

min

que, si N > N et

est un terme auxiliaire. Il est clair qu’il existe ¢ > 0 et un entier Ny > 1 tels

clog(N) <inf{a(Yp_. );a € Anin},

on peut choisir Zp_. satisfaisant les hypotheses (3) et (7) et celle de la relation (12). Si on
suppose de plus N > Ny, les conclusions de (9) et (12) s’appliquent. Alors les égalités (5) et (6)
entrainent la conclusion de 1’énoncé. O

10.5 Preuve de la propriété 10.4(10)

Soient g et u comme dans cette relation. Rappelons que
Qo= [ 1, S (@), V(675 (Hit (0), Z(0)) o Hiv, (@) = Z(g)qur) da
T//

Les fonctions CH&]?%(C, V(g)) et (—T9(C—Z(g)gr7) ne dépendent de g que par

Pintermédiaire des termes Hp/(g) pour des sous-groupes paraboliques P’ € F (My) tels que
P’ C Q. Elles ne changent donc pas quand on remplace g par @g. On peut alors fixer a € Ay (F)
tel que

5%, (Har,(0), 2(9))7Q(H,(a) = Z(g)qrn) #0

et prouver que
(1) 55, (H, (a), Y(9)) = 65, (Har, (a), V(ag)).

Supposons que I’on n’est pas dans le cas exceptionnel. Tout sous-groupe parabolique P’ € P (M)
tel que P’ C Q détermine une chambre Aé’f dans A”. Posons ( = H M, (a), fixons un tel P’

de sorte que projﬁ/lh(g) € CZ(A]];’,JF), ou, pour tout sous-ensemble £ de Ay, CI(E) désigne sa
cloture. Montrons que :

(2) ¢ € CI(AL).

D’apres le résultat 10.3(1), 'hypothese sur a signifie que ¢ est la somme d’un élément ¢’ € .,425
et d’un élément ¢ dans I’enveloppe convexe des Z(g)pr, pour P” € P(My) tel que P” C Q. Soit
a une racine de Ay, dans g, positive pour P’. Si « intervient dans ug, a est positive pour
tous les P” ci-dessus. Or Z(g)pr € A}, d’aprés 10.4(1), donc a(Z(g)pr) > 0. 11 en résulte que
a(¢"”)>0. On a aussi a(¢’) >0, donc a(¢) > 0. Si maintenant « intervient dans ups N[, on a
al() = oz(projﬁ@(C)) > 0 d’apres le choix de P’. Cela prouve (2).

D’aprés [Art91, lemme 3.1], pour ¢ € CI(A},), la condition 51%((7 Y(g9)) =1 équivaut
a certaines inégalités portant sur ¢ — Y (g)p,. Cette condition ne dépend de g que par
I'intermédiaire de Hp/(g). Comme ci-dessus, elle est donc insensible au changement de g en
ug. Cela démontre (1).
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Dans le cas exceptionnel, on utilise le lemme 10.3 pour interpréter nos fonctions comme leurs
analogues pour le groupe G. Dans ce groupe, on peut faire le méme raisonnement que ci-dessus
et on obtient la méme conclusion. O

10.6 Calcul d’un polynéme

On aura besoin du lemme ci-dessous. Soient F un corps commutatif algébriquement clos, [ un
entier tel que [ > 1 et R = R(T') un polynéme en une indeterminée, a coefficients dans F, de degré
[ — 1 et de coefficient dominant 1. Introduisons le polynéme en [ + 1 indéterminées

Q=Q(T.S,....5) = [[ -5y,
j=1,....1

et la fraction rationnelle

B B (T + S;j)R(S;)
P=P(T,S,....S)=1+ Y TS s (5= 5,7

LEMME. On a I'égalité

P(T,S1,...,8) =

Preuve. Introduisons le polynéme
A=AS,..., )= J[ (S-S
7.3/ =1,.,05 <]

Par réduction au méme dénominateur,
B
P=_"
AQ

P,=PR(T,S1,...,S)=AQ+ > (-1)7"1T+ S5)R(S))

j=1,..,1
x I @-5 11 (Sjr = Sj).
=i A J A= i <G 5

La fraction rationnelle P est symétrique en les S;. Alors le polynome P, est antisymétrique et
donc divisible par A : il existe un polynéme P, = P,(T, Si, . . ., S;) tel que P, = P,A. Le polynome
P, est de degré au plus [ en T Le coefficient de T est

A+ Y (-1Y7'R(S)) 11 (Sj — Sjn).
j=1,...,1 33" =1, 065 <g"55" 5" #5

Ce polynome en les S; est divisible par A. Or son degré total est inférieur ou égal a celui de
A. 1l est donc proportionnel a A. On calcule le coefficient de proportionnalité en calculant le
coefficient de Si_lSé_Q -+ 8;_1. On obtient que ce coefficient est 2. On en déduit que le polynome
P, est de degré | en T' et que son coefficient dominant est 2. Pour T"= S}, on calcule

By(S;, S, ..., 8) =28;R(S;)A.

Donc
Ph(Sj, Siy...,8) = QSjR(Sj).
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Alors Py(T, S1,...,8;) et 2T'R(T') sont des polynomes de degré [ en T, de méme coefficient
dominant, et prenant les mémes valeurs aux [ points 17" = §j. Ils sont donc égaux. On obtient
P, =2TR(T)A et la formule de I’énoncé s’ensuit. O

10.7 Réseaux spéciaux et extension de corps de base
Pour ce paragraphe, on oublie les définitions de I'espace Z et du réseau R. Pour toute extension
finie F’ de F, on note Vv =V ®@p F’'. La forme ¢ se prolonge en une forme F’-bilinéaire gz
sur V. Si R est un op-réseau de V, on note Rpr = R ®, , 0pr. Soient R un op-réseau de V'
et R un op-réseau de Vpr. Notons K, respectivement K’ le stabilisateur de R dans G(F),
respectivement de R’ dans G(F”). Disons que R et R’ sont compatibles s’ils vérifient les deux
conditions :
(1) RNV =R;
(2) K'NG(F)=K.

Remarquons que la premiere condition entraine K/ N G(F) C K : un élément de K' N G(F)
conserve R’ et V', donc aussi leur intersection R. On peut aussi bien remplacer (2) par :
(2) KCK'.

LEMME. Soit R un réseau spécial de V. 1l existe une extension finie E de F' telle que, pour toute
extension finie F' de E, il existe un réseau spécial R' de Vi qui soit compatible avec R.

Preuve. On imagine qu’il y a une démonstration immobiliere générale. Donnons une
démonstration d’algebre linéaire élémentaire. On a la propriété évidente :
(3) soient F’ une extension finie de F', F” une extension finie de F’, R’ un réseau de Vi et R”
un réseau de Vpr ; supposons R’ compatible avec R et R” compatible avec R ; alors R est
compatible avec R.

On a d’autre part :
(4) si dan(V) <1, le lemme est vérifié pour £ = F'.

En effet, pour toute extension finie F’ de F, le réseau Rp est compatible avec R. Si
dan (V) <1, Rpr est spécial, d’ou (4).

A Taide de ces deux propriétés, un raisonnement par récurrence descendante sur da, (V)
montre qu’il suffit de prouver ’assertion suivante :

(5) si dan(V) > 2, il existe une extension finie F’ de F et un réseau spécial R’ de Vi tels que
dan (VEr) < dan(V) et R’ soit compatible avec R.

On choisit comme au §7.1 une décomposition orthogonale V =7 @ V,,, un entier ¢ tel qu’il
existe v € V,, de sorte que valp(g(v)) = ¢, et une base hyperbolique (v;)i=+1... +n de sorte que R
soit la somme du réseau R,, formé des éléments v € V), tels que valp(q(v)) = ¢ et du réseau Ry
engendré par les v; et les whv_; pour i =1, ..., n. Supposons dan (V') = 2. Il existe une extension
quadratique E de F' et un élément A € F* tel que valp(\) = ¢, de sorte que 1’on puisse identifier
Van & E et la restriction gay de g a Vay a la forme quadratique (v, v') = A Tracegp(7(v)v'), ott 7
I’élément non trivial de Gal(E/F). L'espace Vo g s’identifie & un espace de dimension 2 sur E,
muni d’une base (w4, w_), et gan g & la forme

(T4wi +T-w-, yrwi +y-w-) = Mz4y- +x-y4).

L’espace Vn est formé des zywi +z_w_ € Vy, g tels que z— =7(xy). Posons vp41 =wy,
Vep_1=A"tw_. Alors (Ui)i::t17._.7:|:(n+1) est une base hyperbolique de Vg. Notons R’ le opg-
réseau de Vg engendré par les v; et les wiv_; pour i =1,...,n+ 1. Il est spécial. Montrons
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que R’ est compatible avec R. Remarquons que R’ est la somme de Rz g et du réseau R,
engendré par w; et w_. Pour prouver que R’ NV = R, il suffit de prouver que R, N Vi, = Ran.
Le réseau R, N Van, respectivement R,,, est formé des zwy + 7(z)w_, avec x € E, tels que
x € o, respectivement valp(x7(z)) > 0. Ces deux dernieres conditions sont équivalentes, d’out
lassertion. Montrons que K C K’. Soit k € K. Il suffit de prouver que, pour tout élément v de
la base de R, on a kv e R'. Siv=wv; ou w§v_; aveci=1,...,n,onav € R, donc kv € RC R'.
On peut remplacer les deux éléments de base restants par w4 et w—. Ecrivons

kwy =zywy +x_w_ + Z (zv; + WHT_jv_;),

i=1,...,n
kw- =yiwy +y-w_ + Z (Yivi + @EY—iv—;).
i=1,...,n
Soit i=1,...,n. On a wbr_; =qp(kwy, v;) =qp(wi, k1v;). On a déja prouvé que k™ lv;

appartenait & R/, donc qg(wy,k lv;) € whoE, puis v_; €og. De meéme z;, y_; et y;
appartiennent & op. On a qp(w;4) =0, donc ¢r(kw4) =0, ce qui s’écrit

Arpx_ + Z whaix—; = 0.
i=1,...,n
D’aprés ce que l'on vient de démontrer, cela entraine xyz_ € op. De méme, y,y_ € og.
L’automorphisme galoisien 7 de F induit un automorphisme antilinéaire de Vg que l'on note
aussi 7. On a 7(vy;) =vg; pouri=1,...,n, 7(ws) =w_ et 7(w—) = w4. Puisque k € G(F), il
commute & 7, donc kw_ = 7(kwy ), dou y_ =7(x4) et yr =7(z_). On a gg(w4,w_) = A, donc
qr(kw, kw_) = A\, ce qui s’écrit

Mag7(zy) +z_7(22)) + o Z (iy—i +x_iy—) = A
1=1,...,n

Cela entraine z7(x4) + z_7(z_) € 0g. Si par exemple z; € 0, cette relation implique que x_
n’appartient pas non plus a og. Alors, la relation zyz_ € og n’est pas vérifiée, contrairement
a ce que 'on a déja prouvé. Cette contradiction prouve que x4 € og. De méme, z_, y; et y_
appartiennent & og. Alors kw, et kw_ appartiennent & R’ comme on le voulait. Cela prouve (4)
sous I'hypothese dapn (V) = 2.

Supposons da, (V') = 3. Soit E l'extension quadratique non ramifiée de F' et 7 I’élément non
trivial de Gal(E/F). On peut identifier V,, & E @ F et ¢a, a une forme

(w @z, w' @ 2') — A Traceg ) p(T(w)w') + 2Avz2/,

ou A\, u, v € F*, valp(\) =c et, ou bien p=1 et valp(rv) =1, ou bien v =1 et valp(u) = 1. Le
réseau R,, s’identifie a op @ op. L’espace Vy, g s’identifie a un espace de dimension 3 sur F
muni d’une base (w4, w_, wp) de sorte que la forme gan g s’écrive

q(zrwi +T_w- + Towo, YWt + Y-w- + Yowo) = AMu(T4+y- + T_y1) + 2Ar20Yo.

Parce que E est non ramifiée sur F', R, g s’identifie au op-réseau engendré par les éléments
de base. Posons v,11 =wy, v_p_1=A"'p " tw_. La famille (vi)i:ilwi(nﬂ) est un systeme
hyperbolique maximal de Vg et wg est une base de son orthogonal. Le réseau Rg est engendré
sur og par les v; et les whv_; pour i =1,...,n, les éléments v, 11 et wo et I'élément whv_,_1,
respectivement w;flv_n_l, si p =1, respectivement v = 1. Il est compatible avec R mais n’est
pas spécial (dans le cas ou p =1, la droite Fwgy ne représente aucun élément de valuation c).

Néanmoins, grace a (3), il suffit de trouver une extension F’ de E et un réseau spécial R’ de Vi
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qui soit compatible & Rp. Introduisons une racine carrée z de uv, soit F/ = E(z) et R’ le réseau
de Vg engendré par les v; et les wfv_; pour i =1,...,n et par :

— Upyl, WEU_p_q et zlwgsip=1;
— zilvm_l, whHzU_p—1 et wo siv=1.

Ce réseau est spécial. Il est clair que R’ N Vy = Rp. Notons K le stabilisateur de Ry dans G(F)
et K’ celui de R’ dans G(F”). Il reste & prouver que Kp C K'. Introduisons le réseau Rps, qui
est aussi égal & (Rg)pr, et son dual R}, = {v € Vp; Yw € Rpr, qpr (v, w) € 0 }. On vérifie que

R =:'Rp N Ry N {v € Vi valpr (g (v) = valp (N)}.

Un élément de Kp stabilise forcément Rps, donc aussi son dual, et il stabilise aussi le dernier
ensemble ci-dessus. Donc il stabilise R’ et appartient & K’. Cela prouve (4) sous I'hypothese
dan (V') = 3.

Supposons enfin d,, (V) =4. Avec les mémes notations que dans le cas précédent, on peut
identifier V,, a E ® FE et ga, a la forme

(w1 @ wa, wy & wy) = X Tracegp(T(w1)w)) + wpA Traceg (7 (wa)ws).

Introduisons une racine carrée z de wp, posons F' = E(z). On vérifie comme dans le cas précédent
que le réseau R’ = 2z~ 'Rpr N AR}, de Vi satisfait les conditions de (4). Cela acheéve la preuve. O

Revenons au réseau R que l'on a fixé au §7.2. On lui a imposé d’étre somme d’un réseau
de Vp et d'un réseau de Z engendré par des éléments proportionnels aux éléments v; pour
i==+1,...,+r. La preuve du lemme montre que I’on peut imposer aux réseaux R’ de I’énoncé
de vérifier les mémes conditions.

10.8 Preuve de la relation 10.4(11)

On va élargir les hypotheses sur la fonction X” — ~x»~. Celles que ’on impose dans ce paragraphe
sont :

(1) il existe un sous-ensemble compact  de E+ S + X tel que X = ’y)_(,l,X "yxn € Q pour tout
X" ewpn N f”(F)S ;
(2) il existe ¢; > 0 tel que o(yx») < ¢1 log(N) pour tout X" € wyn N'(F)%[> N7Y].

La fonction que nous avons utilisée jusque-la vérifie ces hypotheses : (1) résulte de la
condition (1) du §9.7 et on a vu dans la preuve du résultat 10.4(8) que la condition (2) du
§9.7 entrainait (2).

Soit @ = LUg € .7:'(Mh) On note 25 'ensemble des racines de Ay, dans ug.

LEMME. Soit ¢ > 0. Il existe ¢ > 0 tel que la propriété suivante soit vérifiée. Soient a € Arn(F),
gEG(F), ucUy(F) et X €wrn N t'(F)S[> N~?). On suppose o(g), o(i), o(ag) < clog(N) et

a(Hyy, (a)) > ¢ log(N) pour tout a € 25. Alors on a I'égalité ky (vynatig) = kN (Yynag).

Preuve. Soient E une extension finie de F' vérifiant la condition du lemme précédent et F’ une
extension finie de E. Fixons un réseau R’ de Vy vérifiant la conclusion de ce lemme. Comme on
I’a dit, on peut supposer qu’il vérifie des propriétés analogues a celles que 'on a imposées a R.
A T'aide de ce réseau, on construit la fonction liﬁ/ sur G(F') analogue & ky. On vérifie que la
restriction a G(F) de la fonction “Z/valF,(wF) est égale a k. Le lemme se déduit alors du méme
lemme ol le corps des scalaires a été étendu & F’. On va maintenant oublier ces constructions,
en retenant que 'on a le droit d’étendre le corps F. En particulier, on peut supposer les tores T

et Hg déployés.
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Dans tout ce qui suit, les éléments X" sont implicitement supposés appartenir & wp» N t/(F)3.

Montrons que 1’on peut changer de fonction X" + ~vx~. Considérons une fonction X" +— yxn
soumise aux conditions (1) et (2) ci-dessus, et notons ici X"+ v, la fonction initiale, soumise
aux conditions du §9.7. On pose X¥ =~y h X" yxn et X, :1;(},)("1)(,,. D’apres le lemme 9.5,
pour tout X” € t/(F)%, il y a d"uniques éléments u(X") € U"(F) et t(X") € HL(F) tels que X% =
w(X"M) (X)L XX u(X"). On a (X)L XLH(X") € 2+ S + A. D’apres le lemme 9.3, les
coefficients de u(X") et t(X")"1X¢t(X") sont polynomiaux en ceux de X{. Ce dernier terme
reste dans un compact, donc u(X"”) et t(X”)~! X%t(X") sont bornés. Reprenons la preuve du
lemme 10.1, précisément celle de I'assertion (3). On voit que le fait que #(X”) 1 X¥t(X") soit
borné entraine une majoration o(t(X")) < 1+ |log |Qs(X")|r|. Pour X" € t'(F)3[> N~*], on
a donc o(t(X")) < log(N). Puisque les images de X" par les conjugaisons par yx~ et par
Y 5t (X )u(X") sont égales, il existe y(X") € T"(F) tel que vx» =y(X")y,,,t(X")u(X"). Les
majorations (2) pour nos deux fonctions et celles que nous venons de démontrer impliquent
o(y(X")) < log(N) pour X € t(F)[S; > N~?]. Soient ¢, a, g, & et X” comme dans le lemme.
Puisque ky est invariante a gauche par U(F)H(F), on a

kN (vxwatg) = £y (ygnat'y),
kv (vxmag) = kn(Yynag),

ot ¢ =y(X")lg, u' =y(X")tuy(X"). 1l existe ¢>0 (indépendant des variables) tel que
a(g"), o(u') o(u'g") < clog(N). Supposons le lemme démontré pour la fonction X" — v ,. A c, ce
lemme associe une constante ¢. Les égalités ci-dessus montrent que, pour la fonction X" +— vyx,
la conclusion du lemme est valide pour la constante ¢ =¢. Le méme calcul s’applique dans
Pautre sens : la validité du lemme pour la fonction X” +— ~x~ entraine sa validité pour la fonction
X" =y

Démontrons maintenant le lemme dans le cas ot r =0. Comme au §9.4, on introduit des
coordonnées en posant

X¢ =8+ c(vo, [zows] + Z zjwj>,
j==1,...,£m

o, comme au §9.6, les termes entre crochets n’existent que si d est pair. Le tore T” étant
déployé, on peut introduire un systeme hyperbolique maximal (e1)g=1,.; de Vj formé de

vecteurs propres pour 7”. On note xj, la valeur propre de X" sur €. Soit k=1, ..., 1, posons
Yxwer =Y (2v0) "o + [yows] + Z Yiwj,
j==x1,..tm
Yrek =Y'(2u0) Moo + lyowsl + D yjw;.
j==£1,...+tm

Ces éléments sont vecteurs propres de X¢, de valeurs propres xj et —z_j. Cela se traduit par
les égalités

siyj + ;Y =1y, —sjy—; +2-;Y =xy—j,  [20Y = 2py0),

siy; + 24 Y = —any,  —siyly e Y = —awyl 0 [20Y = —zry),
ou j=1,...,m et les s; sont les valeurs propres de S. Supposons X € t(F)[S; > N~Y). Alors
Qs(X") #0, a fortiori z, £ s; # 0 pour tous j, k et les égalités ci-dessus impliquent
ziY z_;Y z20Y
yj:xk—sj’ yij:a:k—i—sj [yo:ack]’
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J —TE — 8]” —J -+ Sj 0 —X
On a d’autre part 1’égalité q(fy)_(,l,ek, fy)_(,l/e_k) = 1. Les formules précédentes traduisent cette égalité
par YY'P(X") = 2uy, on
2

z 1 1
P(X")=1- |:4V0VSO:| — 21 ZiZ_ ( + >
7 j:lz,.;,m SN O N

En utilisant les égalités 9.4(1) et (2), on obtient

Hk’:l,‘..,l;k’;ék 1’%/] _ Z (x% + 532') Hk’:l,...,l;k’;ék(sjz - a:i/)

Hj:l,...,m 3? (3? - x%)[é’?] Hj’:l,...,m;j’#j(sg - 3]2'/>.

Cette expression est calculée par le lemme 10.6. En effet, si d est impair, on a [ =m. On prend

P(X") =1+ [

j=1,....m

pour polynéme R(T) = Hklzl,_”,l;k,#k(T — :13%,) et on remplace les indéterminées T, S, ..., .5
de 10.6 par xz, 52, ...,s2. Sid est pair, on a [ =m + 1. On prend le méme polynéme R(T) et
on remplace les indéterminées par x%, 0, s%, ..., 82. Le lemme 10.6 conduit ainsi & 1'égalité

Rl (X//)
3 YY' =297,
(3) ORQ(X”)
ol
(4) Ri(x")= T (s5—=p),

7j=1,....m

— 212 H (22, — x3) sidest impair,

k=1, ik £k
RQ(X//) —
2 H (22, — x2) si d est pair.
K=1,... Lk £k
Rappelons que
Qs(X") = H (s3 — j).
j=1,...m;k'=1,...)l

On peut donc aussi écrire YY'Q(X") =Qg(X"”), out @ est un polynéme sur t’(F). Puisque
X" reste dans un compact, valp(Q(X”)) est minoré, donc valp(YY') < valp(Qs(X")).
Supposons X” € t(F)°[> N7?). Alors valp(Qgs(X")) < log(N). On a aussi o(yx~) < log(N),
donc valp(Y), valp(Y’) > —log(N). On en déduit

valp(Y), valp(Y") < log(N).
Remarquons que Y = Q(’Y)_(/lfk, vo) = q(eg, yxrvo) et de méme Y'=q(e_g, yxrvp). Cela
démontre que :
(5) on a valp(q(ex, Yx»vo)) < log(N) pour tout k=1, ...,1 et tout X € wpv N'(F)5[> N7Y].
Considérons 'ensemble Ey des a € Aw(F) tels qu’il existe g € G(F) et X" € wpn N (F)S[>
N7?] de sorte que o(g) < clog(N) et nN(%},l/ag) = 1. Puisque T" est déployé, on a Apn =T" et
tout a € Apr(F') est déterminé par ses valeurs propres ay, sur les vecteurs €. Montrons que :
(6) on peut fixer co > 0 tel que :
(i) valr(g~'v) — valr(v) > —co log(N) pour tout v € V, v # 0, et tout g € G(F) tel que o(g) <
clog(N) ;
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(ii) valg(yxnvo) > —cg log(N) pour tout X” € wrn N/ (F)[> N7 ;
(iii) valg(a='v) — valg(v) > —N — ¢z log(NN) pour tout v € V, v #0, et tout a € Ey.

Les deux premieres majorations sont aisées. Montrons la troisieme. Soient a € Ey, g tel que
o(g) < clog(N) et X" € wrn Nt"(F)%[> N7 tels que ky(yxnag) = 1. Cette condition signifie
que valgp(g~ta"lyxrvg) = —N. Grace a (6)(i), elle entraine valr(a™'yxnvg) + N > —log(N).
Donc

valp(q(a™ yxnuvo, e4)) + N > —log(N)
pour tout k. On a

q(a™ yxnvo, exr) = q(yxmvo, aexr) = ai q(yxrvo, exk).
La majoration précédente et (5) entrainent
+valp(ar) + N > —log(N),
et on en déduit la majoration (6)(iii).
Enfin :
(7) il existe ¢ >0 vérifiant la propriété suivante ; pour tout a € Az (F) tel que a(Hyy, (a)) >
' log(N) pour tout o € £, pour tout @ € Uy (F) tel que o(i) < clog(N) et tout v € V, v #0,
Ly —v) > 3eg log(N).
En effet, les valuations des coefficients de u — 1, disons dans une base de R, sont minorés par

—c3log(N), pour une constante c¢3 convenable. On en déduit que les valuations des coefficients
de atia™! — 1 sont minorés par —cz log(N) + inf{a(Hpy (a)); a € 25} L’assertion s’ensuit.

on a valg(aua™

La constante ¢’ étant maintenant fixée, soient a, g, @ et X” comme dans I’énoncé. Si a € Ey,
ona fiN(fy;(,l,aﬂg) = /iN(fy)_(,l,ag) = 0. Supposons a € Eyn. D’apres la définition de k, pour prouver
Iégalité /{N(’y;(,l,aﬂg) = /-iN(v;(,l,ag), il suffit de prouver que valg(v) > —N, ou

V= g_lﬂ_la_lvxuvo — g_la_lfyxuvo.

1

On pose v1 = gv, Vg = avy, v3 = Yxrvp. On a vy = at ‘a " lvz — vz et

valg(v) = valg(v) — valg(v1) + valg(v1) — valg(ve) + valg(ve) — valg(vs) + valg(vs).

Les minorations (6) et (7) entrainent la minoration valg(v) > —N cherchée.

Passons au cas général ot on ne suppose plus 7 =0. On peut fixer un élément P, = MU, €
75(Mh) et se borner & considérer des a € Apv(F') tels que Hyy, (a) € C'Z(AJISH). Si P, n’est pas inclus
dans @, lassertion a prouver est vide car il n’y a pas de tels a pour lesquels a(H M, (a)) > 0 pour
tout o € 25. On suppose donc B, C Q. Montrons que :

(8) il existe § € G”(F) tel que 6P, 6~ C P et AC A6 L.

Puisque A C G” et A7n =T" est un sous-tore maximal de G”, on peut en tout cas trouver
§ € G"(F) tel que 6 1A§ C Apn. On a alors §~1P§ € F(Mj). Supposons que 'on n’est pas dans
le cas exceptionnel. Fixons un élément P’ € P(My) tel que P’ C 61 PJ. Le Lévi M, a une forme
particuliere : il est produit d’un groupe spécial orthogonal et de groupes GL(1). On sait qu’alors
deux éléments de P(Mj) sont conjugués par un élément de Normg g (Mj). Si d est impair ou si
W’ = {0}, lapplication naturelle

NOI‘HIG//(F) (AT”) — NOI‘HIG(F) (Mh)/Mh (F)

est surjective. Donc P, et P’ sont conjugués par un élément de Normgn gy (A7) Quitte a
multiplier § & droite par un élément de cet ensemble, on peut supposer P’ = P, et la conclusion
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de (8) est vérifiée. Supposons d pair et W’ # {0}. Fixons w’ € W’ tel que g(w’) # 0. Identifions
G"" & un sous-groupe de G en faisant agir un élément g € G par det(g) sur Fw' et par I'identité
sur l’orthogonal de w’ dans W’. Alors I’application naturelle

Normg+ gy (Arr) — Normgpy(My) /My (F)

est surjective, donc Py = g~ ' P'g pour un élément g € Normgr+ (g (Agw). Sig € G"(F), on conclut
comme ci-dessus. Sinon, on remarque qu’un sous-tore maximal de G’ n’a pas de point fixe non
nul dans V. Or A fixe le vecteur vg € V", donc A n’est pas maximal. L’inclusion 6 A5 C Apn
est stricte et on voit quil existe un élément y € Normgu+(g)(Arr) tel que det(y) = —1 et la
conjugaison par y fixe tout point de §~1Ad. Cette conjugaison conserve donc P’ et on peut
remplacer g par yg, ce qui nous ramene au cas précédent.

Dans le cas exceptionnel, on vérifie que 61 Pd§ appartient a F (My). On remplace dans la
preuve ci-dessus les ensembles P(Mjy) et Normgp)(My) par P(My) et Normgpy(Azv). En
utilisant le lemme 10.3, on voit que le raisonnement reste valable. Cela prouve (8).

Soient § vérifiant (8) et a, g, @ et X” comme dans I’énoncé. On a
kN (vxnatg) = k(v gnaug),

ou X"=6X"5"1, Yy = VX7 a=6ad"t, u=0us"', g=4g. On remarque que ces termes
vérifient les mémes Hypothéses que les termes de départ (avec une autre constante c), mais
avec le tore T et le sous-groupe parabolique P, remplacés par 67”61 et §P,6 1. Cela nous
ramene a démontrer le lemme pour ces nouveaux termes.

On va plutét oublier ces constructions, mais supposer que nos objets de départ vérifient
les mémes hypotheses que ceux que l'on vient de construire. C’est-a-dire que 'on suppose
désormais P, C P et AC Aps. Le tore T" se décompose en T = AT}/, ot T} est un sous-
tore maximal de Gj. En travaillant dans ce groupe Gj, on définit I’ensemble t(F)¥ et une
fonction X — 7o xy € GG () sur cet ensemble, vérifiant les analogues de (1) et (2). Pour X" €
t'(F)9, écrivons X" = X" + XU/, avec X! € a(F) et X € t}(F). On vérifie que X € t)(F)°.
Posons X{ ==+ X/ + 7&;(6/)(6/70’){6/' On a X{ €=+ S5 +X et, comme dans la preuve du
lemme 9.6, on montre que X est conjugué & X” par un élément de G”(F). D’autre part,
considérons I'élément Xé’E’VOT )1(6/' Il appartient a u(F'). Puisque X" est un élément régulier de

" . . = =1 _ =1~ 414 3

m”(F), il existe vx» € U(F) tel que Yo.x4 =0, xpy = vyn X" vxn. Cet élément vxr, est unique.
Ainsi qu’il est bien connu, ses coefficients sont des fractions rationnelles en les coefficients
de vy, X(’)’E’Y(; ;(6' et X” et les dénominateurs de ces fractions rationnelles divisent le polynome

det(X"|g" /t"). Pour X" € wpn Nt (F)°[> N7?], on a donc une majoration o(vxn) < log(N).
Posons yx» =wvx»yy xy. On a alors Yn X" yxn = X{ et on voit que l’application X" s yxn
vérifie les propriétés (1) et (2). On peut travailler avec cette application. On a vyx» € Uy(F).
Décomposons cet élément en vxr» = nxnvxn, avec nxn € Uy(F) N L(F) et vxn € Ug(F). Soient a,
X", g et @ comme dans ’énoncé. On a vi}/aﬂg = 7(;;(6/aa’g’k, ot @' = (a 'nxra)tu(a " nxra),
g = a_ln;{}/ag, k=g 'ata vxraug. Puisque vx» € Ug(F') et ainsi qu'on I’a vu au cours de
la preuve du cas 7 =0, on peut fixer ¢4 >0 tel que la condition inf{a(Hy,(a));a € 25} >
¢4 log(N) entraine que les valuations des coefficients de k — 1 soient > log(/N). On impose cette
condition sur a. Alors k € K. La conjugaison par a~! contracte Uy(F), donc o(a™'nxra) <
log(N) et aussi (') < log(N), o(g") < log(N). On a donc ry(vyiatig) = HN(’Y(;;%,CL’E/QI) et de

méme /{N(y;(,l,ag) =rN (7, }(,,ag’ ), ou les éléments @' et ¢’ vérifient des conditions analogues
0

1261

https://doi.org/10.1112/50010437X10004744 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004744

J.-L. WALDSPURGER

a celles de départ. Soient g € Ug(F) N Go(F) tel que @' € (Ug(F)NU(F))uo, y' € A(F) et
go € Go(F) tels que ¢’ e U(F)y'goK et enfin y € A(F) et ag € ATé/(F) tels que a = yag. Alors
Voj(é,aﬂ’g’ S U(F)yy’v(;;(é,aoﬂogoK, donc

kN (Yyratig) = Ky (’y(]_}((,)/aﬂ,g') = HN(yy,’YO_’)l(é/(lo’l_Logo).
De méme
/@N(’y)_(,l,ag) = ﬁN('VO_,;(t'),ag/) = RN(yylv(i;(é,aogo).

Par définition de xp, ces expressions se récrivent
/ -1 — . / -1
rAN Yy )ro,N (g xr@otiogo),  respectivement kN (yy')ro.n (Yo xr@090),

ol k4, N est une certaine fonction sur A(F) et ko n est I’analogue de ky pour le groupe G. Mais
les données affectées d’un indice 0 vérifient des conditions similaires a celles de départ. Cela nous
rameéne au cas du groupe (g, autrement dit au cas r = 0 que nous avons déja traité. Cela acheve
la démonstration. O

Démontrons la propriété 10.4(11). Soit ¢4 > 0. On impose & Zp_. la minoration ¢4 log(N) <
cainf{a(Zp, . ); @ € Apin} pour que tous les termes ci-dessous soient définis. Comme dans la

m

preuve de la relation 10.5, pour g et u vérifiant les hypotheses de la relation 10.4(11), la fonction
¢ 6%, (¢ 2(9)7a(C — Z(9)gam)

est insensible au changement de g en ug. Alors

e 0 (Qu ) = v xr(Qu) = | o, @) Z(0) ol @) - Z(0)qr)

x (kn(vxnatig) — kx(vxnag)) da.

Il nous suffit que la condition ¢5 log(N) < inf{a(Zp,,
Soit a € Apn (F) tel que

(9) &%, (H,(a), Z(9))7o(Ha,(a) — Z(g)qrm) #0.

Alors ky(vyhatig) = kn(yynag). Prenons ¢ =cy dans le lemme précédent. On en déduit une
constante ¢’. Le méme calcul qu’au §10.5 montre que (9) implique

inf{a(Hy(a)); a € 25} —inf{a(Zp

. ); @ € Apin } entraine la propriété suivante.

) € Apin} > —log(N).

m

Il existe donc ¢5 >0 (et ¢5 > ca/c1) tel que la condition c¢slog(N) < inf{a(Zp_,. ); € Amin}

entraine inf{a(Hyy,(a)); a € 25} > ¢/ log(N). Alors ’égalité cherchée est la conclusion du lemme
ci-dessus. O

10.9 Apparition des intégrales orbitales pondérées
On fixe Se S et T € T(G,). Soit Ny l'entier déterminé par la proposition 10.4.

PROPOSITION. Pour tout N > Ny et tout X € t(F)[S;> N~ N (Y(F) x t"(F)%), on a les

égalités
/ 955 (X)knxn(g) dg =0
"(F)Apn (F)\G(F)
si AT/ 75 {1} N
/ 9fE (X ) xor(g) dg = v(Tw(Apn)6,, L (X)
T/ (F) Agr (F\G(F)
si AT/ = {1}
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Preuve. Au §10.4, on avait fixé Yp,_, et construit une fonction g — o(g). Il convient maintenant
de la noter plus précisément g +— ¥(g, Yp_. ). Soit X € t(F)[S; > N~*]n (¢(F) x t/(F)%). Dans
les intégrales ci-dessus, on peut remplacer ky x»(g) par ©(g, Yp,,, ), pourvu que Yp, . vérifie
la minoration de la proposition 10.4. Supposons que l'on n’est pas dans le cas exceptionnel.
Alors 9(g, Yp,.,) est la fonction introduite par Arthur dans [Art91, p. 30] : avec les notations
de cette référence, c’est vay (1,9, Yp,,) (il n'y a pas de v(Arr) dans la définition d’Arthur,
car sa mesure sur Agpv(F) n’est pas la méme que la notre). Remarquons que les intégrales de
I'énoncé sont & support compact. On peut faire tendre Yp . vers l'infini. Alors 9(g, Yp_, ) est

calculé en [Art91, p. 46] : pour Yp_ . dans un réseau convenable R C Apy ., c’est une somme
de fonctions Yp,; — qc(Yp,..)exp(((Yp,;.)), ot g¢ est un polynome et ¢ € Hom(R, 2miQ/2miZ).
De telles fonctions sont linéairement indépendantes. Puisque I'expression que l'on calcule est
indépendante de Yp,_, , on peut aussi bien remplacer 0(g, Yp,,,) par ¢o(0). Avec les notations

d’Arthur, on a
0(0) =Tar, (1,9) = (-1)™ >~ v (9),
QeF (My)
cf. [Art91, (6.6) et p. 92]. Les cf, sont des constantes et on a c; = 1. On a obtenu I'égalité

(1) / (XN xn(9) dg= (=)™ Y GHIQ),
T/ (F)Api (F)\G(F) QEF(My)

ol
Q) = 9w (X, (9) dg.
T'(F)Apn (F)\G(F)
Pour Q = LUg # G, on décompose 'intégrale en produit d’intégrales sur T"(F)Ap»(F)\L(F),
Komin et Ug(F). On voit apparaitre une intégrale

/ uk f(X) du.
Uq(F)

Or cette intégrale est nulle d’apres le lemme 5.5(i). Donc I(Q)=0. Pour @ =G, on peut
remplacer l'intégration sur T7"(F) A (F)\G(F) par Uintégration sur T'(F)\G(F), a condition
de multiplier par mes(T(F)/T'(F)Ap»(F)). On obtient

I(G) = mes(T(F)/T'(F)Aqn (F)) D (X) 7205, (X, f)

avec lanotation du §5.4. Si Apv # {1}, ona Ay, = Apv C Ag, = At An. Donc Jg/lew(X, f)=
0 d’apres le lemme 5.5(ii). Supposons A7 = {1}. Alors M est le Lévi noté M(X) au §5.6 et, en
appliquant les définitions de ce paragraphe, on obtient

I(@) = (—1)"™ (D) mes(T(F) /T (F) Ao (F))6,,  (X).

On vérifie que v(T)mes(T(F)/T'(F)Ap»(F)) =v(T")v(Ap») et la formule (1) devient celle de
I’énoncé.
Supposons maintenant que ’on est dans le cas exceptionnel. Alors 7" = G’ est un tore déployé

de dimension 1 et on peut supposer 1" C My;y,. I faut remarquer que les fonctions d’Arthur que
nous avons utilisées ci-dessus ne dépendent de g et Yp . que par l'intermédiaire des familles

min

de points (Hp,(9))p,ep(as,) €t (Yr,)p.ep(ar,)- On peut en fait associer de telles fonctions & deux
familles (G, My)-orthogonales de points de Ay, , la seconde étant ‘assez positive’. Introduisons le

groupe G du §10.3 et rappelons que le lemme de ce paragraphe nous permet d’identifier 75(Mb)
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et F(My) a P(M) et F(M). En remplacant G par G, M, par M, la famille (Hp,(9)) per(ay)
par (Hp,(g)7) Pep(uy) € la famille (Yr,)p,ep(ur,) Par (Yp, 1) PeP(M,)> O1 remplace la fonction
vm, (1, g, Yp,,,) utilisée ci-dessus par une autre fonction, notons-la vy; (1, g, Yp, . ). Elle est égale

a notre fonction (g, Yp_, ). Les calculs d’Arthur restent valables pour cette fonction ainsi que

les arguments ci-dessus. On obtient la formule (1) modifiée de la facon suivante : la somme est

limitée aux Q € F (My) ; les fonctions v]%h (g) sont remplacées par des fonctions, notons-les v% (9).

Ce terme est la constante associée & la (G, M)-famille de points (Hp, (Q)T”)Pheﬁ(Mh)Pth' Le sous-

espace Ar» de Ay, vérifie les conditions de [Art88a] paragraphe 7. Pour Q = LUq € F (My), on
peut appliquer le corollaire 7.2 de [Art88a] et on obtient une égalité

W)= > dL (9):
L'eFL(My)

Comme dans la relation 2.2(3), Q" est un élément de P(L’). La constante d(L’) est non nulle si
et seulement si on a 1’égalité

Afy, = projfy, (Apn) ® A,
Les L' qui interviennent sont tous différents de G : c’est évident si Q # G puisque L' C L ; si
Q = G, cela résulte de I'égalité ci-dessus et du fait que Ap» est strictement inclus dans Ay, . Le

méme argument que dans le cas non exceptionnel montre alors que tous les termes de la formule
(1) sont nuls. O

10.10 La proposition principale
Si Agr = {1}, posons

(1) Jow(0, )= > v(T)|W(Ge, T)| ™

SES T=T'T"€Tan(GY) X T(G)
x / Js(X')DC(X")DE" (X")126} (X) dX.
t/(F)xt” (F)S m

Si Agr # {1}, posons
Jow(8, f)=0.

PROPOSITION.
(i) L’expression (1) est absolument convergente.
(ii) On a I’égalité
Jim Lo (0, f) = Tao(0. )

Preuve. Les intégrales de I'expression (1) sont a support compact. D’apres le lemme 5.4(iii), on
a une majoration

DO (X)!V2187 , , (0] < (1 + [log(D (X)) )"
D’apres [Har70, théoréme 13], la fonction
X' D (X2 s (X))
est bornée. Le lemme 2.4 entraine le (i) de ’énoncé.

Pour le (ii), on utilise la derniére formule du §10.1 qui nous rameéne a prouver que
Hmy—oo Iy, v(0, ) = Jzw(0, [). Le terme I , (6, f) est défini par la formule 10.4(1) ol on
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limite les intégrales en X aux ensembles t(F)[S; > N~°] N (¢ (F) x t/(F)®). Pour N assez grand,
la proposition précédente nous permet de remplacer les intégrales intérieures de cette expression
par

0 si A # {1} ;
V(T v(Ar)6% (X))  si Ap = {1}.

f7x7w

Si Agr # {1}, iln’y a aucun 7" tel que A7» = {1} donc I; , n(0, f) = 0. Supposons Ag, = {1}.
Alors I , (0, f) est égale a l'expression obtenue a partir de (1) ci-dessus en limitant les

intégrales aux ensembles t(F)[S; > N~° N (Y (F) x t'(F)%). Quand N tend vers l'infini, cette
expression tend vers Jy (0, f). O

11. Etude au voisinage de l’origine

11.1 Enoncé de la proposition

Considérons I’hypothese.

HYPOTHESE. Pour tout quasi-caractére 6 sur h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C°(g(F'))
dont le support ne contient aucun élément nilpotent, on a I’égalité

lim In(0, f)=1(0, f).
N—oo
Le but de la section est de prouver 'assertion suivante.
PROPOSITION. Sous cette hypothése, on a I’égalité
lim In(0, f)=1(6, f).
N—oo

pour tout quasi-caractére 6 sur h(F') et toute fonction trés cuspidale f € CX(g(F)).

11.2 Calcul de limy—.oc IN(O, f)

Soient # un quasi-caractere sur h(F) et f € C°(g(F)) une fonction tres cuspidale. On peut fixer
un ensemble fini § d’éléments de b, (F') et une famille finie (cs)ses de nombres complexes de
sorte que

oY) =" esi"(5,Y)
SeS

pour tout Y € Supp(f)“ N h(F). On peut supposer que le noyau de I'action de chaque S agissant
sur W est de dimension au plus 1. Pour tout 7' € 7 (G), on définit ensemble t(F)* en appliquant
la définition de 9.6 au cas ou V" = V. On pose

H0.H=Y 3 esW@n" [ Do) (x) dx.

Ses TeT(q) HF)S

On a noté 0 7 la transformée de Fourier de 6y, cf. lemme 6.1. A priori, J(6, f) dépend des choix
des familles S et (cg)ses. Le lemme suivant montre que ce n’est pas le cas.

LEMME.

(i) Cette expression est absolument convergente.
(ii) On a I'égalité limn_.oc IN(0, f) = J(0, f).
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Preuve. Cet énoncé n’est qu’une version relative aux algebres de Lie de la proposition 10.10. On
peut arguer qu’une démonstration analogue a celle de cette proposition s’applique. Comme nous
aurons besoin plus loin de la construction qui suit, expliquons plutét comment on peut déduire
le lemme de cette proposition. Soit w C g(F') un bon voisinage de 0 (au sens du § 3.1 appliqué au
cas x = 1). Supposons d’abord Supp(f) C w. Posons 0, = 01, ). On a In(0, f) = In(0., ).
Par I’exponentielle, on releve 6, et f en des fonctions 6, sur H(F') et f sur G(F'), a support dans
exp(w N h(F)), respectivement exp(w). On a I'égalité I (0., f) = In(0, f). On peut appliquer la
proposition 10.10 aux fonctions € et f et au point  =1. Donc limy_.oc IN(0, f) = J1,w(0u, ).
Dans cette derniéere expression figure une fonction an’ v qui n’est autre que 0 ¢. En effet, d’apres

la proposition 5.8, Hf rw €St la transformée de Fourier partielle de 0¢ ; , = 0. Mais, pour z =1,
ona V" =V et la transformation de Fourier partielle est simplement la transformée de Fourier.
Alors J; (6., f) coincide avec J (8, f), ce qui prouve le lemme sous I’hypothese Supp(f) C w.

En général, rappelons-nous que 'on a fixé au départ une famille (§;);—o,... ,—1 d’éléments de
F>, dont dépendent le caractere £ et nos constructions. Soit A € F*. A la famille (A§;)i—o,... r—1 est
associée un caractere £. Il convient d’affecter d’indices &, respectivement &', les objets construits
a laide du caractére ¢, respectivement &. Posons 6 =0 et f' = f*. Comparons les termes
Ie N (0, f) et Je(6, f) avec leurs analogues Ier n (6, f') et Je (¢, f'). Pour Y € h(F'), on a

/ —dim(U
Py = AT Y.
On en déduit
—dim(U)—dim(H
(1) Te (8, ) = W™ O™ (0, ).
Grace a la formule 2.6(1), on a
V)= esi (5, 07) = 30 N Pes i (A8, Y)
Ses Ses

pour tout Y € Supp(f)¢ N h(F). Pour définir Jg(@’ /), on peut donc prendre pour famille S’ la

famille (AS)ses et pour constantes les cyg = |)\|F M/2cs. Soient T € T(G) et S €S. On vérifie
que, quand on remplace & par & et S par AS, Uensemble t(F)° est remplacé par A\t(F)°. Donc

Je @, ) =" > s w(G, 1) 1/ D(X)20,(X) dX.
SES TET(G) AL(F)S

Ona f'(X)= ])\]_dlm F(AT1X), donc éf/( )= |)\\_dlm Hf()\*lX) grace au lemme 6.1. On a
aussi DE(AX)1/2 = ])\|6(G /QDG( X)'/2. Par changement de variable, on obtient
(2) Je(0/, 1) = |\~ (@) +dim(D)+5(G)/2-5(H)/2 1 g ).
On a

—dim(G) + dim(T) + §(G)/2 = —6(G) /2 = —dim(U) — §(Go) /2.
A P’aide du résultat 7.7(2), on vérifie que §(Go) + 0(H) = 2dim(H)

JEI(G/ ) |)\|;d1m U)_dim(H)JE(H, f)

et I'égalité précédente devient

En comparant avec (1), on voit que la relation limy_.o Ig N (0, f) = Je(0, f) est équivalente &
Bmy oo Ier N (0, 1) = Je (0, f'). Prenons A tel que Supp(f’) Cw. Alors la deuxieme relation a
déja été démontrée (la démonstration est insensible au changement de € en £'). La premiere s’en
déduit, ce qui acheve la preuve. O
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11.3 Une premiére expression du terme d’erreur

Dans ce paragraphe, on suppose vérifiée I’hypotheése du paragraphe 11.1. Considérons
I’application

0, f) = E(0, f) = lim In(0, f) = 16, f) = J (0, f) = 1(0. f),

définie sur l’espace des couples (6, f) formés d'un quasi-caractere 6 sur h(F') et d’une fonction
tres cuspidale f € C°(g(F')). Elle est bilinéaire.

LEMME. L’application E est combinaison linéaire des applications (6, f)'—>C97(9HCQf7O, ol
OH | respectivement O, parcourt I'ensemble des orbites nilpotentes réguliéres de h(F),
respectivement g(F').

Preuve. On commence par prouver :
(1) on a E(,f)=0 si c¢gou=0 pour tout O e Nil(h(F)) ou si ;0 =0 pour tout
O e Nil(g(F)).

Supposons cp, 0 =0 pour tout O € Nil(g(F)). On peut alors fixer un G-domaine w dans
g(F"), compact modulo conjugaison et contenant 0, tel que 0¢(X) =0 pour tout X € w. Posons
f'=f1, et f"=f — f'. Ces fonctions sont trés cuspidales. Le support de f” ne contient pas
de nilpotent donc E(6, f”) =0 d’aprés 'hypothese du §11.1. On a 6y =0 donc aussi Hf/ =
0. Des définitions résultent les égalités J(6, f') =0=1(0, f'). D’ou E(, ') =0, puis E(0, f) =
Supposons maintenant ¢y ou = 0 pour tout O € Nil(h(F)). On peut fixer un G-domaine w dans
g(F'), compact modulo conjugaison et contenant 0, tel que §(X) =0 pour tout X € w N h(F).
Définissons f’ et f” comme précédemment. Puisque 6 est nul sur Supp(f')¢ N h(F), il résulte
des définitions que J (0, f') =0=1(0, f'). On conclut comme précédemment. Cela prouve (1).

Soit A€ F*2, posons 0 =0, f'=f* On a 0y =(0;)* Pour OF eNil(h(F)) et O€
Nil(g(F')), on a I’égalité

(2) Cor, 01 o0 = ’)\|*dim((9H)/27dim(O)/2

697OH09f70
d’apres la formule 4.2(2).

Montrons que :
(3) B/, 1) = N B, ).

Reportons-nous a égalité 11.2(2). I y figure un terme Je (¢, f'). En fait, il est égal a
Je(0', ). En effet, ce terme ne dépend de ¢ que par la définition des ensembles t(F)°, pour
T eT(G)et SeS (Pensemble associé & 6'). Cet ensemble est celui des éléments de t(F') vérifiant
certaines conditions de régularité et conjugués a un élément de = + S + 3, si le caractere utilisé
est & & un élément de A=+ S+ X, si le caractere utilisé est . Or, soit a € A(F) tel que
ai=\"" pour tout i=1,...,7. Alors a(E+ S+ X)a~t = A= + S + ¥. Donc l'ensemble t(F)°
est insensible au changement de £ en &'. 1’égalité 11.2(2) nous dit alors que

(4) T, 1) = [N g, ).

Soit T' € 7. Introduisons comme au § 7.3 la décomposition W = W' & W relative a T et les
notations afférentes. Soit X € t,(F'). D’apres la formule 4.2(2), on a les égalités

co(X) = N Peg(0X),  ep(X) = A Pes(ax).
On calcule comme au §7.5
—0(H _ —dim(W’
DHOIX) = AP pH (X  ATIX) = AR A ().
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Par changement de variable, on obtient

/ cor(X)ep(X)DP(X)A(X) dX = W%/ co(X)ep(X)DH(X)A(X)" dX,
t(F) t(F)

b=—6(G")/2 — dim(T) + 6(H")/2 — §(H) — r dim(W’).
En utilisant le résultat 7.7(2), on vérifie que b= —46(G)/2 — 6(H)/2. De 'égalité précédente
résulte alors ’égalité
(0, f') = |\~ @221, f).

Jointe a (4), cette égalité démontre (3).

La relation (1) entraine que la forme bilinéaire F est combinaison linéaire des applications
(0, f) = cgomcy; 0, 01 O respectivement O, parcourt Nil(h(F)), respectivement Nil(g(F)).
Les relations (2) et (3) nous disent que F, ainsi que toutes ces applications, sont homogenes
pour la transformation (6, f)+— (6*, ). Il en résulte que E est combinaison linéaire de celles
des applications ci-dessus qui sont de méme degré que E. On a toujours dim(Of) < §(H),
dim(0) < §(G). L'égalité dim(OM) 4+ dim(O) = 6(H) + 6(G) est donc équivalente & la réunion
des deux égalités dim(OH) = §(H) et dim(O) = §(G). Celles-ci sont vérifiées si et seulement si
OH et O sont régulieres. 0O

11.4 Calcul de germes de Shalika

Dans ce paragraphe, on suppose G quasi-déployé. Soient B un sous-groupe de Borel de G et T,
un sous-tore maximal de B. Soit X,q un élément de tyq(F) N greq (F).

Supposons d pair et d > 4. Pour toute extension quadratique E de F', notons 7 1’élément
non trivial de Gal(E/F) et xg le caractére quadratique de F* associé & E. Si dan(V) =0 (ou
encore, si G est déployé), on note xy le caractere trivial de F'* et on pose n=1. Si dan (V) =2,
il y a une extension quadratique E de F' et un élément n € F'* tel que le noyau anisotrope de ¢
soit la forme n Normp,p. L’élément 7 n’est pas unique, on le fixe. On pose xv = xg. Soient F}
et I, deux extensions quadratiques de F telles que X, xm, = xv. Pour i =1, 2, soient a; € F*
tel que 7x,(a;) = —a;. On suppose a; # Faz. Soit c € F* tel que xy(nc Normp, /p(a1)) =1. On
peut identifier V|, comme espace quadratique, a la somme orthogonale Fi & Fy @ Z, ot Fy
est muni de la forme ¢ Normp, ,p, F2 est muni de la forme —c Normp,,/r et Z est un espace
hyperbolique de dimension d — 4. Fixons une telle identification et un sous-tore déployé maximal
T du groupe spécial orthogonal de Z. Pour S € £(F), considérons 1’élément X € g(F) qui agit
par multiplication par aj, respectivement as, sur Fy, respectivement Fs, et par S sur Z.

Remarque. La classe de conjugaison de X g, par le groupe orthogonal G (F') est bien déterminée.
Mais elle se décompose en deux classes de conjugaison par G(F'). L’appartenance de X, a l'une
ou l'autre de ces classes dépend de l’identification de V' ci-dessus.

Les éléments a1 et ao étant fixés, on peut choisir S tel que Xp, soit régulier. On fixe un
tel S. Les éléments a1, ag et S étant fixés, on peut faire varier ¢. La classe de conjugaison par
G (F)de Xp, ne dépend que de xp, (). On fixe un élément X;Cl correspondant & un ¢ = ¢t tel
que xr, (c*) = xr (n)xF (Normp, /p(a1) — Normp, p(az)) et un élément X qui correspond &
un ¢ =c~ tel que xp (¢7) = —xm (7). On suppose, ainsi qu'il est loisible, que X;El et Xp, sont
stablement conjugués.

On se rappelle que 1'on a classifié les orbites nilpotentes régulieres au §7.1.
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LEMME. Soit O € Nil(g(F)).
(i) On a les égalités

0 si O n’est pas réguliere ;

FO(Xq ) = {

(ii) Supposons d pair et d > 4. On a les égalités

1 si O est réguliére.

_ 0 si O n’est pas régulicre ;
Fo(X},) - To(X,) = Lo ;
Xk (vn) si0O=0, avecve NV

Preuve. Le tore Tyq est un Lévi de G et la distribution f+ Jg(Xgq, f) est induite de la
distribution f— f(Xgq) sur tgq(F). On a évidemment I‘fgc}l (Xqa) = 1. Alors I'o(X4q) est non
nul si et seulement si O intervient dans I'orbite induite de I'orbite {0} de t,q(F'). Cette condition
équivaut a ce que O soit réguliere. On en déduit la premiere égalité de (i).

Supposons d pair et d > 4 et reprenons les constructions qui précédent 1’énoncé. Notons G
le groupe spécial orthogonal de Fy & Z et Go celui de Fy. Ils sont quasi-déployés. Pour i =1, 2,
on fixe un sous-tore maximal T; 4,4 de G; inclus dans un sous-groupe de Borel (on a T3 ;g = G2).
Le groupe G; x G2 est un groupe endoscopique de G. La distribution

f = JG(X?T‘_17 f) - JG(XEN f)
est le transfert endoscopique d’une distribution

(f1, f2) = Ja, (X1, f1)Ja, (X2, f2)

sur gy (F) x go(F), ou, pour i = 1,2, X; est un certain élément de t;4q(F'). Il en résulte que le
développement en germes de la premiere distribution s’obtient en transférant celui de la seconde
distribution. Comme on vient de le voir, ce dernier ne contient que des orbites nilpotentes
régulieres de g, (F') X go(F). Le transfert endoscopique d’une intégrale nilpotente réguliere est
combinaison linéaire de telles intégrales. On en déduit la premiere égalité de (ii).

Il ne reste plus qu’a calculer des germes relatifs a des orbites nilpotentes régulieres. Ceux-ci ont
été calculés par Shelstad [She89]. Il faut d’abord voir que les mesures utilisées par Shelstad sont
compatibles avec les notres. Shelstad suppose les mesures sur les tores maximaux ‘algébriques’
au sens suivant. On fixe une forme différentielle d7,, de degré maximal sur Tjq, invariante par
translations, et un réel A > 0. Pour sous-tore maximal 7" de G, I'isomorphisme 1"~ T, sur F
permet de transférer dr,, en une forme différentielle 7 sur 7'. On prend alors pour mesure sur
T(F) la mesure A|dr|r, cf. 9.6 pour la notation. Mais on a vu dans la preuve du lemme 9.6 que
nos mesures autoduales s’obtenaient par ce procédé, pour o, , et A convenables. Soit O une orbite
nilpotente réguliere. La mesure sur O utilisée par Shelstad est définie de la fagon suivante. Soit
N € 0. Considérons une suite (Y;)jen d’éléments de g, (F) telle que lim; .o Y; = N. Alors,
I’espace tangent Tangyj en Y; a la classe de conjugaison de Y tend, en un sens que l'on va
préciser, vers l'espace tangent Tangy en N a O. Notons T = Gy;. L'espace Tangy, est égal
a g(F)/4;(F), sur lequel on a une mesure mj. Alors les mesures D%(Y;)'/?m; tendent vers
une mesure my sur Tang,. La mesure sur O est celle qui, en N, coincide infinitésimalement
avec my. Fixons un supplémentaire v du noyau de ad(N) dans g(F'). Pour j assez grand, v est
encore un supplémentaire de t;(F") dans g(F') et on peut identifier Tangy, = Tangy =rt. Soit [;
I'orthogonal de t; dans g. On a aussi Tangy, ~ [;(F). Modulo cette identification, la mesure m;

est la mesure autoduale associée & la forme quadratique (Y, Z) — itrace(YZ) sur [;(F). Mais le
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jacobien de ad(Y;) agissant dans [(F) est DY(Y;). Donc DE(Y;)'/?m; est aussi la mesure associée
a la forme symplectique (Y, Z) — Strace([Yj, Y]Z) sur [;(F). La méme formule définit une forme
antisymétrique sur tout g(F), de noyau t;(F). On peut donc remplacer [;(F') par t et la mesure
DE(Y;)Y?m; est la mesure associée & la forme symplectique (Y, Z) + trace([Y}, Y]Z) sur .
Quand Y tend vers N, cette forme tend vers (Y, Z) - Ltrace([N, Y]Z) et DY (Y;)"/?m; tend
vers la mesure associée a cette forme. Mais c’est précisément la facon dont nous avons défini
notre mesure sur O au §1.2.

Cela étant, Shelstad montre qu'un germe I'p(S) associé a une orbite nilpotente réguliere O
vaut 1 ou 0, selon qu'un certain invariant est égal ou non a 1. Pour I'élément X4, il est facile de
voir que 'invariant est 1 et on en déduit la seconde égalité de (i). Considérons la situation de (ii).
Pour un signe ¢ = 4, notons T le sous-tore maximal de G tel que XIC;1 € t¢(F). Soient v € N'V et
N € O,. Shelstad note I'invariant iIlV(X}C;I)iIlV(TC) /invpe (N). Tous ces éléments appartiennent
au groupe de cohomologie H!(T¢) = H'(Gal(F/F),T¢). On a ici H'(T¢) = {£1} x {#1}. Les
invariants dépendent du choix d’un épinglage. On effectue ce choix comme en [Wal0l] X.3 en
prenant pour élément 7 de cette référence notre élément 7 multiplié par 2(—1)%2-1. Dans le
lemme X.7 de [Wal01], nous avons calculé le produit inv(X%l)inv(T ). On a

(1) inv(Xg, )inv(T¢)
= (xi (=D () ray P (a1), X, (2(=1) () ey P (a2))),

ou P est le polynome caractéristique de Xp, agissant dans V' et P’ est le polyndme dérivé. Notons
(£55)j=3,....a/2 les valeurs propres de l'action de S dans Z. Elles appartiennent a F* puisque T
est déployé. On a

P(T) = (T? + Normpl/p(al))(TQ + Normp, /r(az)) H (T% - 532)

j=3,....d/2
Donc
a; 'P'(a1) = 2(~Normp, jp(a1) + Normp, p(a2))  [[  (~Normp, p(ar) - 53)
j=3,.d/2
= 2(~1)"*}(Normp, /p(a1) — Normp, /p(az)) H (Normp, /r(a1) + 7).
j=3,..d/2

On a & 4+ Normp, /p(a1) = Normp, /(35 + a1), donc X, (57 + Normp jp(a1)) = 1. Un calcul
similaire vaut en échangeant les roles de Fj et Fj. La formule (1) se simplifie en

inv (X, )inv(T¢) = (x, (n(c*) ™" (Normp, yp(a1) — Normp, /(a2)))),
XF (1(c*) ™ (Normp, /p(a1) — Normp, /(az))).-
D’apres la définition de ¢¢, on obtient
inv (X, )inv(T¢) = (¢, ),

ou on identifie ¢ & un élément de {+1}. L’épinglage détermine un élément nilpotent régulier N* :
avec les notations de [Wal0Ol, p. 313], N* = Zj:17._',d/2 Xa;- Notons v* I'élément de NV tel que

N* € O,+. On définit un cocycle dy de Gal(F/F) dans T{de la fagon suivante. Si v = v*, dy = 1.
Siv#v*, onpose Exy = F(y/v/v*). Alors, pour o € Gal(F'/F),onady(0c) =1sio € Gal(F/EN)
et dy (o) = —1 sinon. L’invariant invyc(N) est 'image dans H'(T) du cocycle dy. On calcule
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cette image

invre(N) = (xm (v/V7), xi, (v/17)).

En fait, on a forcément xy (v/v*) =1, donc

invre(N) = (xm (v/v7), X (v/v7))-

L’élément N* laisse stable 'hyperplan engendré par e, ..., €q/2_1, €3/2 + €4/2415 €d/242> - - - » €ds
avec les notations de [Wal01]. Le noyau anisotrope de la restriction de la forme ¢ a cet hyperplan
est la restriction de ¢ a la droite portée par eq/p + €4/241- Or q(eq/s + ed/2+1) =, donc v* =1.
Finalement

inv(X g, )inv(T€) /invye (N) = (Cxr (vn), Cxr (V).

D’apres Shelstad, on a donc

¢y _ I si XF1(’”7) =,
FOD(XFl)_ {0 Si XFl(l/’I’]):—C

Cela entraine la seconde égalité du (ii) de I’énoncé. O

11.5 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d impair

On suppose vérifiée I'hypothese du paragraphe 11.1 et on suppose d impair. On veut prouver
E(0, f) =0 pour tout quasi-caractere 6 sur h(F') et toute fonction tres cuspidale f € C°(g(F)).
Si G n’est pas déployé ou si H n’est pas quasi-déployé, I'une des algebres de Lie de ces groupes
n’a pas d’élément nilpotent régulier et la conclusion résulte du lemme 11.3. Supposons G déployé
et H quasi-déployé. Le méme lemme nous dit que, si dy < 2, respectivement dy > 4, il existe
un nombre complexe ceq, respectivement une famille de nombres complexes (¢, ), caw, de sorte
que

CregCG,OggCGf,Oreg si dW < 2,

E®,f)= D o onco; 0 Sidw >4,
veN'W

pour tous 0, f (on a introduit des exposants H pour préciser la notation). Les constantes sont
uniquement déterminées d’apres le lemme 6.3(iii).

Soient T'€ T(G) et X € t(F) N gyee(F). D’apres le résultat 6.3(3), on peut construire un
voisinage wx de X dans t(F) et une fonction treés cuspidale f[X]e€ CX(g(F')) vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) pour 7" € T(G) et T' # T, la restriction de éf[x] a t'(F) est nulle ;

(2) pour toute fonction localement intégrable ¢ sur t(F), invariante par W (G, Ty),

/ o PO 0 (1) X = mes(ox) | etxnax
t(F

wx

(3) pour tout Y € g, (F),

0sx1(Y) = mes(wx) ™" / J9X"Y) dX'

wx
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(avec les notations du résultat 6.3(3), f[X] =0y (X)~1D%(X)"Y2mes(wx) "' f'). Au voisinage
de 0, I’égalité (3) se simplifie en

OeNil(g)

Donc
(4) €o;1x,0 =Lo(X)

pour tout O € Nil(g). Notons T, 'unique tore déployé dans 7 (G) et fixons Xy € tq(F) N gree (F)-
On fixe wy, et f[X,] comme ci-dessus et on pose f = f[X4]. Grace & (4) et au lemme 11.4(i),
on a cp; O,, = 1. Fixons un G-domaine w dans g(F'), compact modulo conjugaison, contenant 0
et Supp(f). Soit S € b,eo(F'). On suppose que I'action de S dans W est de noyau nul. D’apres le
lemme 6.3(ii), on peut choisir un quasi-caractere A[S] sur h(F) tel que 0[S](Y) = 77(S,Y) pour
tout ¥ € w. Comme ci-dessus, on a cgg) on = pn (S) pour tout Of € Nil(h). Remplacons G et
V par H et W dans les définitions du § 11.4. On définit dans h(F') un élément X4 et, si dy >4,
des éléments X;l.

Si dw < 2, posons 6 = 0[Xy4]. On pose aussi S = {Xyq} et cx,, =1. On a o0, = 1, donc
creg = E(0, f).

Supposons dy >4 et fixons v € NW. Si H est déployé, notons FV I'ensemble des
extensions quadratiques de F. Si H n’est pas déployé, soient E et 1 comme au §11.4.
Les extensions quadratiques de F' distinctes de E vont par paire : a F} est associé Fy tel que
XF, XF, = XE- On fixe un sous-ensemble Fy, qui contient un élément de chaque paire. Remarquons
que, dans les deux cas, on a 1’égalité

NV =1+ |FY].
Posons
0=INY" O Xeal + D xm (vn)(O1XE] — 01X 5 )))-
FeFV

On note S 'ensemble des éléments S tels que 0S| intervienne dans ces formules et, pour S € S,
cs le coefficient dont A[S] y est affecté. Le lemme 11.4 entraine que, pour v/ € NV, on a I'égalité

.08 = Ou,'s

ou ce dernier terme est le symbole de Kronecker. Donc ¢, = E(0, f).

Pour X € wy,, la distribution ¢ — Jg(X, ¢) est induite d’une distribution sur t;(F'). Cela
entraine que la fonction Y +— j’G(X ,Y') est a support dans ’ensemble des éléments appartenant
a une sous-algebre de Borel de G. D’apres (3), c’est aussi le cas de la fonction . Comme dans la
preuve du lemme 7.6, cela entraine que, si T est un élément de 7 différent du tore {1}, la fonction
cy est nulle sur ¢(F). Donc I(0, f) se réduit a la contribution de I'unique tore T'= {1} € 7. Par
définition, celle-ci est C,0H,C07,Ore sidw < 2, C9,0M, C0;,Orex si dy > 4. Avec les calculs ci-dessus,
on obtient
1 si dy < 2,

>

(51,’_% si dW 4.

I(H7f)_{

L’ensemble S et la famille (cg)ses permettent de calculer J(6, f), cf. §5.2. Pour tout S € S,
posons

m(S) = mes(wx ) tmes(wx N tg(F)%).
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En utilisant les propriétés (1) et (2), on obtient
(5) J(O, £) = csm(S).
Ses

Soit S €S. On utilise les définitions et notations du §9.4, appliquées au cas V” =V. Soit
X €tq(F) N greg(F). On a :

(6) X € t4(F)® si et seulement s'il existe une famille (245)j=1,....dy 2 d’éléments de F* telle que

Px(s;)
41/05}+2TR5J(8]')

Z Zjw; € w.

j==£1,..tdw /2

2j7_j = pour tout j=1,...,dw/2;

En effet, X appartient & t;(F)° si et seulement s'il est conjugué par un élément de G(F)
A un élément de =4+ S+ AS. 1l n’y a pas d’indiscernabilité pour le tore déployé T,. La
condition équivaut donc & ce qu’il existe Y € 2+ S + AS tel que I'on ait I’égalité des polynomes
caractéristiques Px = Py. Cela équivaut a ce qu'il existe une famille (\;)i=o, .. ,—1 d’éléments de
F et une famille (z245);=1, 4, /2 d’éléments de F* telles que, d'une part, le polynéme Px soit
égal a celui figurant dans I’énoncé du lemme 9.4, d’autre part, I’élément Zj::tl,...:l:dw/2 Zjw;j
appartienne a W. D’apres le résultat 9.4(1), les conditions sur les z; sont celles de (6). Les \;
sont ensuite déterminés par un systeme inversible d’équations linéaires a coefficients dans F'.
Cela prouve (6).

La condition (6) impose que Px(s;) # 0 pour tout j. On suppose cette condition vérifiée. Il
existe :

— une décomposition de W en somme directe

ou h <2 et les F} sont des extensions quadratiques de I ;

— des éléments c; € F*, pour j=1,...,h, de sorte que gy soit la somme directe
orthogonale des formes c¢; Norm F;/F sur Fj et d'une forme hyperbolique sur Z ;

— des éléments a; € FjX, pour j=1,..., htels que 75, (a;) = —a; et un élément S apparte}lant
a l'algebre de Lie d’un sous-tore déployé maximal du groupe spécial orthogonal de Z, de
sorte que S agisse par multiplication par a; dans F} et par S dans Z.

Pour j=1,...,h, soit (ej, e_;) la base de F; @ F telle que tout élément x € F} soit égal a
vej + Tr; (v)e—;. Elle est définie sur Fj et on a I'égalité 75, (ej) = e_;. On al’égalité q(e;, e—;) = c;.
On peut donc supposer que w; = ej, w—_; = cj_le_j pour j=1,..., het (wj)j=i(h+1),...,idw/2 est
une base hyperbolique de Z.0On a sj =aj pour j < h. La condition (6) se décompose en d/2
conditions (6); portant sur les couples (z;, z—;). Pour j > h, on satisfait (6); en prenant z_; =1
et z; égal au membre de droite de la premiere relation de (6). Pour j < h, la seconde relation

de (6) équivaut a z; € F;* et 7p; (25) = c}lz,j. La condition (6); équivaut donc a

Px (a;) )
) =1.
XF] <cj1/0a}+2rR5,j (aj)
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On a
Rsj(a;) = 11 (a — 53

J'=1dw /25 #5

= (_1)dw/271 < H (Norij/F(aj) — NOIij//F(CLj/))>

=1 2

X H (s?, - a?).

J'=ht L dw /2

Notons (£xk)r—1,.. (d—1)/2 les valeurs propres non nulles de X. On a

Px(a)=a; [[ (@f-ap)=(-1)"2q; [ (i-da}.

k=1,...,(d—1)/2 k=1,..,(d—1)/2

Pour j'=h+1,...,dw/2, sj; appartient & F'*, donc sjz., — ajz

De méme, pour tout k=1,...,(d—1)/2, 27 — a? est une norme. Enfin (—1)
norme. Ces termes disparaissent de notre calcul et la condition (6); équivaut a

est la norme d’un élément de ij.
ra2r

] est aussi une

(7) XF; (—cjvo H (Normpj/F(aj) — Norij,/F(aj/))> =1.
J'=1 kg # g

Cette relation est indépendante de X. On a imposé a X des conditions de non nullité qui sont
vérifiées sur un ouvert dont le complémentaire est de mesure nulle. Cela démontre que m(S) =1
si la condition (7) est vérifiée pour tout j =1, ..., h, m(S) =0 sinon.

Supposons H déployé et S = X,q. Alors h =0, donc m(S) = 1. Supposons H non déployé et
S =Xyq. Alors h=1, F} = F et ¢; =7 avec les notations du §11.4 appliquées a W. Le noyau
anisotrope de ¢ est le méme que celui de la forme quadratique sur £ & D

e @ zvg — 1 Normpg,p(e) + v,

Puisqu’on a supposé G déployé, cette forme n’est pas anisotrope donc —niyg est la norme d’un
élément de E*. La condition (7) est vérifiée et m(S)=1. Supposons maintenant dy >4 et
S = XIC,I, on(==4, Fj € FV. Alors h =2, et les termes F, F», a1 et as coincident avec ceux du
§11.4. On a c; =S et ¢y = —c¢. D’apres la définition de ces termes, la condition (7) équivaut
a xr (—mvp) = ¢ pour j =1, respectivement x g, (—nry) = ¢ pour j = 2. Mais le calcul ci-dessus
montre que xy (—nrp) = 1. Les conditions pour j =1 et j = 2 sont donc équivalentes. On obtient
que m(S) = 1si xg (—nrp) = ¢, m(S) = 0 sinon. Reportons ces valeurs de m(S) dans 'égalité (5).
Dans le cas dy < 2, on obtient immédiatement la formule ci-dessous. Dans le cas dy > 4, celle-
ci résulte d’une inversion de Fourier sur le groupe F*/F*2? si H est déployé, sur le groupe
Normpr(E*)/F*? sinon. La formule est

o 1 si dW < 2,
J(G, f) o {5,,71,0 si dW > 4.

Alors J(8, f)=1(0,f) et E(f, f)=0. Donc creg =0 dans le cas dy <2 et ¢, =0 dans le
cas dy > 4. Mais alors 'application bilinéaire E est identiquement nulle, ce que 'on voulait
démontrer.
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11.6 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d pair

On suppose vérifiée I’hypotheése du paragraphe 11.1 et on suppose d pair. Eliminons le cas d = 2.
Dans ce cas, G est un tore de dimension 1. Il résulte des définitions que

J(6, f)=6(0) /g L ax

et
1(60, f) = 6(0)£(0).

Ces deux expressions sont égales par inversion de Fourier. On suppose maintenant d > 4. En
imitant ce que l'on a fait au paragraphe précédent, on peut supposer G quasi-déployé et H
déployé. Il existe une unique famille de nombres complexes (¢, ),cpv de sorte que

E@, f)= Z CuCo,0H, 07,0,
veNV

pour tous 6, f. Fixons v € A'V. On introduit des éléments Xga et Xf,E1 de g(F') comme au §11.4.
Soit X un de ces éléments. On peut supposer qu’il appartient & un tore appartenant a 7 (G),
que l'on note T’x. On introduit un voisinage wx de X dans tx(F') et une fonction f[X] vérifiant
les conditions (1), (2) et (3) du §11.5. On pose

P (1B = 3D eI - XD,
FeFVv
Les notations sont celles introduites dans le paragraphe 11.5, ’extension E étant maintenant
associée & V et non plus & W. On note X l’ensemble des éléments X tels que f[X] apparaisse
dans ces formules et, pour X € X, cx le coefficient dont il est affecté. On fixe un G-domaine
w dans g(F'), compact modulo conjugaison, contenant 0 et Supp(f). Notons Ty 'unique tore
déployé dans 7 (H )et fixons un élément S € t4(F) N b,ee (F). On choisit un quasi-caractere ¢ sur

h(F) tel que O(Y) =3"(S,Y) pour tout Y € wn Breg(F). Pour T'€ T, T # {1}, la fonction c;
est nulle hors de w tandis que cg est nulle sur ¢(F') Nw pour la méme raison que ¢y I'était au
§11.5. Donc cgcy est nulle sur ¢(F). Comme au § 11.5, on calcule alors

10, f) = v
Pour X € X, on pose
m(X) = mes(wx ) tmes(wy N tx(F)°).
On a
1) 10, )= exm(X),
Xex

et on est ramené a calculer ces termes m(X).

On utilise les définitions et notations de 9.4 appliqgées au cas W’ =W. Puisque Ty est
déployé, on peut supposer que les vecteurs w4 ; appartiennent a W. Soit X € greg(F ). Supposons
Px(s;) #0 pour tout j =1,...,m et Px(0)#0. Soit X1, ..., X; un ensemble de représentants
des classes de conjugaison par G(F') dans la classe de conjugaison stable de X. Montrons que :
(2) il existe un unique i € {1,...,1} tel que X; soit conjugué a un élément de =+ S + X par
un élément de G(F).

La forme bilinéaire (v, v') — g(v, Xv') est symplectique. Son déterminant est donc un carré
dans F*. Ce déterminant est det(g) det(X). On a det(X) = Px(0) et det(q) = (—1)%?> Myyvs.
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Ona Rgo(0) = (=1)" [T;=1 532. et m= (dy — 1)/2. On en déduit que

Px(0)
(3) (—1)"vsroRs,0(0)

On peut choisir des coordonnées (X;)i=1,..r, (245)j=1,..m €t 20, avec \; € F' et z; € F* pour
j=0,%£1,...,£m, de sorte que Px soit le polynome du lemme 9.4. En effet, on pose z_; =1
pour j=1,...,m et, grace a (3), on peut choisir les z;, pour j=0,...,m, de sorte que les
égalités 9.4(1) et 9.4(2) soient vérifiées. Ensuite, les A; sont déterminés par un systéme inversible
d’équations linéaires & coefficients dans F. Cela montre qu’il existe Y € 24 S + A tel que
Py = Px. Un tel Y est conjugué & X par un élément de G*. Comme on ’a dit dans la preuve du
lemme 9.5, quitte a changer zp en —zp, on peut assurer que Y est conjugué a X par un élément
de G. Donc Y appartient a la classe de conjugaison stable de X et est conjugué a I'un des X; par
un élément de G(F). L’unicité de cet élément X; est assurée par le lemme 9.5 : deux éléments
de 2+ S + 2% ne peuvent étre conjugués par un élément de G que sils le sont par un élément de
G(F). D’ou (2).

On a choisi un élément S. On peut supposer que les hypothéses de non-nullité imposées ci-
dessus & X sont vérifiées pour tout élément de |y wx. Pour X € wx,,, la classe de conjugaison

€ F*2.

stable de X se réduit a sa classe de conjugaison par G(F'). Donc X € thd(F)S7 puis m(Xgq) = 1.

Soit Fy € FV. Pour ¢ = +, posons X¢ = chﬂ‘ Alors X et X~ sont stablement conjugués et ces
deux éléments sont un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G(F) dans leur
classe de conjugaison stable. L’assertion (2) nous dit qu’il y a un unique ¢ tel que X¢ appartienne
A tyc(F)°. Notons ¢ cet ¢. On va le déterminer. Dans ce qui suit, on fixe Fy et ( =+, on pose
X = X¢. Comme dans le paragraphe précédent (en changeant W en V), on décompose V en
somme directe orthogonale
V=FRaoheZ

et, pour j =1, 2, on introduit la base (ej, e_;) de Fj.

Supposons d’abord dy > 3 et r = 0. Pour j =1, 2, posons €; = ¢; et e_; = cj_le_j. Choisissons
une base hyperbolique (e+y)x—3,...4/2 de Z. Supposons ¢ = ¢ et choisissons un élément v € G(F)
tel que v ' Xy€ S+ AS. Pour k=1,...,d/2, on a étudié dans la preuve du lemme 10.8 les
coordonnées de v ey, dans la base {vo, ws, W41, ..., Wy} de V. En notant Yy sa coordonnée
sur vy, les formules 10.8(3) et 10.8(4) nous disent que

Hj:l,...,m(S? - xz)

YkY_k =1 .
Hk’:l,...,d/2;k’;ék(xi’ - xi)

-1 1

Appliquons cela a k=1. On a 75, (€1) = Ce_1, donc aussi TR (Y ) = Sy~ Le_1 puis T (Y1) =
SY_1. Alors XF, (cCYlY,l) =1. On a x; = a; et on déji utilisé plusieurs fois que y? — a% était la

norme d’'un élément de F|* pour tout y € F. On déduit de la formule ci-dessus que
xr (Y1Y-1) = xr, (0(23 — 7)) = xr, (vo(Normp, /g (a1) — Normp, /p(az))).

D’aprés la définition de ¢, on en déduit ¢ = xp, (n10).

Passons au cas dy > 3 et r > 0. On peut supposer que Z C 7 et que €4k = VU (k4r—d/2) POUT
k=d/24+1—r,...,d/2. On peut écrire X = X + X,, avec Xo € go(F) et X, € a(F). L’élément
Xy vérifie les mémes conditions que X, relativement a ’espace Vj. Supposons ( = xr, (np). On
vient de voir que X est conjugué a un élément de S + X}, par un élément de Go(F'). Par un
argument que l’on a déji utilisé plusieurs fois, X est conjugué & un élément de =+ S + 25 par
un élément de G(F). Donc ¢ = ¢ = xr (n0).
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Considérons enfin le cas dy = 1. Dans ce cas, S =0, = est un élément nilpotent régulier et
= + A est une section de Kostant relative a cet élément. D’apres [Kot99, théoreme 5.1], si X est
conjugué & un élément de =+ A par un élément de G(F'), on a 1'égalité

inv(X)inv(Ty) = invp(2),

avec les notations du § 11.4. L’élément = laisse stable I’hyperplan D & Z. Le noyau anisotrope de
la restriction de g a cet hyperplan est la restriction de ¢ a D. Donc = € O,,,. L’égalité ci-dessus
jointe au résultat 11.4(2) entraine ¢ = xr, (nvp).

Le raisonnement ci-dessus s’étend a tout élément de wy+ Uwx-. En effet, tout élément de
cet ensemble est du méme type que X*, avec des valeurs propres différentes. On obtient alors

o J1 si¢=xr(n0),
m(X") = {0 si¢ = —xr (n).

En reportant ces valeurs dans ’égalité (1), on obtient J(0, f) =0d,,,. Donc J(0, f) =1(0, f)
et E(0, f) =0. Comme dans le paragraphe précédent, cela implique que E est identiquement
nulle. O

12. Preuve des théorémes 7.8 et 7.9

12.1 Du groupe a ’algebre de Lie

Considérons les assertions suivantes :

(th)c. Pour tout quasi-caractere 6 sur H(F') et toute fonction tres cuspidale f € C°(G(F)), on
a Végalité limy—oo In(6, f) = 1(6, f).

(th')G. Pour tout quasi-caractére 6 sur H(F) et toute fonction treés cuspidale f € CX(G(F)),
dont le support ne contient pas d’élément unipotent, on a I’égalité limy_,oo In (6, f) =1(0, f).

(th)g . Pour tout quasi-caractere 6 sur h(F') et toute fonction tres cuspidale f € C°(g(F')), on a
Iégalité limy oo In(0, f) = 1(0, f).

(th')g . Pour tout quasi-caractere 6 sur h(F) et toute fonction tres cuspidale f € C2°(g(F)), dont
le support ne contient pas d’élément nilpotent, on a 'égalité limy_.o In(6, f) = I1(0, f).

LEMME. L’assertion (th)g entraine (th)y. L’assertion (th') entraine (th')g.

Preuve. Supposons vérifiée (th)g. Soient 6§ un quasi-caractere sur h(F) et f e C®(g(F)) une
fonction tres cuspidale. On veut montrer que E(6, f) =0, avec la notation du §11.3. Dans la
preuve de ce paragraphe, on a vu que E était homogene pour la transformation (6, f) — (87, f).
Cela permet de supposer que le support de f est contenu dans un bon voisinage w de 0 dans
g(F). Comme dans la preuve du lemme 11.2, on introduit un quasi-caractere 8, sur H(F) et une
fonction f € C2°(G(F')) tres cuspidale. On vérifie que J(0, f) = J1,,(0., ) et 1(0, f) =11 ,, (0., ).
D’apres les lemmes 8.2 et 8.3 et la proposition 10.9, on a Ji (0., f) =limy_ IN(0s, ),
I (0., f) =1(6,,f). D’apres (th)q, ces deux termes sont égaux. La conclusion E(6, f) =0
s’ensuit.

La preuve de la seconde assertion est identique : si le support de f ne contient pas d’élément
nilpotent, celui de f ne contient pas d’élément unipotent. O
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12.2 La récurrence

On va raisonner par récurrence sur d. Considérons des données V", W”, d” analogues & V, W,
d (avec le méme 7). Pour ces données, il y a une assertion (th)g~ analogue a (th)g. Considérons
I’assertion.

(th)<q. L’assertion (th)gr est vérifiée si d” < d.

LEMME. L’assertion (th)<q entraine (th')q. Les assertions (th)<q et (th)y entrainent (th)g

Preuve. Supposons vérifiée (th).q4, soient 6 un quasi-caractére sur G(F) et f € C°(G(F)) une
fonction tres cuspidale, dont le support ne contient pas d’élément unipotent. Soient x € G¢s(F) et
w, un bon voisinage de 0 dans g, (F). Posons Q, = (x exp(w;))®. On impose & w, les conditions
suivantes. Si z =1, on suppose que 1 N Supp(f) =0 (c’est loisible d’apres 'hypothese sur f).
Si x n’est conjugué a aucun élément de Hys(F'), on impose a w, les conditions du §8.1. Si z est
conjugué a un élément de Hys(F'), on fixe un tel élément 2/, on choisit un bon voisinage w,: de
0 dans g,/ (F') vérifiant les conditions du §8.2 et on définit w, comme 'image par conjugaison
de w,. Le méme procédé qu’a la fin de la preuve de la proposition 6.4 permet de choisir un
sous-ensemble fini X C Gys(F) et de décomposer f en somme finie f =" _, fz, de sorte que,
pour tout z € X, f, soit le produit de f et de la fonction caractéristique d’'un G-domaine inclus
dans €),.. Par linéarité, on peut aussi bien fixer x € X et supposer f = f,. Si z =1, cette fonction
est nulle d’apres le choix de w;. L’assertion a prouver est triviale. D’apres le §8.1, c’est aussi le
cas si x n’est conjugué a aucun élément de H(F'). Supposons que x # 1 et = est conjugué a un
élément de H(F'). On peut aussi bien supposer = € Hgs(F'). Les lemmes 8.2 et 8.3 nous ramenent
a prouver ’égalité

(1) hm waN(H f) :cw(a f)

On utilise les notations des sections 8 & 10. Si Agr # {1}, le membre de gauche est nul d’apres
la proposition 10.9. L’ensemble 7, est vide et le membre de droite est nul lui-aussi. Supposons
Agr ={1}. Au §10.1, on a décomposé 0., en une somme finie

Z ]S H” X//)
Ses

pour X € wNHh(F). On peut aussi bien écrire

Or(X) = 0s(X")05(X")

Ses
pour tout X € b, (F), ou %(X’) =1,js(X') et 0%(X") :1w//mb//(F)jH”(S, X"). Remarquons
que 0%, respectivement 6%, est un quasi-caractére sur gl (F) = b, (F), respectivement h”(F),
a support compact modulo conjugaison. On peut de méme décomposer 0y, ., en somme
0w Z 05 (X0 ,(X")
beB

ol B est un ensemble fini d’indices et, pour tout b € B, ¢/ .o respectivement 6’} F.p> €St un quasi-
caracteére sur gl (F'), respectivement g”(F), & support compact modulo conjugaison. D’apres la
proposition 6.4, pour tout b € B, on peut choisir une fonction f;' € C°(g”(F)), tres cuspidale et
telle que 9357,) = Qfg’- En comparant les formules des §§7.9 et 8.3, on obtient 1’égalité

Ix,w(07 f) = Z I/(Sv b)I(eg'v fl;/)

SeS,beB
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oll
I'S,by= Y W(G, T (T / 05(X")0},(X') D% (X') dX'.
TETn(GY) E)
De méme, en comparant les formules des §§10.9 et 11.2, on obtient

Ja;,w<67 f) = Z Il(‘sv b)'](egv él)

SeS,beB

Puisque x # 1, on a dim(W”) d. L’assertion (th)<q et le lemme 12.1 entrainent que (th)g~
est vérifiée. Donc J(0¢, f') = I(0%, fi') grace au lemme 11.2. Alors les formules ci-dessus et la
proposition 10.9 1mphquent Pégalité (1) qu’il fallait prouver.

La seconde assertion de I’énoncé se démontre de méme. On ne peut plus éliminer le point
x = 1. Mais, pour ce point, égalité J(0%, f;') = I(0%, f;') provient de Passertion (th)g que l'on
suppose vérifiée. O

12.3 Finale

Pour prouver le théoreme 7.8, et aussi le théoreme 7.9 d’apres le lemme 12.1, il suffit de prouver
que l'assertion (th)<4 entraine (th)g. Or (th)<q entraine (th’)g (lemme 12.2), qui entraine
(th')g (lemme 12.1). Cette dernitre assertion entraine (th); : c’est une reformulation de la
proposition 11.1. Jointe & (th)<g4, cette derniere assertion entraine (th)g (lemme 12.2). Cela
acheve la preuve.

13. Un cas de la version faible de la conjecture locale de Gross—Prasad

13.1 Définition des multiplicités
Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. Une représentation de G(F') est un couple
(m, Ex), ou E; est l'espace de la représentation (pour nous, un espace vectoriel complexe),
et 7 un homomorphisme de G(F) dans GLc(Er). On oubliera souvent I'un des termes en la
notant simplement 7 ou E,;. On notera aussi une classe d’isomorphie de représentations comme
une représentation dans cette classe. On note 7 la représentation contragrédiente de w. On
note Irr(G) l'ensemble des classes d’isomorphie de représentations admissibles irréductibles de
G(F) et Temp(G) le sous-ensemble des représentations qui sont aussi tempérées. A tout élément
7 € Irr(G) est associé un caractere 0, que I'on peut considérer comme une distribution sur G(F)
ou comme une fonction définie presque partout. Dans cette derniére interprétation, 6, est un
quasi-caractere sur G(F) d’apres un théoreme de Harish-Chandra [Har99, théoréme 16.2].
Considérons la situation du §7.2, soient (w, Er)€Irr(G) et (o, Ey) € Irr(H). Notons
Homp ¢ (7, o) I'espace des applications linéaires ¢ : Er — E, telles que

p(m(hu)e) = §(u)a(h)p(e)
pour tous h € H(F), ue U(F), e€ E,. Cet espace dépend des constantes & qui nous ont
permis de définir £, mais de facon inessentielle. En effet, si on associe un caractere & a
d’autres constantes, on vérifie qu’il existe a € A(F') tel que I'application ¢ +— ¢ o 7(a) soit un
isomorphisme de Homp ¢(m, o) sur Homp ¢ (7w, o). Tout ce qui suit est donc essentiellement
indépendant des constantes &;.

On a
(1) dimc(Homp ¢(m, o)) < 1.
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Si r=0, c’est le théoreme 1’ de [AGRS07]. Ce résultat est généralisé a tout r dans [GGPOS,
corollaire 20.4] (pour les groupes unitaires, mais la preuve est la méme pour les groupes spéciaux
orthogonaux). On pose

m(o, ) = dimc(Homp ¢ (7, 0)).

Soit T' € 7. En appliquant les définitions du § 7.3 aux quasi-caracteres 0 = 05 et 7 = 0, on définit
les fonctions cg, et cg, sur T'(F'), que 'on note simplement ¢ et ¢;. On pose

= —1y cs(t)er H " dt.
mgeom(mﬂ)—Tez:TIW(H,T)! (T) /T(F) (t)ex () D™ (E)A()" dt

Cette expression est absolument convergente d’apres la proposition 7.3.

PROPOSITION. Supposons 7 € Irr(G), o € Irr(H) et © supercuspidale. Alors on a [l'égalité
m(o, T) = Mgeom (0, T).

Preuve. Si V est hyperbolique de dimension 2, on vérifie directement que les deux termes

de Dégalité valent 1. On exclut ce cas. Introduisons les représentations de G(F) : p=
Indgilg)) U(F) (@& et p= Endg((};))U (F) (6 ® &). La premiére est 'induite lisse de la représentation
oc®¢& de H(F)U(F), ou & est le conjugué complexe de &, la seconde est I'induite & supports
compacts de la représentation & ® £. Par réciprocité de Frobenius pour la premiere égalité et

d’apres un résultat standard pour la seconde, on a

Homy ¢(7, 0) = Homg(r) (, p) = Homg(r) (p, 7).

Puisque 7 est supercuspidale et le centre de G(F') est fini, la théorie de Bernstein nous dit que p
se décompose en somme d’une représentation 7 dont aucun sous-quotient n’est isomorphe a 7 et
d’un certain nombre de facteurs tous isomorphes a 7. Le nombre de ces facteurs est précisément
m(o, 7). Soit f un coefficient de 7. On a I’égalité

trace(7(f)|Ex) = f(1) d(m) ™"
ou d(m) est le degré formel de 7. L’opérateur 7(f) est nul. Donc p(f) est de rang fini et

(2) trace(p(f)) = m(o, ) f(1) d(m) .
Montrons que, si N est un entier assez grand,
(3) trace(p(f)) = In(0s, f)-

Fixons un sous-groupe ouvert compact K’ C K tel que f soit biinvariante par K’. Notons Qy le
support de la fonction xky et E, y le sous-espace de E, formé des fonctions a support dans 2.
Selon 1'usage, notons Eﬁ(;\, le sous-espace des éléments invariants par I'action de K’. Puisque

I'image de p(f) est de dimension finie, elle est contenue dans Efz/v si N est assez grand. Alors

trace(p(f)) est la trace de la restriction de p(f) a Efjlv Fixons un ensemble de représentants
I'y des doubles classes H(F)U(F)\Qn/K'. Notons I'y le sous-ensemble des v € I'y tels que &
soit trivial sur YK’y N U(F). Pour «y € Ty, posons K [y] = yK'y~1 N H(F) et fixons une base

B[v] de l'espace EF "B Notons {b; b € B[]} la base duale de E?H M Pour yeI’yetbe Byl il
existe un unique élément ¢[b, 7] € E,, a support dans H(F)U(F)yK’', invariant & droite par K’ et
tel que @[b, v](7y) = b. L’ensemble {p[b, v]; v € Iy, b € B[y]} est une base de Eﬁ(;\, Alors, la trace
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de p(f) agissant dans Efjl\, est

Y ((e(helb,AD (), b).

ey bEB[]

(p(F)elb. A (1), B) = /G 7100 1)1(6)do
— mes(H(F)U(F)\H(F)U (F)/K")

<[ (B FO ) du d
H(F)U(F)

= mes(H (F)U(F)\H(F)U(F)7K') /H (F)<&(h)6, b)Y fE(h) dh.

La somme sur b € B[] de cette intégrale est trace((7 f¢)), ou encore I(6s, f, ). On vérifie que
ce terme est nul pour v € 'y, v ¢ Iy et on obtient

trace(p(f)) = ) mes(H(F)U(F)\H(F)U(F)yK') (85, f,7)

v€l'n
= / 105, f, 9)kn(g) dyg,
H(F)U(F)\G(F)
d’ou (3).
La fonction f est tres cuspidale. On calcule son quasi-caractere associé
(4) 0 = f(1) d(m) " 0.

En effet, cela résulte de notre définition 5.3 de 6 et de [Art87, théoreme, p. 3] (il y a un probleme
de passage a la contragrédiente dans ce théoréme).

Grace a (3) et au théoreme 7.8, on a trace(p(f))=1(0s, f). Grace a (4), I(0s, f) =
F(1)d(m) ' mgeom (o, 7). Alors la proposition résulte de (2). O

13.2 Les L-paquets

Considérons de nouveau la situation du §7.2. On suppose désormais que G et H sont quasi-
déployés, autrement dit que dan(V') < 2, dan (W) < 2. On affecte les notations d’un indice i : V;
Wi, G;, H; etc.

A équivalence pres, il existe au plus un couple (V’, ¢') analogue a (V;, ¢;), tel que dim(V’) =d,
le discriminant de ¢’ soit égal & celui de ¢;, mais (V', ¢') ne soit pas équivalent a (V;, ¢;). Un tel
couple vérifie dan (V') 4 dan(Vi) = 4. Le couple (V', ¢') existe si et seulement si d + dan(V;) > 4.
S’il existe, on le note (Vj, q,) et on introduit pour ce couple les mémes objets que pour (V;, ¢;),
affectés d’un indice a. On introduit de méme un couple (Wy, qw, ), s’il existe, c’est-a-dire si
dw, + dan(W;) > 4. Quand ces deux couples existent, on a I'égalité V, =W, & D et q, est la
somme orthogonale de gy, et de la forme déja fixée sur D.

Remarque. Les indices ¢ et a signifient ‘isotrope’ et ‘anisotrope’, les données affectées de 'indice
i ayant tendance a étre ‘plus isotropes’ que celles affectées de l'indice a. Précisément, on a
dan(%) + dan(Wi) < dan(va) + dan(Wa)-
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Pour simplifier, si le couple (Vg,q,), respectivement (W, qw,), n’existe pas, on pose
Temp(G,) =0, respectivement Temp(H,)=. Selon une conjecture due essentiellement &
Langlands, les ensembles de représentations Temp(G;) et Temp(G,) se décomposent en réunions
disjointes de L-paquets, qui possédent les propriétés (1), (2) et (3) ci-dessous.

(1) Soit IT un L-paquet de Temp(G;) ou Temp(Gy). L'ensemble IT est fini. Posons 0y = Yy 0.
Alors 01 est une distribution stable.

(2) Il existe une application qui, & un L-paquet dans Temp(G,), associe un L-paquet dans
Temp(G;), et satisfait les conditions suivantes. Elle est injective. Soient II, un L-paquet
dans Temp(G,) et II; son image. Alors (—1)%y, est le transfert & G,(F) de la distribution
01, sur G;(F). Soit II; un L-paquet dans Temp(G;) qui n’est pas dans 'image de I’application.
Alors le transfert a G, (F') de 0y, est nul (si le groupe G, existe).

Remarque. Le signe (—1)¢ s’interpréte comme (—1)r2€r(Ge)=rangr(Gi)  of  rangn(G,),

respectivement rangp(G;), est la dimension d’un sous-tore déployé maximal de G, respective-
ment G.

On sait définir la notion de modele de Whittaker d’une représentation dans Irr(G;). Plus
précisément, une telle notion est associée a chaque orbite nilpotente réguliere O de g;(F'). Soient
O une telle orbite et N € O. On peut compléter N en un slo-triplet qui détermine un sous-tore
maximal T et un sous-groupe de Borel B de G; de sorte que T C B et N € b(F). Notons Ug le
radical unipotent de B et définissons une fonction &5 sur Ug(F) par £y (exp(N)) =y ((N, N)).
C’est un caractere. Pour 7 € Irr(G;), on dit que 7 admet un modele de Whittaker relatif a O
s’ll existe une forme linéaire [ sur E., non nulle et telle que I(m(u)e) =¢Ex(u)l(e) pour tous
u € Up(F), e € E;. La derniére propriété des L-paquets est :

(3) pour tout L-paquet II dans Temp(G;) et toute orbite nilpotente réguliere O dans g;(F), il
existe un et un seul élément de II qui admet un modele de Whittaker relatif a O.

Remarques. La propriété (1) pour le groupe G; est annoncée par Arthur. Il n’y a guere de doute
que, dans un avenir proche, les travaux d’Arthur démontreront également cette propriété pour le
groupe G, et la propriété (2). Konno a montré que des résultats également annoncés par Arthur
entrainaient la propriété (3) [Kon02, théoreme 3.4]. Signalons que cette propriété (3) est une
conjecture de Shahidi.

Dans la suite de l’article, on admet D’existence de L-paquets possédant ces
propriétés. Bien évidemment, on les admet aussi pour les groupes H; et H, (I'entier d étant
changé en dyy).

13.3 Un résultat en direction de la conjecture locale de Gross—Prasad

Soient IT; un L-paquet dans Temp(G;) et ¥; un L-paquet dans Temp(H;). Si II; est dans I'image
de I’application 13.2(2), on note II, le L-paquet dans Temp(G,,) dont il est I'image. Sinon, on pose
I, = (. On définit de méme 3,. Pour (o, 1) € (3; x II;) U (£, x II,), on définit la multiplicité
m(o, ).

THEOREME. Supposons que tout élément de I1; U I1, soit supercuspidal. Alors il existe un unique
couple (o, m) € (3; x II;) U (X, x 1) tel que m(o, w) = 1.

Sous les hypotheses indiquées, c’est une partie de la conjecture 6.9 de [GP94]. La
démonstration sera donnée au paragraphe 13.6.
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13.4 Calcul de fonctions 5
On considere la situation du paragraphe 11.4 dont on reprend les notations. On reprend aussi
la notation Fy introduite au §11.5. Dans le cas ol d est pair et d > 4, on a défini des éléments
X}%. On pose €, = X1y (—NormFQ/F (a2)). En fait, ce terme ne dépend pas de ay puisque I'image
de Normp, r(az) dans F*/F*? est uniquement déterminée. On note T, le commutant de X;,fl
dans G.
LEMME.
(i) Supposons d impair ou d < 2. On a I’égalité
j(orega qu) = |WG|DG(qu)_1/2'
(ii) Supposons d pair, d > 4. Soit v € N'V'. On a I'égalité
5(01/’ qu) = |NV‘_1|WG’DG(qu)_1/2'
Pour Fy € FV, on a I'égalité
o o — Vi—1 G _
](Oua X}”—l) = _](OW XFl) =€e€mXn (I/T])‘W(G, TF1)HN | ID (X??_l) 1/2'
Preuve. Supposons d impair ou d < 2. D’apres la formule 2.6(4) et le lemme 11.4, on a 1’égalité
A-(Oregv qu) = j()‘qua X )

pour tout A € F*2 assez VOlSln de 0. Le commutant 1,4 de qu dans G est un Lévi minimal.
La formule 2.6(5) exprlme 39 (AX 4, Xqa) & Paide de la fonction j7ee. Mais, pour tout tore T, la
fonction (X, Y) +— j7(X,Y) est constante de valeur 1, ainsi qu’il résulte de sa définition. D’autre
part, un élément de tyq(F') est conjugué a X,q par un élément de G(F) si et seulement s’il I'est
par un élément de Normgpy(Tyq)- Iy a |WE| tels éléments. Alors, la formule 2.6(5) conduit &
I'égalité du (i) de I’énoncé.

Dans la situation du (ii), notons & I’ensemble formé des éléments X4 et Xﬁ, pour Iy € FV.
La formule 2.6(4) et le lemme 11.4 entrainent que pour A € F*? assez voisin de 0, on a I'égalité

W 5<oy,Y>:\NV\-1<3<Aqu,Y>+ ) xH(un)(i(AXa,Y)—5<AX;1,Y>>)

FeFVv
pour tout Y € X. Fixons un tel .
Comme ci-dessus, on a
j(/\quh qu> = ’WG‘DG(qu)_l/Q-
D’autre part, pour Fj € FV, 1'élément X?,El n’est conjugué a aucun élément de tyq(F) et la
formule 2.6(5) entraine
J(A\Xqq, X5,) =0.

Soit Fy € FV. 1l nous faut calculer 5(>\X;1, Y) —j()\XEl, Y) pour Y € X. On va d’abord
supposer d =4. Pour j =1, 2, notons G; le groupe spécial orthogonal de F; muni de la forme
Normp, /p. C’est un tore de dimension 1. Le groupe G’ = G x G5 est un groupe endoscopique
elliptique de G. La classe de conjugaison stable de X}tl dans g(F) est 'image de deux classes
de conjugaison stable dans g'(F'), qui sont conjugués par l'action du groupe orthogonal G'*(F')

tout entier. Puisque G’ est un tore, chacune de ces classes se réduit & un élément. Notons X' et
X" ces deux éléments. Le facteur de transfert Ag ¢ vérifie I'égalité

Agar (X', X ) Ag.ar (X, Xg,l)
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pour ( ==+ et on peut le normaliser de sorte que le terme ci-dessus vaille ¢ (en identifiant le
signe ¢ & un élément de {£1}). Grace a Ngo Bao Chau [Ngo08], la conjecture 1.2 de [Wal97]
est maintenant démontrée. La fonction i%(X,Y) de [Wal97] est égale a (X, Y)D%(Y)Y2. La
fonction ¢ est constante de valeur 1 puisque G’ est un tore. Avec les notations de cette référence,
on a donc 'égalité

Y (8)GE X Y) = O OXE, YD) =(d) Y Aga(ZY)
Zeg!(F)
pour tout Y € g,.,(F). La classe de conjugaison stable de I'élément X 4 n’est I'image d’aucun
élément de g'(F'). Il n’y a donc aucun Z pour lequel Ag ¢/ (Z, X4q) # 0. On obtient
.}'G()‘X}J«"rla qu) - 5G()\X§17 qu) =0.

Soit | € FV. Si F| # Fy, la classe de conjugaison stable d'un élément X%,, pour ¢ ==+, n’est
1

I'image d’aucun élément de g’'(F') et on obtient de méme
e + v¢ He = x<¢y—
J ()‘XFleFI/)_j (AXFNXF{)_O

Si Iy # Fy, la classe de conjugaison stable de XIC;1 est 'image de deux éléments de g'(F'), & savoir
X" et X" et on sait que Ag e (Z, X%l) =(pour Z=X', X". Si F} = Fy, la classe de conjugaison
stable de X}l est 'image de quatre éléments de g/(F) : X', X", et les éléments X' et X” obtenus
en échangeant les deux facteurs de X’ ou X”. Un argument général nous dit que, parce que G

est quasi-déployé, le facteur de transfert est insensible a ’action d’un automorphisme du groupe
endoscopique G’. Donc Ag ¢ (Z, X%l) =(pour Z=X' X", X', X". On obtient

gte AGy v —1 Gyt~
JOOXE, X5) = 9 OXp, Xy ) =201+ 0, )7 (8) 70 (9) T DY (X )2,
Remarquons que DG(X;;l) :DG(Xgl). Si Fy # Fs, le groupe W (G, T ) a deux éléments :
I’action de I’élément non trivial de ce groupe envoie Xf,l sur un élément analogue ou les valeurs
propres aj et ag sont changées en —aj et —ag. Si Fy = Fy, le groupe W(G, Tr,) a 4 éléments :
on peut de plus permuter les deux facteurs. Donc
2(1 + 5F17F2) = ‘W(G7 TF1)"

Il reste a calculer les facteurs v,. Ces facteurs sont les ‘constantes de Weil” associées a 9 et
aux formes quadratiques (X,Y) — trace(XY)/2 sur g(F) et g/(F). Fixons &, & € F* tels que
Fj = F( /&) pour j =1, 2. Si G est déployé, posons £ = 1. Si G n’est pas déployé, soit & € F* tel
que E = F(\/€). La forme quadratique sur g(F) a méme noyau anisotrope que la forme 2 + £y?
de dimension 2. La forme quadratique sur g’(F) est équivalente & la forme &122 + &y%. Ces deux
formes ont méme déterminant. Elles sont équivalentes si et seulement si xr (§2) =1, ou, ce qui
revient au méme, si €, = 1. On en déduit 1’égalité

Y (8)70(0) " = e,
puis
(2) JOOXE, XG) = JOOXp, Xiy) = Cer [W(G, T ) DY (XF) 72,
Remarque. Le calcul serait le méme si 'on remplagait Xfpl par un élément similaire, mais de

valeurs propres différentes. Par exemple si I’on remplagait Xfpl par un conjugué par un élément
du groupe G*(F).
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Levons 'hypothese d = 4. Dans la construction du § 11.4 des éléments X 251, on a fixé un espace

hyperbolique Z et un sous-tore déployé maximal T du groupe spécial orthogonal de cet espace.
Notons M le commutant de T dans G. On a M =TG’, ot G’ est le groupe spécial orthogonal
de l'espace quadratique F} & Fy de dimension 4. Soit X € X' et Y un élément de m(F") conjugué
& X par un élément de G(F). Il est clair que Y =Y +Y’, ot Y € {(F) et Y/ est un élément
de g/(F) construit de la méme fagon que X, éventuellement conjugué par un élément du groupe
G'*+(F). Comme on I’a dit ci-dessus, la fonction ;7 est constante de valeur 1. La formule 2.6(4)
et nos résultats ci-dessus appliqués au groupe G’ conduisent & 1'égalité

JENXE X) = j9(\Xp, X) =0

pour X € X, X # Xﬁ. Pour X = X?,El, on doit calculer le nombre de classes de conjugaison par
M (F) contenues dans l'intersection de m(F’) et de la classe de conjugaison par G(F') de X. Parce
que X est elliptique dans m(F), tout élément g € G(F) tel que gXg~' € m(F) normalise M. Le
nombre cherché est donc le nombre d’éléments du groupe Normgpy(M)/M(F). On vérifie que
tout élément de ce quotient a un représentant dans Normg(py(Tr, ). Le nombre cherché est donc
\W(G, Tr,)||W (M, Tk, )| ~*. Le deuxieme facteur est l'inverse de celui qui apparait dans I’égalité
(2) appliquée au groupe G’. On obtient alors la méme égalité (2) pour notre groupe G.

On a maintenant calculé tous les termes intervenant dans la formule (1). Cette formule
conduit a 1’égalité du (ii) de 1’énoncé. O

13.5 Classes de conjugaison stable de tores
Dans ce paragraphe, on travaille soit avec I'une des séries de données V;, W;, G; etc. ou V,, W,
G, etc., soit avec les deux. Dans le premier cas, pour simplifier, on note b I'indice ¢ ou a. On
a défini 'ensemble 7, au §7.3. A T € T, on a associé¢ des espaces W] etc. et des groupes H,
etc. On précise la notation en les notant plutot Wb,,T’ HLT etc. Pour T'€ 7, on introduit le
groupe de cohomologie H!(T) = H'(Gal(F/F), T). Puisque A7 = {1}, ce groupe est un produit
de facteurs Z/2Z et il est non trivial si T # {1}. On pose

) - O ST 0

1 siT ={1}.

On introduit le groupe W (H,,, T) = Normpy, (T')/Zp,(T). Le groupe de Galois Gal(F/F) agit sur
W (H,,T), on note Wg(H,, T') le sous-groupe des points fixes.

Fixons un isomorphisme ®: W, ®p F — W,; ®@p F tel que qw,(®(w), ®(w')) = qw, (w, w')
pour tous w, w’ € W, ®p F. Pour h € H,, notons ¢(h) =®oho® ! Clest un élément de H;
et 'isomorphisme ¢ ainsi défini de H, sur H; est un torseur intérieur. Soient T, 7" € T, UT,.
On dit que T et T” sont stablement conjugués si et seulement si 'une des conditions suivantes
(1) ou (2) est vérifiée.
(1) Il existe un indice b tel que T, T" € T ,. Il existe h € H, tel que hTh~! =T’ et 'homomorphisme
t+ hth™' de T sur T’ est défini sur F.
(2) Quitte & échanger T et T', onaT € T, et T" € T,. ll existe h € H; de sorte que hé(T,)h ! =T,
et I’homomorphisme t +— ho(t)h~! de T, sur T; est défini sur F.

On note T ~4 T" cette relation. On vérifie que c’est une relation d’équivalence.

LEMME.

(i) Soient T et T' deux éléments de T, U T, stablement conjugués. Dans la situation de (1),
lespace quadratique Wb/,T’ respectivement Wb/,IT’ est isomorphe a Wb/,T” respectivement
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W'y et on peut choisir h vérifiant (1) de sorte que la restriction de h a W'y soit
un isomorphisme défini sur F de W' sur W'y, Dans la situation de (2), les espaces
quadratiques W7 et W” v sont 1somorphes et on peut choisir h vérifiant (1) de sorte que
la restriction de h od a W”T soit un isomorphisme défini sur F' de W”T sur W' .

(ii) Soit T'€ T,,. On a I’égalité

Y IW(H, T = hT)|Wr(H,, T)| ™
T'€TyT" ~ st T
Les nombres h(T) et |Wg(H,, T)| ne dépendent que de la classe de conjugaison stable de T.

(iii) Toute classe de conjugaison stable dans T, U7, coupe T ;. La seule classe de conjugaison
stable qui ne coupe pas T, est la classe réduite au tore {1} € T,.

Preuve. Soient T et T’ deux éléments de 7, stablement conjugués et h vérifiant (1).
Supposons dyy, impair. On a h(Wb”/T ®p F)= Wb .~ ®p F. Notons b : Wb//T @F F — Wb/,/T' Qr F
la restriction de h. L’application ¢ : x — h”xzh”~1 est un isomorphisme de Hb”T sur Hb,,T' Ces
deux groupes étant quasi-déployés, on peut fixer dans chacun d’eux un sous-groupe de Borel,
un sous-tore maximal de ce groupe et un épinglage, ces données étant définies sur F. Quitte
a multiplier A" & droite par un élément de H;’T, ce qui est loisible, on peut supposer que ¢
envoie ces données du groupe Hb” + sur celles du groupe Hb’fT,. Soit o € Gal(F/F). La condition
(1) entraine que o(h)~'h appartient au commutant de 7' dans H,, c’est-a-dire & T x H,' .. Donc

a(h") "t € Hb”T Cet élément conserve le sous-groupe de Borel, le tore maximal et I’épinglage
de H)';.. Donc il appartient au centre de Hb 7> qui est réduit & {1} puisque dim(W}") est impaire.
Donc h” est défini sur F' et c’est un isomorphisme de W7 sur vaT, Supposons dyy, pair.
On considére h comme un élément de G et on remplace les espaces Wb”T et Wb,,/T’ par Vb”T et
VbHT/ dans le raisonnement précédent. On conclut de méme que ces deux derniers espaces sont
isomorphes. Puisque Wb//T et T/Vb o sont les orthogonaux dans ces espaces de I'espace commun
D & Z, ils sont eux-aussi isomorphes. De méme, maintenant que ’on a prouvé que Wb”T et VVb s
étaient isomorphes, Wb,,T et Wb/,T’ le sont aussi. On peut remplacer h par un élément qui a méme
restriction a Wb/,T @p F et qui est un isomorphisme défini sur F de Wb” sur T/V|7 o (on peut
choisir ce dernier tel que h soit dans H, et non seulement dans H"). Un tel h vérifie encore (1)
et la condition du (i) de I’énoncé.

Soient T'€ T, et T" € T, deux éléments stablement conjugués et h vérifiant (2). Dans le cas
dw, impair, le méme raisonnement s’applique en remplacant 1’application h” par la restriction
de ho® & W), ®p F et ¢" par la restriction & H p de x+ ho(x )h~1. Dans le cas dyy, pair,
on étend ® en un isomorphisme de V, @ F sur V ®@r F qui est I'identité sur D @ Z. On en
déduit un prolongement de ¢ en un torseur intérieur de G, sur G;. On remplace alors h” par la
restriction de h o @ & V' @5 F et ¢ par la restriction a G,rdexi— ho(z)h~1. Cela prouve (i).

Soit T € T,. Notons Hy I’ensemble des h € H, tels que o(h)~*h € T pour tout o € Gal(F'/F).
On vient de voir que, pour tout élément 7" € 7, stablement conjugué & T, il existait h € Hp tel
que hTh™' =T'. Inversement, pour h € Hr, le tore 7' = hTh™! est défini sur F. La restriction
de h & W est définie sur F et le tore 7" appartient & 7, : on a Wb = h(W ) et Wb T est
lorthogonal de cet espace dans W,. A tout h € Hr, associons lumque élément Th S tel que
hTh~! soit conjugué & T}, par un élément de H,(F). L’application h+ T}, se quotiente en une
surjection de H,(F)\Hr/T sur 'ensemble des T" € 7, tels que 7" ~4 T. Pour h € H,(F)\Hr/T,
notons n(h) le nombre d’éléments de la fibre de cette application au-dessus de Tj. Le membre
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de gauche de I’égalité du (ii) de I’énoncé est égal a

ST ) WH, T
heH,(F)\Hr/T

Soit h € H,(F)\Hr/T, que l'on releve en un élément de Hr tel que hTh~! = Tj,. Notons H, 1
I'ensemble des = € Hr tels que 2T~ = Tj,. L’entier n(h) est le nombre d’éléments de I'image de
Hp,r dans Hy(F)\Hr/T. On vérifie que Hjy, 7 = h(Hr N Normpg, (T)). Donc n(h) est le nombre
d’éléments de I'image de 'application

Hr N NOl“me (T) — Hb(F)\HT/T
n +— H,(F)hnT.

On vérifie que cette application se quotiente en une bijection de Normpg, ) (Th)\(Hr N
Normp, (T))/TH@CT(F) sur son image. Le groupe THI/,/’T(F) est un sous-groupe distingué
de Hr N Normp, (T') et son intersection avec Normp, g)(Th) est Zg, 7y (Th). Donc n(h) =
n|W(H,, Ty)| ™", ot ny est le nombre d’éléments de (Hy N Normp, (T))/ TH}) ;(F). Le mem-
bre de gauche de ’égalité du (ii) de I’énoncé est donc égal & nznl_l, ou ny est le nombre d’éléments
de H,(F)\Hr/T. On vérifie que I'application qui, & h € Hrp, associe le cocycle o — a(h)~th, se
quotiente en une bijection de H,(F)\'Hr/T sur le noyau de I’application H'(T) — H'(H,). On
sait bien que ce noyau a h(7T) éléments. Donc ng = h(T"). Considérons I’application naturelle

(3) (Hr N Normp, (T))/ TH} 1(F) — W(H,, T).

On vérifie qu’elle est injective et que son image est contenue dans Wg(H,, T). Inversement,
soit n € Normp, (T) dont l'image dans W(H,,T) appartient & Wg(H,, T). Tout élément de
Normpg, (T') conserve les espaces W|7’7T QF F et Wb,,T ®r F. Notons n’ et n” les restrictions de n
a ces espaces. Choisissons n( € H;/; (F) de méme déterminant que n”. Considérons 1’élément
no € H, de restriction n’ a Wb’j ®@p F et de restriction ng a Wb//T @p F. 11 appartient a
Normp, (T) et a méme image que n dans W (H,, T'). Puisque cette image appartient & Wg(H,, T),
onao(ng) tng €T x Hb”T pour tout o € Gal(F/F). Par construction, la restriction de o(ng) ~1ng
a Wb”T @5 F est I'identité. Donc cet élément appartient & T et ng appartient & Hy N Norm a,(T).
L’image de l'injection (3) est donc égale & Wr(H,,T) et n; est le nombre d’éléments de cet
ensemble. Cela prouve ’égalité du (ii) de 1’énoncé.

Deux tores T et T" stablement conjugués sont isomorphes sur F, donc h(T) = h(T"). Dans la
situation de (2), on vérifie que I'application n +— he(n)h~! est un isomorphisme de Wr(H,, T)
sur Wg(H;, T") d’ou I'égalité du nombre d’éléments de ces ensembles. Un résultat analogue vaut
dans la situation de (1). Cela prouve (ii).

Soit T'€ 7 ,. Puisqu’au moins 'un des groupes H, ou G, n’est pas quasi-déployé, on a
W(;’T # {0}. Cet espace est de dimension paire. S’il est de dimension 2, ona T = H, L’%T et, puisque
Ar ={1}, W/, n’est pas hyperbolique. Il existe donc un espace quadratique, notons-le W/ .,
qui a méme dimension que W/ 5., dont la forme quadratique a méme déterminant que celle de
W/ 1, mais qui n’est pas isomo’rphe a W/ . Il est clair que la somme orthogonale W/, & W/,
est Visomorphe a W;. Puisque T est un sous-tore maximal elliptique de H ;., on peut le transférer
en un sous-tore maximal elliptique 7" du groupe spécial orthogonal HZ’T de I'espace W ;. Par
l'isomorphisme précédent, 7" devient un sous-tore de H;. Ce tore T’ appartient & 7, et est
stablement conjugué a 7. Donc la classe de conjugaison stable de T" coupe 7,. Si T € T, et
T # {1}, un raisonnement analogue montre que la classe de conjugaison stable de T' coupe 7 ,.
Par contre, si T'= {1}, sa classe de conjugaison stable se réduit & T lui-méme. Le seul sous-tore
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de H, qui pourrait lui correspondre est le sous-tore {1} de H;. Mais celui-ci n’appartient pas a
7T, puisque I'un des groupes H, ou G, n’est pas quasi-déployé. O

13.6 Démonstration du théoréme 13.3
Pour un indice b =4 ou a, considérons la somme
m(zbv Hb) = Z m(07 7[-)’
O'GE,,JTGH,,

D’apres I’hypothese du théoréme, toutes les représentations m qui interviennent sont
supercuspidales. D’apres la proposition 13.1, on peut remplacer les multiplicités m(o, 7) par
Mgeom (0, ). On obtient

(1) m (3, 11, ) :7%7:; W (H,, T)|~'v(T) /T(F) cs, (t)en, (DT (A1) dt,

em, () =Y ex(t),

well,

et c5 (t) est défini de facon analogue. Fixons T' € 7,, introduisons les espaces W7 et V] et les
groupes H)'. et GI/ ;. qui lui sont associés. Pour w € I, t € Ty(F) et X € g . (F), avec X assez
proche de 0, on a un développement

Or(texp(X))DDr(X) V2= N ¢y o(t)]F(0, X) DT (X)1V2,
OeNil(a! )
Le terme c,(t) est égal & cg, o,,,(t) si d est impair ou si dlm(Vb”T) <2, ac¢y,0, () sidest pair

et dim(V}".) > 4. Remplacons X par AX, avec A € F*? et faisons tendre X vers 0. D’apres la
formule 2.6(1), la fonction

A Jhr (0, 0X) D% (A X)12

tend vers 0 si O n’est pas réguliere. Supposons d’abord d impair ou dim(V}",) < 2. Choisissons
pour X un élément de la forme X,4. D’apres le lemme 13.4, la fonction ci-dessus est constante

de valeur |WGL/7T | pour O = Oyeg. On obtient

ex(t) = |WChr |1 lim (1 exp(AX4q)) D (A X ,q) /2.

Si maintenant d est pair et dim(V};) > 4, on introduit dans I'algebre gi /(F") des éléments X%l.
Le lemme 13.4 conduit alors a 1’égalité
er(t) = lim [WE0r |70 (¢ exp(AXa)) D (AXya) 2
1 _
+3 > IW(G 1, Try) ™ erxr, (von) (B (t exp(AXF )
Fi vablv/T

— O (t exp(AX 7)) DY (AX py ) /2.
Pour calculer cry, (t), on somme ces expressions sur 7 € IT,. Cela revient a remplacer les caracteres
0 par Oy,. Dans le cas ou d est pair et dlm(‘/l;”T) >4, on remarque que, pour F; € F Vb/fT, les
points ¢ exp()\X;El) et t exp(AXF, ) sont stablement conjugués. Or 0y, est une distribution stable.
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Donc
O, (£ exp(AX,)) — b, (t exp(AX 7)) = 0.

En tout cas, on obtient ’égalité
(2) e, (t) = [W |~ lim Oy, (1 exp(AXya)) DT (A X 4q) /2.

Soit T" € 7, stablement conjugué a T. D’apres le lemme 13.5(i), on peut choisir un élément h € H
vérifiant la condition 13.5(1) et tel que sa restriction a V;”T soit un isomorphisme défini sur F'
de cet espace sur ‘/b,/T’ La conjugaison par h identifie T & T”, Vb”T a Vb”T’ et G/b, oA G’b’ 70 Soit
t' = hth~'. Posons X ol = hXqah™t. Clest un élément de gl’j’ 7 (F) qui a les mémes propriétés que
Xqa- On peut calculer cry, (¥') en remplagant ¢ par ¢’ et Xyq par X, dans la formule (2). Mais
les éléments ¢ exp(AXyq) et t’ exp(AX (/1 ;) sont stablement conjugués. Puisque 0y, est stable, cette
fonction prend la méme valeur en ces deux éléments et on en déduit cry, (t) = cry, (t'). On démontre
de méme I'égalité cy, (t) = c5;, (¢). On a aussi DH)A(t)" = DH(t")A(t)". Alors I'intégrale indexée
par T" dans la formule (1) a la méme valeur que celle indexée par T.

Notons 7, ;; un sous-ensemble de représentants dans 7, des classes de conjugaison stable
coupant 7. Alors

(€)= 37 mTuT) [ e (e, (0D (OAE) at

Teﬂ,st T(F)

mT)= Y W, T
T/ €Ty T ~st T
Le lemme 13.5(iii) définit une injection 7, ¢ — T; s¢. Soient Ty, € Ty o et T; € T; o son image.
Choisissons h € H; vérifiant la condition 13.5(2) et tel que la restriction de ho ® & W, soit
définie sur F (lemme 13.5(i)). Soit ¢ € T, 4(F), posons t' = h¢(t)h~!. Un argument similaire a
celui ci-dessus montre que

e, (1) = (=1) e, (1), o5, (1) = (=1)W eg, ().
Les signes proviennent de la relation 13.2(2). Leur produit est —1. On a aussi m(7,) = m(T;)
d’aprés le lemme 13.5(ii) et, bien str, De(t)A(t)" = D7i(¢')A(¢')". Alors la contribution de T,
am(Xg, I,) est Popposée de celle de T; a m(%;, II;). La somme m(%,, I1,) + m(3;, IT;) se réduit
donc a la contribution de I'unique classe de conjugaison stable qui ne coupe pas 7, 4, c’est-a-dire
a la contribution du tore {1} de 7;. On obtient

(3) m(Xq, ) + m(X;, IL;) = Cgi(l)CHi(1)~

Rappelons un résultat de Rodier [Rod81, théoréme p. 161 et remarque 2 p. 162]. Soient 7 une
représentation admissible irréductible de G;(F') et O une orbite nilpotente réguliere de g,(F).
Alors ¢y, o(1) vaut 1 si m possede un modele de Whittaker relatif & O et 0 sinon. On a

CHi(l) = Z C97r,(9(1)7
mell;

oll O = Oreg 0u O, selon le cas. Le résultat ci-dessus et la propriété 13.2(3) entrainent que cette
somme ne contient qu'un terme non nul, qui vaut 1. Donc crp, (1) =1 et, de méme, cg (1) =1.
Le membre de gauche de (3) est la somme des m(o, ) pour (o, 7)€ (X; x II;) U (3, x II,).
Puisqu’elle vaut 1, il y a un unique couple (o, 7) pour lequel m(o, 7) = 1. O
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