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Abstract

We construct the Weil representation of the Kantor-Koecher-Tits Lie algebra g associated to a simple real
Jordan algebra V. Later we introduce a family of integral operators intertwining the Weil representation
with the infinitesimal representations of the degenerate principal series of the conformal group G of the
Jordan algebra V. The decomposition of L2(V) in the case of Jordan algebra of real square matrices is
given using this construction.

2000 Mathematics subject classification: primary 22E45, 42B35, 17C30.

Introduction

En 1979 Kashiwara et Vergne ont décrit, [8], une méthode d’étude de I’espace des
fonctions de carré intégrable définies sur la frontiére de Shilov d’un domaine de type
tube associé au cone des matrices symétriques définie-positives. Cette méthode est
basée sur I’ équivalence d’une certaine représentation de la série principale dégénérée
du groupe symplectique Sp(n, R) (ou de son revétement universel Mp(n, R) pour n
pair) et de la représentation de Weil. '

Nous poursuivons la méme idée en construisant la représentation de Weil pour la
classe des algebres de Lie de Kantor-Koecher-Tits. Nous appliquons cette méthode a
I’étude de I’espace L? défini sur une algébre de Jordan non-euclidienne. L’exemple
de I’algebre de Jordan des matrices réelles carrées est étudié en détail.

Ce travail est une partie de ma thése préparée sous la direction de Jacques Faraut
a qui j’exprime ici ma profonde reconnaissance. Je remercie également Wolfgang
Bertram pour ses remarques et suggestions qui me furent précieuses.
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1. Algébres de Jordan et les groupes conformes

Soit F le corps R ou C, alors un espace vectoriel V sur F est une algebre sur F si une
application bilinéaire (x, y) — xy de V x V dans V est définie. Pour tout élément
x € V, L(x) désigne I’application linéaire de V dans V définie par: L(x)y = xy.
V est dite une algébre de Jordan si pour tous éléments x et y dans V:

xy=yx, x(xy)= x2(xy).

Nous notons 7 le rang de ’algébre V et n sa dimension. A tout élément régulier
de V nous associons de polyndmes tr(x) et det(x) qui coincident avec la trace et le
déterminant habituels au cas d’une algébre de Jordan matricielle [5].

Définissons la représentation quadratique de 1’algébre de Jordan V:

P(x) =2L(x)* — L(x?).

Alors P(P(x)y) = P(x)P(y)P(x), P(x)x™' = x, P(x!) = P(x)7!, si x7},
Uinverse de Jordan est défini. Notons que detx = Det(P(x))"/*".

Pour tout couple x, y € V nous notons x Oy I’endomorphisme de V défini par:
x0y = L(xy) + [L(x), L(y)].

Une algebre de Jordan réelle ou complexe V est dite semi-simple si la forme
bilinéaire Tr L(xy) est non dégénérée. On montre que toute algebre de Jordan semi-
simple posséde un élément neutre. V est dite simple si elle ne contient pas d’idéal
non trivial. Une algébre de Jordan simple est semi-simple et une alggbre de Jordan
semi-simple est somme directe d’idéaux simples. -

Une algebre de Jordan réelle est dite euclidienne si la forme bilinéaire 7(x, y) =
Tr L(xy) est définie positive.

Soit V une algebre de Jordan simple réelle de dimension n et de rang r. Le groupe
de structure Str(V) de V est le groupe des transformations linéaires g € GL(V) de
V pour lesquelles le polyndme detx est un semi-invariant, det(g.x) = A(g)det(x),
et A(g) = Det(g)/" est un caractére de Str(V) a valeurs dans R*. Nous notons
L = Str(V)° la composante neutre du groupe de structure. On montre qu’il existe
un nombre fini de L-orbites w; dans V et que le complémentaire de 1’ensemble U;w;
est de mesure nulle dans V. Nous notons N le groupe des translations n, (v € V),
n, : x = x + v, et P le groupe des transformations affines de V, c’est le produit
semi-direct: P = L x N. Nous notons j la transformation rationnelle de V définie
par: j(x) = —x~!. Le groupe conforme Co(V) ou groupe de Kantor-Koecher-Tits
de V est le groupe des transformations rationnelles de V engendré par P et j. Nous
notons G sa composante neutre. C’est un groupe de Lie et P est un sous-groupe
parabolique maximal de G dont le nilradical est abélien et isomorphe a V.,

Une transformation différentiable ¢ : U — V, ot U est un ouvert de V, est dite
L-conforme si, en tout point x de U, la différentielle D,¢ appartient a L. Si V
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est une algebre de Jordan simple différente de R et de C, alors toute transformation
L-conforme est une restriction d’un élément du groupe conforme G, [1].

Si T est un endomorphisme de V, on note T* son adjoint par rapport a la forme
bilinéaire t, c’est-a-dire t(Tx,y) = t(x, T*y). Lendomorphisme T appartient
a | = Lie(L) si et seulement si 2P(Tx,x) = TP(x) + P(x)T*. Si g € L, alors
(gx)~' = (g")~'x71, ([5, Proposition VIIL.2.5]),etsi T € [, alors P(x)Tx~! = —T"x.

Un élément de I’algebre de Lie g de G est un champ de vecteurs polynomial X
sur V de la forme X(z) = u+ Tz — P(2)v, avec u,v € Vet T € [ = Lie(L).
Ainsi & X est associé un triplet (4, T, v) € V x [ x V, nous I'écrirons X = (u, T, v).
L’algebre de Lie g est munie du crochet de Lie défini par:

(X1, X5] = (Tiuz — Tuy, [T, Bl + 2(ui D) — 2(u, 00y), —Tvy + Twy),

ou X; = (u;, T, vy).

L’algebre de Lie g est appelée algébre de Kantor-Koecher-Tits de 1’algébre de
Jordan V. C’est une algeébre de Lie simple.

Soit o I'involution de G définie par 6 (g) = j o g o j, et notons également o sa
différentielle a 1’élément neutre. Si X (z) = u + Tz — P(z)v, alors

oX)D)=P@D)X (2 H=-v—-P@QTz '+ PQu=—-v -T2+ P(Qu.

Ainsio(u, T, v) = (—v, =T*, —u).

Soit v une involution de Cartan de V c’est-a-dire un automorphisme involutif
de V tel que la forme bilinéaire 7(vx, y) soit définie positive. Nous considérons le
produit scalaire définie sur V par (x | y) = t(vx, y), et nous notons T* I’adjoint d’un
endomorphisme T par rapport a ce produit scalaire.

PROPOSITION 1.1. L’application 6 : g +> g définie par
O(u, T,v) = (~ v(v), = T*, ~v(w)),
est une involution de Cartan de l’algébre de Kantor-Koecher-Tits.

DEMONSTRATION. Si X = (4, T,v), X’ = (&, T',v') € g. Soit B la forme de
Killing de I’algeébre de Lie g. Elle s’écrit ([14, Proposition 7.1)]:

B(X,X") =By (T, T) +2T(TT') + 4t (u, v') + 4t (v, &),

ol By, désigne la forme de Killing de 1’algébre de Lie go. Or la forme bilinéaire
T(x, v(y)) est définie positive sur V, donc la forme de Killing

B(X,0X) = =By (T, T*) = 2Te(TT*) — 4t (u, v(w)) — 41 (v, v(v))

est définie négative, et 6 est une involution de Cartan de I’algébre g. O
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Notons que I’involution de Cartan du groupe conforme G associée a 6 s’écrit
f(g)=vojogojouv.

La sous-algebre € = g° = {(u, T, —v(w)) | T* = —T} est I’algébre de Lie d’un
sous-groupe compact maximal K de G. Soit N = o(N) le groupe des transformations
conformes i, = j on, 0j, n,(x) = (x~} —v)7.

PROPOSITION 1.2 ([2, Théoréme 2.1.4, Section 2.3]). La transformation conforme
n, est définie en 0, n,(0) = 0 et sa différentielle en O est égale a l'identité, (Dn,)o = I.

Réciproquement, si g est une transformation conforme définie en O et telle que
Dgo=1, alors g € N.

PROPOSITION 1.3 ([2, Theorem 2.14, Section 2.3]). Soit G’ I’ensemble des trans-
formations conformes définies en 0. Alors G’ est un ouvert dense de G et

(8€G g0 =0=P.
De plus G' = NLN. L'application N x L x N — G’ est un difféomorphisme.

Nous appelons cette décomposition, décomposition de Gelfand-Naimark.

PROPOSITION 1.4. Si la transformation g€ G est définie en xeV, alors, gn,eNLN
et sa décomposition de Gelfand-Naimark s’écrit: gn, = n,,Dg(x)n’, ou Dg(x) € L
désigne la différentielle de I’application L-conforme x +— gx etn’ € N.

DEMONSTRATION. Le groupe des translations N peut étre identifié a I’ensemble des
transformations conformes g € G telles que Dg(x) = id quelque soit x € V. Puisque
tout élément g € NLN s’écrit g = n(@l(gn’(g) = ngool(g) on'(g). Daprés
la Proposition 1.2 la différentielle de g en O est égale a Dg(0) = idoDI(g)(0) o id,
ou id désigne la transformation identité. Or la transformation /(g) étant linéaire elle
coincide avec sa différentielle, ainsi Dg(0) = I(g) et donc g = n,¢Dg(0)n’, Con-
sidérons maintenant g’ = gn, = nyoDg'(0)n’. Alors ngo = ng, o = ny, et de
méme

D(g’)(0) = D(gn,)(0) = D(g)(n,0)D(n,)(0) = D(g)(x).
Donc gn, = n,,Dg(x)n'. O

Par la suite nous aurons besoin du lemme suivant, dont la démonstration est un
simple calcul:

LEMME 1.5. Soit u € V, alors pour toutn, € N,

O(n_)u= W' +vE)
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2. Représentations induites de P

Pour tout m € Cet e = 0, 1 introduisons le caractére y,, . du groupe L défini par:

Xm.c(8) = (sgn(X(g))*|A ()™

Nous prolongeons trivialement ce caractére 3 P = L x N, ot N = o(N). Con-
sidérons ’espace I, = {f € C®(G) : f (hp) = Xm.(P)f (W)} o0 h € G, p € P.

Le groupe G y opére par: (%, .(g)f)(h) = f (g~'h) pour tout f € I,. La norme
d’une fonction f € I, estdéfinie par: ||f |I> = [ |f (k)1 dk, ol K estle sous-groupe
compact maximal du groupe conforme.

D’apres la décomposition de Gelfand-Naimark toute fonction f € I~,,._€ est déter-
minée par sa restriction fv(x) = f (n,) sur N >~ V. Nous notons I, . le sous-espace
de C*(V) des fonctions f, avec f € I,,,.

Le groupe G agit également dans I, . par:

nm,e(g)f (.X) = Xm,s(Dg_l(x))f (g_lx)-

En particulier, si g est une translation, g : x — x + a, avec x, a € V, alors

nm,e(g)f(x) =f(-x —a),
sig € L, alors
Tm,e (8)f (%) = Xme(87)f (g7'%),
etsig =j : x - —x~!, alors pour tout x inversible
Tme(8)f (x) = |detx| ™" f (—x 7).
En effet, [S, Proposition 11.3.3] pour tout x inversible, D(j)(x) = P(x)™! € L et
A(P(x)) = (detx).
Soit g = khn,, avec k € K, h € L. Notons que I’élément h est déterminé modulo

K N L i gauche. Nous posons 8y(g) = A(h)™™". On peut facilement montrer la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. La norme d’une fonction f (n,) = fy(x) € I, . est donnée par:
112 = [ 1 ulaamo™enr dx.
\4

COROLLAIRE 2.2. Pour Rem = n/2r, I,,. C L*(V) et la représentation e €St
unitaire.
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PROPOSITION 2.3. Soit n, = k(n,)h(n,)n € N, alors

So(n,) = A(h(n,))™! = det(x ™! + v(x)) detx.

DEMONSTRATION. Si g = k(g)h(g)n alors, 8(g~!)g = n~'h(g)*n. Mais d’aprés
la décomposition de Gelfand-Naimark g = nD(g)(0)n. Ainsi

h(n,)? = D(@(n_,)n.)(0).

Soit u € V, alors d’aprés le Lemme 1.5 (n_,)n,u = ((x + u)~' + v(x))~!. Con-
sidérons la différentielle de cette application en O.

DB (n-)n)(0) = Px~' +v(x))" P(x)™".

L opérateur de Bergman B(x, y) est défini par B(x,y) = P(x)P(x~! — y), et on
montre que c’est une fonction polynomiale en x et y, [9, Lemma 2.3]). Ainsi

D@ (n_)n,)(0) = B(x, —v(x))~".
Puisque A(P(x)) = detx? il en résulte que 8o(n,) = det(x ! + v(x)) det x. a

La norme d’une fonction dans I, , est donnée par
112 = [ /P Det s, —vay™ 2
. 12

LEMME 2.4. Soit f € C*®(V) telle que, pour tout g € G, w,.(g)f €.C®(V),
alors f € I, .

DEMONSTRATION. Considérons la fonction ¢ définie sur G par

¢(8) = (Tm.c (87" )0).
Pour g = n,ln’,
&(8) = Xm.e (D)) f (8.0) = Xm.e (DS (n).

L application N x L x N — G’ étant un difféomorphisme la fonction ¢ (g) € C*(G').
Nous démontrons qu’elle est une section du fibré G’ x » R, effectivement

P(gp) = (Tm (P~ 'g7NF)O0) = AP~ g™, 0)f (gp.0)

=A@, 0OAE™, pTl0)f (gp.0)
= Xt (P)AE™, 0)f (80) = X L (P) (T (87)f)(0)

= Xme(P)P(8).
Hl est facile de s’assurer que la fonction initiale f est la restriction de ¢ (g) a V, plus
précisément f (x) = ¢(n,). Le résultat s’en déduit. d
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A présent nous pouvons donner la décomposition de L2(V) en sous-espaces
irréductibles pour I’action du sous-groupe parabolique P.
Considérons le sous-espace H,, C L%(V) associé a une L-orbite ouverte w dans V:

Hw = {f € In/2r,£’ |Supr C E)}’

ol f est la transformée de Fourier de f définie par

f=Ffom= (271)"‘"2/ e TN f (x) dx.

14

PROPOSITION 2.5. Pour la restriction a P de la représentation m,;, . l’espace
- L*(V) se décompose comme suit en sous-espaces invariants irréductibles:

L3(V) = @Hw.

we

ou S désigne ’ensemble des L-orbites ouvertes dans V.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que les sous-espaces H,, sont invariants par
I’action du sous-groupe parabolique maximal P. En effet, P = L x V et donc pour
g=ngacV,

F (@) YY) = e OV2f (y),
etpourg € L,

F Moy ()F)() = (sgndet D(g~'(»))) | det D(g ' YN f (g~'y).

Tout sous-espace fermé F de L2(V) invariant par translations est de la forme

Fx={FU) | fxa=f PP}

ol x4 désigne la fonction caractéristique d’un sous-ensemble A C V de mesure
positive. '

Supposons qu'il existe un sous-espace F, contenu dans H,, alors A est contenu
dans @. Le sous-espace H, étant P invariant le sous-ensemble A est invariant par
I’action du groupe L et donc il est une union de L-orbites dans V. De I’autre c6té
I’'unique L-orbite de mesure non nulle contenue dans @ est 1’orbite w elle-méme.
Donc le sous-espace F, coincide avec le sous-espace H,. D’ou I'irréductibilité de la
décomposition. O

11 faut noter que la décomposition sous I’action du groupe conforme tout entier est
plus complexe. Pour I’étudier nous utiliserons la représentation de Weil.
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Considérons la représentation dérivée dm,, de la représentation =, .. Soitg, C G
un sous groupe a un parametre du groupe conforme, et soit f € I, .,

”m.s(gt)f )= Xm,s(Dgt‘l (Z))f (g,—I(Z)),
Alors I’action du champ de vecteurs X (z) associé€ au sous groupe g, est donnée par
dr,(X)f (2) = —mi div X (2)f (z) — Df (2)(X (2)).
pour tout f € C*(V),oudivX(z) = Tr DX (2).

LEMME 2.6. L’action infinitésimale de !’algébre de Kantor-Koecher-Tits g dans
C*(V) correspondant a la représentation r,, . est donnée par

Pour X (z) = u, drn,(X)f (z) = —D.f (2),
PourX(z) = P(z)v,  dnn(X)f (z) = —2m7(z, v)f (2) — Dpuf 2),
Pour X (z) = T(2), dn,(X)f (2) = —mg Tr Tf (z) — Dryf (2).

DEMONSTRATION. Soit X (z) = u, alors divX(z) = divu = 0, et Df (2)X(2) =
D.f(z). Soit X(z) = T(z), alors divT(z) = TrDT(z) = TrT. Soit X(z) =
P(z)v. Rappelons que D,P(z)v = 2P(z,y)v = 2(zOv)(y). Ainsi divP(z)v =
Tt DyP(2)v =2Tr(zov) =2TrL(zv) = 2(n/r)t(z, v). O

3. Représentation d’une algébre de Jordan

Soit V une algeébre de Jordan simple sur R et E un espace vectoriel sur R. Une
représentation ¢ de V dans E est une application linéaire ¢ : V +—> End(E), vérifiant

1
¢xy) = §(¢(x)¢()') + o (e (x)).

Supposons que E soit un espace pseudo-euclidien, c’est-a-dire que E soit muni d’une
forme bilinéaire, symétrique non dégénérée B(£, n).

Pour £ fixé dans E I’application x — B(¢(x)&, &) est une forme linéaire sur V. Il
existe donc y € V tel que B(¢p(x)&, E) = tr(xy). Nous posons y = Q(€). Ainsi Q
est une forme quadratique sur E a valeurs dans V.

La représentation ¢ est dite symétrique si pour tout x de V I’endomorphisme ¢ (x)
est symétrique par rapport a 8. Soit ((w) = w* I'involution de End(E) définie par
B(wé, n) = B(E, L(w)n).

Nous notons W = Sym,(E) I’ensemble des points fixes de I'involution . C’est
une algebre de Jordan pour le produit de Jordan: AB = (AB + BA)/2.
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Définissons [’algébre de Lie symplectique sp(E) comme D'algebre de Lie des
transformations préservant la forme symplectique o sur E x E définie par:

0((51, 82)’ (nh 7)2)) = ﬂ(éls 7)2) - ﬂ(nl’ 52)

Nous représentons tout élément de 1’algébre de Lie sp(E) par une matrice par
blocs de la forme suivante: (2 5.) € sp(E) C gl(E x E) ol A, B, C sont des
endomorphismes de E tels que B, C € W. Il en vient la proposition suivante:

PROPOSITION 3.1. L’algébre de Lie sp(E) est I’algébre de Kantor-Koecher-Tits gw
de l'algebre de Jordan W.

Le théoréme suivant est di a Neher [10].

THEOREME 3.2. Soient V et W deux algébres de Jordan semi-simples réelles et
¢ : V> W un homomorphisme d’algébres de Jordan, alors il existe un unique
homomorphisme d’algébres de Lie WV : gy — gw ou gy et gw sont les algébres de
Kantor-Koecher-Tits correspondant aux algébres de Jordan V et W respectivement,
tel que ¥V (u, 0, v) = (¢ (u), 0, p(v)).

Nous appliquons ce résultat au cas d’une représentation symétrique d’une algébre
de Jordan simple réelle ¢ : V > W = Sym,(E).
Ainsi il existe un homomorphisme d’algeébres de Lie ¥ : g — sp(E).

REMARQUE 3.3. De fagon plus spécifique d’apres la Proposition 3.1 et le Théore-
me 3.2 nous avons

p(v) —(T%
Ceci implique que pour tout T € [ : Jb(T”) = d~>(T)*.

W, T, v)) = <¢(T) ¢ (u) )

THEOREME 3.4. Soient ¢ une représentation symétrique d’une algébre de Jordan
simple V dans un espace pseudo-euclidien E de dimension N, alors il existe une
représentation ¢ de I’algébre de Lie go dans E telle que $(xD y) =@ x)o(y)/2.

Pour démontrer ce théoréme il suffit d’identifier les composantes des champs de
vecteurs des €léments des algeébres g et gy dont les relations sont données par le
théoreme de Neher et la Proposition 3.1.

REMARQUE 3.5. Soit ¢ une représentation symétrique d’une algébre de Jordan
simple réelle dans un espace pseudo-euclidien E, alors S(L(x)) = d(x)/2.

Notons que I’algébre de Jordan exceptionnelle Herm(3, O) dite algébre d’ Albert
n’admet pas de représentation symétrique.
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4. Représentation de Weil associée a une représentation
d’une algébre de Jordan

En 1964 André Weil ([16]) introduisit une représentation naturelle du groupe
métaplectique connue sous le nom de représentation de Segal-Shale-Weil ou encore
de représentation harmonique.

Dans ce travail nous construisons I’analogue de la représentation harmonique pour
le groupe conforme d’une algebre de Jordan simple réelle associée a une représentation
de cette derniere.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, nous notons .(E) I'espace de
fonctions C* & décroissance rapide sur E.

PROPOSITION 4.1. Soient V une algébre de Jordan simple, g I’algébre de Lie de
son groupe conforme et E un espace vectoriel pseudo-euclidien muni d’une forme
bilinéaire B(£,7n). Considérons une représentation symétrique ¢ de l’algeébre de
Jordan V dans E. Alors I’application p : g — End((E)) définie par les formules
suivantes:

Pour X (z) = u, p(X)f (€) = —%ﬂ(dJ(u)E, )f (),

] g a
Pour X (z) = P(2)v, p(X)f(§) = —%ﬂ <¢(v)£, @)f@)’
~ a |
PourX(2) =T(z), pX)fE)=8 (¢(T)E, EE)J‘(E) + 3 Tro(Nf @)

est une représentation de l'algébre de Lie g dans ./ (E).

DEMONSTRATION. La représentation p est la composée de la représentation har-
monique H de ’algébre de Lie symplectique sp(E) et de ’homomorphisme W.
Définissons explicitement la représentation H. A un polynéme p(x, £) sur E x E*
on associe un opérateur différentiel a coefficients polynomiaux qui est déterminé par
la condition: p(x, 3/9x)ef*® = p(x, £)ef*H. Considérons I’ensemble &P, des
polyndémes p(x, ) sur E x E* homogeénes de degré 2. Alors I’ensemble £?, muni
du crochet de Lie [p, q] = p(x, 3/3x)q(x, d/3x) — q(x,d/dx)p(x, 0/0x) est une
algebre de Lie admettant la graduation suivante:

px,§) = po(x) + p1(§,x) + pa2(§),

ou po(x) et p,(£) sont des formes quadratiques, sur E et sur E* respectivement, et
p1(x, &) est une forme bilinéaire sur E x E*. Voir Satake [14].
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Considérons la représentation H de &2, définie pour tout f € .#(E) par:

H(pox)f = —%Po(x)f,
0 N
Hp(x,8)f =p, (x, 5;)f + ?(trpl)f,

i 0
HE@)f = =501 (52 )

L’algebre de Lie &2, étant isomorphe a ’algébre de Lie sp(E) nous définissons la

représentation harmonique de cette derni¢re par:

H (g ﬁ)ﬂx) — HBBx, x)f ),

0 0 a 0
H(C o)f(x)=H(ﬂ (C'(.;»5;>)f(x),
H (g _g.)f(x) —H (ﬂ (Ax, (:?;))f(x).

D’ o1 le résultat pour la représentation p =HWV. O

Notons que la représentation p étant une sous-représentation de la représentaiton
harmonique il existe une représentation unitaire W du revétement universel G du
groupe conforme dans L2(E) telle que sa représentation dérivée dans .%#(E) coincide
avec p.

5. Identité de Hecke et opérateurs d’entrelacement

Soient V une algébre de Jordan simple, ¢ une représentation symétrique de V dans
un espace pseudo-euclidien E et p (£) une fonction mesurable et tempérée sur E.

DEFINITION 5.1. La fonction p(§) est dite pseudo-harmonique si elle vérifie au
sens des distributions le systéme différentiel suivant Q(3/98)p (&) = 0, ou Q(§) est
la forme quadratique a valeurs dans V associ€e a la représentation ¢, et qu’elle est
¢-homogene de degré (v, e) avec v € N, e =0, 1 si

p(¢(x)§) = (sgndetx)’| detx|"p (§),

pourtoutx € Vet§ € E.

https://doi.org/10.1017/51446788700008831 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1446788700008831

290 M. Pevzner [12}

LEMME 5.2. Soient p une fonction ¢-homogeéne de degré d’homogénéité (v, €) sur
E et T € go un élément de I’algébre de structure, alors p vérifie I’équation d’Euler
suivante:

(Dp)e($(TE) = vur(Te)p ),
ou e désigne l’élément neutre de I’algébre de Jordan V. Et en particulier,
(Dp)s (9 (x)§) = vir(x)p(§).

DEMONSTRATION. Considérons le sous groupe a un parametre {¢'’} du groupe de
structure L. Alors p(¢(e'Te)) = det(e'Te)*p(£). Dérivons cette expression par
rapport a t et posons ¢ = 0, alors

p(p(eTe)E) = Dep(P(T)E) = vir(Te)p (). 0

t=0

dt

THEOREME 5.3. Soit p(§) une fonction pseudo-harmonique et ¢-homogéne de
degré (v,e). Pour tout x € V inversible la fonction p vérifie au sens des distri-
butions l'identité suivante:

/ eiﬂ(tt(X)E,E)/Ze—iﬂ(E,n)p(5) dE = (2”)N/2e—i7rﬂ(X)/4| det(x)|;V-N/2re—iﬂ(¢(f')n.n)/2p(n).
E

ou N = dimE, r est le rang de 1'algébre de Jordan V, df désigne une mesure
pseudo-euclidienne sur E et 0 (x) est la signature de la forme quadratique B, (€,§) =

B(o(x)E, ).

Ce théoreme a été démontré dans [3]. Notons que compte tenu de sa démonstration
et les hypothses sur la fonction p(&) ce résultat reste valable pour les distributions
tempérées.

Construisons une famille d’opérateurs d’entrelacement entre la représentation har-
monique p et les représentations dérivées de la série principale dégénérée m,, . du
groupe conforme.

Soit ¢ une représentation de V dans E et Q la forme quadratique associée.
Soit p une fonction pseudo-harmonique, ¢-homogene de degré(v, ). Définissons
I’application F de #(E) dans C*°(V) par

Ff () = f eHU OO 8y £ () dE = f eSO, () F (£) dE.
E E

Considérons pour une fonction f (x) € L'(V) sa transformation de Fourier

Fo) = @)™ / e £ (x) dx.

vV
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THEOREME 5.4. Soit p(§) une fonction pseudo-harmonique et ¢-homogéne de
degré (v, £). Supposons que pour tout x de V o (x) € 8Z.

Siv =2m — N /2r l'opérateur F entrelace les représentations p et dm,,: pour tout
X eg F(p(X)f) = dnn(X)(Ff).

DEMONSTRATION. Vérifions cette relation sur les générateurs de 1’algebre de Kan-

tor-Koecher-Tits g.
Pour X (z) = u, u € V, nous avons

drn(X)(FF)(2) = —D, f eHPOORD (£ £ () dE
E

=—2 fg (& (W&, §)etPeDEDp &) (£) dE

= F(p(X)f)(2).

Pour X(z) = T(2), T € go,
dra(XFF)@) = -mZTeT [ ebhek0prf ) e
— Dre /; eHPODD, (6)f (€) dE
= f (‘”’2 TeT - éﬂ(qb(z)é, &(T)s)) PO (£)f (£) dE.
En utilisant le Lemme 5.2 nous écrivons

F(p(T@)f)(2)
i . 3
- / eHPORRD (p (£) (ﬂ (¢(T)s, -—)f(E)) dt
E i3
+1meam [ HOORD (£ (£)) dE
E
- 2 ;
= f (ﬂ (¢(T)s, —) ei”“’“”'“;?(é))f(&)&'
. o
+ 5 Ted(D) / eHPOORD () ()£ (8)) dE
E
1 - j - i
= / (5 T (T) - 5B @% $(DE) — v Tr T) eAPODED b (£) F (£) dE.
E n
Puisque Tr¢(T) = N/2n Tr T il en résulte que pour v = 2m — N /2r nous avons

drn(T())(Ff)(2) = F(p(T(2))f)(2).
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Considérons 1’élément du groupe conforme j € G. L’algebre g étant une algébre de
Lie symétrique nous pouvons I’écrire g = g_; @ go D ¢ et

Ad()g: =¢g-i, ==l
En particulier, si X (z) = u, alors (Ad(j)X)(z) = P(z)u. Donc

p(PRYWf = p(Ad()X (2))f = Ad(p(logj))(p(X(2))f)-

D’apres les formules définissant la représentation p il résulte que I’on peut identifier
I’opérateur p(logj) avec la transformation de Fourier:

i \M? . i\ M2 _
; —_ N —itrxy’
(p(ogj)f)y) = (2::) f= (271) fve f(x)dx.

Rappelons que 7,,(j)f (z) = (detz)™>"f (—z~'). Ainsi nous pouvons reformuler
I'identité de Hecke en d’autres termes

dn,(logj)F,f (z) = (detz)™>" / e~ O b (0 f (n) diy
E

— (27{)””[ e%ﬂ(t#(z)E.E)[ e PEN £ () dnp (§) dE
E E
= F,p(logj)f. a

Comme une application de cette construction nous considérons le probléeme de
la décomposition de la représentation 7,,,... A priori la réponse est connue. Le
cas V = Sym(n, R), G = Sp(n, R) a été étudié dans (8], celui de V = M(r, R),
G = SL(2r, R) dans [11] et [13], celui de V = Skew(2n, R), G = SO(2n, 2n) dans
[7, 12, 17] et la littérature citée. Cependant les méthodes utlisées varient d’un cas
a lautre. Le recours aux algébres de Jordan, permet d’unifier I’étude de la série
principale dégénérée.

Nous illustrons 1’application de la méthode de Kashiwara et Vergne dans le cas
techniquement simple de V = M (r, R), G = SL(2r, R).

6. Algebre de Jordan des matrices réelles M (r, R)

Considérons 1’algebre de Jordan des matrices carrées V = M(r, R) munie du
produitx oy = %(x y + yx). Nous notons xy le produit matriciel habituel. C’est une
algebre de Jordan simple réelle, de dimension n = r? et de rang r.

Nous considérons sur V I’involution de Cartan v définie par v(x) = x’. Le groupe
G = SL(2r, R) est un revétement a deux feuillets du groupe conforme de V qui est le
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groupe SL(2r, R)/ £ 1. L’action du groupe G sur V est donnée par

_ -1 _f{a b
gu=(au+b)(cu+d)", g-(c d)'

Nous notons L = S(GL(r, R) x GL(r, R)) C G. De méme nous notons

P= [(g Z),a,b,deM(r, R) | deta = (detd)”],

P = [(Z g)m,b,deM(r, R)Ideta=(detd)-1].

Pour tout m € C et £ = (0, 1) nous notons ¥, . le caractére de L défini par:
Xm.e (g 2) = (sgndeta)®| deta|™.

Alors la représentation induite 7, , = Indg Xm,: Téalisée dans I’espace I, ., s’écrit:
Tme(8)f (x) = (sgndet(cx + d))*|det(cx + d)| ™" f ((ax + b)(cx +d)7"),
avec g~ = (24). D’aprés la Proposition 2.3 I'espace I, est contenu dans
L*(V, det(e + x'x)""dx).

En effet det B(x, y) = det(e — xy)*. Pour Rem = r la représentation x,, , est
unitaire.

Soit E ’ensemble des matrices rectangulaires M (2r, r, R) dont les éléments nous
notons par des couples (2 ) avec & € M(r, R). Soit B la forme bilinéaire symétrique

définie sur E x E par B(§, n) = tr(§1n5 + méy)-
Considérons la représentation B-symétrique de V dans E définie par:

_ &1\ _ x&)
s =00 (2) = (12)

C’est une représentation d’algébre de Jordan 8-symétrique. En effet,

B@(x)E, n) = tr(xin; + m(x'§)") = r(Eimyx +xmi§) = BE, d(x)n).

La forme quadratique Q : E — V associée a ¢ est définie par la condition
T(x, Q) = B(p(x)E, §) = tr(x& &, + £1(x'6)) = 2tr(x§1§;) = tr(x Q(§)).

Ainsi, 0 (5) = 2&.¢;.
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Soitg = sl(2r, R) I’algebre de Kantor-Koecher-Tits de V. D’ aprés le Théoreme 3.2
il existe un homomorphisme d’algébres de Lie ¥ : g — sp(2r%, R).
Donc la représentation de Weil de sl(2r, R) dans .#(E) est donnée par:

p(X)f (61, &) = —i(tl'X1§1§2T)f 1, 62),

pour X = (%), X, € M(r, R).

32
p(X)f (61, &) = —itr (X_l—aslae,)f(&, £2),
2

pour X = (x ,8) X_,eM(r,R),et

2
p(X)f €1, 8) = (T1§'1 3] + Tzsza )f(fhfz)-*-rtr Tf (61, 82).
2 1

&

pur X =(32) L, LeMrR),uTy=-trT,.

L’homomorphisme W se prolonge en homomorphisme des algebres de Lie com-
plexifiées: WC : g¢ — sp(2r?, C). Le groupe G¢ = SL(2r, C) est simplement
connexe, donc il existe un homomorphisme de groupes de Lie ¥ : G¢ — Sp(2r?, C)
de différentielle W€,

Par composition de la représentation harmonique de Sp(2r2, R) et de la restriction
¥® de Y€ 2 SL(2r, R) nous obtenons une représentation W du groupe G = SL(2r, R)
dans & (E) définie par:

Idetalrf (a_ISh (d')§2)1 8 (
W(Q)f (€1, &) = { e =8 f (£, &), g=(
(i’;’)rz fs ePENf (ny, m)dnidn, g=j

6.1. Opérateurs d’entrelacement Soit
Pv.s(§) = A(sgndet§,)°| det&|” + B(sgndet£;)’| det§,|”.

C’est une distribution ¢-homogene de degré d’homogénéité (v, £) et pseudo-harmoni-
que. En effet, il suffit de remarquer qu’une distribution p (§) sur E est pseudo-harmo-
nique si et seulement si

Qmpm =0,

c’est-a-dire suppp C € = {n € E | Q(n) = 0}. Dans notre cas I’ensemble E
contient un sous-ensemble dense

=W, eMQ2r,r)|n=0U{n=0n,n) € MQr,r) | n =0}.
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Les fonctions généralisés p, . étant des sommes des fonctions d’une des variables &;
ou &, elles sont donc pseudo-harmoniques au sens des distributions.
Considérons une famille d’opérateurs F, . : ¥ — C*(V) définis par:

Fyof (x) = / S, (6)f () dE.

E

Dans le cas V = M (r, R) nous pouvons généraliser le Théoréme 5.4 pour I’action des
groupes.

THEOREME 6.1. Si v = m — r I’opérateur F, . entrelace les représentations W et
TTm du groupe G, ¢’est a dire, pour toute fonction f € (E), F,.f appartienta I, .
ettoutg € G

F,:(W@)f) = Tme(8)(Foef ).

DEMONSTRATION. Soit f € #(E), alors 1, .(g) (F, .f ) est de classe C*. D’apres
le Lemme 2.4 il en résulte que F, .f € I, ..

Vérifions les relations d’entrelacement sur les générateurs du groupe G.
Sig=(89) € L,alors

F(W(f)(x) = [ ¢'"htip (&) detal’ f (dE, (a")™'&y) dE, dE;
E
= |deta|™ f ¢, (d7VE a'6) f (61, &) dE, dE;
E

— (sgndeta)’| deta| ™" / e a S (6) £ () dE
E

= Mm,e (8)(Foef ) (x).
S]g =n, = ((l)ll’), alors

Fo (W@ )(x) = f U () W F (£, £) dE, dE,
E

— f eitr(x—b)é'llep(s)f &1, &) d&, d&,
E
= T e (np) (Fy e f ) ().

Sig = (%), il suffit de le vérifier lorsque p(§) = p (&) = (sgndet&)*|det&|".
Alors

F (WG f)x) = (i) ‘/"/‘emx&e"?(&)ew(g'")f (n1, m2) dny dn, d§, d&,
EJE
27

_ ( i ) / eitr(XEn)Ez'p (El)fA(Eb S]) dEl d§2
E
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1 \" .
= (5_> /p(El)(‘?l_lf)(—xé'l,Sl)dEl
54 v

1 2
_ (2_) fp(&,)(fzf)(—xfl,&)d&’
4 v

ol £,f, (respectivement .#,f ) désigne la transformation de Fourier partielle par
rapport 2 la premiére (respectivement seconde) variable définie par

i (. &) = @) 7P f N F (£, £) dEy,

MR
et
Fof G, m) = (2”)_'2/2/ e (&), &) dE,.
M(r,R)
D’autre part,

me(G)(Foef Y(X) = Xm,e(_x_l)/ e_mx—lglsp(fl)f &1, &) d&, d&,
E
= (2”)_r2/2Xm,e(_x_l)/p(Sl)ng (&, x7'8) dE,
v
- = (271)—'2/2Xm,e(‘—x_1)/‘ p(—xE)(Fof )(—x&, &)| detx|" d&,
v

La fonction p (£) est ¢-homogeéne de degré (v, &) donc pour m = v + r il en résulte

que e ( }(Foef )(x) = F . (W()f ) (x). O

6.2. Décomposition de L>(V) D’aprés le Théoréme 6.1 I’opérateur F;, entrelace
les représentations W et i, ., et donc, en vertu de Corollaire 2.2 pour toute fonction f €
F(E), son image F,.f appartient 3 L2(M(r, R)). Considérons les deux fonctions
suivantes: py (&), &) = (sgndet &, £ sgndet,)/2.

Notons Fy : #(E) — L*(V) les opérateurs d’entrelacement correspondants. Soit
w, (respectivement _.) ensemble des matrices £ € M (r, R) de déterminant positif
(respectivement négatif). Les ensembles w, et w_ sont les deux orbites ouvertes pour
Paction de L dans V. Soit H, (¢ = %) le sous-espace fermé de L?(V) défini par
H, = {f € LXV) | supp(f) C @;}. Les sous-espaces H, et H_ sont invariants et
irréductibles sous I’actionde P et L2 (V) = H, @ H_.

THEOREME 6.2. Sous l’action de la représentation ., du groupe G I’espace L*(V)
se décompose en somme directe de deux sous-espaces invariants irréductibles,

LA(V)=H,® H_.

https://doi.org/10.1017/51446788700008831 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1446788700008831

[19] Analyse conforme sur ies algébres de Jordan 297

DEMONSTRATION. Montrons que H, et H_ sont invariants sous 1’action de G.
L’image de I’opérateur d’entrelacement F. est contenue dans H.. En effet,

Fuf (x) = / eHTOO f (£)p (E)dE

MQ2r.r)

= / / e'" sgndet& Y(dety)f (&, y'&; )| det & |” dy d&,
51eM(r,R) JEE =y

= f e Y (dety)f (y) dy.
yeM(r,R)

avec
fo)= f sgndet,f (&, y'E7 )| dets | dE,,
&eM(r,R)

ou Y(dety) = %(1 + sgndet y) désigne la fonction de Heaviside. Donc F.f (x) est
la transformée de Fourier d’une fonction a support dans M. (r, R).

D’ apres le Théoréme 6.1 les sous-espaces F. (% (E)) sont invariants pour I’action
de G. Il reste 2 montrer que les sous-espaces Hy ne sont pas réduits a {0}. Nous le
verrons dans la section suivante. O

Notons que la classification des représentations 7, . de la série principale dégénérée
fut donnée par Rubenthaler [11}. Sa démonstration est basée les propriétés des
intégrales zéta de Jacquet-Godement. Le méme résultat fut établi par par Sahi et Stein
dans [13] en utilisant les fonctions de Bessel de seconde espece.

6.3. Fonctions de Bessel Considérons la transformation #,, = F~! o F,, de
S (E) dans L?(V) ou & désigne la transformation de Fourier habituelle sur V.
La transformation 9, . est de type Radon et elle s’écrit

Boof V)= | fEpE)dE.
E)’

ol T, = {§ € E; Q(§) = y} et d,§ est une mesure sur ¥,. On peut facilement
prouver la proposition suivante:

PROPOSITION 6.3. Soient V. = M(r,R) et E = MQ2r, r). Considérons les deux
fonctions suivantes f(€) = (det&, + det&,)e V72 Alors,

Fifi(x) = c(e £ i" detx) det(e + x'x) V72,

La transformation &, de .¥(E) s’écrit:

Buf (y) = Q1) / £y EY )P ®)] detdy | d,.
\'%4
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Considérons la transformée de Fourier inverse de la fonction F, f,(x) (le cas de la
fonction F_f_(x) se traite de la méme fagon).

Qr) "B, f L (y)

= / e~ Gt GED™2 5op det £ Y (det y) (det £+ ) | det & |™" dE,
14

det£,
= Y(dety)/ e‘(ElE.'+Yy'(€1€1')")/2|detgll—r+ld€‘
v

+ Y(dety) / e~ GETY G2 det yi det £, |77 dE,.
\'4
Soit B, désigne la fonction spéciale de Herz-Bessel, [6], définie par
B,(y) = / e~V e~ det AV H da,
Q

ol 2 désigne I’ensemble des matrices symétriques définies positives. Posons A=%£;";" .
D’apres [5, Proposition XVI1.2.1], nous avons:

/ﬂ Foyar= [ f(EE" dets" " d

M(r.R)

Donc

F(Fif)(y) = cY(dety)(Bi2(yy'/4) + detyB_,2(yy'/4))
= cY(dety)B,2(yy'/4)

Ainsi nous avons construit deux fonctions non nulles dans H, et H_ respective-
ment. Ce qui achéve la démonstration de la décomposition de L(V) en sous-espaces
invariants et irréductibles.
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