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Abstract

We construct the Weil representation of the Kantor-Koecher-Tits Lie algebra JJ associated to a simple real
Jordan algebra V. Later we introduce a family of integral operators intertwining the Weil representation
with the infinitesimal representations of the degenerate principal series of the conformal group G of the
Jordan algebra V. The decomposition of L2( V) in the case of Jordan algebra of real square matrices is
given using this construction.

2000 Mathematics subject classification: primary 22J345,42B35,17C30.

Introduction

En 1979 Kashiwara et Vergne ont decrit, [8], une methode d'etude de l'espace des
fonctions de carre integrable definies sur la frontiere de Shilov d'un domaine de type
tube associe au cone des matrices symetriques definie-positives. Cette methode est
basee sur 1' equivalence d'une certaine representation de la serie principale degeneree
du groupe symplectique Sp(n, K) (ou de son revetement universel Mp(n, K) pour n
pair) et de la representation de Weil.

Nous poursuivons la meme idee en construisant la representation de Weil pour la
classe des algebres de Lie de Kantor-Koecher-Tits. Nous appliquons cette methode a
l'etude de l'espace L1 d6fini sur une algebre de Jordan non-euclidienne. L'exemple
de l'algebre de Jordan des matrices reelles carrees est etudie en detail.

Ce travail est une partie de ma these preparee sous la direction de Jacques Faraut
a qui j'exprime ici ma profonde reconnaissance. Je remercie egalement Wolfgang
Bertram pour ses remarques et suggestions qui me furent precieuses.
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280 M. Pevzner [2]

1. Algebres de Jordan et les groupes conformes

Soit F le corps IR ou C, alors un espace vectoriel V sur F est une algebre sur F si une
application bilineaire (x, y) (->• xy de V x V dans V est definie. Pour tout element
x e V, L(x) designe 1'application lineaire de V dans V definie par: L(x)y — xy.
V est dite une algebre de Jordan si pour tous elements x et y dans V:

xy = yx, x(x2y) = x2(xy).

Nous notons r le rang de 1'algebre V et n sa dimension. A tout 616ment r6gulier
de V nous associons de polynfimes tr(jc) et detOO qui coincident avec la trace et le
determinant habituels au cas d'une algebre de Jordan matricielle [5].

Definissons la representation quadratique de 1'algebre de Jordan V:

POO = 2L{xf - L(x2).

Alors P(P(x)y) = P(x)P(y)P(x), POO*"1 = x, P(x~l) = POO"1, si x~\
I'inverse de Jordan est defini. Notons que detx = Det(P(jc))r/2n.

Pour tout couple x, y e V nous notons xay Fendomorphisme de V defini par:

Une algebre de Jordan reelle ou complexe V est dite semi-simple si la forme
bilineaire Tr L(xy) est non de'ge'nere'e. On montre que toute algebre de Jordan semi-
simple possede un element neutre. V est dite simple si elle ne contient pas d' ideal
non trivial. Une algebre de Jordan simple est semi-simple et une algebre de Jordan
semi-simple est somme directe d'ideaux simples.

Une algebre de Jordan r6elle est dite euclidienne si la forme bilineaire x(x, y) =
Tr L(xy) est definie positive.

Soit V une algebre de Jordan simple reelle de dimension n et de rang r. Le groupe
de structure Str(V) de V est le groupe des transformations lineaires g e GL(V) de
V pour lesquelles le polyn6me detjc est un semi-invariant, det(g.*) = \(g)dtt(x),
et k(g) = Det(g)r/" est un caractere de Str(V) a valeurs dans R*. Nous notons
L = Str(V)° la composante neutre du groupe de structure. On montre qu'il existe
un nombre fini de L-orbites w, dans V et que le complementaire de l'ensemble Ujcu,
est de mesure nulle dans V. Nous notons N le groupe des translations nv (v € V),
nv : x !->• x + v, et P le groupe des transformations affines de V, c'est le produit
semi-direct: P = L « N. Nous notons j la transformation rationnelle de V definie
par: j (x) = —x~x. Le groupe conforme Co( V) ou groupe de Kantor-Koecher-Tits
de V est le groupe des transformations rationnelles de V engendr£ par P et j . Nous
notons G sa composante neutre. C'est un groupe de Lie et P est un sous-groupe
parabolique maximal de G dont le nilradical est abelien et isomorphe a V.

Une transformation differentiable <p : U \-+ V, ou U est un ouvert de V, est dite
L-conforme si, en tout point x de U, la differentielle Dx<p appartient a L. Si V

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831


[3] Analyse conforme sur les algebres de Jordan 281

est une algebre de Jordan simple differente de R et de C, alors toute transformation
L-conforme est une restriction d'un element du groupe conforme G, [1].

Si T est un endomorphisme de V, on note 7" son adjoint par rapport a la forme
bilineaire T, c'est-a-dire r(Tx,y) — r(x, Py). L'endomorphisme T appartient
a I = Lie(L) si et seulement si 2P(Tx,x) = TP(x) + P(x)TK Si g € L, alors
(gx)~l = (g»)-l

x-
i, ([5, Proposition VIII.2.5]), et si T € I, alors P(x)Tx~l = -T*x.

Un element de 1'algebre de Lie g de G est un champ de vecteurs polynomial X
sur V de la forme X(z) = u + Tz - P(z)v, avec u, v e V et T e I = Lie(L).
Ainsi a X est associ6 un triplet (u, T, v) e V xlx V, nous l'ecrirons X = (u, T, v).
L'algebre de Lie g est munie du crochet de Lie defini par:

[X,, X2] = (r,«2 - T2uu [71, T2] + 2(II, Dv2) - 2(M2 D v,), -7fv2 + 7^u,),

ouX, = («,, 7], u,).
L'algebre de Lie Q est appelee algebre de Kantor-Koecher-Tits de l'algebre de

Jordan V. C'est une algebre de Lie simple.
Soit a 1'involution de G definie par a{g) = j o g o j , et notons egalement a sa

differentielle a l'element neutre. Si X(z) = u + Tz- P(z)v, alors

a(X)(z) = P(z)X(-Z-1) = -v- P(z)Tz~l + P(z)u = -t> - r»z + P(Z)II.

Ainsi CT(M, 7, u) = (-v, -P, -u).
Soit v une involution de Carton de V c'est-a-dire un automorphisme involutif

de V tel que la forme bilineaire x(yx, y) soit definie positive. Nous considerons le
produit scalaire definie sur V par (x \ v) = r(vx, y), et nous notons T* l'adjoint d'un
endomorphisme T par rapport a ce produit scalaire.

PROPOSITION 1.1. Lapplication 0 : g t-> g definie par

est une involution de Carton de l'algebre de Kantor-Koecher-Tits.

DEMONSTRATION. Si X = (u, T, v), X' = («', 7", v') e g. Soit B la forme de
Killing de l'algebre de Lie g. Elle s'ecrit ([14, Proposition 7.1)]:

B(X, X') = BB0(T, T') + 2Ti(TT')+4r(u, i/) + 4T(W, U1),

ou BBo designe la forme de Killing de l'algebre de Lie g0. Or la forme bilineaire
r(x, v(y)) est definie positive sur V, done la forme de Killing

B(X, OX) = -BSo(T, D - 2Tr ( r r ) - 4T(M, V(U)) - 4r(w, v(v))

est definie negative, et 0 est une involution de Cartan de l'algebre g. •

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831


282 M. Pevzner [4]

Notons que l'involution de Cartan du groupe conforme G associee a 6 s'ecrit
6(g) = voj ogoj ov.

La sous-algebre I = g? = {(«, T, -v(u)) \ T* = -T] est l'algebre de Lie d'un
sous-groupe compact maximal K de G. Soit N — a(N) le groupe des transformations
conformes hv = j o nv oj, hv(x) = (x'1 — v)"1.

PROPOSITION 1.2 ([2, Theoreme 2.1.4, Section 2.3]). La transformation conforme
hv estdeftnieenO, hv(0) = 0etsadifferentielleenOestegaleaI'identite, (Dhv)o = I.

Reciproquement, si g est une transformation conforme definie en 0 et telle que
Dg0 = I, alors g € N.

PROPOSITION 1.3 ([2, Theorem 2.14, Section 2.3]). Soit G' I'ensemble des trans-
formations conformes definies en 0. Alors G' est un ouvert dense de G et

{g€G'\ g(0) = 0} = P.

De plus G' = NLN. L 'application N x L x N -*• G' est un diffeomorphisme.

Nous appelons cette decomposition, decomposition de Gelfand-Naimark.

PROPOSITION 1.4. Si la transformation geGest definie enxeV, alors, gnx sNLN
et sa decomposition de Gelfand-Naimark s'ecrit: gnx = ngJiDg(x)h', ou Dg(x) e L
designe la differentielle de Vapplication L-conforme x i-> gx et h' e N.

DEMONSTRATION. Le groupe des translations N peut etre identifie a l'ensemble des
transformations conformes g € GtellesqueZ)g(;t) = id quelque soit x e V. Puisque
tout element g e NLN s'ecrit g = n(g)l(g)h'(g) = ng.o o l(g) o n'(g). D'apres
la Proposition 1.2 la differentielle de g en 0 est 6gale a Dg(0) = idoDl(g)(0) o id,
ou id designe la transformation identite. Or la transformation l(g) etant lineaire elle
coincide avec sa differentielle, ainsi Dg(0) = l(g) et done g = ng,0Dg(0)h', Con-
siderons maintenant g' = gnx = ngloDg'(O)n'. Alors ng,.o = ngnj,0 = ngJC et de
meme

D(g')(0) = D(gnx)(0) = D(g)(nx0)D(nx)(0) = D{g){x).

Done gnx = ngJ!Dg(x)h'. D

Par la suite nous aurons besoin du lemme suivant, dont la demonstration est un
simple calcul:

LEMME 1.5. Soit u € V, alors pour tout nx € AT,

9(n-x).u = (u~l + vix))'1.
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2. Representations induites de P

Pour tout m e C et e = 0, 1 introduisons le caractere Xm.e du groupe L defini par:

XmAg) = (sgn(X(g)y\X(g)\m

Nous prolongeons tnvialement ce caractere a P = L t< N, ou N = a(N). Con-
s i d e r s l'espace Im,s = {f e C°°(G) : f ihp) = Xm,,(p)f (h)) ou h e G, p e P.

Le groupe G y opere par: (nm,e(g)f )(h) = / (g~'/i) pour tout/ € 7m. La norme
d'une fonction/ € /m,e est definie par: | | / | |2 = fK \f (k)\2 dk, ou AT est le sous-groupe
compact maximal du groupe conforme.

D'apres la decomposition de Gelfand-Naimark toute fonction/ € /m£ est deter-
minee par sarestriction fv(x) = /(nx) sur Af ~ V. Nous notons 7me le sous-espace
de C°°( V) des fonctions/v, avec/ e Im,s.

Le groupe G agit egalement dans Ime par:

En particulier, si g est une translation, g : x -> J: + a, avec JC, a 6 V, alors

si g € L, alors

et si g = j : x -*• — x"1, alors pour tout x inversible

*m..(g)f(x) = \detx\-2mf(-x-i).

En effet, [5, Proposition II.3.3] pour tout x inversible, D(j)(x) = P(x)~l e L et

Soit g = khhx, avec k e K, h € L. Notons que l'element h est determine modulo
K n L a gauche. Nous posons <50(g) = X{h)~"lr. On peut facilement montrer la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. La norme d'une fonction f (nx) =fv(x) e Ime est donnee par.

COROLLAIRE 2.2. Pour Rent = n/2r, Ime C L2( V) et la representation nm<e est
unitaire.
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PROPOSITION 2.3. Soitnx = k(nx)h(nx)n e N, alors

80(nx) = A.(/i(nx))-' = det^"1 + v(;t))det;c.

DEMONSTRATION. Si g = k(g)h(g)h alors, #(£"')£ = n~lh(g)2h. Mais d'apres
la decomposition de Gelfand-Naimark g = nD(g)(0)h. Ainsi

h(nx)
2 = D(9(n.x)nx)(0).

Soit u € V, alors d'apres le Lemme 1.5 0(n-x)nxu = ((x + u)~l + v(x))~K Con-
siderons la diff6rentielle de cette application en 0.

D(G(n.x)nx)(0) = P(x ~l

L'operateur de Bergman B(x, y) est d6fini par B{x, y) = P(x)P(x~l - y), et on
montre que c'est une fonction polynomiale en x et y, [9, Lemma 2.3]. Ainsi

D(6(n.x)nx)(0) = B(x, -

Puisque k(P(x)) = detx2 il en resulte que S0(nx) = detC*"1 + v(x)) det^:. •

Lanorme d'une fonction dans Ime est donnee par

II/II2= f \f\2DctB(x,-v(x))mr/n-1/2dx.
Jv

LEMME 2.4. Soit f e C°°(V) telle que, pour tout g € G, nm,e(g)f € C°°(VO,
alors f e Im,e.

DEMONSTRATION. Considerons la fonction <f> definie sur G par

<P(g) = (nmAg-l)fH0).

Pour g = nxlri,

<P(g) = XmADg(0))f(g-0) = XmADf(nx).

L' application Af xLxN —*• G' etant un diffeomorphisme la fonction 0 (g) € C°°(G').
Nous demontrons qu'elle est une section du fibre C x f R, effectivement

<t>(gp) = (nm,c(
= A(p-l,O)A

= x£(p)A(g~l, O)f(gO) = x£(pK*m.,(g-1)f)(0)

II est facile de s'assurer que la fonction initiale / est la restriction de <f>(g) a V, plus
precisement/ (x) = <p(nx). Le resultat s'en deduit. •
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A present nous pouvons donner la decomposition de L2(V) en sous-espaces
irreductibles pour 1'action du sous-groupe parabolique P.

Considerons le sous-espace Hw C L2( V) associe a une L-orbite ouverte a> dans V:

Hw = {/ 6 In/2r,e, I supp/ C cb},

ou / est la transformed de Fourier de / definie par

f(y) = &f(y) = (2nyn'2 f e-"^f{x)dx.
Jv

PROPOSITION 2.5. Pour la restriction a P de la representation nn/2r,e I'espace
L2(V) se decompose comme suit en sous-espaces invariants irreductibles:

ou SI designe I'ensemble des L-orbites ouvertes dans V.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que les sous-espaces Hw sont invariants par
1'action du sous-groupe parabolique maximal P. En effet, P = L K V et done pour
g = na,ae V,

et pour g € L,

<?(nn,2r

Tout sous-espace ferme F de L2( V) invariant par translations est de la forme

FA = i*(f),\fXA=fpp)

ou XA designe la fonction caracteristique d'un sous-ensemble A c V de mesure
positive.

Supposons qu'il existe un sous-espace FA contenu dans Hw, alors A est contenu
dans cb. Le sous-espace Hw etant P invariant le sous-ensemble A est invariant par
l'action du groupe L et done il est une union de L-orbites dans V. De l'autre cote
l'unique L-orbite de mesure non nulle contenue dans cb est l'orbite co elle-meme.
Done le sous-espace FA coincide avec le sous-espace Hw. D'ou l'irreductibilite de la
decomposition. •

II faut noter que la decomposition sous l'action du groupe conforme tout entier est
plus complexe. Pour l'etudier nous utiliserons la representation de Weil.
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Considerons la representation derivee dnm de la representation nm,£. Soit g, C G
un sous groupe a un parametre du groupe conforme, et soit/ € Ime,

nm,s(g,)f(z) = XmADgt-'(z))f(g;\z)),

Alors l'action du champ de vecteurs X(z) associe au sous groupe g, est donnee par

dnm(X)f(z) = -m-divX(z)/(z) - D/(z)(X(z)).
n

pour tout/ € C°°(V), ou divX(z) = Tr DX(z).

LEMME2.6. L'action inftnitesimale de V algebre de Kantor-Koecher-Tits g dans
C°°( VO correspondant a la representation 7tm<e est donnee par

Pour X(z) = u, dnm(X)f (z) = -DJ (z),

PourX(z) = P(z)v, dnm(X)f (z) = -2WT(Z, v)f (z) - DP(z)vf (z),

PourX(z) = T(z), dnm(X)f(z) = -m-Tr7/(z) - DT(z)f(z).
n

DEMONSTRATION. Soit X(z) = u, alors divX(z) = div« = 0, et Df(z)X(z) =
DJ(z). Soit X(z) = T(z), alors divT(z) = TrDT(z) = TrT. Soit X(z) =
P(z)u. Rappelons que DyP(z)v = 2P(z,y)v = 2(znv)(y). Ainsi divP(z)v =
TrDyP{z)v = 2Tr(zDu) = 2TrL(zu) = 2(n/r)r(z, t;). D

3. Representation d'une algebre de Jordan

Soit V une algebre de Jordan simple sur K et E un espace vectoriel sur R. Une
representation <j> de V dans E est une application lineaire <j>: V t-+ End(£), verifiant

Supposons que E soit un espace pseudo-euclidien, c'est-a-dire que E soit muni d'une
forme bilineaire, symetrique non degeneree fi(%,r)).

Pour £ fixe dans E 1'application* H-> /J(#(JC)£, ̂ ) est une forme lineaire sur V. II
existe done ye V tel que /*(<£(*)£> £) = trCjcy). Nous posons y = Q(%). Ainsi Q
est une forme quadratique sur £ a valeurs dans V.

La representation <f> est dite symetrique si pour tout x de V l'endomorphisme <p(x)
est symetrique par rapport a p. Soit i(w) = w* 1'involution de End(£) definie par

Nous notons W = Sym^(£) 1'ensemble des points fixes de 1'involution i. C'est
une algebre de Jordan pour le produit de Jordan: AB = (AB + BA)/2.
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Definissons Valgebre de Lie symplectique sp(E) comme 1'algebre de Lie des
transformations preservant la forme symplectique a sur E x E definie par:

ff((?i, &)• (>»>• to)) = Kh> **) ~ 00?,, &)•

Nous representons tout element de 1'algebre de Lie sp(E) par une matrice par
blocs de la forme suivante: (£_*•) e sp(E) c 0l(£ x £) ou i4, fi, C sont des
endomorphismes de E tels que B, C e W. II en vient la proposition suivante:

PROPOSITION 3.1. L'algebre de Lie sp(E) est Valgebre de Kantor-Koecher-Tits QW

de l'algebre de Jordan W.

Le theoreme suivant est du a Neher [10].

THEOREME 3.2. Soient V et W deux algebres de Jordan semi-simples reelles et
0 : V -*• W un homomorphisme d'algebres de Jordan, alors il existe un unique
homomorphisme d'algebres de Lie * : gv -> $w ou Qv et Qw sont les algebres de
Kantor-Koecher-Tits correspondant aux algebres de Jordan V et W respectivement,
tel que * ( M , 0 , v) = (</>(«), 0 , <f>(v)).

Nous appliquons ce resultat au cas d'une representation symetrique d'une algebre
de Jordan simple reelle <j>: V \-+ W = Symp(E).

Ainsi il existe un homomorphisme d'algebres de Lie * : 0 !->• sp(E).

REMARQUE 3.3. De fa?on plus specifique d'apres la Proposition 3.1 et le Theore-
me 3.2 nous avons

C e c i i m p l i q u e q u e p o u r t o u t T e l : </>(r") = 4>(T)*.

THEOREME 3.4. Soient <j> une representation symetrique d'une algebre de Jordan
simple V dans un espace pseudo-euclidien E de dimension N, alors il existe une
representation 4> de l'algebre de Lie 0O dans E telle que <p(x ay) = <p(x)(/)(y)/2.

Pour demontrer ce theoreme il suffit d'identifier les composantes des champs de
vecteurs des elements des algebres 0 et 0^ dont les relations sont donnees par le
theoreme de Neher et la Proposition 3.1.

REMARQUE 3.5. Soit <\> une representation symetrique d'une algebre de Jordan
simple reelle dans un espace pseudo-euclidien E, alors <p(L(x)) = <f>(x)/2.

Notons que l'algebre de Jordan exceptionnelle Herm(3, O) dite algebre d'Albert
n'admet pas de representation symetrique.
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4. Representation de Weil associee a une representation
d'une algebre de Jordan

En 1964 Andre Weil ([16]) introduisit une representation naturelle du groupe
metaplectique connue sous le nom de representation de Segal-Shale-Weil ou encore
de representation harmonique.

Dans ce travail nous construisons 1'analogue de la representation harmonique pour
le groupe conforme d'une algebre de Jordan simple reelle associee a une representation
de cette derniere.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, nous notons y(E) l'espace de
fonctions C°° a decroissance rapide sur E.

PROPOSITION 4.1. Soient V une algebre de Jordan simple, Q I'algebre de Lie de
son groupe conforme et E un espace vectoriel pseudo-euclidien muni d'une forme
bilineaire /}(£. ?j). Considerons une representation symetrique (p de I'algebre de
Jordan V dans E. Alors Vapplication p : 0 t-+ End(^"(£)) definie par les formules
suivantes:

PourX(z) = H,

PourX(z) = P(z)v,

PourX(z) = T(z),

est une representation de I'algebre de Lie g dans y{E).

DEMONSTRATION. La representation p est la composee de la representation har-
monique H de I'algebre de Lie symplectique sp(£) et de l'homomorphisme 4*.
Definissons explicitement la representation H. A un polynome p(x, £) sur E x E*
on associe un operateur differentiel a coefficients polynomiaux qui est determine par
la condition: p(x, d/dx)efi(x*) = p(x, £)^<x>f). Considerons l'ensemble &>2 des
polynomes p(x,%) sur E x E* homogenes de degre 2. Alors l'ensemble ^ 2 muni
du crochet de Lie [p, q] = p(x, d/dx)q(x, d/dx) — q(x, d/dx)p(x, d/dx) est une
algebre de Lie admettant la graduation suivante:

ou po(x) et p2(l) sont des formes quadratiques, sur E et sur E* respectivement, et
Piix, £) est une forme bilineaire sur E x E*. Voir Satake [14].
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[11] Analyse conforme sur les algebres de Jordan 289

Considerons la representation H de &*2 definie pour tout/ € y(E) par:

H(Po(.x))f = ~

Ualgebre de Lie &2 etant isomorphe a 1'algebre de Lie sp(E) nous definissons la
representation harmonique de cette derniere par:

D'ou le resultat pour la representation p = H^f. •

Notons que la representation p etant une sous-representation de la representaiton
harmonique il existe une representation unitaire W du revetement universel G du
groupe conforme dans L2(E) telle que sa representation derivee dans y(E) coincide
avec p.

5. Identite de Hecke et operateurs d'entrelacement

Soient V une algebre de Jordan simple, <j> une representation symetrique de V dans
un espace pseudo-euclidien E et p (£) une fonction mesurable et temperee sur E.

DEFINITION 5.1. La fonction /?(£) est dite pseudo-harmonique si elle verifie au
sens des distributions le systeme differentiel suivant Q(d/d%)p(%) = 0, ou Q{%) est
la forme quadratique a valeurs dans V associee a la representation <j>, et qu'elle est
</>-homogene de degre (v, e) avec v € N, e = 0, 1 si

pour tout x e Vet£ e E.
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LEMME 5.2. Soient p une fonction <p-homogene de degre d'homogeneite (v, e) sur
E et T € 0o un element de I'algebre de structure, alors p verifie I'equation d'Euler
suivante:

oii e designe I'element neutre de I'algebre de Jordan V. Et en particulier,

DEMONSTRATION. Considerons le sous groupe a un parametre [e'T] du groupe de
structure L. Alors p(<t>(e'Te)t-) = det(e'Te)vp(%). D6rivons cette expression par
rapport a t et posons t = 0, alors

THEOREME5.3. Soit p(£) une fonction pseudo-harmonique et </>-homogene de
degre (v, e). Pour tout x € V inversible la fonction p verifie au sens des distri-
butions I'identite suivante:

f
JE

ou N = dimE, r est le rang de I'algebre de Jordan V, d% designe une mesure
pseudo-euclidienne sur E eta(x) est la signature de la forme quadratique &(£, £) =

Ce th6oreme a ete demontre" dans [3]. Notons que compte tenu de sa demonstration
et les hypothses sur la fonction p(%) ce resultat reste valable pour les distributions
temperees.

Construisons une famille d'operateurs d'entrelacement entre la repr6sentation har-
monique p et les representations derivees de la serie principale de'generee nm,e du
groupe conforme.

Soit (f> une representation de V dans E et Q la forme quadratique associee.
Soit p une fonction pseudo-harmonique, 0-homogene de degr6(v, e). Definissons
l'application F de y(E) dans C°°(V) par

Ff(x)= f
JE

Considerons pour une fonction/ (x) e Ll(V) sa transformation de Fourier

f /
JE JE

f(y) = (2n)-"2 f e-iu*
Jv
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THEOREME5.4. Soit p(t-) une fonction pseudo-harmonique et (j>-homogene de
degre (v, e). Supposons que pour tout x de V a(x) e 8Z.

Si v = 2m — N/2r I'operateur F entrelace les representations p et dnm: pour tout
Xeg, F(p(X)f) = dnm(X)(Ff).

DEMONSTRATION. Verifions cette relation sur les generateurs de l'algebre de Kan-
tor-Koecher-Tits g.

Pour X(z) = u, u e V, nous avons

d7tm(X)(Ff)(z) = -Du f e
JE

= ~\ I
1
 JEE

= F(p(X)f)(z).

dnm(X)(Ff)(z) = -m-TrT
n

= J (-m^J
En utilisant le Lemme 5.2 nous ecrivons

F(p(T(z))f)(z)

= Jf
^Tr4>(T) f e
1 JE

Puisque Tr0(T) = N/2nTr 7 il en resulte que pour v = 2m — N/2r nous avons

dnm(T(z)KFf)(z) = F(p(T(z))f)(z).
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Considerons l'element du groupe conforme j € G. L'algebre g etant une algebre de
Lie symetrique nous pouvons l'6crire g = 0_i © 0o © 0i et

En particulier, si X(z) = u, alors (Ad(j)X)(z) = P(z)u. Done

p(P(z)u)f = p(Ad(j)X(z))f =Ad(p(log;))(p(X(z))/).

D'apres les formules definissant la representation p il resulte que Ton peut identifier
l'ope'rateur p(\ogj) avec la transformation de Fourier:

N/2 / . sN/2

= ^ J f(y) = [^
Rappelons que nm(j)f(z) = (detz)~2m/(—z"1). Ainsi nous pouvons reformuler
1'identity de Hecke en d'autres termes

dnm(logj)Fvf(z) = (detz)"2"1 / e - i w ^
JE

= (2n)N/2 /" «*«•(*•« f e-w^
JE JE

= Fvp(logj)f. D

Comme une application de cette construction nous consid6rons le probleme de
la decomposition de la representation 2̂n/r,«- A priori la reponse est connue. Le
cas V = Sym(n, R), G = Sp(n, IR) a ete etudi6 dans [8], celui de V = M(r, R),
G = SL(2r, R) dans [11] et [13], celui de V = Skew(2n, R), G = SO(2n, 2«) dans
[7, 12, 17] et la littdrature citee. Cependant les methodes utlisees varient d'un cas
a l'autre. Le recours aux algebres de Jordan, permet d'unifier l'etude de la serie
principale deg€n6ree.

Nous illustrons 1'application de la methode de Kashiwara et Vergne dans le cas
techniquement simple de V = M(r, R), G = SL(2r, R).

6. Algebre de Jordan des matrices reelles M(r, R)

Considerons l'algebre de Jordan des matrices carrees V = M(r, R) munie du
produit* o y = ^{xy 4- yx). Nous notonsx}' le produit matriciel habituel. C'est une
algebre de Jordan simple r6elle, de dimension n = r2 et de rang r.

Nous considerons sur V1'involution de Cartan v definie par v(x) — x'. Le groupe
G = SL(2r, R) est un revetement a deux feuillets du groupe conforme de V qui est le
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groupe SL(2r, R)/ ± / . L'action du groupe G sur V est donnee par

Nous notons L — S(GL(r, R) x GL(r, R)) C G. De meme nous notons

p = { (o d)'a'b'de M(r'R)'deta = ( d e t ^ " ' } '
P = I fa ° j , a, b, d e M(r, R) | deta = (detrf)"11 .

Pour tout m € C et s = (0,1) nous notons Xm.e le caractere de L defini par:

Alors la representation induite 7Tm£ = Ind£ Xm,e realisee dans l'espace /mE, s'ecrit:

*m..(g)f M = (sgndet(cx + d))e\det(cx + d)\~mf {(ax + b)(cx + d)'1),

avec g"1 = (° b
d). D'apres la Proposition 2.3 l'espace 7m£ est contenu dans

L2(V, det(e + x'x)m-rdx).

En effet detB(x,y) = det(e — xy)2r. Pour Re/n = r la representation 7rm£ est
unitaire.

Soit E l'ensemble des matrices rectangulaires M(2r, r, R) dont les elements nous
notons par des couples (\l

2) avec £, 6 M(r, R). Soit 0 la forme bilineaire symetrique
definie sur E x E par 0(£, rj) = t r (£ ,^ + r]^).

Considerons la representation )3-symetrique de V dans E definie par:

C'est une representation d'algebre de Jordan )8-symetrique. En effet,

0(<Kx)S, r,) = tr(jc§,^ + ij,(*'fe)') = tr^ri'jx + JCIJ,£) = fi(

La forme quadratique Q:E\-+V associee a </> est definie par la condition

r(x,

Ainsi, (
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Soitg = $l(2r, R)l'algebredeKantor-Koecher-Titsde V. D'apresleTheoreme3.2
il existe un homomorphisme d'algebres de Lie * : g -*• sp(2r2, R).

Done la representation de Weil de sl(2r, R) dans 5f(E) est donnee par:

p(X)f (£,, &) = -

pour X = (/_, g), X.i € Af (r, R), et

pourX = (S °) , T,, J2 € Af(r,R),trr, = -tiT2.
L'homomorphisme * se prolonge en homomorphisme des algebres de Lie com-

plexifiees: * c : gc - • sp(2r2, C). Le groupe Gc = SL(2r, C) est simplement
connexe, done il existe un homomorphisme de groupes de Lie fc : Gc -*• Sp(2r2, C)
de diff6rentielle * c .

Par composition de la representation harmonique de Sp(2r2, K) et de la restriction
V̂ * de ̂ rc a SL(2r, IR) nous obtenons une representation W du groupe G = SL(2r, R)
dans Sf(E) definie par:

\deta\rf(a-ll;u(d')l;2), g = ( g » ) 6 L ;

, 8=r={°-xi).
6.1. Operateurs d'entrelacement Soit

C'est une distribution 0-homogene de degre d'homogeneite (v, e) et pseudo-harmoni-
que. En effet, il suffit de remarquer qu'une distribution p (£) sur E est pseudo-harmo-
nique si et seulement si

e'est-a-dire suppp c E = {r) e E | Q(r)) = 0}. Dans notre cas 1'ensemble 3
contient un sous-ensemble dense

in = (r)u m) € M(2r, r) \ m = 0} U {r, = (IJ,, IJ2) 6 Af (2r, r) | m = 0}.
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Les fonctions generalises pve etant des sommes des fonctions d'une des variables £1
ou £2 elles sont done pseudo-harmoniques au sens des distributions.

Considerons une famille d'operateurs FV£ : 5? H> C°°(V) definis par:

FvJ{x) = [ eiax^PvAH)fiH)dH.
JE

Dans le cas V = M(r, K) nous pouvons generaliser le Theoreme 5.4 pour Faction des
groupes.

THEOREME 6.1. Si v = m — r I'operateur Fv<e entrelace les representations W et
Xm.e du groupe G, c 'est a dire, pour toute fonction f e 5^{E), Fv>ef appartient a 7m£

et tout g € G

DEMONSTRATION. Soit/ e ^ ( E ) , alorsjrm,e(g)(FU(;/) est declasse C00. D'apres
le Lemme 2.4 il en resulte que FV%J 6 Im,e.

Verifions les relations d'entrelacement sur les generateurs du groupe G.
Sig = (g2)eL,alors

Fv,e(W(g)f)(x) = J eittx^p($)\deta\rf(d$u (a')-%)dhd$2

f eittxd-l^ap(d-lHx, a%)f (f,,
JE

Si g = nb = ( ^ ) ,

= f
JE

Sig = (_°, l0), il suffit de le verifier lorsque p(f)
Alors

= (jA f f el
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- (l Y/2 r
~ \&) JvV

ou &\f, (respectivement &if) designe la transformation de Fourier partielle par
rapport a la premiere (respectivement seconde) variable definie par

*if 0?i, fc) = Our2*2 [ e'^f (ft, ft)dft,
JM(r.lt)

et

fif «i, m) = Qity2'2 I eia^f (ft,
^M(r,R)

D'autre part,

nm,e(j)(Fv,ef)(x) = x..^-^"1) / e-itr^'5l^p(ft)/(ft, ft

La fonction p(^) est 0-homogene de degre (v, e) done pour m = v + r il en resulte
que 7tm,.(j)(FvJ)(x) = Fv..(W(j)fKx). D

6.2. Decomposition de L2(V) D'apres le Theoreme 6.1 l'op^rateur F0,e entrelace
les representations W et nr<e, et done, en vertu de Corollaire 2.2 pour toute fonction/ e
y(E), son image F0,e/ appartient a L2(M(r, K)). Considerons les deux fonctions
suivantes: p±(ft, ft) = (sgndetft ± sgndetft)/2.

Notons F± : y{E) i->- L2(V) les operateurs d'entrelacement correspondants. Soit
<y+ (respectivement cu_) 1'ensemble des matrices ^ € M(r, R) de determinant positif
(respectivement negatif). Les ensembles co+ et w_ sont les deux orbites ouvertes pour
1'action de L dans V. Soit He (e = ±) le sous-espace ferme de L2(V) defini par
He = [f 6 L2( V) | supp(f) C cwj}. Les sous-espaces //+ et //_ sont invariants et
irreductibles sous 1'action de P et L2( V) = //+ © //_.

THEOREME 6.2. Sous Faction de la representation 7rr>1 d«groupe Gl'espace L2( V)
se decompose en somme directe de deux sous-espaces invariants irreductibles,

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1446788700008831


[19] Analyse conforme sur les algebres de Jordan 297

DEMONSTRATION. Montrons que H+ et //_ sont invariants sous 1'action de G.
L'image de l'operateur d'entrelacement F± est contenue dans H±. En effet,

F±f(x)=[ ei*°<*>*fG)p±G)dS
JM(2r,r)

= f [ €>**> sgndet^dety)/ &, y'lr^ldet^T dy d£,

eittxyY(dety)f(y)dy.

avec

=ff(y)=f sgn det §,/(£,, y
J

ou Y(dety) = ±(1 + sgndety) designe la fonction de Heaviside. Done F±f (x) est
la transformee de Fourier d'une fonction a support dans M±(r, R).

D'apres le Theoreme 6.1 les sous-espaces F±(y(E)) sont invariants pour Faction
de G. II reste a montrer que les sous-espaces H± ne sont pas reduits a {0}. Nous le
verrons dans la section suivante. D

Notons que la classification des representations 7rmE de la serie principale degeneree
fut donnee par Rubenthaler [11]. Sa demonstration est basee les proprietes des
integrales zeta de Jacquet-Godement. Le meme resultat fut etabli par par Sahi et Stein
dans [13] en utilisant les fonctions de Bessel de seconde espece.

6.3. Fonctions de Bessel Considerons la transformation ^v>£ = &~l o FViS de
S"(E) dans L2(V) ou & designe la transformation de Fourier habituelle sur V.

La transformation 3§ViE est de type Radon et elle s'ecrit

o u l , = {£ € E; Q(%) = y} et dy% est une mesure sur ~Ly. On peut facilement
prouver la proposition suivante:

PROPOSITION 6.3. Solent V — M(r, 1) et E = M(2r, r). Considerons les deux

fonctions suivantes f±{%) = (det^ ±det£2)£~"*"/2- Alors,

F±f±(x) = c(e ± ir detx) det(e + x'x)-(r+n/2.

La transformation 9B± de y(E) s'ecrit:

= (2n)r2/2
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Considerons la transformed de Fourier inverse de la fonction F+f+(x) (le cas de la
fonction F_/_(x) se traite de la meme facon).

_ f
Jv

f ^ f ) | det £, rr

v V det£i/
= Y(dety) /

Jv

Y(dety) [
Jv

Soit Bv designe la fonction speciale de Herz-Bessel, [6], definie par

Bv(y) = f
Ja

ou £2 designe l'ensemble des matrices symetriques definies positives. Posons A.=|^ ' .
D'apres [5, Proposition XVI.2.1], nous avons:

[f(k)dk=f
Ja JM(r,R)

Done

+f+)(y) = cY(dety)(Bl/2(yy'/4) + detyB_l/2(yy'/4))

= cY(dety)Blft(yy'/4)

Ainsi nous avons construit deux fonctions non nulles dans H+ et H- respective-
ment. Ce qui acheve la demonstration de la decomposition de L2( V) en sous-espaces
invariants et irre'ductibles.
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