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SUR LES PRINCIPES DIVERS DU MAXIMUM
ET LE TYPE POSITIF

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans la théorie du potentiel par rapport a la noyau-fonction continue
(au sens large), les théorémes de Ninomiya et ceux de Kishi sont trés originels
(cf. [91 et [7]). Dans cet article, en généralisant la notion du noyau, on se
propose de discuter quelques théorémes analoques.

Soient X un espace localement compact et s-compact, et & une mesure
de Radon positive dans X. En fixant X et £, on note respectivement E et M
la g-algébre constituée par tous les ensembles &-mesurables de X, et la totalité
de fonctions &-mesurables, bornées dans X, a valeurs réelles et & support
compact. Le sous-ensemble des fonctions non-négatives de M est désigné par
M+,

Un noyau N relatif a X et a & est, par définition, une application de
EXE a [0, +o0] telle que, quel que soit ¢, un ensemble relativement compact
de E, les applications

E>e—>N(e, e) et E>e— N e)

soient complétement additives sur E et absolument continues par rapport a
¢. On pose, quels que soient e, et ¢, de E, N(e,, e;) = N(es, ¢,), et alors, N est
un noyau relatif & X et & £, qui s’appelle le noyau adjoint de N. Si l’on a
N =N, il est dit d’étre symétrique.

Soit N un noyau relatif & X et & £&. Pour une fonction f é-mesurable et

non-négative dans X, 'intégrale S f(y)N(e, dy) a un sens. Si Iapplication

E 3 e {fNe, dy)

est complétement additive et absolument continue par rapport a &, sa densité
s’appelle le potentiel de f par rapport au noyau N et s’écrit Nf. Si, pour
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une fonction f &mesurable et réelle dans X, Nf* et Nf- sont définis, on dit
alors que Nf = Nft — Nf~ est le potentiel de f par rapport au noyau N. Il
est clair, d’aprés la définition du noyau, que, pour une fonction f de M, Nf

a un sens.

Principe classique du maximum: Un noyau N relatif & X et & £ satisfait au
principe classique du maximum si, quelle que soit f de M?*, I'inégalité Nf <1
est satisfaite pp sur X dés qu’elle V’est pp sur K(f) = {& € X; f(z) > 0}.

Une propriété a lieu pp sur un ensemble e de E si elle a lieu presque
partout pour & sur e. On note (M) la totalité des noyaux qui satisfont au
principe classique du maximum.

Principe de positivité de masse: Un noyau N relatif & X et & ¢ satisfait au
principe de positivité de masse si, quelles que soient f et g de M*, on a

Nf=Ngppsur X = Sfds = Sgdé,

et (PM) est la totalité des noyaux qui satisfont au principe de positivité de
masse.

Principe de domination: Un noyau N relatif a X et a ¢ satisfait au principe
de domination si, quelles que soient f et g de M*, Nf<Ng pp sur X dés
que la méme inégalité a lieu pp sur K(f), et leur totalité est désignée par (D).

Principe complet du maximum: TUn noyau N relatif & X et & ¢ satisfait au
principe complet du maximum si, quelles que soient f et g de M*, I'inégalité
Nf =< Ng+1 est satisfaite pp sur X dés qu’elle I’est pp sur K(f).

Notons (CM) la totalité des noyaux qui satisfont au principe complet du
maximum. On a alors (CM) c (M)N (D).

On a évidemment, pour deux fonctions f et g de M,

[N7@)g@dsa) = [Now) f(o)ae),

et donc, cela peut étre écrit Sgg(x) f(y)N(dz, dy) sans confusion.
On dit que N est de type positif si, quelle que soit f de M, on a
([r@r@n@e, ap=o.

On se propose d’abord de montrer les quatre résultats suivants:
(1) Sous une condition additionnelle, N € (D) et N € (D) sont équivalents.
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(2) Si N est symétrique et si I'on a N (D), N est de type positif.

(3) Ne(CM)n (PM) et N e (CM) n (PM) sont équivalents.

(4) Silon a Ne(CM)n (PM), N est alors de type positif.

On examinera ensuite le type positif des noyaux mesurables relatifs & X
et a & et on obtient une généralisation du théoréme de Ninomiya. Un
noyau N relatif a4 X et & & est, par definition, mesurable §’il existe une
fonction (¢ x &)-mesurable n(z, y) dans X x X — 4 et telle que, quels que

soient ¢, et ¢, de E avec ¢; N ¢, = ¢,
Niew e) = | niw, v)dew)as(a).

En Pappliquant a la théorie du potentiel a la noyau-fonction borélienne, on
obtiendra quelques théorémes correspondant a ceux de Ninomiya, de Kishi et
de Durier dans le cas de noyau-fonction continue au sens large.

2. Les noyaux élémentaires et les résolvantes

Soient N; et N, deux noyaux relatifs & X et a & Alors, quels que soient
e, et e, ensembles relativement compacts de E, l'intégrale

Sﬁlcl(w)Nzcz(x)df(x)

a un sens, ou ¢; et ¢, sont respectivement les fonctions caractéristiques de e,

et de e, et on écrit
[Mcia)Noe@)de@) = (Nie, ayNiay, e).
Si I’application
(61, €)= [ Niler, dy)Nidy, )
peut étre prolongée sur E X E et si ce prolongement est un noyau relatif a
X et a & il s’écrit N,- N, et s’appelle la multiplication de N, et de N;. En

particulier, on écrit (N)* = (N)*~1-(N) dés qu’elle a un sens.

Posons, pour une couple (e, ¢,) de E,
Uley, ) = &(e, N &,);

cela est évidemment un noyau relatif & X et a & qui s’appelle le noyau
d’unité. Le potentiel de f & M par rapport au noyau U est égal a f.
On dit qu’un noyau N relatif & X et & ¢ est élémentaire s’il existe une
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constante non-négative C et un noyau N relatif 2 X et & & tels que
Nes, ) = Cngo(N)"(en ), )

ol (N)° =U ou (N)° =0 d’accord avec N+ 0 ou N =0.

Remarque. Sil'on a

alors N= N,
En effet, on a
U-N=U-N):-N-U-N)=U—-N".
On dit donc que N est le générateur de N et que N est engendré par N.
Remarque. Si N est un noyau élémentaire relatif & X et & & N Dest aussi.
Cela est évident.
On dit qu’un noyau N relatif & X et & £ est borné s’il existe une con-

stante C telle que, quel que soit e de E, N(e, X) <Cé(e). En particulier, si
Pon peut prendre C =1, N est dit d’étre sous-markovien.

Soit e, un ensemble de E. Alors, la restriction d’un noyau N relatif & X
et & & sur e, est, par définition,

Ney(es, e) = N(ey N ey, e, N ey).
Cela est aussi un noyau relatif & X et a &.

ProrositioN 1.  Pour un noyau N relatif ¢ X et a &, il existe une suite (K,)
de compacts de X telle que N, et N, soient bornés et que, quels que soient e, et e,
ensembles relativement compacts de E,

lim Nn(ely ez) = N<e1’ ez)r

n—00

ot N, est la restriction de N sur K,.

En effet, soit (K;) une suite croissante de compacts de X et avec U K,

n=1

= X. On a alors
[Nvei@eumas @) = [Nei@e@sa)< + o,

ol ¢, est la fonction caractéristique de K,. Il existe donc un compact K,
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C K, et telle que &K, — K,)<1l/n et Nc, et Nc, soient bornés sur K,. On
peut montrer facilement que la suite (K,) est ce que nous avons désiré.

ProrosiTioN 2. i N est élémentaire, on a alors N € (D).
En effet, on peut supposer

N= 2 (N),

0

iMs

ou N est aussi un noyau relatif & X et a & Il suffit de voir que, quelles
que soient f et g de M*, Nf< Ng pp sur X dés que Nf < Ng pp sur K(f),
car Nf >0 pp sur K(f). Soit (K,) une suite croissante de compacts de X et
avec U K, = X. On pose ensuite

Nn :mgo(ﬁnyn,
ou N, est la restriction de N sur K,, et alors, quels que soient ¢, et ¢, de E,
N,(e;, ;) converge d’une maniére croissante vers N(e;, e;) avec n— . Soit
fnla restriction de fsur {x € X; Nf(z) < N,g9(z)}. On a alors N, f, < N,g sur

K(f,). Si l’on admet N,f, < Ng pp sur X, alors, faisant # — oo, on arrive a
la conclusion que Nf<Ng pp sur X. On peut donc supposer qu’il existe
un compact K de X telle que la restriction de N sur K soit égale a N.
D’aprés N(X, X) = N(K, K) < +oo, il existe une suite croissante (K,) des com-
pacts C K telle que &(K,) 7&K) avec n—»oo et que N, soit borné, ou N,
est la restriction de N sur K,. De la méme maniére que ci-dessus, il suffit
de voir N, € (D). On peut supposer encore que N est borné. Supposons
que, pour deux fonctions f et g de M* Nf=Ng sur K(f), et posons

v =1inf(Nf, Ng); on a alors, quel que soit e de E,
[ vtwrae) = fow)Nee, ay),
et on a donc, quelle que soit # de M*,
[fu@rvrw) — v Wiz, dy) - Ndw, dy)
= — [[w@wrw) — vw) Nz, ay) - ([0 @ow)U@z, dy) - Fide, ay) <o,

ou #’ est la restriction de u sur K(f) et #” =u—u’. D’aprés notre hypo-
thése, on a, quelle que soit # de M*, Nh € M*, et donc
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0= [[Nr@Wrw) — vV s, dy) - Nidz, ay)

= (Vf(@) — v@)h@)de@) = o,

d’out Nf =inf(Nf, Ng) < Ng ppsur X. Par conséquent, N € (D).
Une famille (N,), (p =0 ou p > 0) des noyaux relatifs 2 X et a & est, par
définition, une résolvante si ’on a, quels que soient p =0 et ¢>0,
Np—Nq = (q_" p)Np'Nq

et si, quels que soient ¢, et e, de E, lin(}Np(e,, e;) = Nyley, e;) dés que N,
P>
appartient a cette famille.
L’égalité ci-dessus s’appelle I’équation résolvante.

Remarque.  Soient (Np)p., et (Nj)ps, deux resolvantes. S’il existe un
nombre p tel que N, = N}, alors elles sont égaux.
En effet, d’aprés 1’équation résolvante, on a, quel que soit g(#p),

(U= ®—=qN,) (U= (q—p)Ny) =(U—(p—qN,)-(U—(qg—p)Ng) =U.

Si g> p, les séries

(o]

((g— p)Ny™ et X ((g— )N

0 n=0

M8

n

convergent, et elles sont noyaux relatifs 2 X et a &. D’apreés I’égalité ci-dessus,
on a

S(a— Ny = S(a— PN

n=0

d’ott N,=N{. Si g<p,la série

8

(® — N,)"

n

I

aussi converge, et on a
U—(@—=p)N,=U—(q—p)Ni,
d’ou N, = N{.

Par conséquent, si, pour un noyau N relatif 3 X et a ¢ il existe une
résolvante (N,),zo avec N, = N, elle est unique. On dit donc que (N,),., la
résolvante associée & N et que N est un noyau associé a résolvante. On note
(R) la totalité des noyaux relatifs a X et & & associés a résolvante. Cela a
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trés proche relation avec (D).

Remarque.  Si (N,) est une résolvante, alors (N,) Pest aussi.

. . ~_— . .
Cela resulte du fait que N,-N, aun sens et que ona N,-N,= N,-N,.

ProposiTioN 3. Soit N un noyau relatif ¢ Xeta & St N < (R), alors, quel
que soit ¢ une constante positive, N + cU est élémentaire. Réciproquement, si N est
élémentaire, alors N € (R).

En effet, on suppose d’abord N e (R), et on désigne par (N,)pso la
résolvante associée a N. On montra ici que, pour un nombre p >0,

1 [e5)
N+ = T’E}o( )"

1y
P

o
De la méme maniére que dans la remarque ci-dessus, la série 3} (pN,)" con-
n=0

verge et

H\/
’Blr—a

g( »)"(=N').
Il suffit donc de voir que, quel que soit ¢ >0, N’ — N, = ¢N’-N,. La multi-
plication N'+N, a un sens et N':N, = N,-N'. On a
N — N,=pN'+N, — (p — ¢)N,;+ N,
=pN' N, —p(® =N :Np- Ny + (= p)N;* N+ p(p — )N N, - N,
=gN'- N,

Réciproquement, soit N = 3!(N)" et posons, pour un nombre p > 0,
n=0

1 =2/ 1 &V
M= i S

On a alors
N—N, = pN,-N=pN-N,,

et il en résulte alors que la famille (N,),., vérifie I’équation résolvante.
D’apres les propositions 2 et 3, on a le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 1. 8% N e (R), alors, quel que soit ¢ >0, N+ cU € (D).

Lemme 1. Soit N un noyau borné relatif @ X et a &. St on a N < (D),
alors N € (R).
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Sa démonstration est achevée de la méme maniére que dans le cas de noyau
de Hunt (cf. [5] et [8). On répétra icila démonstration pour notre noyau.
On peut supposer, d’aprés notre hypothése, qu’il existe une constante 0<c¢
<1 telle que, quel que soit e de E, N(e, X) < c&(e). On pose, pour un
nombre p de [0, 1],

N, = B (~pr),

et alors, N, est une différence des deux noyaux relatifs 2 X et 2 & On a
immédiatement

N—N, = pN-N, = pN,-N.

Si N, est un noyau relatif 2 X et a &, alors N=N,. Admettons ici que N,
est un noyau relatif & X et a &; alors, quel que soit p de [1, 2], la série

Ms

N, = (1 — )™ (N

n=0

a un sens et on a
N,— N, =(p—1)N;*Np = (p—1)N,+N,.
On a immédiatement
N—N, =pN-N, = pN,-N.

On peut définir, de la maniére inductive, le noyau N, relatif a X et a &
pour tout p >0, qui vérifié I’égalité ci-dessus si N, est un noyau relatif a X
et a ¢ dés que D’égalité ci-dessus a lieu. Pour que N, soit un noyau relatif
2 X et a ¢ il faut et il suffit que, quelle que soit f de M*, Nf < Nf, pp sur
X, ou fp,=pN,f. Cela résulte immédiatement du lemme suivant:

Lemme 2. Soit N un noyau borné relatif @ X eta & St Pon a N € (D) (resp.
N € (CM)), alors, quelles que soient f et g deux fonctions &-mesurables, non-négatives
et bornées dans X, inégalité Nf < Ng (resp. Nf < Ng + 1) est satisfaite pp sur X
dés qu’elle Pest pp sur K(f).

En effet, on peut supposer Nf > 0ppsur K(f), car, d’aprés N € (D), Nf’
=0ppsur X, ou f’ est la restriction de f sur {x € K(f); Nf(z) =0}. Par
conséquent, il suffit de voir ’implication

Nf < Ngoppsur K(f)—> Nf< Ngppsur X.
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Soient (K,) une suite croissante de compacts de X et avec U1K" =X, g, la
restriction de g sur K, et f, la restriction de f sur l’ensemble {x € X;
Ng.(z) = Nf(z)}. On a alors, d’aprés Ne (D), Nf,=< Ng,pp sur X, d’oix

Nf.(z) < Ng(z)ppsur X. On a evidememnt
() N & UK(f) =0,
et par suite, Nf < Ngppsur X, d’olt notre lemme.
PropositioN 4. Soit N un noyau appartenant @ (D). Si (N)* a un sens, alors
N e (R).

De la méme maniére que dans la proposition 2, on peut prendre une
suite croissante (K,) des compacts de X telle que, quel que soit K un compact
de X, lim (K N K,) = &K) et que N, soit borné, ou N, est la restriction de
N sur n;(: On a evidemment N, € (D), et par suite, d’apres le lemme 1,
il existe la resolvante (N,,,)p=o associée a N,. Soient n et m deux entiers
positifs tels que # < m. Alors, quelle que soit f de M* et portée par K,,

(PN + U)(Nn,pf)(@) = (PNw + U)(Nn,»f)(@) pp sur X,

et
(pNn + U)(Na,p (@) = (pNn + U) (N, pf)(2) pp sur K,.

On désigne ici par (pN, + U)(Nn,,f)() le potentiel de N, ,f par rapport au
noyau pN, + U. Le noyau pN, + U étant élémentaire, on a, en vertu de la
méthode utilisée dans la proposition 2, N, ,f < N, ,f sur K,, d’ou, quels que
solent e, et ¢, de E et appartenant a K,, N, (e, €) < N, ,(e;e). Par con-
séquent, quels que soient e; et ¢, ensembles relativement compacts de E,
N, ple1, e;) converge avec n — . Posons

Np(e,, € = hj)n N, »(e, es);

alors, N, peut étre prolongé sur E X E etil est un noyau relatif & X et a &
Montrons que la famille (N,),., est une résolvante. Pour cela, il suffit de

voir que, quelle que soit f de M* et quel que soit p >0,
Nf = (pN + U)(N,f).

Soit ¢ une fonction de M*. On a alors, d’aprés notre condition,
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SNf(x)Ng(x)d&(x)<+oo, et donc, quel que soit €>0, il existe une
comapct K de X tel que

| Vf @) No(a)de(@) <

et que Ng soit borné sur K. Ayant N, ,<N,=N, on a uniformément

S%KN"'Pf(”)Nng(x)dé(x) <e
et
d’ou

tim [N, £(@) Nug(2)dé(e) = (N, £ (@) No(@)ds(a).

N—>00

La fonction g étant quelconque et ayant 1’égalité N, = (pN, + U)+N,,,, on
a Pégalité que nous avons désiré. D’aprés N,-N<N:N, on a, quels que
soient e; et e, de E,

lim Ny(e;, €;) = N(ey, e,),

-0

d’ott N € (R).
Une résolvante (N,)px est, par définition, sous-markovienne si, quel que
soit p > 0, pN, est sous-markovien.

ProposiTioN 5. Soit N un noyau relatif ¢ X et & & apparienant & (R). Alors,
N e (CM) si et seulement si la résolvante associde & N est sous-markovienne.

On suppose d’abord que la résolvante (N,),., associée a N est sous-mar-
kovienne. De la méme maniére que dans la proposition 2, on obtient le
lemme suivant:

LemMme 3. Soit N un noyau élémentaire dont le générateur est sous-markovien.
Alors on a N (CM).

D’aprés le lemme ci-dessus, il suffit de voir que si, quel que soit ¢ une
constante positive, N + ¢U € (CM), alors N € (CM). Si, pour deux fonctions
f et g de M*, Nf§N§+ 1ppsur K(f), alors, pour un nombre positif 4, il
existe une constante positive ¢ telle que

Nf+ecf<Ng+cg+(1+3)
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pp sur K(f), et donc, la méme inégalité a lieu pp sur X. Faisant 6 -0, on
arrive a Pégalité Nf < Ng+ 1 ppsur X, d’odt N & (CM).
On suppose reciproquement N € (CM). On a, quelle que soit f de M,
Nf — Npf = N(pN,f).

Si P'on a f<1, on a alors
NUf = DN, f)* S N = DN f)" + -

pp sur K((f — pN,f)*). Dela méme maniére que dans le lemme 2, ’inégalité
ci-dessus a lieu pp sur X, d’ou

N,f = N(f — pN,f) = —;—

pp sur X. La fonction f (<1) étant arbitraire, pN, est sous-markovien.

3. Le principe divers du maximum et le type positif

On commencera d’abord avec une hypotheése.

Hypothése (x): Un noyau N relatif & X et a & satisfait a ’hypothése (¥)
si, quel que soit ¢ de E, N(e, X) =0 si et seulement si N(X, e) = 0.

Si Ton a, quel que soit e de E, N(X, ¢)>0 et N(e, X)>0 dés que
é(e) > 0, alors N satisfait évidemment a ’hypotheése (x).

Lemme 4. Soit N un noyau relatif a X et & & qui satisfait & I hypothése (*).
Alors, pour que N € (D), il faut et il suffit que quel que soit ¢ >0, N+ cU € (D).

On montre d’abord que la condition est nécessaire. Supposons que,
pour un nombre positif ¢ et pour deux foncitons f et ¢ de M*, Nf+cf
< Ng + cg pp sur K(f); alors,

Nf—=g*+c(f—*=N(f—g +c(f—9)
pp sur K((f — g)*), et donc, on peut supposer

§K(f) N K(g) = 0.

On a alors Nf < Ngppsur K(f), et d’aprés N € (D), Nf =< Ng = Ng + cg pp sur
X, et par suite, Nf + cf < Ng+ cgppsur X, d’oiu N+ ¢U = (D).

On montre réciproquement que la condition est suffisante.  On obtient
d’abord I'implication

Nf < Ngppsur K(f) —> Nf < Ng pp sur X.
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Soit f, la restriction de f sur {xz € K(f); Nf(x) < Ng(x) + %], alors,

pp sur K(f,), ol ¢ est un nombre positif tel que

c(esasc-E sup fle) = %
et donc, la méme inégalité a lieu pp sur X. Faisant ¢—0, on arrive a
Pinégalité Nf, < Ng pp sur X, et ensuite, faisant #» — oo, on obtient ’égalité
Nf=<Ng pp sur X. Il en résulte que si Nf=< Ng et Nf>0 pp sur K(f), Nf
= Ng pp sur X, car, quel que soit a>1, Nf <aNg pp sur K(f). Par consé-
quent, il suffit de voir que, quelle que soit f de M*, Nf =0 pp sur X dés
que la méme égalité a lieu pp sur K( f). Soient f’/ la restriction de f sur
I’ensemble

U {z e X; Ng(x) > 0}
ge M+

et f" = f— f'. Il existe alors une suite croissante (g,) de M* et telle que
Pon ait

1

&{x € X; f(x) > 0, Ng.(x) = 0}) <

Soit f, la restriction de f sur ’ensemble {x € X; Ng,(z)>0}. On a alors,
quel que soit @ une constante positive, Nf, <aNg, pp sur K(f,), et donc,
Nf,=<aNg, pp sur X. Faisant ¢ —~0, Nf, =0 pp sur X, et ensuite, faisant
n-—ro0, Nff =0 pp sur X. D’autre part, quelle que soit g de M, on a

[Ng(@) 77 (w)a8(0) = (Np7@)g(@)ae(e) = o,

et par suite, Nf" =0 pp sur X. D’aprés ’hypothése (x), on a Nf” =0 pp
sur X, d’ot Nf =0 pp sur X.

CoROLLAIRE 2. Soit N un noyau relatif ¢ X et a & tel que (N)? ait un sens.
St N satisfait @ Phypothése (x), alors N € (D) et N € (R) sont équivalents.

Le premier théoréme est une généralisation partielle du théoréme de
Kishi pour les noyau-fonctions continues au sens large (cf. [7]).

TueoreME 1. Soit N un noyau relatif @ X et a &; supposons que N satisfait
a Uhypothése (x). Alors les deux énoncés Ne (D) et Ne (D) sont équivalents.
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Demonstration. 11 suffit évidemment de montrer limplication N € (D)
=> Ne& (D). D’aprés le lemme 4, N € (D) est equivalent & N + cU € (D) pour
tout ¢ > 0. On prend une suite croissante (K,) des compacts de X telle que,
quel que soit K un compact de X, ,}lrg &K, N K) = &K) et que N, soit borné,
ol N, est la restriction de N sur K,. D’aprés les propositions 2, 3 et le
lemme 1, on a, quel que soit ¢ >0, N, +cU & (D). Supposons que, pour
deux fonctions f et g de M*, Nf +cf<Ng+cg pp sur K(f), et soit a>1.
On désigne respectivement par g, et par f, la restriction de g sur K, et la
restriction de f sur I’ensemble

{v € K,; Nf(x) + cf(x) < aNg,(x) + acg.(x)}.

On a alors, d’aprés N, + cU € (D), Nf, + ¢fo = aNg, + acg, pp sur K,, d’ol
Nf. + cfu < aNg + acg pp sur K,. La suite (f») converge d’une maniére crois-
sante vers f pp sur X, et par suite, Nf + cf <aNg + acg pp sur X. Faisant
a—1, on arrive a I’égalité Nf+cf<Ng+cg pp sur X, dot N+ cU € (D).
La démonstration est compléte.

Remarque.  Si on ne suppose pas ’hypothese (), le résultat ci-dessus n’a
pas lieu. On peut fournir facilement un contre-exemple dans le cas ou X
est un espace fini.

En généralisant le théoréme de Ninomiya concernant le type positif (cf.
[9]), on obtient le théoréme suivant:

TueoreME 2. Soit N un noyau relatif @ X et a & appartenant & (R), et soit
(N,) la résolvante associée & N. Si, quel que soit p >0, N,+N, a un sens et si Pon
a N,+N, = N,-N,, alors N est de type positif.

On remarque d’abord que N & (D) n’est pas toujours de type positif et
que les noyaux satisfaisant aux conditions du théoréme ne sont pas toujours
symétriques. En considérant, par exemple, les noyaux de convolution sur
un groupe abélien, cela peut étre facilement compris.

Remarque. Soient N et (N,) les méme que ci-dessus. Si N-N a un sens
et si N-N = N-N, les conditions de notre théoréme est alors vérifiées.

D’aprés N, <N, N,-N, aunsens. L’égalité N,-N, = N,-N, résulte de
Pégalité N = 2:1 (p)"1(N,)".

Démonstration du théoréme 2. Si, quel que soit p >0, N, est de type
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positif, alors N P’est aussi, et donc, on peut supposer aue N -N a un sens et
N.-N=N-N. On pose, quel que soit ¢ >0,

N, = (N, + No),

et alors, quel que soit » un entier positif, (N.)" a un sens, car, quels que
soient m et k entiers positifs,

-~ -

¢ YN)™ < N et ¢ (N,)* < N.

On a ensuite
N-N-(cN,) = _%_(1\7_ N,)-N+ %(N— N)-N<N-N,

et donc, N-N-(cN.)" a un sens et la suite (N-N-(cN,)");., est décroissante.
Par conséquent, on a, quel que soit » un entier positif,

3R = (5 N+ B) + V) S (eRos
=(N+1U)- (N +20)-U = R = (N+-10)- (N + -1v),

et par suite, la série E(ch) converge et elle est un noyau élémentaire et

n=0

symétrique. On a donc

%(N'l- N) + ——U = lime(N + %U) (N + %U) (U—(R")+ (U = R0,

n—>00

Posons, pour un entier positif =,

e 1 )

((eN)™M™, ;

alors, la série ci-dessus converge et elle est un noyau symétrique relatif a X

[ee]
et a & car la série 3 (cN.)" converge. On a immédiatement
n=0

U - Nc )t = U — (C]Vc)".

Par conséquent, on a

(N+ N) + —U = lim C<N+ —U> . (1\7 + LU) c(U=NPyp)2- (U=N® 1)

n—>00

= lim ((U=N¢s) - (U=Na) - (N+-10) - (N+-10) - U= F010) - (U=K ).

7n-—>00
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Il en résulte donc que, quelle que soit f de M,

[fr@rwnae, ay + L s1ae

Il

[[r@ @ aa, dy) + Nz, ay) + L{1r1ae

2
ds =0,

tim e | (¥ + LU ) (W = B0 - U= 8202 )

n—>00

d’olt N+ %U est de type positif, et faisant ¢ — oo, on arrive a la conclusion

que N est de type positif.

Remarque. Soit N un noyau relatif 2 X et 4 & Pour que N-N ait un
sens, il faut et il suffit que, quelle que soit f de 34 SINf|2d5< + oo,

Si N est de type positif, alors, quel que soit p>0, N,-N, a un sens,
car U— pN, est aussi de type positif. Mais notre condition du théoréme 2
n’est pas la meilleure pour que N soit de type positif. Il existe noyaux de
type positif et appartenant a (R), qui ne satisfont pas a4 la condition que, quel
que soit p >0, N+ N, = N, N,.

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau relatif & X et @ &. Si Ne (D) et N-N
= N-N, alors N est de type positif.

Si les multiplications N -N et N-N sont définies, alors, (N)? a aussi un
sens. Notre corollaire est un résultat immédiat de la proposition 4 et du
théoréme 2.

CorOLLAIRE 4. Soit N un noyau symétrique relatif @ X et a & St Ne (D),
il est alors de type positif.

En effet, il existe une suite croissante (N,) des noyaux bornés, symétri-
ques relatifs a X et a ¢, telle que 'on ait N, € (D) et

lim {{ 7(2) 7 W) Na(de, ay) = (| 7(@) /@)@, dy).

Nn—r00

D’aprés notre théoréme, N, est de type positif, et donc, N est de type positif.
Nous discuterons ensuite le principe complet du maximum pour notre
noyau. Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme de Durier

(cf. [4). Il a montré un théoréme analogue pour les noyau-fonctions con-
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tinues.

THEOREME 3. Soit N un noyau relatif & X et a & Alors les deux énoncés
suivants N € (CM) N (PM) et N e (CM) n (PM) sont équivalents.

LemME 5. On a Ne (CM) N (PM) st et seulement si, quel que soit ¢ >0,
N+ cU e (CM) N (PM).

En effet, de la méme maniére que dans le lemme 4, on peut montrer
I’équivalence entre N e (CM) et N+ c¢U € (CM) pour tout ¢ > 0 sans I’hypo-
thése (x), car, sous la condition N & (CM), on a, quelle que soit f de M?,
Nf =0 pp sur X dés que Nf =0 pp sur K(f).

On suppose d’abord que N € (PM). Soit, pour un nombre positif ¢ et
pour deux fonctions f et g de M*, Nf + cf = Ng + cg pp sur X. Alors,

Nf—gtr+c(f—g*=N(f—g) +c(f—9)r
pp sur X, et donc, N(f — g)* < N(f —g)~ »p sur K((f — ¢)*). En utilisant N
€ (D), on obtient que la méme inégalité a lieu pp sur X, et d’aprés N € (PM),
j fde < Sgd.f, d’ott N+ cU e (PM). ‘
Montrons ensuite son inverse. Supposons que, pour deux fonctions f et
g de M*, Nf< Ng pp sur X. On peut supposer ici Nf >0 pp sur K(f), car,

d’aprés Ne (M), Nff =0 pp sur X, ol f' est la restriction de f sur ’ensemble
{x € X; Nf(z) =0}. Soit f, . la restriction de f sur ’ensemble

x € X; Now) — 2L Nf(@) = (ess. sup f(=)].

On a alors, d’aprés N+ %U e (D),

e L (an,m + —%—fn,m) <Ng+ %g

2p sur X, et donc,

=1 (fonae= Sgds.

Faisant n — o, et ensuite, m — o, on arrive a l’inégalité S fdegggdé, d’out
N e (PM).

Lemme 6. Sotent N un noyau élémentaire et N son générateur. Pour que
N < (PM), il faut et il suffit que N soit sous-markovien.
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On suppose d’abord que N < (PM). On a, quelle que soit f de M,
Nf=N(Nf) pp sur X, et donc, Sfd&;Sf(y)N(X, dy), d’ou N est sous-mar-
kovien.

Montrons que la condition est suffisante. Si, quelle que soit f de M,

SINfIdE < +oo, alors on a, quelles que soient f, g de M*,
S(g— fdé = SS(Ng(y) — Nf(y)(U(d=, dy) — N(d=, dy))
= [Vo(w) — NFw)(@ew) - N(X, dy) 20

dés que Ng= Ny pp sur X. En général, soient (K,) une suite croissante des
compacts de X et avec U K, = X, et N, la restriction de N sur K,. Alors, le
n=1

noyau élémentaire

N, = J(N)"

0

M

appartient & (PM). On suppose que, pour deux fonctions f, g de M*, Nf
= Ng pp sur X. Soit f, la restriticon de f sur ’ensemble

[0 e X; Noglo) = 2~ L Nf(w)).

Alors, d’aprés N, € (D),

M= LN, fo = Nog

n—1
n

S fde < Sgdé, d’ot N € (PM).

pp sur X, et donc,

andsg ggdé. Faisant 7 — o0, on arrive a l'inégalité

Démonstration du théoréme 3. On  montre seulement IPimplication
Ne (PM) n (CM)=> N e (PM) n (CM). D’apreésle lemme 5, il suffit de montrer
que, quel que soit ¢ >0, N+ cU e (CM) N (PM). De la méme mainére que
dans le théoréme 1, on peut supposer que N est borné. D’aprés Ne (CM),
N+ ¢U est un noyau élémentaire dont le générateur est sous-markovien, et
d’aprés le lemme 6, le générateur de N + ¢U est aussi sous-markovien. On a
donc N + cU € (PM) n (CM). La demonstration est ainsi compéte.

CoROLLAIRE 5. Pour que N (PM) N (CM), il faut et il suffit que N (CM)
et Ne (CM).
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On remarque que N & (CM) et Ne (CM) ne sont pas équivalents, car
on peut facilement fournir exemples.

THEOREME 4. St un noyau N appartient & (PM) N (CM), N est alors de type
positif.

Démonstration. On peut supposer, d’aprés la proposition 1, que N et N sont
bornés et encore que, quelle que soit f de 3 Sle|2d5< 400 et Slelzdé
< +4co. 1l existe alors la résolvante (N,),., associée au noyau N. D’apres la
proposition 5 et le lemme 6, quel que soit p >0, pN, et pN, sont sous-mar-
koviens. Pour une fonction f de M, Nf et Nf sont bornés et de L2(&), et
donc,

[N7 @) s (@)de@) + -l e

p [N (@) + S @)NS ) + - F W)Uz, dv) — pNy(dz, dy))

pHNf"’ ‘;Tfr(dé - *lgpr(X, du) — —;pr(dx, X))
+ 2 {[|Nr@) + @) = N ) = ) PN a2, ay) zo0.

On obtient donc que, quel que soit p >0, N+ —}U est de type positif, et

faisant p —co, on arrive a la conclucsion que N est de type positif. La
démonstration est ainsi compléte.
Cela est aussi analogue avec le théoréme de Durier pour les noyau-fonc-

tions continues (cf. P’article cité ci-dessus).

4. Le type positif des noyaux mesurables et symértiques

Dans ce chapitre, on discutera toujours les noyaux mesurables et symét-
riques relatifs 2 X et a & On répéte qu’un noyau mesurable relatif a X et
a & est, par définition, de la forme

Ny, &) = { § nie, ndswdeia)

pour deux ensembles e; et e, de E avec &(e; N e) = 0, ol # est une fonction
localement (¢ x &)-sommable dans le complément de I’ensemble diagonal 4.

PropositioN 6. Soit N un noyau mesurable et symétrique relatif @ X et a &.
S’il existe une constante positive c¢ telle que, quel que soit e de E, Nie, e) = c&(e),
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alors, pour une fonction &-mesurable, localement bornée et non-négative u dans X et pour
un ensemble relativement compact e de E, il existe une jfonction f. de M*, portée par
e et telle que Pon ait Nf,=u pp sur e et Nf, =u pp sur K(f.).

On désigne par L&) 'espace hilbertien des fonctions dont les carrés sont
¢-sommables. On remarque que, pour une suite (f,) des fonctions non-
négatives de L2(£) et qui converge faiblement vers une fonctions f dans L2(g),

lim ({ £,@) £a(0)N(d, dy) = ([ f(@) )N, dy).

N—0

D’apres notre hypothése, on a, quelle que soit f de M*,
[vr@) r@asa) = o rrae.

Soit L%(e) le sous-ensemble de fonctions non-négatives de L2(&) et portées par
e. On considére I’application

LYe) 5 f(#0) = Fulf) = (urae)
|[r@ sz, ay)

Posons
a = sup {F.(f); f € Lie), f+ 0}
Alorson a, quelle que soit f(+0) de L%(e)et quel que soita # 0, F,(f) = F,(af),

et donc, il existe une suite (f,) des fonctions de M*, portées par e et
telle que T’on ait Slfnlzde =1 et lim F,(f) = a. On peut supposer alors que
(fa) converge faiblement vers u;;emfonction fi de Li(e) dans L2*¢&) avec
n—>oco, Silonaa=0 u=0 ppsur e, et par suite, il suffit de supposer
a>0. On a, quelle que soit f de LZ(e),

[lurasfirras | uas

F(f)= =
RS ‘
des que f# 0, d’olt @ < 4. Ayant
furias  furias
lim Fy(f7) = lim —=— = —

on a f/#0. D’apresla premiere inégalité ci-dessus, F,(f¢)=«a, d’ou
F,(f?) = a. Ona donc, quelle que soit f une fonction de M* et portée par e,

https://doi.org/10.1017/5S0027763000014604 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014604

152 MASAYUKI ITO

et quel que soit @ une constante positive, F.(fi+af) < F,(f;). En faisant
un calcul élémentaire, on a

Nfe =L ((urae)u

pp sur e. D’autre part, quelle que soit f de M* et quel que soit 0 <<a<1,
on a F,(f{—af)< F,(f{) dés que f= f/, et on a donc

Nft =2 ((urias)u
pp sur K(f;/). En posant

fe= Wﬂ,

On obtient que f, est la fonction de notre proposition. f, € M* résulte de
Iinégalité c¢f, < Nf, = u pp sur K(f.).

On ne connait pas si, en général, notre proposition a lieu pour les noyaux
symétriques. Dans la discution ci-dessus, il est essentiel que I’application
f —+SN f(x) f(x)d&(x) est semi-continue inférieurement par rapport a la topo-

logie faible de L%é&). Pour cela, il est inévitable que N est mesurable.

CoOROLLAIRE 5. Soit N le méme que ci-dessus. St N e (M), alors, & un en-
semble relativement compact e de E, on peut associer une fonction g, de M*, portée par
e et telle que Pon ait Ng, =1 pp sur e et Ng, <1 pp sur X.

Cela est un résultat immédiat de la proposition 6 et de Ne (M). On
dit que g. est la fonction d’équilibre de e par rapport au noyau N. En ce
moment, N est dit de satisfaire au principe d’équilibre.

COROLLAIRE 6. Soit N un noyau mesurable et symélrique relatif ¢ X et a &.
81, quelles que soient f et g de M*, SNf(x)f(x)dé(x)gSNg(x)g(x)d&(x) dés que
Nf < Ng pp sur K(f), alors N est de type positif.

On retrouve, d’aprés le corollaire ci-dessus, que si N € (D), N est de type
positif.  On peut supposer ici que N est borné, et il suffit de voir que, quelles
que soient f et g de M* avec K(f) N K(g) = ¢,

([vr@g@asa) = ([Nr@) fwaew)([Nowgiae)).

On peut supposer encore que, quel que soit ¢ de E, N(e, e) = cé&(e), ou ¢ est
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une constante positive, car N est de type positif si et seulement si, quel que
soit ¢ >0, N+ cU est de type positif. D’apreés la proposition 6, il existe une
fonction s’ de M*, portée par K(g) et telle que 'on ait Nf < Nf’ pp sur K(g)
et Nf = Nf’ pp sur K(f'), et on a alors

Fyp(f) = SNf(x)f'(w)dE(x) = SNf'(x)f’(x)dE(x)
=sup{Fwwn(h); h € Li(e), # 0}.

D’aprés notre condition et I’égalité Nf = Nf' pp sur K(f'), on a

([Nrg@as)

(N7 @) r@)de@) = (NF (@) f (@)dz) =
| No@)g(2)ds(a)

d’oll notre corollaire.

TutoriME 5. Soit N un noyau symétrique et mesurable relatif @ X et a é&.
St Ne (M), N est alors de type positif.

Cela est aussi une généralisation partielle du théoréme de Ninomiya pour
une noyau-fonction continue (cf. [9]). On préparera d’abord les trois lemmes
suivants:

LemMe 7. Soit N un noyau mesurable et symétrique relatif @ X et a & qui
satisfait @ la condition que, quel que soit e de E, N(e, €)= cé(e), ot ¢>0, et
satisfait encore au principe de maximum, et désignons, pour un ensemble relative-
ment compact e de E, par g. la fonction d’équilibre de e. Alors on a, quelle que soit
f de M+,

([No.(o) r@)ast)) = ((Na(@)g.@)de(@)) (N7 F@)ds@),

En effet, d’aprés la proposition 6, il existe une fonction ¢’ de M*,
portée par K(f) et telle que I'on ait Ng. < Ng’ pp sur K(f) et Ng, = Ng’ pp
sur K(g’), et on a alors

Fugp9') = SNge(x)g’(x)dE(x) =sup {Fu)(9); 9 € LUK(S), g # O}.

D’aprés Ng' = Ng. <1 pp sur K(¢'), on a Ng’ <1 pp sur X, et donc,

([nr@g.@)de@)
[Nr@) r@as@)

[Ngu(@)g(2)as(2) = 9.8 = [Ny ()9, (w)ae(w) =

’
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d’oll notre lemme.

LemMe 8. Soit N un noyau mesurable et symétrique relatif a X et a &, et
sotent f1, fo et g fonctions de M. Si

([nrig@ac)) = (N7 7i@ae@ ) ([ No@g)asa)
et
([nruwigae) < (Sme)fz(x)dax))(§Ng<x>g<x>ds<x>j,
on a alors
(N + Al@gwae) < ([N + @0+ f@ds@)((N@g@dem).
En effet on peut supposer
([pr@) fu@asa)(|Nogasa) — (N7 (2)g@aete) )
= ([nro)1@)as@)((Ng)a x)) ([vr@g@asm)’.
On pose, quel que soit ¢ un nombre réel,
Ft) = ([Nief + 0 = 0@ s + 0 - D) @ds@)((No@g@)dew)
— ([¥ves + a = v f)@g@dew)).
Alors on a évidemment
FO) = ([N7a@ fi@)dew )([Nowig(ae@) — ([Nrw)g@as@)’
et
F) = ([n7.@) 1@ ae@)((Na(@g@)de)) — (N7 @)g@)ae),
d’ott F(0)=F(1). Supposons
([wves + r@e@ac@) = (N + 2@+ 2 @ds@)((No@g)aee)).

Alors,

([Nri@g@)ae)((Nrg@de) — ([N7.@) fmaee) ) (No@ig@)de@)
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=-L(FO) + F) =o0.
Posons
P, = ([N7.@@az@))([Nrwg@asa)

— ([wvr @) ra@)as@) ) ([ Noige)aeta))
et écrivons
F(t) = a(t — b)? 4+ c.
Alors
a=F0) + FQ) 4 2F, = 2F;, > 0
et

b= Fi, — F(0) < 1
a 27

et par suite, F(0) < F(1), mais cela esten contradiction avec notre hypothése,

d’olt notre lemme.
D’aprés le lemme 8, on a le lemme suivant:

LemMe 9. Soit N le méme que ci-dessus. St lon a

(807 ) fstw)aeto) ([ Nowiotw)aee) = ((Nsmgtaasi@) i =1, 2),

ot f; et g sont fonctions de M, on a alors
([N + @ + f@ds) )([Nogw)ae)

= ([N + r)@g@dsa)

En effet, si 'on a
([N + rowis + o @de) )([No@)giasia))

< ([Nt + Fateig@az@),
alors,

([N = ra@)fs = ra@ase))((Nowgw)az) > ([N — fawlg@)de@)’.
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En utilisant le lemme 8 pour les fonctions f; — f5 f2 et g,
([N rimasta) ([ Noigte)ae)) > ((Nfi@gte)ae)),

et par suite, cela est une contradiction, car il suffit de supposer

(SN fi f1d$><SNggd$> = (SNf1d§>2 .(cf. le lemme 8.)

Démonstration du théoreme 5. On peut supposer que, quel que soit e de
E, N(e, e) = c€&(e), ol ¢ est une constante positive, car, quel que soit @ > 0,
N+ aU e (M), et pour que N soit de type positif, il faut et il suffit que,
quel que soit >0, N+ aU le soit aussi. Soit (FE) la totalité de sommes
positivement linéaires des fonctions d’équilibre des ensembles relativement
compacts de E. Alors, 2 une fonction f de M?*, on peut associer une suite
(fn) de (FE) telle que f,= f et qui converge vers f pp sur X, car on a
évidemment

f=sup{ge (FE); g< f}.

Par conséquent, pour notre théoréme, il suffit de voir que, pour deux
fonctions f € (FE) et g de M* avec K(f) N K(g) = ¢,

(|7 f @ds@)((Ng@)g (@)de @) = ([N @)g(2)ds(@))'.

Cette inégalité résulte des lemmes 7, 9 et de la maniére inductive, et
la démonstration est ainsi compléte,

PropositioN 7. Supposons gu'un noyau mesurable et symétrique N relatif ¢ X
et & & est de la form

Neew e) = | nla, vaew)aea)

€1ve€s

st ey Ne =6, ot n est une fonction définie dans X X X — 4 et dont le carré est
localement (¢ x &)-sommable. Alors N est de type positif st et seulement si, quelle que
soient f et g de M+,

¢({z € K(g); Ng(x) = Nf(2)}) >0

dés que Nf < Ng pp sur K(f) et g+ 0.
Si N est de type positif et si Nf < Ng pp sur K(f), alors

([Nr@ig@as)) = (N7 @) r@ase))([Noigte)ae)

et donc,

https://doi.org/10.1017/50027763000014604 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014604

PRINCIPES DIVERS DU MAXIMUM 157

[N (@)g@)ae (@) = [ Nog@)de(a),
d’ott
¢({w € K(g); Ng(x) = Nf(x)}) > 0.

Réciproquement, il suffit de voir que, quelles que soient f+0 et g0

de M* et avec K(f) N K(g) = ¢,

([Nr@)g@aem) < ((Nr@ fe)ae@ )| Now)g@ds@),

On peut supposer encore qu’il existe une constants positive ¢ telle que 'on
ait Ne, ¢) =c&(e). Solent ¢, = K(f) et e, =K(g), et utilisons la méme
notation L%(e,) que dans la proposition 6. Alors I’application

F: (Lie) — {0)) X (L¥(e) = {0}) 3 (fu, f2)
([N @ f(@)ae@))
(V7@ fimae)((Nre) £ola)deto)

est semi-continue supérieurement par rapport a la topologie faible de L?(¢).
I1 existe donc une couple (fy, f») de Li(e)) X Li(e;) telle que lon ait f;#0,
fz # 0 et

F(fy, f2) = sup {F(g:, g2); (g1, 92) € Li(e;) x Li(es)},

et on a 0 < F(fy, f2) <+ (cf. notre hypothése pour n(x, y)). Par conséquent,
on peut montrer, de la méme maniére que dans [9], I'inégalité que nous
avons désiré.

Nous discutons finalement la relation entre le noyau symétrique de type
positif et espace fonctionnel relatif a X et 2 & Pour la définition de l’espéce
fonctionnel, voir [3].

ProrosiTioN 8. A un noyau symétriuge N de type positif (resp. un espace
Sonctionnel H & noyau positif), on peut associer un espace jfonctionnel H a noyau positif
(resp. un mnoyau symetrique N de type positif), et un seul tel que, quel que soit f de
M, le potentiel de f dans H soit égal & Nf.

Pour la définition du potentiel dans H, voir aussi [3]. On dit que Hest &
noyau positif'si, quelle que soit f de M*, le potentiel de f dans H est non-négatif.

Montrons la proposition 8. Soit N un noyau symétrique de type positif,
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et posons H' = {Nf; fe&e M}; alors H est un espace pré-hilbertien par la
norme

N7 = ([Nse) fta)eta))

Soit K un compact de X. Alors, quelle que soit f de M,
(] 1vflde)" = (N(K,, Ki) + NS, K)IINFR < 2N (K, K)INFI?,

ou K = {x € K; Nf(x) >0} et K= {x € K; Nf(x) <0}, et donc, la complété
H de H’ par la norme ci-dessus est un espace hilbertien dont 1’élément est
une fonctin localement &-sommable dans X. On a, quelle que soit » de H,

[ Julde = N, K)Hu,

d’olt H est un espace fonctionnel, et il est évident que, quelle que soit f de
M, le potentiel de f dans H est égal a Nf.

Réciproquement, soit H un espace fonctionnel relatif & X et 2 & En
posant, quels que soient e;, e; de E,

Ne, ) = (uc,’ ucz)’

dés que u., est défini (i =1, 2), ol ¢; est la fonction caractéristique de e;,
u,, est le potentiel de ¢; dans H et (-, +) est le produit scalaire dans H, N
est alors un noyau symétrique relatif a X et a &, et il est évidemment de
type positif. On peut voir facilement que, quelle que soit f de M,
le potentiel de f dans est H égal a Nf.

En combinant le théoréme 2, la proposition 8 et le théoréme de J. Deny
(cf. [3]), on obtient le corollaire suivant:

CoroLLAIRE. Un noyau symétrique N < (D) (resp. N € (CM)) est caractérisé
par un noyau d’espace fonctionnel dans lequel la contraction module opére. (resp. les
contractions normales opérent.)

On dit que la contraction module opére dans un espace fonctionnel H
si, quelle que soit # de H, |u| € H et sa norme est < |lul|. Les contractions
normales opérent dans H si, quelle que soit # de H et quelle que soit 7' une
contraction normale de la droite réelle, T-u € H et |T- u|| < ||u]|.
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4. Les principes divers du maximum et le type positif pour les
noyau-fonctions

Une noyau-fonction G sur X est, par définition, une fonction borélienne
et non-négative dans I’espace produit X x X, et le noyau adjoint G de G est
défini par G(z, y) = Gly, ). Soit z# une mesure de Radon réelle dans X.
Alors, le potentiel de g par rapport au noyau G est, par définition,

Gula) = (G, v)duw) = [Gla, varw) - [Glz, varw)

deés que lintégrale a un sens, et ’énergie de ¢ (par rapport au noyau G)
est la quantité SG,Ltd,U.

Le principe de positivité de masse: On a, quelles que soient g, v mesures
de Radon positives dans X, d’énergie finie et & support compact, de = Sd»
dés que Gp < Gy G-ppp sur X.

Le principe de domination: On a, quelles que soient g, » mesures de Radon
positives dans X, d’énergie finie et & support compact, Gx <Gy G-ppp sur
X dés que Gp < Gy G-ppp sur le support Sy de p.

Le principe complet du maximum: On a, quelles que soient p, v mesures
de Radon positives dans X, d’énergie finie et a support compact, Gy =Gy
+1 G-ppp sur X dés que la méme inégalité a lieu G-ppp sur Sp.

Le principe classique du maximum: On a, quelle que soit ¢ une mesure
de Radon positive dans X, d’énergie finie et & support compact, Gp=1
G-ppp sur X dés que la méme inégalité a lieu G-ppp sur Sg.

Une propriété a lieu G-ppp sur ’ensemble A de X si, quelle que soit z
une mesure de Radon positive dans X, d’énergie finie et a support compact
C A, elle a lieu presque partout pour p.

LemMmE 10. Soit G une noyau-fonction sur X. Pour que G satisfasse au
principe de domination, il faut et il suffit que, quelles que soient p, v mesures de Radon
positives dans X d’énergie finie et & support compact, Gp < Gy G-ppp sur X dés que la
méme inégalité a liew presque partout pour p.

La condition est évidemment suffisante, et on montre donc que la con-
dition est nécessaire. Supposons que, pour deux mesures de Radon positives
¢ et v dans X, d’énergie finie et a support compact, Gz < Gy presque partout
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pour g, il existe alors une suite croissante (K,) de compacts de X et telle que
Pon ait Gy, =< Gy sur Sy, et y(%K,,)g—hl—, ou p, est la restriction de g sur
K,. Onadonc Gg,= Gy G-ppp sur X, et faisant » — co, on arrive a 'inegalite
Gy <Gy G-ppp sur X.

De la méme maniére, on obtient ’équivalence analoque pour le principe

complet du maximum et pour le principe classique de maximum.

THEOREME 6. Soit G une noyau-fonction sur X, et supposons G >0 sur X x X.
Pour que G satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit que G y satisfasse
ausst.

LemMe 11, Soit G la méme que ci-dessus, et on suppose que G satisfait au
principe de domination. St, pour trois mesures de Radon positives p, ps et ps dans
X et & support compact, SG,uidpj <+ (i,j=1,23) e Gu<Gp, G-ppp sur
Spi, on a alors éylg é,uz presque partout pour ps.

On pose & = p + po + p15 et

Niew o = { Glz, vacwiae(a)

1

ol ¢; et e, sont ensembles é&-mesurables de X, et alors, N est un noyau relatif
a X et a & qui satisfait & T’hypothése (%), car SG$d5< +o0o et G>0 sur
X x X. D’aprés lelemme 10, N (D), et, en utilisant le théoré¢me 1, Ne (D).

On a donc Gp, < Gp, presque partout pour & d’ott Gp, < Gp, presque par-
tout pour ;.

Démonstration du théoreme 6. On suppose que G satisfait au principe de do-
mination. Il suffit de montrer que si, pour deux mesures de Radon positives
# et p, dans X, d’énergie finie et a support compact, Gpy < Gpy G-ppp sur
Sy, on a, quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X, d’énergie
finie et a support compact, Gg, < Gy, presque partout pour v, car Gy, >0
des que p; 0. On peut supposer évidemment que g; 0. On peut sup-
poser encore que Gy et Gy sont bornés presque partout pour » et qu’il existe
une constante a> 0 telle que inf(Gp,, Gp,) =a presque partout pour v, car,

d’apres SGvdv = Sépdu < +o0, il existe une suite croissante (K,) des compacts

de X, telle que »(&FK,) = % et que Gy et Gy soient bornés sur K,, et, d’aprés

G>0sur Xx Xet p; 0 (i =1, 2), inf (Gpy, Gpy) >0, et par suite, (v,) con-
verge d’une maniére croissante vers y avec m —» oo, oll v, est la restriction
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de v sur {x € X; inf (Gpy(z), Gps(z)) = ’L J Soit (K;,) (i =1, 2) une suite
1
n
soient bornés sur K; ,. On désigne par g, , la restriction de g, sur

croissante des compacts de X, telle que p,(ZK;,.) < et que Gp; et G,

Kon 0 [x € X; inf (Gm(w), Gy(a) = -1
et par g, , la restriction de g, sur
Kin N & € X3 Grraa(@) = G} 0 [0 € X; inf (Grrla), Gule) = 1],

On a alors Gy, < Gy, presque partout pour fy,,. De la méme maniére
que dans le lemme 10, on peut supposer que Gpy,, = Gy, sur Sg,. On

a ensuite
SGﬂx,ndﬁz.n < +o0, SGﬂz.ndﬂl,n < 400,
SG‘U]’ndV < ‘,‘OO, SG”d/‘I,n < —[—OO’

SG#z,ndu < 4o, SGpdpz,n < 40,

En effet, Gg;, est borné presque partout pour p;,, et on a G,uzg—;— pres-

que partout pour py,,. Il existe donc une constante a@,>0 telle que
Gy n=a,Gp, presque partout pour fy,,. D’apres le lemme 10, Gy 0 < a,Gp,
G-ppp sur X, et par suite,

SGm,ndyz,n = anSG#zdyz,n = anSG#zdﬂz < +oo,

On peut montrer, de la méme manié¢re, les autres inégalités. En utilisant
le lemme 11, on obtient

é‘ul,n g é/lz.n é éﬂz

presque partout pour y. Faisant #-— oo, on arrive a l'inégalité Gp, < G,
presque partout pour y sur X. La démonstration est ainsi compléte.
En correspondant au théoréme 3, on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 7. Soit G une noyau-fonction sur X. Alors, pour que G salisfasse
au principe complet du maximum et au principe de positivité de masse, il faut et il suffit
que G y satisfasse aussi.
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La démonstration est réalisée de la méme maniére que dans le théoréme
6, en utilisant le théoréme 3 et le lemme suivant:

LemMme 12, Soit G une noyau-fonction sur X qui satisfait au principe classique

du maximum. Si, quelles que soient p, et p, mesures de Radon positives dans X et
a support compact, Gp,; est borné presque partout pour p;, (i =1,2), ona alors

SG,uid,uj < 4o (i, j=1,2).

En effet, il existe deux constantes positives ¢; et ¢; telles que Gpg, <c¢;
presque partout pour g; (i =1, 2). On a donc Gyg; <c¢; G-ppp sur X, et par

suite, SGﬂidﬂj < oo,

On dit qu’une noyau-fonction G sur X est de type positif si, quelle que
soit 2 une mesure de Radon réelle dans X, SG,udygo dés que D’énergie de
l¢] est finie,

TuEOREME 8. Soit G une noyau-fonction symétrique sur X. Si G satisfait au
principe de domination ou au principe classique du maximum, elle est alors de type

positif.

Démonstration. Soit g une mesure de Radon réelle sur X et d’énergie
finie, et soit £ la c-algebre constituée par tous les ensembles |z|-mesurables
de X. On pose, quels que soient e; et e, de E,

Niew e = { Gla, v)dlelw)dle(@),

et alors, N est un noyau mesurable et symétrique relatif a X et a |¢|. D’apres
le lemme 10, on a N & (D) U (M), et par suite, quel que soit K un compact
de X,

SGAUKd{uK % 0’
ou g, est la restriction de g sur K, d’ol
SGﬂaﬂu = lim SGﬂKd#K =0.
KX
La démonstration est compléte.

THEOREME 9. Soit G une noyau-fonction sur X. Si G et G satisfont au
principe complet du maximum, G est de type positif.

On remarque que, pour montrer notre théoréme, il suffit de voir que,
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quelles que soient ¢ et v mesures de Radon positives dans X, a support compact
et telles que Gp et Gy soient bornés, Gp =Gy +1 p-pp sur X implique
Gp <Gy +1G-ppp sur X. Cela resulte de la méme maniére que ci-dessus,
en utilisant le théoréme 4.

5. Appendice

En particulier, soient X un groupe abélien localement compact et & sa
mesure de Haar. Pour une mesure de Radon positive # sur X, on pose

Nees, &) = [t c@)dr(a),

ou ¢; (i =1, 2) est la fonction caractéristique de e;, N est alors un noyau
relatif a X et a2 £ Quelle que soit f de M*, le potentiel de f par rapport
au noyau N est égal a la densité de la convolution #* f. En ce moment,
N est un noyau de convolution sur X. II est caractérisé par le fait que,
quels que soient e; et ¢, de E et quel que soit # de X, N(U.e, ) = N(e,
U_.e,), ou Uge; est I’ensemble obtenu de e, par la translation . Pour deux
mesures de Radon positives #; et , dans X, si la convolution «, * x, est défi-
nie, N;+ N, a un sens et

N+ Ny(ey, €,) = Scl * Cod Ky * K,

ou Nj(e, e,) = Sbl*czdxl (i =1, 2) et ¢; est aussila fonction caractéristique de
e; (i =1, 2). D’aprés la discution ci-dessus, on a évidemment la proposition
suivante:

ProrosiTioN 9. Soit N un noyau de convolution sur X; alors, on a
Ne (D) Ne (D) et Ne (CM) <> Ne (CM).

On fournira finalement un exemple de noyau de convolution N € (D)

qui n’est pas de type positif. Soit X la droite réelle, et posons k,= >la"¢,
n=0

(a>0), ou &, la mesure de Dirac au point #;alors, le noyau de convolution

N, associé a x, est élémentaire. Mais, N, est de type positif si et seulement
sio<ax<l.
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