CATEGORIES SEMI-SIMPLES ET CATEGORIES
PRIMITIVES

P.-Y. LEDUC

1. Introduction. Le but de cet article est d’établir une théorie des caté-
gories additives axée sur 1'idée de structure. Etant donné ce que nous con-
naissons aujourd’hui des catégories additives, il était tout naturel qu'une
telle étude fut entreprise, et ce, dans l'optique d'une généralisation de la
théorie classique (Wedderburn—Artin—Jacobson) des anneaux non-commuta-
tifs avec élément unité. C'est dans ‘‘On the radical of a category’’ de G. M.
Kelly (2) que l'on retrouve une amorce a 1'étude des catégories additives,
telle que nous la concevons dans cet article.

Pour atteindre notre objectif, nous avons dfi généraliser la notion de module
sur un anneau a une notion de module sur une catégorie (pour laquelle nous
proposons le terme de ‘“R-précatégorie’’). Afin de décrire celle-ci, convenons
tout d’abord d’appeler ‘“précatégorie’”’ tout systéme # formé d’une classe
d’objets 4, X,... et de la donnée d'un groupe abélien M ,(X, A) pour
chaque paire ordonnée d’objets (X, 4). Grice 4 ce concept de précatégorie,
nous obtenons tout naturellement la généralisation suivante de la notion de
représentation d’un anneau.

Etant donnée unme catégorie additive R, une N-précatégorie est un couple
(M, D) ou M est une précatégorie ayant les mémes objets que R et ou ® est une
fonction assignant & chaque objet A de R un foncteur ®,: RN — Ab tel que pour
toute couple (X, A), ®, (X) = M ,(X, A4).

Si la catégorie R n’a qu'un seul objet, disons A4, et si R désigne I'anneau
Mx(A4, A), alors la donnée d'une R-précatégorie (A, ®) revient A celle d’un
homomorphisme &, de R dans 'anneau des endomorphismes du groupe
abélien M ,(4, A4), c’'est-a-dire & la donnée d’une représentation de I’anneau
R, ou encore, d'un R-module. Nous espérons convaincre le lecteur qu'une
généralisation vraiment fidéle de la théorie des anneaux exige que 'on dis-
pose d'une notion de représentation utilisable de la méme fagon qu’en théorie
des anneaux.

Aprés avoir montré que, lorsqu’une certaine condition de finitude est
réalisée, le quotient d'une catégorie N par son radical de Kelly est somme
directe d’'un nombre fini de ses idéaux simples, nous établissons une géné-
ralisation du théoréme de Wedderburn—Artin sur les anneaux semi-simples.

Les catégories de matrices au moyen desquelles nous représentons nos
catégories ‘‘semi-simples” ont été introduites par I. E. Burmistrovi¢ (1)
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mais nous les utilisons sous une forme quelque peu simplifiée. Cette simpli-
fication permet également d’obtenir toute une classe de catégories ‘‘primi-
tives”’. Aprés avoir montré que toute catégorie primitive s'identifie!:d uine
sous-catégorie d'une catégorie de la forme Homg(7", ¥7), ol ¥ est ce que
I'on pourrait appeler un ‘‘espace vectoriel sur le corpoide &"’, nous démontrons
que cette immersion est dense pour une certaine relation d’indépendance
linéaire, ce qui constitue le dernier résultat proposé dans cet article, c’est-a-
dire la généralisation du théoréme de densité de Jacobson-Kaplansky.

Tout au long de cet article, % désignera une catégorie additive; les objets
de ¢ seront notés A, B, X, V,... et 'ensemble des morphismes allant de
A a B, Myx(4, B); par ‘“‘additive” nous voulons dire que les My (4, B) sont
des groupes abéliens, et que les lois de distributivité habituelles sont valides
(il n'est pas requis que tout couple d’objets posséde une somme directe).
Enfin, pour éviter toute difficulté d’ordre logique nous supposons que R est
petite, c’est-a-dire que la classe des objets de R est un ensemble.

Cet article représente l'essentiel de ma thése de doctorat, rédigée sous la
direction du Professeur Jean Maranda. Je profite de cette occasion pour lui
adresser mes plus vifs remerciements. Aprés m'avoir suggéré le présent
domaine de recherches, il a su me guider avec clairvoyance tout au long de
sa réalisation.

2. R-précatégories. Au cours de cette section, nous commencerons par
préciser ce que sont les J-précatégories; puis, nous indiquerons de quelle
maniére les N-sous-précatégories d’'une N-précatégorie donnée peuvent étre
construites.

Définition 1. Une précatégorie M est un systéme composé (i) d'une classe
d’objets 4, B, ..., X, Y,... (ii) pour chaque couple (4, B), de la donnée
d'un groupe abélien additif noté M ,(A4, B), dont les éléments sont appelés
des morphismes.

Ainsi, toute catégorie est une précatégorie; de plus, la donnée d’une pré-
catégorie ayant un seul objet équivaut a celle d'un groupe abélien.

Soit A un objet d’une précatégorie 4 ; nous désignerons par 4 , la sous-
catégorie pleine de la catégorie des groupes abéliens, dont les objets sont
les M ,(X,A), X parcourant la classe des objets de /.

Définition 2. Une R-précatégorie (& droite) est un couple (A, &) ou M est
une précatégorie ayant les mémes objets que R, et ol ® est une fonction
assignant a chaque objet 4 de R un foncteur additif contravariant &,:
N — A ,; ce couple est en outre soumis aux axiomes suivants:

(1) si X est nul ou si 4 est nul, alors M ,(X, 4) = {0},

(2) pourchaque 4,sir € Mx(Y, X),alors ®,(r): M ,(X,A)—> M, (Y, A4).

Pour x € M ,(X,A) et r € Mu(Y, X), nous abrégerons souvent l'ex-
pression ®,(r)(x) par xr. Remarquons que xr est défini si, et seulement si,
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(but de r) = (source de x), et que dans ce cas, (source de xr) = (source
de ) et (but de x) = (but de x). En outre, si o désigne la loi de composition
multiplicative de R, nous avons:

(1) x(riory) = (xr1)re,
(2) x(r1+72) = xr1 + xrg et (x1+ x2)r =17 + %27,
B)xly, =x,x0=0et Or =0

pour tous morphismes %, X1, X2, de 4 et 7, r1, 75 de R, les deux membres de
chacune des trois premiéres égalités étant toujours définis simultanément.

Il est bien entendu que la catégorie RN est elle-méme une R-précatégorie,
lorsqu’on pose i = (R, T') ol pour chaque objet 4, le foncteur T'y: R — Ag
est défini par I'4(r) (x) = x o7, pour toutx € Mg (X, 4A) et toutr € My (Y, X).
La lettre T sera désormais exclusivement réservée a cette fin.

Définition 3. On dira qu'une R-précatégorie (A’, ®') est une RN-sous-pré-
catégorie de (M, ®) si

(a) pour chaque couple (X, 4), M, (X, 4A) est un sous-groupe de

(b) pour chaque r € Mx(Y, X) et chaque objet 4, ¥, (r): M, (X, A4)
— M (Y, A) est la restriction & M, (X, A) de ®4(r).

On remarque immédiatement que si N posséde un seul objet, la donnée
d’une RN-sous-précatégorie équivaut a celle d’'un sous-module.

Une R-sous-précatégorie a droite de N sera appelée un idéal A droite de
R. Nous retrouvons ainsi comme cas particulier de R-precatégorie la notion
d’idéal A droite de Sehgal (4) dont la définition peut étre formulée comme
suit: une sous-classe J de R est un idéal & droite si, et seulement si, pour
chaque couple (X, 4), M4(X, A) est un sous-groupe abélien de My (X, 4)
et si pour chaque triple (¥, X, 4), on a

Mys(X, A)oMu(Y, X) € M,(Y, A).

Pour les idéaux bilatéres, nous adoptons également la condition supplémen-
taire évidente.

PRroPOSITION 1. Supposons donné, pour chaque objet A d'une R-précatégoriet
M, un My (A, A)-sous-module a de M ,(A, A). Alors les R-sous-précatégories
N et N de M définies par

My(X,4) = aMp(X, 4)
et
My (X, 4) = {x € My(X, A)| xMx(4, X) S a}

1Lorsque le contexte le permettra, nous sous-entendrons le & dans une expression telle que

(A, ®).
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sont respectivement la plus petite et la plus grande des R-sous-précatégories &
de M, telles que My (A, A) = a pour tout A.

3. R-précatégories simples et ideaux a droite maximaux. Dans ce
qui suit, nous désignerons par 0 tout foncteur équivalent & un foncteur dont
le but n’est formé que d’objets zéros. En outre, nous écrirons &, < &, pour
indiquer que ¥4 est un sous-foncteur (au sens de la définition 3) de ®,.

Définition 4. Nous dirons qu'une R-précatégorie (A, ®) est simple si pour
chaque objet non-nul 4 de R, 0 < ¥, < &, implique ¥, = 0, quel que
soit le sous-foncteur ¥, de ®,.

ProprosiTiON 2. Soit (M, ®) une R-précatégorie telle que pour tout couple
(X, A4) et tout x € M 4(X, A), xMx(4, X) = {0} impliqgue x = 0. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes:

1) (M, ®) est simple;

(2) pour tout A tel que 45 #= 0, M ,(A, A) est un Mxn(A4, A)-module &
droite simple et ®,(X) = M (A, A)Mn(X, A) pour tout X.

On sait qu'un module peut étre simple sans que son groupe abélien sous-
jacent ne le soit. Il en va de méme du cas général, mais ici, une R-précatégorie
A peut ne pas étre simple méme si tous ses groupes abéliens M , (X, 4) sont
simples; des exemples d'une telle situation sont trés faciles & construire.

Définition 5. On dira qu'un idéal A droite (A4, ©) de RN est maximal si
pour tout objet non-nul 4 de R, (1) 64 = Taet (2) 64 < Ay < T4 implique
Ay = T4, pour tout sous-foncteur A, de T' 4.

ProposITION 3. Soit (M, ©) un idéal a droite de R. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) (A, ) est maximal,

(2) pour tout A non-nul, M ,(A, A) est un idéal a droitemaximal de My (4, 4)
et 0,(X) ={x € Mg(X,A)|xo Mx(4,X) € M,(4, A)} pour tout X.

Les démonstrations de ces propositions ne sont que des vérifications et
nous laissons au lecteur le soin de les faire. Nous sommes maintenant préts
A aborder la question du radical.

4. Le radical de Kelly.

Définition (Kelly (2, § 3)). Le radical d'une catégorie R est le plus grand
idéal bilatére ® de N pour lequel on ait, quel que soit 4,

*) Mge(A, A) = rad Mg (4, A4) (Jacobson).

Dans (2, § 3) Kelly démontre que le radical de R existe et que pour tout
(X, 4), Mg(X,4) = {x € Mp(X, A)| pour tout a € My(4,X), 1, —xoa
est inversible}. Etant donnée une famille (4 ;),; de R-précatégories, nous
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dirons que la R-précatégorie (), 4 ; définie pour chaque couple (X, 4) par
Mo, (X, A) = (Vier My, (X; A) est Uintersection de (M ;) icr.

PRrROPOSITION 4. Sott & le radical de N et R U'intersection des tdéaux d droite
maximaux de N. Alors & = Q.

Preuve. D’aprés la proposition 3, Mg (X, 4) = {x € My (X, A)| pour tout
a € My(4,X), xoa € rad Mg(4, A)}. R est donc le plus grand idéal a
droite pour lequel on ait (*), d’apreés la proposition 1. Donc & 2 {. Inverse-
ment, si x € Mg (X, A), pour tout a € Mg(4, X), xoa € rad Mg(4, 4),
d’otl 1, — x o a est inversible et x € Mg(X, A4).

Si A est une N-sous-précatégorie d'une N-précatégorie A, on définit la
R-précatégorie quotient M /A en posant pour tout (X, 4),

Mmlm(X: A) = MJ!(X! A)/AMJV(Xy A);

pour x € M ,(X,A4) et r € Mg(Y, X), nous posons & = x7 ou la barre
indique qu’on prend la classe ‘“‘mod A#"". Tout comme dans le cas habituel,
le quotient d’une catégorie par un idéal bilatére est encore une catégorie,
avec T§ = xy.

PROPOSITION 5. Soit R le radical d'une catégorie N. Alors le radical de R/ R
est nul ou, ce qui est équivalent, pour tout idéal a droite & de N/ R et pour tout
A, My(A, A) = {0} smpliqgue (pour tout X) My, (X, A) = {0}.

Preuve. Que ces deux propriétés soient équivalentes résulte de la propo-
sition 4 et de la définition du radical de i/ K. Le reste est une simple vérifi-
cation.

5. Catégories semi-simples. Nous dirons que la catégorie N satisfait a
la condition minimale (3 droite) si pour tout objet 4, toute chaine I'y > &,
> &, > ... de sous-foncteurs de I', est stationnaire.

Cette condition de finitude est moins forte que celle de Sehgal (4, déf.
2.5) qui ne peut étre vérifiée que pour des catégories qui n'ont qu'un nombre
fini d’objets non-nuls. En fait, la condition de Sehgal entraine aussi la con-
dition minimale ‘‘uniforme’” que nous introduirons & l'instant. Il ne faut
cependant pas oublier que ses considérations s’appliquent & des structures
plus générales.

Il est clair que si R satisfait & la condition minimale, chaque anneau
Mgy (A4, A) satisfait 4 la condition minimale pour les idéaux A droite. Si la
longueur des chaines strictement descendantes d’idéaux & droite d’anneaux
Mgy (A4, A) est bornée, nous dirons que RN satisfait uniformément a la condition
minimale.

I1 nous faut encore préciser le sens que nous attribuerons a certains termes.
Soit {(&Z,, ®)} une famille de R-sous-précatégories d’'une NR-précatégorie
(A, ®) et supposons que pour tout couple (X, 4), M ,(X,4) = &; M, (X,
A) et que pour tout élément x = >, x; € M ,(X, 4A) et toutr € My(Y, X),
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on ait ®,(r)(x) = X, ®4(r)(x); alors nous dirons que (4, ®) est somme
directe de la famille {(sf;, %)} et nous écrirons simplement # = @ ; ;.

Nous dirons enfin qu'une catégorie est semi-simple si son radical de Kelly
est nul.

THEOREME 1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) R est semi-simple et satisfait uniformément & la condition minimale;

(2) R=@11 A, 04 n est un entier positif, chaque of ; est une RN-précatégorie
simple, et pour tout couple (X, A), M 4. (A, A) = {0} entratne M ,,(X, A) = {0}.

Preuve. (1) = (2). Par hypothése, pour chaque objet 4, 'anneau My (4, 4)
est somme directe d’'un nombre fini, disons 74, d’idéaux & droite minimaux
et la famille des entiers #n 4 est bornée; soit N le plus grand d’entre eux. On
peut alors écrire pour chaque 4,

Li=ei+ea+...+e,+epmt...+exn

\

ou
epg1=...=¢ey =0
et ol
i e,fA
est une décomposition de 1, en somme d’'idempotents orthogonaux primitifs.
Pour A etifixes (4 € Retl <7< N), posons a; = e* o Myp(A4, A). Alors
a; est ou bien nul, ou bien un idéal & droite minimal, de sorte que si 1'on

pose pour chaque X,
ri(X) = a;0 Ma(X, 4),

on obtient une décomposition directe de R, et c’est la décomposition cherchée.

2)= (1). Posons I ={1,2,...,n} et pour J & I, désignons par
3 jer T4 le foncteur “structural’” de @ e, o, correspondant & l'objet 4. Le
fait que RN satisfait & la condition minimale est alors une conséquence im-
médiate du lemme suivant:

LEMME. Pour tout idéal a droite (B, ®) de R 1l existe un idéal d droite (€, V)
de R tel que () RN = B ® F et (ii) pour tout objet non-nul A de R, ¥y=3 ;e,T%
pour un certain sous-ensemble J de I (qui dépend de A).

Preuve. Soit (#, ®) un idéal a droite de R et A un objet non-nul; on a
@4 < T'4. Posons J = {j € I| (pour tout X) M, (X, 4) N Mux(X, 4) = {0}};
si ¢ ¢ J, alors le groupe abélien

[@jer My (X, A) @ My (X, A)] M Mg(X, 4)

est non-nul pour au moins un objet X: la famille de tous ces groupes abéliens
(X parcourant maintenant I'ensemble de tous les objets de i) définit donc
un sous-foncteur non-nul de T',, et ainsi, la famille

{[® e My; (X, A) © Ma(X, A)] N My (X, A)}xem

définit A son tour un sous-foncteur non-nul de T',; comme &/ ; est simple, on
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a, pour tout X,
M.xzii(XrA) g ®]'€J M.lej(XrA) O] M@(X7A)v

ce qui montre que ¥, = Y ;o; Iy est le foncteur cherché; c'est-a-dire,
I'idéal (%, ¥) défini par ces foncteurs vérifie bien la condition (i).

Fin de la prewve du théoréme. Que la condition minimale soit satisfaite
uniformément est trivial. Il reste & démontrer que le radical & de RN est nul.
Soient A et 7 tels que M, (4, A) # {0}; alors M, (4, A) est un idéal a
droite minimal de Mn(4, 4), ce qui entraine que

Mg(A4, A) = rad Mg(4, A) = {0}.
Etant donné un objet arbitraire X, pour montrer que Mg (X, A) ={0}, il suffit

de montrer que pour chaque 7 = 1,2,...,n, Ma(X, 4) N\ M, (X, 4)={0},
ce qui ne pose aucune difficulté.

6. Morphismes entre objets de R-précatégories. Soient (A, d) et
(A, ¥) des R-précatégories; nous noterons Home (A, N") la précatégorie dont
les objets sont ceux de RN, un morphisme de Homp (M, N') allant de A & B
étant une transformation naturelle ®, — ¥y, La “linéarité’”’ d’'un morphisme
a: &, — ¥y s’exprime ici par le fait que pour tout r € Mg(Y, X), le rec-
tangle

Ma(X, 4) -2 Ms(X, B)
by (7') l ‘I’B(f')

Mu(¥,4) -2 Mx(Y, B)
est commutatif, ce qui pourrait étre abrégé par (a(x))r = a(xr). Il est clair
que dans le cas on (N, V) = (M, d), Homg (M, A) définit une catégorie.
ProrosITION 6. Les catégories R et Homg (R, N) sont isomorphes.

Preuve. A I'objet A de R on fait correspondre 'objet I'4, et au morphisme
f € Myu(A4, B) on associe la famille {fx: I'y(X) — I'p(X)}xen définie par
fx(x) =fox, x € Mp(X, 4).

Nous supposerons d'ict & la fin du § 7, que N est somme directe d'un nombre
fint n de N-précatégories (o4, T'Y).

Ainsi, si a: T'y — I'p est un morphisme appartenant & Homg (R, N), pour
chaque X,

n n
ax: @ Ma;(X,4) > & M«,(X, B)
i=1 i=1
peut €tre considéré comme un élément de

® Hom, (Mo, (X, 4), Mar;(X, B)),
1,j=
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grice aux propriétés élémentaires du foncteur Homgz. Dans ce qui suit, pour
un objet arbitraire C de R, ¢¢: M, (X, C) — My(X, C) et

601:: MER(Xy C) - Mdz‘(Xy C)
désigneront respectivement l'injection et la projection canonique.

LEMME 1. Si a: T4 — T est une transformation naturelle, alors pour chaque
couple (1, 7), la famalle {Homgz (¢4, 32) (ax)}xen définit une transformation
naturelle o/t T{ — T4

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la commutativité du diagramme

f

Mo (X, A) — 22, Ma(X, 4) —5, Mn(X, B) P8, M, (X, B)
ri(n Q) Ts(r) (@) T(r) T:(r)
M (Y, )~y (T, 4) — Ma(¥, B) 22, 1, (Y, B).

LEMME 2. Sotent A et B deux objets fixes de R. St pour chaque couple (i, ),
alt: T4 — T4 est une transformation naturelle, alors il existe une et une seule
transformation naturelle . T 4 — Ty telle que pour chaque X,

o = Homz (e, ¢5) (ax).
Preuve. Pour chaque X, il existe un et un seul homomorphisme
ax E HOmZ(Mm(X) A)y MER(X! B))

tel que pour tout couple (7,7), Homz(¢s, 33) (ax) = o’s. Par hypothése,
Ti(r)o’d = o¥Ti(r), c'est-a-dire, le grand rectangle ci-dessus est commu-
tatif. Du fait que les carrés (1) et (3) sont commutatifs, on a

3T p(r)ax ¢4 = v Ta(r)¢d,

d’ol FB(T)QX = Ay I‘A(T).
De ces deux lemmes on tire

ProrositioN 7. Considérées comme précatégories, Homg (N, R) et

® 1Homm (ot 4, ;)
1,4=
sont isomorphes.

ProrosiTioN 8. St dans la précatégorie

69 Homg (o4, ;)

1,j=1

on écrit les morphismes (a®?), 1,7 =1,2,...,n, sous la forme de maitrices, et
st on compose ces morphismes comme on multiplie des matrices, alors

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7

620 P.-Y. LEDUC

@ lHomm(&h, Jyj)

i,j=

devient une catégorie isomorphe & la catégorie N.

Preuve. Que ®Homg (&7 ;, & ;), munie de cette loi de composition, soit une
catégorie est immédiat. Il suffit, grice & la proposition 6, de montrer que
cette catégorie est isomorphe & Homg (RN, N); pour cela, nous montrerons
que la correspondance de la proposition 7 conserve la composition des mor-
phismes. Soient a: 'y — I'p et B: I'p — I'¢; alors

(ﬂa)ﬁi{j = Homg (¢ih 52’) (Ba)x = 5(11 Bx ax ¢'/jx =
kz_l%fixdffe &% ax ¢h =k215§£“ o

ProprosITION 9. Sotent (M, ®) et (N, ¥) des N-précatégories simples; alors
un morphisme a: ®4 — Yy est ou bien nul, ou bien une équivalence.

Preuve. On procéde essentiellement comme dans le cas des anneaux et des
modules. N’oublions pas d’ailleurs que les $-précatégories simples sont
précisément les modules simples lorsque N ne posséde qu'un seul objet.

7. Corpoides et catégories de matrices. Etant donnée une catégorie
additive © et un entier positif #, on définit la catégorie D" des n X n-
matrices sur © comme suit: (1) les objets sont les n-tuplets ordonnés
(A1, ..., 4,), 4; € ObD; (2) un morphisme allant de (4,) & (B,) dans
P est une n X m-matrice (f*) ot fY¥ € Mgp(4,; B;). L'addition et la
composition de ces morphismes est 'addition et la multiplication habituelle
des matrices.

On remarque une fois de plus que si © n’a qu'un seul objet, D%* g’identifie
A l’anneau des # X m-matrice sur un anneau; enfin, il est clair que D™ = D,
Cette catégorie D™ est une sous-catégorie pleine de la catégorie de toutes
les matrices, telle que définie par I. E. Burmistrovi¢ (1).

D’ici @ la fin du §7, nous supposerons que

(QR= @Jf;
i=1

ot chaque RN-précatégorie of; = (s, T'Y) est simple.

Quelques préparatifs seront maintenant nécessaires a 1'élaboration du
prochain théoréme.

Construction de la catégorie €. On remarque que sur l’ensemble des fonc-
teurs T4 (4 € ObRetk = 1,2,...,n) la relation = définie par T'f = T'¥
si et seulement s'il existe une équivalence T'f — T'f, est une relation d’équi-
valence. Dans chaque classe ¢ d’équivalence modulo = choisissons un
représentant arbitraire mais fixe, et désignons le par rep. c.

(1) Les objets de € sont les classes ¢, ¢/, ... d’équivalence (mod =).
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(2) Mg(c, ¢’) = {transformation naturelle rep. ¢ — rep. ¢'}.

Construction des sous-catégories €. Pour chaque # = 1,2, ..., n on notera
€ la sous-catégorie pleine de €, composée des objets de € qui possédent
un représentant appartenant a &7;. Plus précisément, ¢ € ObG, si et seule-
ment s’il existe un objet 4 de RN tel que I'f € .

Construction des sous-catégories S,,. 1l est clair que pour ¢ # j, il peut se
faire que Ob€; N ObE; # . Comme nous avons besoin d'une famille de sous-
catégorie de € dont les ensembles d’objets sont disjoints, nous procéderons
comme suit. On considére la relation = définie sur {1,2,...,#n} par i = j
si et seulement si ObE&; M ObE; # @; puis on prend la fermeture transitive
de cette relation (réflexive et symétrique). Ceci donne lieu & une partition
L+ L+...+1,de {1,2,...,n}. Pour m =1,2,...,p, on définit la
sous-catégorie pleine &,, de € comme étant celle dont les objets appartiennent
A au moins un des ensembles ObQ,, 7 € I,,.

Construction de la catégorie R*. C'est la sous-catégorie pleine de €™" dont
les objets sont de la forme

(al, ooy Qg ai1+17 ceey Qggy Qioqly « o oy aip_l, aip_x_‘_l, e ey an)
B 11
*
.« o 11
* .
o e 12
(1) *
. . * o .
e e Tp—1
*
L -
1 ’I:l ’1:2 'ip—l
ol A1y .. , Qg4 € Ob@l, Qipg1y o ooy Qgy € Ob@z, ceey Qipggly o ooy Oy € Ob@p.

Remarque. D’aprés la proposition 9, nous voyons que les morphismes de
N* sont tous de la forme (1), ou les coefficients sont nuls en dehors des blocs
désignés par des astérisques.

On appellera corpoide une catégorie additive dont tout morphisme est soit
nul, soit un isomorphisme.

La catégorie € est un corpoide, de méme que chacune des catégories
&n m=1,2,...,p. On remarque enfin que

N* = SrXn X Soxme X, X @ﬂ"pxnp

Ol\l n1=i1,n2=i2—i1,...,n,,=n—i,,_1.
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THEOREME 2. Soit R une catégorie semi-simple vérifiant uniformément la
condition minimale. Alors R est équivalente & une sous-catégorie pleine d'un
produit fins de catégories de la forme €™ oit pour chaque i, §; est un corpoide

et n; est un entier positif.
C’est un corollaire de la

ProrositioN 10. Sz
gR = @ ﬂf
i=1

on pour chaque i, of; = (i, T'Y) est une R-précatégorie simple, il existe un
foncteur additif covariant F: R — R* on, pour chaque couple (A, B) d’objets
de R, 'homomorphisme Myp(A, B) — My«(F(A), F(B)) induit par F est un
isomorphisme et o F(A) = F(B) st et seulement si A et B sont isomorphes.

Preuve. D’aprés la proposition 8, il suffit de trouver un foncteur convenable

n
T: @1 Homg (o7, o/;) — R*.
i, j=

Nous supposerons que la suite des précatégories &y, &, . .., &, est écrite
dans un ordre tel que toutes celles dont les foncteurs structuraux appartien-
nent 2 des classes de Ob&; viennent en premier; que celles-ci sont suivies de
celles dont les foncteurs structuraux appartiennent & des classes de Ob&,, et
ainsi de suite. Etant donné un objet 4 de ®Homg (;, &), il donne lieu a
n foncteurs structuraux I‘Al, I‘,f, ..., '}, et on pose

T(4) = (classe de I'4, ..., classe de T%).

Un morphisme (a¢%): 4 — B dans ® Homg (;, &/;) prend, d’aprés la pro-
position 9, la méme forme que les matrices (1) de la catégorie ?* qui appli-
quent T(4) = (classe de I'i, ..., classe de T'}) sur 7°(B) = (classe de
I's,...,classe de T'3); sauf que dans R*, le coefficient d’indice (7,7) est
une transformation naturelle v * de rep. (classe de T'}) sur rep.(classe de TI'p),
et non de I'! sur I's. Il s’agit donc de définir une correspondance convenable
aii~»> i, S'il n'existe pas d’équivalence I'j — T'j, la correspondance
a'tl ~s v doit étre 0 ~» 0. Dans le cas contraire, classe de T = classe de
T's de sorte que si ® désigne le représentant choisi de cette classe (i.e. rep.
(classe de T'4)), alors il faut faire correspondre & a?/ une transformation
naturelle v*: ® —» &. On procéde comme suit: pour chaque foncteur ¥
appartenant a la classe de ® on choisit une équivalence oy: ® — ¥ et alors

. -1 ., .
A a', on fait correspondre oL atl o5, Il est aisé de vérifier que 'on
B 4°

obtient ainsi le foncteur " qu'on recherchait. Si 7'(4) = T'(B), alors pour
chaque 7 =1,2,...,%n, il existe une équivalence «®%: rl—- i Pour
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i # §, posons & = 0: T] — T'a. Alors d’aprés le lemme 2, § 6, il existe une
et une seule transformation a: I'y — I'payantles a*/ comme ‘‘composantes’’;
d’apreés la proposition 6, il existe un morphisme f € My (4, B) tel que pour
tout X, ax: Mu(X, A) —» Mx(X, B) soit défini par ax(x) = f ox. On vérifie
sans peine que f est alors un isomorphisme de 4 4 B.

Remarque. Si nous nous reportons a la construction des catégories &,
nous voyons pourquoi le foncteur F n'est pas surjectif; pour cela, il faudrait
que quels que soient les objets 4 et B de R, si I'/ = I's, alors il existe
un objet C tel que I'{ = I'{ et I'é = I'j, ce qui peut évidemment ne
pas se produire.

Cas particulier. St R est un anneau artinien semi-simple, alors R est iso-
morphe au produit cartésien d'un nombre fini d'annecux de matrices sur un
corps.

On retrouve ce théoréme en considérant le cas ot N n’a qu'un seul objet X
tel que Mg (X, X) = R, et en reprennant les arguments de la preuve.

8. Catégories primitives.

Définition 6. Nous dirons qu'une catégorie R est primitive s'il existe une
RN-précatégorie (a droite) simple (¥, 8) telle que pour tout objet non-nul 4,

(P1) 6,4 = 0,

(P2) pour tout ¥ € Myu(X, 4), 04(x) =0=x = 0.

Il est clair que si i posséde un seul objet, on retombe sur la notion habi-
tuelle d’anneau primitif. Dans la suite, nous aurons a considérer des précaté-
gories d gauche; il serait inutile d’en donner une définition explicite: on dualise
tout simplement la définition de précatégorie a droite. La différence essentielle
est que les foncteurs structuraux sont alors covariants. Correspondant a la
notion d’espace vectoriel de dimension finie & gauche, nous prenons la somme
directe de copies d'un corpoide € considéré comme E-précatégorie & gauche;
nous écrirons §&" pour indiquer qu'on prend # copies de €. §" est donc une
@-précatégorie & gauche, mais c'est aussi (de la facon évidente) une pré-
catégorie a droite sur la sous-catégorie pleine §»® de la catégorie <",

dont I'’ensemble des objets est composé des n-tuplets de la forme (4, 4, ..., 4).
Nous parlerons de &™* comme de la catégorie des n X n-matrices homogenes
sur G.

ProposITION 11. La catégorie des n X n-matrices homogénes sur un corpoide
est primitive.

Preuve. 11 suffit de montrer, en procédant comme dans le cas habituel, que
(8", 6) vérifie les conditions de la définition 1 (o0t 6 désigne l'application
structurale de ©" considérée comme G™<"-précatégorie a droite).
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9. Centralisateur et indépendance linéaire. Soit (77, 6) une RN-précaté-
gorie & droite et désignons par € la catégorie Homg (77, ¥7). On peut munir
¥ d’une structure de §-précatégorie & gauche de la maniére suivante. En
fait, il s’agit de définir pour chaque objet X, un foncteur covariant Ax:
& — 4, X tel que, pour chaque objet 4, Ax(4) = M,(X, A). Pour tout
a € Mg(A4, B), Ax(a) doit appliquer M4 (X, A) dans M, (X, B); posons

Ax(a) (x) = ax(x), x € My(X, A).

Lorsque nous parlerons de la structure de €-précatégorie 4 gauche d’une
R-précatégorie a droite ¥, il s’agira toujours de celle que nous venons de
définir.

Etant donné deux précatégories a gauche (¥#7, A) et (#7, ) sur une caté-
gorie @, on peut décrire la précatégorie Homg (¥, #") en dualisant la défi-
nition correspondante pour les précatégories a4 droite. En particulier,
Homg (¥, ¥") sera par définition la catégorie duale de la catégorie dont les
objets sont ceux de € et dont les morphismes de X vers Y sont les trans-
formations naturelles de Ay vers Ay.

PROPOSITION 12. Si R possede une R-précatégorie a droite (¥, 0) satisfarsant
a (P2) et si Uon pose € = Homg (¥, ¥°), alors N s'identifie & une sous-
catégorie de Homg (7", V7).

Preuve. (Dans l'expression Homg(?", ¥"), ¥ doit évidemment étre con-

A

sidéré comme @-précatégorie A gauche.) Nous allons construire un foncteur
additif covariant F: %t — Homeg(7", ¥7) tel que pour chaque X, F(X) =Ax
et pour chaque couple (Y, X), F induit un monomorphisme de Mg(Y, X)
dans Mg (Y, X), ot P désigne Homg (7", #7). Soit donc r € Myx(Y, X) et
soit F(r) la transformation naturelle {r 4} seq: Ax — Ay définie parr, = 0,(7),
A € ObR. (1°) {74} est bien une transformation naturelle puisqu'en premier
lieu r4: My (X, 4) > M,(Y,A) et que pour a € Mg(4, B), le diagramme
suivant est commutatif:

My(X, 4) —T2 5 My (Y, A)
Ax(a) Ay(a)
My (X, B) —2— My (Y, B)
(Pour le voir, considérons cet autre diagramme:
My (X, 4) =X My (X, B)
04(r) 05(r)
My (Y, A) —X Mv(Y, B)

C’est un diagramme commutatif, car a est une transformation naturelle;
dés lors, 0p(r)ax(x) = ay 04(r)(x) pour tout x € M,(X, A), donc
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rpAx(a) (x) =Ayp(a)rs(x).) (2°) F est bien un foncteur, carsis € Mg (Z, ¥)
et r € My(Y, X), alors

F(ros) = {04(ros)}aen = {04(5)04(7)} sy
ce qui est une transformation naturelle:

(0.} {04(5)}
Ax Ay > Ag,
ce qui dans Homg (77, ¥7) veut dire que F(r os) = F(r) F(s), par définition.
(3°) Le fait que F induise des monomorphismes de My (Y, X) aMy (¥, X)
est une conséquence immédiate du fait que ¥ satisfait a (P2).

10. Le théoreme de densité. Dorénavant, R sera supposée primitive.
Choisissons une fois pour toutes une R-précatégorie (¥#7, 0) satisfaisant 3 la
définition 6. Nous savons que € = Homg (7", ¥7) est alors un corpoide: c’est
le “centralisateur” de R.

La proposition 12 a pour conséquence immédiate la

ProrosITION 13. Toute catégorie primitive R s'identifie & une sous-catégorie
d'une catégorie de la forme Homg (¥, ¥°) on V" est une précatégorie & gauche
sur un corpoide §.

Soit (#°, £) une précatégorie a4 gauche sur une catégorie §F et v; €
My (X, A;:),1 € I, une famille de morphismes de #°. Nous dirons que les v;
sont linéatrement indépendants si pour tout objet C et tout sous-ensemble

fini {41, %, ..., %,} de I, toute relation du type
ayVy+ ... tauv, =0 ol ay € M@(Aiky C)
entraine que ay; = 0,...,a;, = 0.

THEOREME 3. Soit N une catégorie primitive et & = Homg (¥, ¥") son
centralisateur. Etant donné n morphismes linéairement indépendants v; €

My(X, A),1 =1, 2, ..., n, et n morphismes arbitraires x; € My, (Y, 4,),
1=1,2,...,n, il existe un morphisme a € Mn (Y, X) tel que
V0 = Xy 1=1,2,...,n.

La preuve de ce théoréme suit d’assez prés celle du théoréme classique de
densité et nous nous contenterons d’en indiquer les principales étapes en
insistant surtout sur la fagon dont se généralisent les différentes notions
qu’elle fait intervenir.

I. Tout d’abord, si & est un idéal a droite de %N, on note &¥* la sous-
précatégorie de ¥~ définie pour chaque couple (X, ¥), par

My+(X,Y) ={v € My(X, V)| pour tout Z, vM,(Z, X) = {0}}.

II. Soitu € M, (X, A); on note u+ I'idéal d droite de N défini pour chaque
couple (Y, Z) par
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MY, Z) = Myx(Y, Z) si Z #X,
MY, X) = {a € Mu(Y, X)|ua = 0}.

III. Soit u € M,(X, A); on note Cu la C-sous-précatégorie de ¥~ définie
pour chaque couple (B, Z) par

Ms,(B, Z) = {0} si B # X,
Ms, (X, Z) = {au|a € Mg(4, Z)}.

IV. Soient %, et %, deux sous-précatégories de ¥"; leur somme, notée
Uy + U, est définie pour chaque couple (4, B) par

Mayias (4, B) = Ma, (4, B) + Myy(4, B).
V. LEMME 1. Soit u € M, (X, A) et soit B un 1déal d droite de R; alors
B* + Cu = (ut N B)*.
Il s’agit ici de montrer que pour tout couple d’objets (Y, B),
(1) Mg*ieu(Y, B) = Mut N a+(Y, B).

Lorsque Y # X, la démonstration ne pose aucun probléme particulier et nous
I'omettons. Lorsque ¥ = X, il est également aisé de vérifier que le membre
de gauche de (1) est contenu dans le membre de droite, lorsqu’on considére
séparément Mgzt (X, B) et Mg, (X, B). Arrétons-nous plutdt a I’inclusion
inverse et pour ce faire considérons la RN-sous-précatégorie (u4,0') de ¥~
définie pour chaque couple (Z, B), par

M,5(Z, B) = {0} si B# A4,
M,5(Z, A) {uala € Mgz(Z, X)}.

II

Nous pouvons alors définir, pour chaque morphisme v € M1 N 4+ (X, B),
une transformation naturelle a: 83 — 65, en posant pour chaque objet Z,
az(ua) = va pour tout a € Myz(Z, X). Maintenant, comme ¥  est une
N-précatégorie simple, et comme 0 < ) < 84, on doit avoir: ou bien
0% = 0, ou bien 6 = 64.

(1°) Si 6% = 0, alors pour tout ua € M,4(Z, A) on a ua = 0, donc va = 0,
ce qui veut dire que quelle que soit la transformation ¢ qu’'on choisira dans
Mg (A, B), on aura toujours l'identité (triviale)

(2) e(ua) = va pour tout Z et tout a € M4z(Z, X).
(2°) Si 6, = 04, alors a appartient & Mg (4, B) et par définition
3) a(ua) = va pour tout Z et tout ¢ € Mg(Z, X).

Les identités (2) et (3) montrent qu'il existe toujours un 8 € Mg (4, B) tel
que B(ua) = va pour tout Z et tout a € M4z(Z, X). Ainsi (Bu — v)a = 0,
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dod w=8u —9v € Mag+(X,B) et v = Bu + (—w) € M (X, B) +
Mg+ (X, B).
VI. LEMME 2. Sotent u; € My, (X, A1), ..., u, € My(X, 4,); on a alors

n n L
w+21@u, = <ﬂlu#ﬂ£3> .
i= i=

Pour » = 1, on reconnait le lemme 1; pour #» > 1, on procéde par induc-
tion, exactement comme s'il s’agissait d’anneaux et de modules.

VII. Posons T, =R*"+GCvi+ ...+ Cvjuqs + Cv;51 + ... 4+ Cu,; alors

d’aprés le lemme 2,

n L n L
Tj = < Ol-vil ﬂ 8{) = ( Ol.ﬂfl-) .
o o

D’autre part, * = 0. Donc
Tj——"@vl‘*‘...+@'Uj_1+@vj+1+...+@vn,

et on remarque que v; ¢ Mp;(X, 4,): en effet, si on avait v; € Mr,;(X, 4,),
cela voudrait dire que

v; € M(501<X,Aj) + ...+ M@vj_l(Xij)
+ M(Svju(X: AJ’) + ...+ M(Svn(X’ Aj)r

contredisant le fait que les v; sont linéairement indépendants. Donc

vj ¢ MTj(X:Aj) =M, , J_(X)Aj),
i=1;
=]

vJ'M n (Cj: X) #= {O}
'U«LJ-
i=1;
=]

d’ot

pour au moins un objet C;. Soit donc

€j € M n (Cj: X)
U{L

i=1;
%]

tel que 0 # v,e; = u; € My(C;, A;). Comme 0 # u; € M,%(C;, 4,) si on
pose u; R = (u; R, 0'), on aura 0;1]- = f4,, c'est-a-dire, pour tout objet Y,
Myn(Y,4;) = My(Y,A4;). Il existe donc un a; € My(Y, C;) tel que
uja; =x; € My(Y, A;). Mais alors, pour chaque j,

n n
v,(Zleia¢> =§:17)jeia1=vje,»aj=u,a,=xj.
= —

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7

628 P.-Y. LEDUC

BIBLIOGRAPHIE

1. I. E. Burmistrovi¢, Embedding of an additive category into a category with direct products,
Dokl. Akad. Nauk SSSR, 132 (1960), 1235-1237 (Soviet Math. Dokl., 1, 742-744).

2. G. M. Kelly, On the radical of a category, J. Austral. Math. Soc., 4 (1964), 299-307.

3. S. K. Sehgal, Jacobson theory of ringoids, NotreDame J. Formal Logic, 4 (1963), 206-215.

4. Ringoids with minimum condition, Math Z., 83 (1964), 395-408.

Université de Montréal,
Montréal

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-060-7

