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1. Einleitung. Bei der geometrischen Interpretation von gewissen Auf-
gaben z.B. aus dem Bereiche der Statistik einerseits oder der Matrizenalgebra 
andererseits treten Simplexe in RiEMANNschen Ràumen konstanter Kriim-
mung auf. Ein spezieller Typus eines solchen Simplexes ist das Orthoschem. 
Fur dieses ergibt sich da nun die Aufgabe, anzugeben, in welcher Weise die 
Masse der Kanten und der verschiedensten Winkel eines Orthoschems mitein-
ander zusammenhângen. Bereits NAPIER (7) hat fur das sphârische recht-
winklige Dreieck diesbezugliche Aussagen gemacht. Fur den r-dimensionalen 
elliptischen Raum hat dann SCHLÂFLI (10) weitgehende Untersuchungen 
durchgefuhrt. Vorher hatten auch schon LOBATSCHEFSKI und ENGEL (6) 
analoge Betrachtungen fur das hyperbolische rechtwinklige Dreieck angestellt. 
Jedoch die erste leicht lesbare Darstellung des Zusammenhanges zwischen den 
Elementen eines r-dimensionalen elliptischen oder hyperbolischen Orthoschems 
ist von COXETER (4) gegeben worden. Dabei wird eine auf BENNETT zuruck-
gehende dimensionsvermindernde quadratische Abbildung als Hilfsmittel 
benutzt, die die Orthoschemwinkel verdoppelt. 

Es soil hier nicht die Aufgabe sein, dieses letztgenannte Verfahren noch 
ein mal zu beschreiben, sondern wir wollen von der betreffenden Géométrie her 
nochmals zu den Ergebnissen vorstossen und somit diese vor allem geometrisch 
deuten. In gewissem Grade hat dies bereits SCHLÂFLI fur den sphârischen Fall 
getan. Darum bleibt uns also fur den r-dimensionalen elliptischen Fall im 
wesentlichen nur ein Vergleich von SCHLÂFLIS und COXETERS Resultaten. Fur 
den hyperbolischen Fall liegen die Ergebnisse von LOBATSCHEFSKI-ENGEL in 
der Ebene vor, die den Aussagen von NAPIER und den fur die Dimension Zwei 
spezialisierten von COXETER gegeniibergestellt werden kônnen. Der allgemeine 
r-dimensionale hyperbolische Fall dagegen wird nur bei COXETER, und zwar als 
analytische Fortsetzung des elliptischen Falles behandelt. Das ist vom analyti-
schen Standpunkt sehr gùnstig, weil sich aile Formeln fur ein festes Orthoschem 
im wesentlichen unverândert ùbertragen lassen; dafûr wird aber doch die 
eigentliche Géométrie etwas in den Hintergrund gedrângt. Man muss hierbei 
etwa ganz aus der rein-imaginàren hyperbolischen Géométrie in eine komplexe 
MiNKOWSKische Géométrie heraustreten, wenn man die hyperbolische Ortho-
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schemkette betrachten môchte. Um dieses zu vermeiden, wollen wir hier einen 
geometrischen Zugang auch zu den hyperbolischen Sachverhalten suchen, so 
dass sowohl der analytische Ùbergang zur rein-imaginâren Géométrie als auch 
die nicht-hyperbolische Orthoschemkette fur ein hyperbolisches Orthoschem 
umgangen wird. Wir bleiben dagegen in der betreffenden Géométrie und neh-
men nur eine éventuelle Dimensionserhôhung fur einen Einbettungsraum in 
Kauf. Dieser geometrische Zugang zu dem r-dimensionalen hyperbolischen Fall 
wird somit unser Hauptanliegen sein. 

Der hier in Rede stehende Sachverhalt in einem RiEMANNschen Raume 
konstanter nichtverschwindender Kriimmung kann bereits im wesentlichen fur 
die normierte Kriimmung K = dbl untersucht werden, wie wir es hier auch tun 
werden. Im euklidischen Falle K = 0 kann ein Orthoschem entweder als 
punktfôrmig entartetes elliptisches Orthoschem oder als geeignetes Auffang-
orthoschem eines hyperbolischen asymptotischen Orthoschems bezùglich des 
Fernpunktes aufgefasst werden, so dass es ausreicht, jeweils nur die ellipti-
schen und die hyperbolischen r-dimensionalen Fâlle zu untersuchen. 

Zum besseren Verstàndnis wollen wir jeweils zuerst den ebenen Fall durch-
denken. Beginnen wir zunâchst mit dem elliptischen und lassen dann den hyper­
bolischen Fall folgen. Es soil versucht werden, durch eine Reihe von Abbil-
dungen unsere Ausfuhrungen weiter zu veranschaulichen. Winkel, die in den 
Abbildungen zusâtzlich mit einem Punkt bezeichnet sind, sollen rechte Winkel 
darstellen. Fettgedruckte Zahlen in runden Klammern verweisen auf das 
Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

2. Die Nepersche Regel fur das elliptische rechtwinklige Dreieck. 
Vorgelegt in der elliptischen Ebene sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Seiten bzw. Winkeln a, b, c, a, #, die wir bezeichnen wollen durch 

(2.1) Wo = a, Wx = \ir — a, w2 = c, w% = \-K — b, WA = 0. 

Zur Abkurzung setzen wir 

(2.2) wh' = i*- - wh. 

Diese Dreieckselemente seien wie in Abb. 1 angeordnet. Durch die funf 
Elemente 

(2.3) wh (h = 0, 1, 2, 3, 4) 

A B B . 1 
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wird das gegebene rechtwinklige Dreieck bestimmt ; zwischen diesen Elementen 
bestehen aber noch gewisse Bindungen. Bei unseren Untersuchungen wollen wir 
uns auf 

(2.4) 0 < wh < $T 

beschrânken. Es sei jedoch angemerkt, dass die Ergebnisse im elliptischen Falle 
auch unmittelbar auf rechtwinklige Dreiecke mit 0 < wh < w iibertragen 
werden kônnen. 

Nach NAPIER (7) gilt zum Beispiel fur die Elemente die Bindung 

(2.5) cos wh = cot wh-2 • cot wh+2. 

Der Index ist hier immer modulo fiinf zu betrachten, was wir im folgenden stets 
durch den Zusatz 

(mod 5) 

zum Ausdruck bringen werden. Gleichung (2.5) lâsst sich durch den Ansatz 

(2.6) tg2wh = 4 

rational machen zu der hier grundlegenden Beziehung 

(2.7) 4 = 4-2 • 4+2 - 1 (mod 5) (* = 0, 1, 2, 3, 4) 
(GAUSS'sche Grundrelation). 

Andererseits folgt wegen der Umkehrbarkeit der Schlusse aus dem Erfulltsein 
der GAUSs'schen Grundrelation fur die 4 die Existenz eines rechtwinkligen 
elliptischen Dreiecks mit den fiinf Elementen wh, wh = arctg (/»)* und 0 <wh< \ir, 
h = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 

Fur spàtere Untersuchungen benôtigen wir noch eine weitere Aussage uber 
die Bindung zwischen den Dreieckselementen, die sich jedoch sofort aus der 
GAUSs'schen Grundrelation ableiten lâsst: Setzen wir in (2.7) gemâss der 
GAUSs'schen Grundrelation 

(2.8) h-2 = h+i 4 - 1 und 4+2 = 4-i 4 - 1 

ein und beach ten 4 ^ 0 , dann folgt 

l — 1 + 4-i + 4+i 
4-i * 4+i 

oder 

(o q) L _ = ^ - i **+i 
1 ; 1 + 4 l + 4-i l + 4+i* 

Das bedeutet andererseits wegen (2.6) nach dem Ziehen der Quadratwurzel 

(2.10) cos wh = sin wh-i • sin wh+i (mod 5). 
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Dièse auch mit dem Namen von NAPIER verknùpfte Beziehung lâsst sich 
durch eine Indextransformation folgendermassen umformen. 

Setzen wir 

(2.11) Wh = W2h-2, 

dann erhalten wir 

(9 ^(2) wo = wi = %ir — a, Wi = w± = j8, w2 = w2 = c, 
^ Wi = Wo = a, w± = w% = -|7T — b 

und demnach aus (2.10) mit 

(2.13) 2ft - 2 = k, 

(2.14) cos wk = sin wk_2 ' sin wk+2 

oder vermittels Rationalmachen durch 

(2.15) sm2wk = —tk 

wieder die Beziehung 

(2.16) tk = tk-2 • 4+2 - 1 (mod 5). 

Es ist bemerkenswert, dass sich nach geeigneter Umordnung der Reihenfolge 
der Dreieckselemente wh auch fur diese zweite NAPiERsche Beziehung bei 
entsprechender Deutung der tk wiederum die GAUSs'sche Grundrelation ergibt. 
Dieses Ergebnis werden wir noch nutzen. 

Doch kehren wir wieder zur Beziehung (2.7) zuruck. Indem wir diese als eine 
analytische Aussage iiber die Dreieckselemente ansehen, kônnen wir daraus 
eine geometrische Folgerung, gleichsam eine geometrische Interpretation der 
GAUSs'schen Grundrelation ableiten. 

Die funf Elemente wh (h = 0, 1, 2, 3, 4) unseres rechtwinkligen Dreiecks in 
der angegebenen Reihenfolge und gelegentlicher Komplementbildung fassen 
wir zusammen durch das Symbol 

(2.17) {wo} = {wo,wi,W2,Wz,Wi}. 

Wir wTissen, dass durch diese fiinf Elemente ein rechtwinkliges elliptisches 
Dreieck bestimmt wird, wenn sie der GAUSs'schen Grundrelation genugen. 
Da aber dabei die Indizes modulo 5 zu betrachten sind, ergeben auch jeweils die 
funf Elemente 

(2.18) {wh\ = \wh, wh+h wh+2, wh+z, wh+A\ 

fur h = 1, 2, 3 oder 4 rechtwinklige elliptische Dreiecke, die sich wie in Abb. 2 
zusammenfugen lassen. Dabei werden immer benachbarte Dreiecke mit den 
Elementen \wh} bzw. {wh+i\ gernass Abb. 3 angeordnet. Das heisst, die beiden 
Dreiecksecken, die die Scheitel des in beiden Dreiecken gleichzeitig vorkom-
menden Winkels wh darstellen, fallen so zusammen, dass die beiden Winkel wh 

als Scheitel winkel erscheinen und jeweils die Hypotenuse des einen und die 
entsprechende Kathete des anderen Dreiecks auf einer Geraden liegen und sich 
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W+1 

A B B . 3 

zu einer Strecke von der Lange \ir ergânzen (vgl. Abb. 3). Solche Dreiecke in 
einer derartigen Lage wollen wir Nachbardreiecke nennen. Folglich kann man 
andererseits auch sagen, dass ein Nachbardreieck durch Verlângerung um das 
Komplement der in einer Dreiecksecke zusammenstossenden Hypotenuse und 
Kathete iiber diese Ecke hinaus konstruiert werden kann. 

Wir wollen uns noch uberlegen, dass die so gezeichnete Kette von funf 
Dreiecken, die jeweils als Nachbardreiecke konstruiert wurden, sich tatsâch-
lich—wie in Abb. 2—nicht nur schliesst, sondern sogar das fiïnfte und das erste 
Dreieck dieser Kette, {wo} und {w4}, ebenfalls Nachbardreiecke sind. Nehmen 
wir also im Sinne eines indirekten Beweises an, dass die Dreiecke {w^} und \w0} 
nicht Nachbardreiecke sind, oder, was dasselbe ist, dass {wb} nicht mit {w0} 
zusammenfallt. Wegen der Nachbarkonstruktion ergeben sich jedoch Pol-
Polare-Beziehungen zwischen gewissen Dreieckseckpunkten und Dreiecks-
seiten, so dass sich da sofort ein Widerspruch ergibt. Dieser Gedanke làsst sich 
etwa in Abb. 4 verfolgen. Der Pol der Geraden g ist einerseits A, andererseits E, 
also A = E. Weiterhin ist sowohl 5 als auch s Polare zu S. 

Merken wir noch zum Schluss dieser Betrachtungen an, dass sich bereits 
GAUSS (5) mit dieser Figur (Abb. 2) beschâftigt hat. Er gab ihr den Namen 
Pentagramma Mirifikum. Da das innere Fiinfeck in Abb. 2 mit den Seiten 
Wo, Wu W2, Wzj WA ubrigens zu sich selbst dual ist, wie auch aus der Pol-Polare-
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ABB. 4 

Beziehung folgt, lâsst sich dieses innere Funfeck bei Kenntnis von zwei Seiten 
sofort konstruieren. Die rechtwinkligen Dreiecke lassen sich dann durch 
Verlângerung entsprechender Fiinfeckseiten finden, das heisst mit anderen 
Worten, dass die Selbstdualitàt dieses inneren Funfecks eine andere môgliche 
Definition der Pentagrammafigur ist. Daraus lâsst sich dann die Konstruktion 
der Nachbardreiecke ableiten. 

Die GAUSs'sche Grundrelation, die etwa der Beziehung (2.5) entspricht, 
zusammen mit der Pentagrammafigur als ihre geometrische Deutung wollen 
wir jetzt als die NEPERsche (oder NAPiERsche) Regel fur das elliptische recht-
winklige Dreieck bezeichnen. Unser Anliegen ist es, dièse NEPERsche Regel in 
zweierlei Hinsicht zu verallgemeinern. 

3. Verallgemeinerung der Neperschen Regel fur r-dimensionale 
elliptische Orthoscheme. Bereits SCHLAFLI (10) hat sich erfolgreich mit der 
Verallgemeinerung der hier beschriebenen NEPERschen Regel fur r-dimensionale 
sphàrische Râume beschâftigt. Auf Grund einer bemerkenswerten Idee von 
BENNETT hat COXETER (4) die ScHLÂFLischen Gedanken wiederaufgegriffen 
und zunâchst fur den elliptischen Fall eine Verallgemeinerung der NEPERschen 
Regel behandelt. Wir wollen hier von der r-dimensionalen elliptischen Géométrie 
her die Ergebnisse betrachten. Als Modell des elliptischen Raumes kônnen wir 
uns etwa die r-dimensionale Oberflâche der Einheitshalbhyperkugel eines 
euklidischen Raumes der Dimension n = r + 1 vorstellen. 

Als erstes ist der Begriff des rechtwinkligen Dreiecks zu verallgemeinern. 
Im r-dimensionalen RiEMANNschen Raume konstanter Krummung, also auch 
im r-dimensionalen elliptischen Raume, entspricht einem rechtwinkligen Drei­
eck ein sogenanntes Orthoschem. Dieses kann man etwa folgendermassen 
aufbauen: Man zeichne die Strecke (allés in der betrefïenden Géométrie) l, 2. 
Senkrecht dazu wird im Punkte 2 eine zwei te Strecke 2, 3 angetragen. Dadurch 
ist zunâchst ein rechtwinkliges Dreieck in der betrefïenden ebenen Géométrie 
gewonnen. Falls nun die Dimension unseres Raumes r > 2 betrâgt, trage man 
senkrecht zu der Ebene des Dreiecks 1, 2, 3 im Punkte 3 eine weitere Strecke 
3, 4 an, usw., bis schliesslich noch senkrecht zu dem Raume, der durch das 
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Simplex mit den Eckpunkten 1, 2, . . . , r bestimmt ist, die Kante r, r + 1 im 
Punkte r angefiigt wird. Dièse r + 1 = n Punkte 1, 2, . . . , n definieren ein 
Simplex mit speziellen Eigenschaften, insbesondere mit einer Reihe von rechten 
Winkeln, das wir nach SCHLÂFLI ein (r-dimensionales) "Orthoschem" 

S<»> = (1 ,2 , . . . , ?* ) 
nennen wollen. Die Eckpunkte 1 und n nennen wir die Hauptecken des Ortho-
schems. Die Elemente von S{n) sind die Kanten und die (Keil-)Winkel s-ter 
Ordnung (0 < 5 < n — 2) zwischen Unterorthoschemen (Wânden) der Dimen­
sion s1 die ubrigens auch wieder Orthoscheme sind. Die Kanten kônnen dem-
zufolge als Winkel militer Ordnung angesehen werden. Die Winkel in — 2)-ter 
Ordnung sind die (eigentlichen und) wesentlichen Keilwinkel. Infolge der 
Rechtwinkelkonstruktion sind bereits bei einem allgemeinen Orthoschem eine 
grosse Anzahl dieser Elemente gleich \-K. 

Betrachten wir jetzt ein allgemeines r-Orthoschem, das heisst ein r-dimen-
sionales Orthoschem, im elliptischen Raume (r = n — 1). Wir kônnen die 
Elemente, denen die gleiche Masszahl fur ihre Grosse zuzuordnen ist und die 
verschieden von \ir sind, jeweils zu einer Klasse zusammenfassen. Auch hier 
wollen wir wieder nur solche Orthoscheme betrachten, deren Elemente <|7r 

sind. Da es ( J solcher Klassen gibt (vgl. z.B. COXETER (4) oder BÔHM 

(2)), liegt es nahe, die betreffenden Masszahlen fur die Klassen und damit auch 
gleichzeitig die Orthoschem-Elemente durch vier Indizes (CoxETERsche 
Vierzeigersymbole) aus der Menge der natiirlichen Zahlen 0 , l , . . . , w + l z u 
bezeichnen in der Art und mit der Eigenschaf t 

i IIi[r, 5, t, u] fur III gerade Permutation, 
§̂7r — n2|y, s, t, u] fur n 2 ungerade Permutation. 

Es lâsst sich auch zeigen, dass das Element von der kleinsten Ordnung innerhalb 
einer Elementeklasse immer ein Winkel nullter, erster oder zweiter Ordnung 
ist. Demzufolge reicht es zur Beschreibung der Orthoschemelemente aus, diese 
Elemente von einer Ordnung kleiner als drei durch Vierzeigersymbole zu 
charakterisieren. Dieses ist fur die Kante, das rechtwinklige Dreieck und das 
dreidimensionale Orthoschem aus Abb. 5 zu entnehmen. Dort wird fur die 
Eckpunkte vorausgesetzt ki < k2 < k% < k\. Die Keilwinkel hôherer Ordnung 
sind darum nach dem eben Gesagten damit gleichzeitig mit Vierzeigersymbolen 
versehen. 

k3 Qcj k2 k3 kj 

jpkj k2n + 

(3.1) [r,s,t,u] = 

ABB. 5 
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Die (eigentlichen) Unterorthoscheme der Dimension zwei eines r-dimensio 
nalen Orthoschems sind demzufolge Dreiecke mit den Orthoschem-Eckpunkten 
k\, &2, kz (ki < ki < kz). Indem wir Hyperkugeln (Auffangkugeln) mit geeigne-
tem Radius um eine Hauptecke eines Orthoschems schlagen, erhalten wir als 
Durchschnitt zwischen dem Orthoschem und der Hyperkugeloberflâche wieder 
ein (Unter-)Orthoschem (Auffangorthoschem) der Dimension r — 1. Fur 
dieses kônnen wir denselben Vorgang wiederholen und so weitere nieder-
dimensionale Auffangorthoscheme erzeugen. Die Vierzeigersymbole der fiinf 
Elemente solcher Unterorthoscheme der einen oder anderen hier beschriebenen 
Art ergeben sich immer als die Kombinationen zur vierten Ordnung aus fiinf 
geeigneten naturlichen Zahlen 

ko, ki, k2, kz, ki (0 < k0 < ki < k2 < kz < ki < n + 1). 
Demzufolge kônnen wir ein solches zweidimensionales Unterorthoschem 
(rechtwinkliges Dreieck) auch durch das Fùnfzeigersymbol [ko, k\, ki, kz, ki] 
beschreiben (vgl. etwa fur ein eigentliches solches Unterorthoschem Abb. 6). 

A B B . 6 

Fur eine Pentagramma-Figur zu einem Orthoschem 5(3) (Fûnferkette) lâsst 
sich jetzt sofort iibersehen, wie die Bezeichnung der einzelnen Pentagramma-
Dreiecke durch Vierzeigersymbole zu erfolgen hat. Insbesondere erkennen wir, 
dass die Elemente des Nachbardreiecks zu 5(3) = (1,2,3), das an die Hauptecke 
1 anstôsst, durch Vierzeigersymbole beschrieben werden, die aus den ent-
sprechenden von 5(3) hervorgehen, indem wir auf jeden Zeiger die Permutation 

(3-2) ( S ) = (01234) 

anwenden (vgl. Abb. 7). 

A B B . 7 
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Die Verallgemeinerung der Pentagramma-Figur fiir r-dimensionale elliptische 
Orthoscheme geschieht tiber die Nachbarorthoschem-Bildung. Man erhâlt das 
Nachbarorthoschem von Sin) = (1, 2 , . . . , n), indem man die Kanten, die in die 
Ecke 1 einmiinden, iiber diese Ecke hinaus um ihr Komplement verlângert und 
aus deren Endpunkten und der Hauptecke 1 ein neues Orthoschem gewinnt. 
Die Elemente dieses Nachbarorthoschems gehen, wie man sich sofort iiberlegen 
kann, aus den entsprechenden Elementen des Ausgangsorthoschems hervor, 
indem auf die Zeiger ihrer Vierzeigersymbole die Permutation 

<"' (S::: . ; i"ï ' )-«"-.+« 
angewendet wird. Durch weitere Nachbar-Bildung erhalt man diesmal eine 
Kette von n + 2 Orthoschemen, die sich auch im r-dimensionalen elliptischen 
Falle schliesst. Das heisst, das Nachbarorthoschem des (n + 2)-ten Ortho-
schems dieser Kette ist wieder das Ausgangsorthoschem. Bereits SCHLÂFLI (10) 
und dann COXETER (4) haben festgestellt, dass das (n + 3)-te Nachbarortho­
schem mit dem Ausgangsorthoschem kongruent ist ; speziell fur den dreidimen-
sionalen Fall erzielte WYTHOFF (11) ein solches Ergebnis. Man muss sich noch 
iiberlegen, dass ausser der Kongruenz dieser beiden Orthoscheme die Ortho-
schem-Kette sich in dem obigen Sinne schliesst. Aber das folgt wiederum sofort 
aus der Pol-Polare-Beziehung zwischen den Hauptecken der Orthoscheme dieser 
Kette und gewissen Orthoschemwânden auf Grund der Nachbarkonstruktion. 

Nachdem dieser geometrische Aspekt erledigt ist, wollen wir noch den 
analytischen untersuchen. Wir fragen also jetzt nach dem analytischen Zusam-
menhang zwischen den Elementen eines Orthoschems S(n). Aus unseren friiheren 
Betrachtungen wissen wir nun bereits, dass jeweils fùnf geeignete Elemente ein 
rechtwinkliges elliptisches Dreieck bilden, fiir die folglich die GAUSs'sche 
Grundrelation (2.7) gilt. Unser Orthoschem hat nach den Regeln der Kombi-

( n + 2\ 
J = 5 solche Dreiecke. Da jedes Dreieck auf Grund 

unserer Voraussetzungen funf Elemente besitzt, die verschieden von \-K sind, 

gibt es demnach hier insgesamt N = 5 • ( _ J derartige Orthoschem-

Elemente. (n — 2) von diesen Elementen ist allerdings das gleiche Vierzeiger-
symbol zugeordnet, wie auch schnell kombinatorische Betrachtungen ergeben. 
Eine Orthoschemkante [0 k\ k2 n + 1] z.B. wird dann demnach in n — 2 (hier 
eigentlichen) Dreiecken auftreten, wie man auch geometrisch unmittelbar sieht. 
Bei geeigneter Durchnumerierung dieser N = 5 - s Elemente ergibt sich als 
Verallgemeinerung der GAUSs'schen Grundrelation die Beziehung 

(3.4) h = h-2S • h+2S — 1 (mod 5s). 

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass diese 5s Elemente in 5 Zyklen zu je 
funf Elementen zerfallen. Wiirdeman andererseits versuchen, durch einen Ansatz 

(3.5) h = tk-j • tk+j - 1 (mod N) 
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die Orthoschemelemente in Zusammenhang zu bringen, so wiïrde sich im 
wesentlichen wieder die oben angegebene verallgemeinerte GAUSs'sche Grund-
relation (3.4) ergeben. Daraus ersehen wir, dass sich die GAUSs'sche Grund-
relation auf zweidimensionale Unterorthoscheme (eigentliche und Auffang-
orthoscheme) und nur auf diese fortpflanzt ; vgl. auch (1). 

Fassen wir zusammen: Die NEPERsche Regel lâsst sich fur r-dimensionale 
Orthoscheme erweitern zur verallgemeinerten GAUSs'schen Grundrelation (3.4) 
und der sich schliessenden (n + 2)-er Kette von Nachbarorthoschemen. 

Zum Abschluss sei noch bemerkt, dass es infolge einer Idee von COXETER (4) 
moglich ist, auch schnell einen formelmàssigen Zusammenhang zwischen 
Orthoschem-Elementen anzugeben, die nicht zu ein und demselben zwei-
dimensionalen Unterorthoschem gehoren, der zwar mit Hilfe von (3.4) erfolgt, 
aber grosse Umrechnungen von (3.4) iiberspringt. Infolge der COXETER-

BENNETTschen Uberlegungen hat man Veranlassung, die Grossen tk als 
Doppelverhâltnisse aufzufassen. Abstrahiert man dann wieder von dieser 
Bedeutung, bleibt schliesslich lediglich nur noch der Ansatz 

(3.6) U = tg2[r, s, t, u] ̂  I ' ^ l ' ^ (r < s < t < u) 

mit den CoxETERschen Zweizeiger-Symbolen 

(3.7) (xi, x2) = f(xhx2) = - ( x 2 , xi), 

die fur nichtentartete Orthoscheme verschieden von Null sind. Die Anti­
symmetric in (3.7) folgt aus (3.10). Die verallgemeinerte GAUSs'sche Grund­
relation fur das Dreieck 

[r, s, t, u, v] (0Kr<s<t<u<v^n + l) 

lautet dann, durch Zweizeiger-Symbole ausgedruckt, 

(3 8 \ (f, u) (5, /) = (t, r) (u, v) ^ (u, s) (v, r) _ 
(r,s)(t,u) (t,u)(v,r) (u,v)(r,s) 

Eine Umformung ergibt 

(3.9) (r, s)(t, u) - (/, r)(«, s) + (r, «)(*, t) = 0 

bzw. 

(3.10) f(xh x2)f(xZj xA) +f(xu xs)f(xA, x2) +f(xlf x4)f(x2, x3) = 0. 

Die Beziehung/(xi, x2) = —f(x2, Xi) in (3.7) ist keine Einschrànkung, da nach 
PRESIC (8) die allgemeine Lôsung der Funktionalgleichung (3.10) lautet 

(3.11) f(xhx2) = g(xi) • h(x2) - g(x2) • h(pd) 

mit beliebigen Funktionen g(t) und h(t). Ausserdem konnen wir sofort folgern 

(3.12) f(Xl9 xi) = 0. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1967-103-4 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1967-103-4


NEPERSCHE REGEL 1139 

Fordern wir noch als Anfangsbedingung 

(3.13) / (*i ,*i + l) = 1, 

dann lâsst sich ein Zusammenhang zwischen jedem beliebigen f(r, s) = (r, s) 
mit 0 < r < 5 < n - f - l ( > und 5 natiirlich) und den Zweizeiger-Symbolen 

(3.14) (<Z,2 + 2), 2 = 0, 1 n - 1, 

herleiten in der Gestalt 

(r, r + 2) 1 0 . . 0 
1 (r + l , r + 3) 1 0 . . . 0 
0 1 . . 

(3.15) (r, s) = 
1 0 

0 0 1 ( 5 - 3 , 5 - 1 ) 1 
0 0 0 1 (s - 2, s) 

Diese (g, q + 2) charakterisieren aber im wesentlichen die Keilwinkel (w — 2)-
ter Ordnung unseres Orthoschems 5(w) infolge der Relation 

(3.16) cos-% - 1, q, q + 1, g + 2] = (g - 1, g + l)(g, g + 2). 

Somit lâsst sich offensichtlich jedes Orthoschem-Element etwa durch die 
Keilwinkel (n — 2)-ter Ordnung ausdrucken, die als eine Basis fur sâmtliche 
Orthoschem-Elemente aufgefasst werden und darum folglich zur Beschreibung 
eines Orthoschems dienen kônnen. 

4. Ûbertragung der Neperschen Regel auf den hyperbolischen Fall. 
Im elliptischen Falle haben wir gesehen, dass auch fur ein Orthoschem S(n) mit 
n > 3 immer wieder die Kenntnisse fur die S(3) nicht nur herangezogen werden 
miissen, sondern sogar stets eine wesentliche Rolle spielen. Da im Hyperboli­
schen âhnliche Verhâltnisse herrschen, wollen wir auch bei der Untersuchung 
des hyperbolischen Falles zunâchst die Dimension r = 2 ausfuhrlich unter-
suchen. 

Wàhlen wir als Modell der hyperbolischen Ebene die Oberflàche einer Kugel 
mit dem Radius V ( — 1), dann lassen sich zwar die Formeln fur die Elemente 
eines elliptischen Dreiecks in entsprechender Weise ubertragen, aber dabei muss 
man auf anschauliche geometrische Deutung verzichten. Zum anderen lâsst 
sich die Pentagramma-Figur auf diese Weise nicht ins Hyperbolische fort-
pflanzen, da eine entsprechende Ûbertragung dieser Figur zu einer echten kom-
plexen Géométrie fûhren wiirde. Folglich wollen wir zunâchst den Weg ein-
schlagen, den LOBATSCHEFSKI und ENGEL gewâhlt haben. Diese betten die 
hyperbolische Ebene in einem hyperbolischen dreidimensionalen Raume ein. 
Durch Ergânzen des vorgelegten rechtwinkligen Dreiecks in der hyperbolischen 
Ebene zu einem asymptotischen Orthoschem im dreidimensionalen hyper-
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bolischen Raume gelingt es, auf einer geeigneten Auffangkugel ein dem 
hyperbolischen Dreieck zugeordnetes elliptisches rechtwinkliges Dreieck auf 
folgende Art und Weise zu konstruieren. 

Zunàchst beachten wir den Zusammenhang zwischen Parallelwinkel wh und 
Parallelled vh vermittels der Funktionen 

(4.1) wh = Ii(vh), vh = A(wh) 

sowie 

(4.2) Wn = |TT - wh, Vh
f = A(Wn). 

Speziellgiltz.B. 

(4.3) sin wh = cosh vh. 

Betrachten wir das asymptotische hyperbolische Orthoschem AiA) = (1234) 
mit der Hauptecke 4 als Fernpunkt und dem vorgelegten rechtwinkligen 
hyperbolischen Dreieck 1, 2, 3 als Grundflâche (vgl. Abb. 8), dann liegt auf 

einer geeigneten Auffangkugel um die Ecke 1 als Durchschnitt zwischen dieser 
Kugel und dem asymptotischen Orthoschem ein elliptisches rechtwinkliges 
Dreieck (vgl. Abb. 9). Beschreiben wir das hyperbolische Dreieck (vgl. Abb. 8) 

ABB. 9 
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entweder durch Winkel (evtl. Parallelwinkel) 

(4.4) wo = JTT — 11(a), wi = a, w2 = 11(c), w3 = 0, ze>4 = Iw — 11(6) 

oder durch Kanten (evtl. Parallellote) 

( . Vo = AQTT - n ( a ) ) , V! = A (a), fl2 = c, 
^ ; v* = A(/5), iu = AQTT - n(6)), 

dann ergibt sich zunâchst auf Grund uDserer Konstruktion als zugeordnetes 
elliptisches rechtwinkliges Dreieck ein solches mit den Elementen (vgl. Abb. 9) 

(4.6) {wi, w*, w0', w2', wi} 

gemâss Schreibweise (2.17). Die Reihenfolge dieser Dreieckselemente hinsicht-
lich ihrer Indizierung stimmt im wesentlichen ùberein mit der von wh in (2.12) ; 
fur letztere gilt nâmlich auf Grund der Anordnung der Dreieckselemente nach 
(2.17) 

(4.7) {wz = a, WQ = a!, w2 = c, w* = b', w± = ft}. 

Fur eine solche Anordnung (2.12) der Dreieckselemente gilt dann (2.14). 
Ûbertragen wir dieses auf (4.6), dann ergibt sich 
(4.8) cos wh' = sin w\-i • sin w'h+2 (mod 5) 
oder 

(4.9) sin wh = cos wh-2 • cos wh+2 (mod 5). 
Beim Ûbergang zu den Parallelloten ergibt sich 

(4.10) coshrtya = tghvh-2 ' tgh vh+2 (mod 5), 
oder mit 

(4.11) tgWvh = -k 

gilt die Beziehung 
(4.12) th = 4_2 • th+2 - 1 (mod 5), 
also die GAUSS'sche Grundrelation (2.7). Dièse hâtte sich nach einiger Rech-
nung auch ergeben beim Ûbergang von der elliptischen Kugeloberflâche zur 
Kugeloberflâche mit Radius y/( — 1) durch analytische Fortsetzung der 
Ergebnisse im elliptischen Falle, allerdings bei sorgfâltiger Unterscheidung 
zwischen den reellen Winkeln und den rein imaginaren Kanten und nach Erset-
zen der Winkel durch ihre Parallellote und entsprechend anderer Numerierung 
der Elemente. 

Diese Zuordnung zwischen hyperbolischem und elliptischem rechtwinkligen 
Dreieck ist eineindeutig, wie man sich schnell ùberlegen kann. Wir kônnen 
aber auch noch eine andere und weitaus gunstigere Zuordnung finden, indem 
wir dem hyperbolischen rechtwinkligen Dreieck nicht gleich das hier beschrie-
bene elliptische Aufïangdreieck zuordnen, sondern dieses als Nachbardreieck 
von dem zuzuordnenden aufïassen (vgl. Abb. 10). Dann erhalten wir eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen dem elliptischen Dreieck 

{Wz, Wo', W2y Wi, W\] 
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(vgl. Abb. 10) und dem elementeweise zuzuordnenden hyperbolischen Dreieck 
{wi, Vo, V2, fl4, w*} (vgl. Abb. 8), so dass, nachdem wh durch w'zn+i (mod 5) 
ersetzt wurde, die Zuordnung die Gestalt bekommt (vgl. Abb. 11) 

(4.13) {w0, wi, W2, wz, w±) <-> {wi vi V2 Vz WQ] . 

ABB. 11 

Nachdem diese Zuordnung erkannt wurde, lâsst sich den fiinf elliptischen 
Dreiecken einer Pentagramma-Kette eine hyperbolische Pentagramma-
Kette zuordnen (vgl. Abb. 12). Es lâsst sich zeigen, dass sich die Figur schliesst, 

ABB. 12 
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wenn man zwischen den Hypotenusen zweier benachbarter Dreiecke einen 
rechten Winkel wâhlt (vgl. etwa ROESER (9)). Demzufolge kônnen wir hier 
auch einem hyperbolischen rechtwinkligen Dreieck Vierzeigersymbole zuordnen 
wie in Abb. 13 gezeigt. Sieht man von der Funktion A(w) bei den Seiten ab und 

A B B . 13 

betrachtet nur ihr Argument w, so ergibt sich zum elliptischen das zugeordnete 
hyperbolische Dreieck, indem auf die Indizes der Vierzeigersymbole der 
Elemente des elliptischen Dreiecks die Permutation 

(4-14) (40) = (W) 

angewendet wird. In der hyperbolischen Pentagramma-Kette erhàlt man dann 
das Nachbarorthoschem—wieder abgesehen von der A-Funktion—durch 
Anwenden der Permutation 

, , 1 K v A)4\ A)1234\ / 0 4 \ foi2u\ / l o o n > lx 
(4-15) W • U340J • w = U30J = (12304)-
Das bedeutet zunâchst einen Ubergang vom hyperbolischen zum elliptischen 
Dreieck, dann Nachbarbildung im elliptischen Bereich und darauf wieder 
Zuruckgehen auf den hyperbolischen Fall. Dieses kann also als eine anschauliche 
Interpretation der bereits von COXETER (4) angegebenen Ergebnisse aufgefasst 
werden. 

Wenden wir uns nun dem hyperbolischen r-dimensionalen Orthoschem 
£(») (n - 1 = r > 2) zu. 

Auch dieses hyperbolische Orthoschem S(n) = (1, 2, . . . , n) làsst sich in einem 
n-dimensionalen hyperbolischen Raume einbetten, wo es als Basis eines 
w-dimensionalen asymptotischen hyperbolischen Orthoschems A{n+l) mit dem 
Fernpunkt n + 1 aufgefasst werden kann. Wir erhalten wieder ein zugehôriges 
elliptisches Orthoschem der Dimension n — 1, wenn wir den Durchschnitt 
zwischen A(Jl+l) und der Oberflàche einer (geeigneten) Hyperkugel um die 
Hauptecke 1 bilden. Analog unserem Vorgehen im ebenen Falle ist es wieder 
gunstig, zu diesem elliptischen Orthoschem das Nachbarorthoschem zu suchen 
und dieses dem vorgelegten hyperbolischen Orthoschem (eineindeutig) zuzu-
ordnen. Fur das zugeordnete elliptische Orthoschem làsst sich wiederum die 
Kette von n + 2 elliptischen Orthoschemen bilden und zu jedem Orthoschem 
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dieser Kette finden wir das zugeordnete hyperbolische. Fiigen wir diese hyper-
bolischen Orthoscheme wieder aneinander, so ergibt sich die entsprechende 
hyperbolische (n + 2)-er Kette als Verallgemeinerung der Pentagramma-Figur. 

Da Unterorthoscheme auf Auffangkugeln um eine Hauptecke wieder 
(elliptische) Orthoscheme sind (vgl. (2)), ist der hier in Rede stehende Durch-
schnitt auch ein elliptisches Orthoschem. Ùberlegen wir uns jetzt, wie dessen 
Elemente zu bezeichnen sind. Auf Grund der Ergebnisse im ebenen Falle liegt 
es nahe, die Elemente eines hyperbolischen Sin) wie in Abb. 14 zu bezeichnen 

ABB. 14 

(&i < k2 < kz < &4). Den Fernpunkt des asymptotischen A{n+l) erhalten wir, 
indem wir im Punkte n die Senkrechte zu S(n) zeichnen. Deren Fernpunkt ist 
der hier gesuchte Fernpunkt n + 1 von A{n+1). Die Hauptecken von A{n+1) 

sind die Eckpunkte 1 und n + 1. Die Eckpunkte des Auffangorthoschems 
bezuglich der Hauptecke 1 werden mit k bezeichnet, wobei k auf der Kante 
zwischen den Eckpunkten 1 und k liegt. Seine Kanten sind zu bezeichnen mit 

/Aifi\ [w + 1,1, &, 0] fur 2 < k < n bzw. 
1 } [l,fei,*2,0] fur2 < k± < k2 < w, 

je nachdem, ob die Kante vom Punkte n + 1 ausgeht oder diesen Punkt nicht 
enthâlt (vgl. Abb. 15). 

ABB. 15 
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Betrachten wir nun auch noch die Elemente hôherer Ordnung des Auffang-
orthoschems (2, 3, . . . , n + 1), dann kônnen wir auch dafiir wie fur die Kanten 
leicht feststellen, dass sich samtliche aus denen von S{n) ergeben (evtl. noch 
Parallelwinkelbildung), indem wir die Permutation 

/A -.̂ x ( 0 1 2 . . . n n + 1 \ ,in , „N 

(4.17) W . . . + 1 1 j = (12 ...»..»+D 
auf die Indizes der Vierzeigersymbole von 5(w) anwenden. Durch Nachbar-
bildung im Elliptischen vermittels der Permutation 

(4.18) (01 . . . n + I)"1 

ergibt sich die Permutation 

(4.19) (12 . . . n, n + 1) • (n + 1 . . . 10) = (0 n + 1) = 

die den Zusammenhang zwischen den Vierzeigersymbolen zweier einander 
zugeordneter Orthoscheme vermittelt, wo das erste ein elliptisches und das 
andere ein hyperbolisches ist. Damit ist ein eineindeutiger Zusammenhang 
zwischen diesen Orthoschemen gefunden. Die Orthoschem-Kettenbildung im 
Hyperbolischen erfolgt dann wieder durch Ûbergang vom Hyperbolischen zum 
Elliptischen, Nachbarbildung im Elliptischen und wieder Ubergang zum 
Hyperbolischen vermittels der Permutation 

(4.20) (0,n + l ) ( 0 1 2 . . . » + l ) ( 0 , » + 1) = (0,n + 1, 1, 2, . . . , » - l , n) 

_( 0 12 . . . n n + l \ 
\ » + 1 23 . . . 0 1 / ' 

die auf die Indizes der Vierzeigersymbole anzuwenden ist. Es ist unmittelbar 
ersichtlich, dass sich die GAUSs'sche Grundrelation auf die Elemente von S(n) 

auch im Hyperbolischen in der gleichen Weise wie im Elliptischen fortpflanzt. 
Somit kônnen wir also auch im hyperbolischen Falle eine Verallgemeinerung 

der NEPERschen Regel erkennen. Unser Vorgehen haben wir derart gewàhlt, 
dass ohne Schwierigkeit ein Zusammenhang mit der CoxETER-BENNETTschen 
Darstellung (4) erkannt werden kann mit dem Unterschied, dass im hyper­
bolischen Falle hier eine echte Nachbarbildung im Reellen gewàhrleistet ist, 
wâhrend bei COXETER dafiir eine komplexe Géométrie herangezogen werden 
muss. Das heisst also, das dortige Ergebnis lâsst sich fur eine réelle hyper-
bolische Nachbarbildung nicht aus dem Elliptischen ubertragen. Das erkennen 
wir auch daran, dass im elliptischen Falle die Summen der Inhalte zweier 
Nachbarorthoscheme sich gegenuber dem Inhalt der einzelnen Orthoscheme in 
gewisser Weise vereinfachen. I m hyperbolischen Fall dagegen lâsst sich die 
ScHLÂFLische Difïerentialformel, die das Volumendifferential von S(n) in 
Abhàngigkeiten der (wesentlichen) Keilwinkeldifferentiale angibt, auf Grund 
der anderen Struktur der Nachbarorthoscheme nicht wie im elliptischen Falle 
zusammenfassen. Sieht man allerdings von der Nachbarbildung ab und unter-

/ 0 n + l \ 
\n + 1 0 / 
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sucht etwa nur den Inhalt eines einzigen hyperbolischen S(n\ dann darf man 
ohne weiteres iiber eine analytische Fortsetzung ins rein Imaginare (vgl. etwa 
COOLIDGE (3)) sogar die Bezeichnung durch Vier- und Zweizeigersymbole der 
Orthoschem-Elemente beibehalten. Aile Formeln werden bis auf einen Faktor 
V(-~l ) vom Elliptischen ins Hyperbolische ubertragen. Will man jedoch 
von dieser Beschreibung eines hyperbolischen Orthoschems absehen und eine 
hyperbolische Orthoschemkette (anstelle einer nicht rein imaginaren Kette) 
erhalten, so findet man etwa auf die hier angegebene Art einen Zugang. 

Betrachten wir zum Schluss noch einige Spezialfâlle von zwei- bzw. drei-
dimensionalen hyperbolischen Orthoschemen, deren réelle Kette und die 
zugeordnete elliptische Kette. Beginnen wir mit der Kette fur 5 (3). Von Intéresse 
ist die hyperbolische Pentagrammafigur (h) fur ein einfach- bzw. doppelt-
asymptotisches Dreieck und die dazu gehôrige elliptische Kette (e) (Abb. 16 

(h) (e) 

ABB. 16 

ABB. 17 

bzw. Abb. 17). Die hyperbolische Orthoschemkette eines einfach- bzw. doppelt-
asymptotischen Orthoschems 5(4) mit der zugehorigen elliptischen Kette ist in 
den Abbildungen 18 bzw. 19 gezeichnet. Wir sehen, der ubernâchste Nachbar 
(iiber die geeignete Ecke hinaus) eines einfach asymptotischen Orthoschems ist 
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ABB 18 

ABB. 19 

A B B . 20 
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wiederum ein einfach asymptotisches. Die zugehorige elliptische Kette ist 
orthogonal entartet. Betrachten wir die Kette fur ein hyperbolisches 5 (4), 
bei dem aile vier Eckpunkte Fernpunkte sind, dann ergibt sich als zugehorige 
elliptische Kette eine solche mit stark orthogonalen elliptischen Orthoschemen 
(vgl. Abb. 20). Die orthogonal entarteten elliptischen Fâlle (vgl. auch die 
Abbildungen in (1)) haben folglich im Hyperbolischen ihr Analogon in den 
asymptotischen Orthoschemen. Auch die Orthoscheme der betreffenden Kette 
entarten in diesen Fallen. Die GAUSs'sche Grundrelation behâlt aber ihre 
Gultigkeit. 
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