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Une nouvelle approche dans
la théorie des entiers friables

Régis de la Breteche et Gérald Tenenbaum

ABSTRACT

Using a new approach starting with a residue computation, we sharpen some of the
known estimates for the counting function of friable integers. The improved accuracy
turns out to be crucial for various applications, some of which concern fundamental
questions in probabilistic number theory.

RESUME

Grace a une nouvelle approche, dont le point de départ est un calcul de résidu, nous
précisons certaines des estimations connues pour la fonction de comptage des entiers
friables. Le gain se révele crucial pour diverses applications, dont certaines concernent
des questions fondamentales de la théorie probabiliste des nombres.

1. Introduction

Désignons par Pt (n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel générique n, avec la
convention PT(1) = 1. Etant donné un parameétre y > 2, on dit qu'un nombre n est y-friable s’il
vérifie PT(n) < y. L’étude des entiers friables occupe depuis une trentaine d’années une place
privilégiée dans le développement de la théorie analytique et probabiliste des nombres. Le lien
direct avec ’hypothese de Riemann est explicité dans [Hil84]. On trouvera, entre autres, dans les
survols [HT93, Pom95, Gra08], dans les actes de colloque [KGLO08] et dans la monographie [Ten15]
une liste non exhaustive des motivations de cet engouement et une description de nombreux
résultats fondamentaux de la théorie.

Notons classiquement S(z,y) 1’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x et ¥(x,y)
son cardinal. Amorcée par Dickman en 1930, I’étude asymptotique de ¥(x,y) a été abordée
via diverses méthodes. Pour les grandes valeurs de y, la voie des équations fonctionnelles a
été initialement suivie, notamment par de Bruijn [Bru51, Bru66] et Hildebrand [Hil86]. Pour
les petites valeurs de y, la méthode géométrique de comptage de points dans un domaine
limité par des hyperplans a été explorée par Ennola [Enn69], qui met également en ceuvre une
technique d’inversion de Laplace effective. Enfin, la méthode du col élaborée par Hildebrand et
Tenenbaum [HT86] fournit une évaluation universelle dont sont tirées les meilleures estimations
connues & ce jour : voir en particulier le chapitre IIL5 de [Tenl5].

Le comportement asymptotique de ¥(x,y) présente un changement de phase autour de la
valeur y = logx. Ce phénoméne classique trouve son origine dans le fait que le produit des
nombres premiers n’excédant pas y devient notablement plus petit que x des y < clogx ou ¢ est
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une constante < 1 : cela impose aux entiers y-friables de 1'ordre de = des valuations p-adiques
élevées et partant réduit le nombre de possibilités.

Alors que les termes d’erreur disponibles sont globalement satisfaisants pour y > logx, et
méme pour y > (log :1:)1+"(1), ceux qui relevent de valeurs plus faibles de y se révélent souvent
inopérants pour les applications. C’est notamment le cas pour l'inégalité de Turdan—Kubilius
friable — voir infra.

Nous nous proposons dans ce travail d’explorer, dans la zone située en dessous du seuil, les
possibilités d’évaluation de ¥(zx, y) par une combinaison de la méthode des résidus, d’estimations
de type point-selle, de majorations de sommes d’exponentielles sur les nombres premiers, et d’un
principe de transfert, di a Wirsing et Montgomery, pour les moyennes quadratiques de séries
de Dirichlet. Nous obtenons ainsi des formules asymptotiques significativement plus précises
que celles de la littérature et dont les conséquences, notamment au comportement local (voir
en particulier les Corollaires 3.1, 3.2 et 3.3 infra) sont suffisantes pour la quasi-totalité des
applications envisagées ; certaines sont décrites plus loin.

L’adjonction des estimations issues de la méthode du col a celles du présent travail finalise
I’étude globale de la fonction de comptage ¥(z,y). Un trait spécifique distinguant nos résultats
des évaluations antérieures tient & la nature des termes d’erreur, décroissants a la fois en z et
en y. Pour les tres petites valeurs du parametre de friabilité, la précision est de 'ordre d’une
puissance fractionnaire du terme principal.

L’étude qui suit est donc restreinte au domaine

2 <y < (log x)l_s, (1.1)

ou € > 0 désigne une constante arbitraire.

2. Enoncé des estimations principales
Soit

((s,) = H(l—ls)l (s€Cy>2)

Py p

Ici et dans la suite, nous notons systématiquement s = o + i7 ; la lettre p est réservée pour

désigner un nombre premier, et nous dénotons par IP I’ensemble de tous les nombres premiers.
Pour z € R™ \U N, nous avons

L[ syt
L4 = — —=d 2.1
@) =g [0 (2.1)

ou a = a(x,y) dénote le point-selle réel de ((s,y)x®, défini par ’équation

log p
Zpa —7 = log x.

Py

Il est établi dans [HT86] que
1 log, 2
a= log( 1+ i 1+ 02822 (x >y >=2) (2.2)
logy log logy
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et, précisément, que, pour tout € > 0,

_5(“)+O<L1 T z> ((log2)'** <y < ),

" log y (y)  u(logy) (2.3)
log(1 + y/log x) 1 ‘
logy {1+O<10gy>} (2 <y < (log2)"),

ot £(v) est défini comme la solution de 'équation () = 1 + v€(v) pour v > 1 et £(1) := 0.

Ainsi que 'a souligné de Bruijn dans [Brub51], il est raisonnable d’attendre que le résidu
a Dorigine, noté P,(logx), fournisse une bonne approximation du membre de gauche lorsque
y est petit devant xz. Un tel résultat a été obtenu par Ennola [Enn69] dans le domaine
2 <y < (logz)%/*7¢ avec un terme d’erreur relatif 1 4+ O(1/(log 2)'/87¢), améliorable en

y?
140 —=—
i ((logw) 10gy>
lorsque y < (log x)

Nous établissons effectivement que Py(logx) est une bonne approximation de ¥(z,y) dans
I’ensemble du domaine (1.1) avec un terme d’erreur significativement plus précis et globalement
compatible avec les applications envisagées.

La fonction génératrice z°((s,y)/s possede une infinité d’autres poles, aux points 2wik/log p,
pour p <y, k € Z*. En raison du théoreme fondamental de 'arithmétique, ces poles sont simples :
cela explique en partie le fait que les résidus correspondants n’ont pas une influence essentielle
sur le comportement asymptotique de ¥(x,y) et constituent, dans le domaine (1.1), des termes
secondaires par rapport au résidu & lorigine. Alors que la prise en compte de tous les résidus
fournit évidemment une formule exacte pour ¥(z,y), on peut imaginer qu'une prise en compte
partielle permettrait d’élucider le changement de phase autour de y = log z. Une telle démarche
serait certainement délicate en raison de la semi-convergence des séries des résidus, elle-méme liée
a l'indépendance sur Q des log p pour p < y. On a par exemple, notant (v) la partie fractionnaire
d’un nombre réel v,

1 log = x27rik/log2
U(z,2) — Po(loga) = - — — i 0
(z,2) - Py(log) = 5 <10g2> KEHOOO%;K orki

7/16

Commencons par expliciter P,(logx). Notant {B,,}>°_ la suite des nombres de Bernoulli,
nous avons le développement de Laurent

= Z Bin gm1 (5] < 2n), (2.4)

m=0

d’ou
n s w( Lip s ) logp -1
((s,y) = (—1 2311 b (Is] < 27/logy), (2.5)
n=0 *n p<Ly

ol le symbole #n signifie que la sommation porte sur toutes les suites {j,}p<, € N™) telles que
Zpgy jp = n.t 1l sensuit que

&mW ke (y)
o | 2.6
u (&) M;(y) (m(y) — k)! T],c, log p >

b Ainsi qu’il est d’usage dans la littérature en langue francaise, ensemble N désigne ici ’ensemble des entiers
naturels positifs ou nuls.
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o) = (0P T2 s ) 27)
*k p<y P

Nous pouvons énoncer le résultat suivant, ot nous faisons usage de la notation

)3/2—5

Y, := ellosy (2.8)

THEOREME 2.1. Pour chaque € > 0 et sous la condition (1.1), nous avons

U(z,y) = {1+0<Y61(1)gx>}13y(1ogx). (2.9)

Remarque. Nous donnons au Théoreme 2.4 une évaluation asymptotique pour les coefficients
ck(y) et explicitons les premieres valeurs au Lemme 5.1. La majoration issue de l’estimation

établie en (2.22) infra
k 2
o) = {1+ 0(Z5 )b o<k <a)). (2.10)

ou ¥ désigne la fonction de Tchébychev, permet de retrouver le théoreme 1 d’Ennola [Enn69],
valide pour

2 <y < c/logzlog, z, (2.11)

ol ¢ > 0 est une constante assez petite. Nous verrons au Théoréme 2.4 que ce domaine peut étre
étendu.

Pour ¢ := Re s > 0, posons

vo(s,y) :=1ogC(5,9),  wrl(s,y) = o (s,),

Ok = O-k(avy) = <_1)k¢k(aay) (k € N)7
ou la branche du logarithme complexe est obtenue par addition des déterminations principales
log{1/(1 —p~*)} pour p < y. Notant
z%¢(a, y)
a2y

ou « est défini comme en (2.1), Hildebrand et Tenenbaum [HT86] ont établi par la méthode du
col que ’estimation

M(z,y) := (2.12)

U(z,y) = M(x,y){l +o(77(1y)>} (2.13)

est valable dans le domaine y < log x. Il résulte donc du Théoreme 2.1 que I'on a, dans le domaine

(L.1),
P,(log ) = M(m,y){l i o<1) }

m(y)
Une étude directe permet d’affiner cette estimation. Nous posons
s(h) := hle"h =" /V2rh (h>1), (2.14)

de sorte que la formule de Stirling implique s(h) = 1 + 1/(12h) + O(1/h?) pour h > 1.
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PROPOSITION 2.2. Soit € > 0. Sous la condition (1.1) et en notant h := 7(y), nous avons
2

P,(logz) = {1 + o( q :gyw) }M(az, y)s(h)

= {1+1;h+0<ht+ (I:gyi)z,)}M(ﬂ%y)- (2.15)

Remarques. (i) Dans cet énoncé et les suivants, nous adoptons la convention standard selon
laquelle les constantes implicites peuvent dépendre des constantes fixées initialement.

(ii) Ce résultat implique que le terme d’erreur de (2.13) est optimal sous la condition
y < cy/log xlog, x ol ¢ est une constante assez petite.

(iii) Le biais, mis en évidence par (2.15), des évaluations asymptotiques de ¥(zx,y) obtenues
par la méthode du col pour les petites valeurs du parametre y s’explique par la nature de la
singularité & 'origine de la fonction ((s,y), qui est du type 1/s" avec h = 7(y). Nous avons en
effet

1 a+ico .5 (log .T)h

—_ads = ——
Sh-‘rl hl

2mi a—100

pour tout o > 0. Or, le col relatif a la fonction z°/ s" vaut ay, ;= h /log x. Le terme principal issu
d’un emploi standard de la méthode du col vaut donc

1/00 T e*T2Uh/2 dr = o _ (logw)h
2r J_ aZH a2+1\/27rah h!

oll nous avons posé o, = h/ai.

s(h),

La méthode des résidus employée pour établir le Théoreme 2.1 fonctionne également pour
estimer les quantités

U (z,y) = Z 1

nesS(z,y)
(n,m)=1

lorsque l'entier m ne possede pas un trop grand nombre de facteurs premiers. Nous nous
restreignons ici au cas ou le nombre w(m) des facteurs premiers distincts de m est borné, ce qui
est suffisant pour certaines applications fondamentales, notamment 'inégalité de Turan—Kubilius
friable [BT16]. Nous posons

gm(8) == H(l —p %) (meNseC)
plm
et notons (,(s;y) = gm($)((s;y) la série de Dirichlet associée a la fonction de comptage ¥, (x,y)

lorsque P*(m) < y.

THEOREME 2.3. Soient ¢ > 0, M > 1 fixés. Sous les conditions (1.1), m > 1, 0 < w(m) < M,
P*(m) <y, nous avons uniformément

Uy (2, y) = {1 + O(Ysligx> }Py,m(log 2), (2.16)

ot I’'on a posé

PP (€) (2.17)

0<j<n(y)

avec Aj(m) =3y, 1(d)(log dy (0<j<n(y)).
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Nous avons également

g —etm ke (y; m)

P, (€)= A)P, (€ —logd) = . (218
Y, (g) %M( ) y(f og ) nggﬂ%;w(m) (ﬂ_(y) —w(m) . k)‘H}};é’rzr/L logp ( )
ot I'on a posé
B.: (1 Jp
anlym) = (1P ST T 22882 (0 <k < () — wim)). (2.19)
xk pfy Ip?
ptm

Remarques. (i) On vérifie facilement que A\j(m) =0 si j < w(m).
(ii) Un emploi direct de la méthode du col permet, dans les hypotheses du Théoreme 2.3,
d’obtenir 1’évaluation

Wy () = W = gm(0)¥(z,y). (2.20)

L’énoncé suivant fournit une évaluation asymptotique des coefficients ¢ (y; m) et une formule
asymptotique pour le terme principal de (2.16) dans le sous-domaine

y = ol (log 2)*/3(logy x)'/%). (2.21)
Nous posons

Or(y;m) = (logp)” (r=0,m > 1),

PY
ptm

de sorte que J9(y; m) = 7(y) — w(m), et notons simplement ¥, (y) := 9,(y; 1) (y = 2).

THEOREME 2.4. Soit M > 1. Sous les conditions m > 1, 0 < w(m) < M, PT(m) < y, et en
notant h := mw(y), nous avons uniformément

L Oi(y;m)k k(k—1)
En particulier, sous les mémes conditions en y et m, nous avons
{€+ §01(y; m)}h—tm) { <y2h> }
P, (&) = 14+0| = > 1). 2.23
) =) ey g e)y €V (223)
pim

Remarque. Alors qu’Ennola [Enn69] a élucidé le comportement asymptotique de Py, (logx)

lorsque y = o(4/log x log, ), la formule (2.23) fournit un équivalent dans la région (2.21).
Un développement plus précis des coefficients ci(y; m) permettrait d’agrandir encore ce
domaine. On peut ainsi établir, par exemple, que l'on a, pour y > 2, £ > 1,

(IO f, M0 000) o1, 197))

Py(€) =~ 1., log 62 =T (2.24)
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3. Conséquences

Nous conservons la notation h = 7(y) dans toute la suite de ce travail.

Dans ce paragraphe, nous développons des répercussions directes de nos résultats sur les
estimations relatives au comportement local des fonctions ¥, (z,y).

Le corollaire suivant précise les discontinuités de W(z,y) par rapport a la seconde variable
lorsque le parametre de friabilité y est petit. L’énoncé découle directement de (2.23) avec m = 1.

COROLLAIRE 3.1. Soit € > 0. Sous les conditions (1.1) et y € P, nous avons

v 1 —1)1 1 2
(@y) _ logz [ iy +(h-1)logy LY h2 .
U(x,y—) hlogy 2logx Y.logz ~ (logx)

(3.1)

Remarques. (i) Le membre de droite de (3.1) est ~ (logz)/y dans le domaine (2.21).

(ii) Une formule analogue a (3.1) résulte des estimations d’Ennola [Enn69] dans un domaine
restreint. Cependant, le terme d’erreur, toujours > (y2/log x logy), inhérent & un tel résultat ne
permet pas de faire apparaitre la correction au premier ordre figurant dans I’accolade.

Le résultat suivant apporte une précision supplémentaire aux évaluations du Théoreme 2.4
de [BT05a]. A fins de référence ultérieure, nous 1’énongons en toute généralité. Nous posons
w := min(u, y/logy), uy :=u + (logy)/log (u + 2) et

1 y?*h 1 logd
+ ,— .
Y.logz  (logz)? u, logx

R :=NR(d;z,y) = min{

Notons que, dans le domaine y < log z, nous avons

2h 1 log d
n Y ’ ogy 4 0og .
Y.logz  (logz)?’ gy log =

R =< min{

COROLLAIRE 3.2. Soit ¢ > 0. Il existe des constantes absolues positives by, by et une fonction
b =b(xz,y;d, m) satisfaisant a by < b< by (x >y >2,d>1,m > 1) telles que, sous les conditions
r>y>2,1<d<27¢ PT(m) <y, u(m)? =1 et w(m) < 1, on ait uniformément

(50) (1) 1S ). e

ot l'on a posé t := (logd)/logy, € := w(m)t/u + R. De plus, quitte a ajouter t/u au terme
d’erreur, cette estimation demeure valide pour 1 < d < .

Nous explicitons ci-dessous une conséquence immeédiate, utile pour les applications, du cas
d =1, w(m) =1 ou 2, de ’énoncé précédent.

COROLLAIRE 3.3. Soit € > 0. Sous la condition (1.1) et pour tous nombres premiers distincts
P, q n’excédant pas y, nous avons

B log p yh 1
U, (z,y) = gp(a)\ll(x,y){l + Slog 2 + O((logx)2 + Yologz) | (3.3)

_ 1 log pq y*h 1
Eolo) = (@) (1= 3 o fi4 P o (Lo YL s
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Ce dernier résultat joue notamment un role crucial dans I’étude de 'inégalité de Turdn-—
Kubilius friable telle qu’entreprise dans [BT05b], et poursuivie dans [MT10, HMT10, BT12].
Ce probleme fondamental en théorie probabiliste des nombres est lié & la modélisation de la
répartition, sur I’ensemble des entiers friables, d’une fonction arithmétique additive a valeurs
complexes par une somme de variables aléatoires indépendantes. Plus précisément, étant donnés
une fonction additive f et un couple de nombres réels (x,y) tel que z > y > 2, nous définissons
des variables aléatoires géométriques &, par

1—-1/p°
= pVOé

avec la convention que, si plusieurs valeurs (en nombre éventuellement infini) f(p") coincident,
la probabilité correspondante est obtenue en sommant les probabilités apparaissant au second
membre. Notant

P(& = f(»")) (v=0,1,2,...)

Zf=Zjay = pra

PRy
ou les &, sont indépendantes, et introduisant la variance semi-empirique

Y 1f) —E(ZpP,

nes(z,y)

Vi(z,y) := Ty)

le probleme consiste alors a majorer la quantité

C(x,y) = St}p Vi(z,y)/V(Zf) (xz2=y2>2), (3.5)

ou le supremum est pris sur ’ensemble des fonctions arithmétiques additives complexes.
Classiquement, le comportement asymptotique de C(z,y) mesure Iécart entre la théorie
probabiliste des nombres et celle des probabilités. A Tinstar du cas historique y = x, le fait
que C(z,y) soit bornée met en évidence la pertinence globale du modele probabiliste alors que
la comparaison asymptotique de cette quantité a 1 + o(1) souligne les limites d’une hypothese
d’indépendance.
A la suite des travaux précités, nous savons que

sup C(z,y) <1 (z>2)
h(z)<y<z

pour h(z) := +/logxlogyx, tandis que lindépendance asymptotique sous la forme
C(z,y) =1+ 0(1) a lieu des que y/logx et u := (logz)/logy tendent vers I'infini.
Nous avons pu établir dans [BT16] la majoration universelle

sup C(z,y) < 1

T2y>2

et, grace aux résultats présentés plus haut, obtenir le renseignement supplémentaire
Ci(z,y) <14+0(1) (/u+1/y— 0), (3.6)

ou C1(x,y) désigne la quantité analogue a (3.5) lorsque le supremum est pris sur ’ensemble des
fonctions arithmétiques complexes fortement additives. Compte tenu des résultats de [BT05b]
mentionnés plus haut, (3.6) devient une égalité des que u et y/logx tendent vers l'infini. Nous
renvoyons a [BT16] pour des développements et résultats complémentaires concernant cette
question.
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4. Applications

Les méthodes utilisées dans le présent travail sont aisément généralisables aux cas ou la série de
Dirichlet en cause peut étre exprimée comme le carré d’une série a coefficients positifs ou nuls.
Décrivons ici deux applications liées a des fonctions arithmétiques classiques.

Considérons d’abord la fonction nombre de diviseurs, n +— 7(n). Nous pouvons estimer, dans
les mémes domaines que précédemment, la fonction sommatoire friable

Uo(z,y) = Y 7(n)

nes(z,y)

Le terme principal attendu est Qry,(logz), un polynome en logz de degré 2h = 2m(y).
Parallelement & (2.6), nous obtenons

B 2h=kd(y) 4.1
Ora(8) = oggzh (2h — k)], <, (log p)*’ -

ou l'on a posé, avec la notation (2.7),

di(y) = Y cjW)er—j(y) (k>0). (4.2)

0<j<k

L’analogue du Théoreme 2.1 s’énonce alors comme suit.

THEOREME 4.1. Pour chaque € > 0 et sous la condition (1.1), nous avons

wrla) = {1+ 0( e ) f@nylioga) (43)

En particulier, notant h := m(y), nous avons

{0 y*h
Q&) = G -, (log )2 {1 * O( e >} €>1) 44

Remarque. Une évaluation analogue peut étre obtenue pour la sous-somme restreinte aux entiers

y-friables premiers a un entier m fixé.
Il résulte en particulier des Théoremes 2.1 et 4.1 que, lorsque y = 0(\/10gx10g2:n), nous

avons
U, (z,y) h!(log x)" hy log x ho(h)
U(ey) W Le,loep | O \loga ” (= 0c0) (45)

Cela précise, dans le cas particulier et pour le domaine considérés, ’évaluation du Théoreme 2.5

de [BT05a), soit
W ool

dont le terme résiduel ne tend pas vers 0 lorsque y est borné. Qualitativement, ces résultats
fournissent une nouvelle illustration du fait qu'un entier tres friable posséde en moyenne un
nombre anormalement grand de diviseurs.
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Notre seconde application concerne I’estimation de
Uy = Y r(n), (4.6)
nes(z,y)

ou r(n) désigne le nombre de représentations de l’entier n comme somme de deux carrés. Notons,

pour y = 2,
. . 2 sip=1(mod4),
iJ,4) = 1(j=3,4), = .
(y;5,4) p;y (g ) {1 sip=2oup=3(mod4),
p=j (mod 4)
ha = vp=m(y) +m(y;1,4), (4.7)
Py
- ] wp ]p )mp(logp)jp+mp
br(y) == (-1 [ = AT (k> 0),
th p<y P

ou le symbole Tk signifie que la sommation porte sur toutes les suites de vecteurs

{(J'pj mp) bp<y € N™W) o N4 telles que Zpgy Jp T Zpgy,pzl(mod@ mp, = k et ou l'on a
posé

1 sip =2,
wp(j) =<1 —j sip=1 (mod 4),
27 si p=3(mod4).

Le terme principal attendu dans I’évaluation de (4.6) fait intervenir le polynéme de degré hy

défini par
22—7r(y;3,4) fh4_kbk(y)
Qry(§) == T (loon)r k) (4.8)
Hpéy( ogp)" 0<k<hy (a !
THEOREME 4.2. Pour chaque £ > 0 et sous la condition (1.1), nous avons
1
U, (z,y) =41 —— g, (logz). 4
@) ={1+0( ) b togo (4.9
De plus,
A€ + V1 (y) — 5 log 2} y*ha
r = 1+0| =—— > 1). 4.10
@ ,y(f) h4!27r(y;3,4) Hpgy(logp)’/p + 52 (§ ) ( )

Il résulte en particulier des Théoremes 2.1 et 4.2 que, lorsque y = 0(\/log:(:10g2x), nous

avons
U, (z,y) 4(log )" W14 ) Ly of v
U(z,y)  hg!2r@WBH] <y logp log ©
p=1mod 4

log = {1+o0(1)}m(y;1,4)
_< y )

(x = 00).

Par comparaison avec (4.5), nous obtenons ainsi que 1’ordre moyen friable de r(n) est comparable
a la racine carrée de celui de 7(n) pour les petites valeurs du parametre y.
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5. Preuves

5.1 Démonstration du Théoréme 2.1
Pour des raisons techniques, nous faisons appel a la variante de la formule (2.1)

x 1 a—+100 C(S y)xs+1
U(t,y)dt = — = d 5.1
| wta= o [T SR as (1)

qui est valable pour tout = > 0. L’étape liminaire de la preuve consiste a tronquer 'intégrale du
membre de droite de (5.1). A cette fin, nous observons d’abord qu'il existe une constante absolue
yo telle que, si y > yp, nous ayons pour tout € > 0 et une constante convenable ¢ = ¢, > 0,

¢(s,y)
C(a,y)

En effet, compte tenu de l’évaluation connue a =< w(y)/logx, valable dans le domaine
2 <y <logx (voir (2.2)) et de 'identité

2(log x)?
T+ 77

em(y)
< <1 + > (2<y<logz, o =a, |7 <Y2). (5.2)

1—-p™@ 1
= S P, s=a—+1iT),
[1—p=*| 1+ 4(sin I7logp)?/p(1 — p=o)2 (p )

la majoration (5.2) est évidente sous la condition supplémentaire |7| < 7/logy. Lorsque
7/logy < |T| < /Y et yo est assez grand, nous pouvons employer les majorations classiques pour
le nombre de nombres premiers dans les petits intervalles. Nous omettons les détails, analogues a
ceux de la preuve du lemme 5.12 de [RT13]. Enfin, dans le domaine \/y < |7| < Y2, nous utilisons
d’une part I’estimation, suivante, valable pour une constante ¢y > 0 convenable et établie par la
méthode usuelle d’intégration complexe a partir de la région sans zéro de Vinogradov—Korobov,

i 1 3/2
szr < ylfcoﬂ(T) + M + ylfcoﬁ(y) <y > 37 T e ]R’ log(3 + ’TD < (Ogy)2>’
= 3+l (logz )

ott I'on a posé B(7) := {log(3+ |7)} ~2/3{logy (3 + |7|)} ~/3, et, d’autre part, I'inégalité d’Erdds-
Turdn : voir, par exemple, [Tenl5, théoréme 1.6.15]. Nous obtenons ainsi, dans le domaine
VI <7l < ellogy)®/2/(logy y)°

3 1:t7r(y)+0<(lzg<;yy))2> <y22,0<t<;>.

Py
[l(r/27) log p—(1/4)|I<t

Cela suffit pleinement & établir (5.2) en choisissant par exemple t = % puis yg assez grand. Nous
notons incidemment que la majoration (5.2) est valable dans le domaine étendu y < log z, mais

nous n’utiliserons pas cela dans la suite.
Il découle de (5.2) que

2
/Ys s, y)|dr < z*Cla,y)y  _ V(z,y)y < U(z,y)Ye (5.3)
Y2 ’ A /ﬂ(y) logx log:n logaz ’ ’

ou la seconde majoration est issue de I’évaluation

Wiz, y) = " C(Z,lz(/);xﬂ(y) _ ¢ayy)

)

3
s

établie dans [HT86] sous I'hypothese 2 < y < log .
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Introduisons a présent la fonction arithmétique multiplicative v définie par

t(p”) =1, = (2,,) /4” (v>0,peP).

1%

Nous avons

Z6s.9) =3 (5,02 (0> 0,y>2)

et, puisque t > 0, nous pouvons écrire en vertu de l'inégalité de Montgomery—Wirsing
(voir [Mon94, théoreme 7.3] ou [Tenl5, lemme II1.4.10]),

U+2v U+2V
/ C(s,y)] dr = /U Z(s, ) dr

U v 1%
<3/ |Z(s,y)2dr:3/_V|<(s,y)ldT

-V

U eR, V> 0).

Compte tenu de (5.3), nous en déduisons que

/a“(’f“”’? s,p)astt o 20(,y)

keZ, k#+—-1,0).
+ikY2 s(s+1) k?YZlogx (ke k#-10)

D’autre part, grace a (5.2), nous avons

a+iY? C(s y)xs—i—l
/aii/logy S(S + 1)

log x >2m(y) < 2V (x,y)

d o log; 2 e
st o) o 2) (5, o

En reportant dans (5.1) et en tenant compte de (5.2), nous obtenons, dans le domaine
o <y < (logz)'~

)

. | peifony ¢(s y)geH V(. y)
v _ 1 )z T Y)Y 4
/0 (ty)dt =5 //1 S5+ 1) d5+O<Yslog:c) (54)

Pour montrer que (5.4) persiste pour 2 < y < yo, il suffit de remplacer, dans les calculs qui
précedent, Y2 par 7 /log yo, de sorte que (5.2) est trivialement valable. Comme cette manipulation
n’altére que la constante implicite dans (5.4), la conclusion est acquise.

Déplacons alors le segment d’intégration vers la gauche jusqu’a I’abscisse 0 = —1/logy. Le
seul résidu a prendre en compte est en s = 0. La contribution des segments horizontaux peut
étre évaluée en observant que

o/2

g p crm(y)
ot —, < - <K eV —1/logy <o < a
(ot i) | s nieee sy (Hlosys o< e)

pour tout ¢; > log(7m/2). Celle du segment vertical releve de la majoration
1
< c1m(y) E—— 7).
<60 < I iy <& (6= 110wy +i7)
P<y

Comme ((a,y) > (logz)™W/2 4 (logz)™We¥+tOW/logy) dans le domaine (1.1), nous
obtenons ainsi

/qu;(t,y) dt = /Or P,(logt) dt+0<$‘1’($ay))

YEQ/2 log
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En utilisant ’encadrement

1 T 1 T+z
[ wtparsvey < [ v

z —Zz

avec z 1= /Y5, /3 et 'estimation

/ m(y)
P,(logz) < @Py(log x), (5.5)
valable dans le domaine (1.1), nous obtenons bien (2.9).
Pour établir (5.5), nous écrivons

Py(log ) :1/Rx§(s,y)ds7 P,(logx) = ;,/}%xsg(s,y) ds, (5.6)

27 s iy’

ou R est le rectangle de sommets a +i/logy, (—1 £ 14)/logy, parcouru dans le sens direct.
Considérons d’abord la premieére intégrale de (5.6). La contribution globale des segments
horizontaux et du segment vertical gauche est majorée comme précédemment par

z*((a,y)

VA loga) 7

pour toute constante co > 1. D’apres le lemme 10 de [HT86], la contribution du segment vertical
droit est de l'ordre de

< %™ «

(5.7)

r¢{ayy) = U(z,y). (5.8)
™(y)

Nous pouvons donc écrire, dans le domaine (1.1),

Py(logz) < ¥(x,y). (5.9)
La seconde intégrale de (5.6) peut étre traitée similairement pour fournir
/ _ _ ()Y (z,y)
P,(logz) < a¥(z,y) < " logz (5.10)

5.2 Démonstration du Théoréme 2.3

L’estimation (2.16) est obtenue en appliquant & (,,(s,y) la méthode employée pour ((s,y) dans
la démonstration du Théoreme 2.1. Les calculs étant identiques, nous omettons les détails. Nous
obtenons (2.16) avec le terme principal

Es
Pyn(©) 1= Rés( (10 ) = S (@) Py (¢~ osd
dlm
B gﬂ(y)—w(m)—kck(y; m)
; 2 (m(y) —w(m) — k)! pry logp’
pim

0<k<m(y)—w(m)
ou la seconde égalité est ’analogue de (2.6) pour P, ,.
Nous obtenons (2.17) en observant que
e(gflog d)s

Rés(f<m<s,y>;o) =2_n(d) Ré8<s

dlm

<<s,y>;o).
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5.3 Démonstration du Théoréme 2.4
L’énoncé suivant explicite les premiéres valeurs des ¢ (y;m).

LEMME 5.1. Soit M > 1. Sous les conditions m > 1, 0 < w(m) < M et P*(m) <y, nous avons

co(y;m) = 1,
c1(y;m) = 301 (y; m),
N Lo e 19 (5.11)
CQ(ya m) - 519 (ya m) - ﬂﬁQ(yvm)v
c3(y;m) = 1591 (y; m){d1(y; m)* — Va2 (y; m)}.
Démonstration. Nous avons B = —%, By = %, B3 =0, et
co(y;m) =1, ci(y;m) = —Bid(y;m) = §91(y;m). (5.12)

L’analyse des conditions *2 permet d’écrire

caly;m) = §Bova(y;m) + Bf Y (logpr)(logps)

P1<p2<y
(p1p2,m)=1

= §Bata(y;m) + 5 Bi {01 (y;m)* — Va(y;m)} = 01 (y; m)? — 5702(y; m).
Comme B3 = 0, nous obtenons de méme

c3(y;m) = =5 B1Bo{01(y; m)da(y;m) — d3(y;m)}
-B} > (logpi)(logps)(log ps)

P1<p2<p3<y
(p1p2p3,m)=1

= —5B1Ba(91(y;m)02(y; m) — D3(y;m))
— 3B} (91 (y; m)?® — 3091 (y; m)Pa(y; m) + 205(y; m))
= w01(y:m)® = g9 (ysm)Va(ys m).

Cela acheéve la démonstration du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoreme 2.4.

Pour établir (2.22), nous pouvons manifestement supposer y assez grand et, compte tenu de
(5.12), k > 2. Nous observons alors que, d’apres (2.4), la formule de Cauchy permet d’écrire,
pour tout r € ]0, 27 /logy [,

d
alm =5 Fun() (5.13)

avec

zlogp 91 (ysm) /2 (z/2)logp
fym(2) == o8 g#hilym _—t =
yn(2) };Iy 1—p== 1;[ sh{(z/2)logp}

pfm pim
— (4 O(R5(ym))} (2 logy < 1)
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La contribution du terme principal au membre de droite de (5.13) coincide avec celui de (2.22).
Pour évaluer le terme résiduel, nous choisissons r := 2k /91 (y; m). Nous obtenons la majoration

ekﬁl(y'm)ka ™ 9 ( .m)ka
) —(1=cosv)k 4 1\Y;
DACTAT: /,re VS TR

ce qui acheve la preuve.
L’estimation (2.23) pour P, (&) en résulte par sommation sur k grace a la formule du binéme
et a I'identité

2, M= (Z) A = h(h = 1)a?(a+b)" 2

0<k<h

Un développement a l'ordre 4 de lintégrande de (5.13) permet d’affiner (2.23) pour
obtenir (2.24).

5.4 Démonstration du Corollaire 3.2
Le lemme suivant fournit une approximation au premier ordre du rapport des termes principaux
des approximations de ¥(z,y) et U,,(z,y) apparaissant respectivement en (2.9) et (2.16).

LEMME 5.2. Soit € > 0. Sous les conditions £ :=logz > 2,2 <y < 51 € P+( ) < v, u(m)2 =1,
w(m) < 1, nous avons uniformément

 gm(a)Py(&)R! w(m)logm y?h
Pym(§) = {hw(m)}!hw(m){1+ % +O<£2)}. (5.14)

Démonstration. Observons d’abord que la définition de a = a(z,y) et le développement (2.4)
impliquent, pour y/¢ assez petit, puisque o’ ¥, (y) < h(2y/)" (r = 0),
alogp B
af =) 7 =D o), (5.15)
p<y r=0 :

de sorte qu’'un développement a ’ordre 2 fournit

3
af = Z alogp =h—Ltavi(y) + O<y>

D §2logy
et donc
af{&+ 101(y)} { 0(%)} 2 <y <), (5.16)
a= Z{ <yQ>} <y <) (5.17)
11 suit

et donc, dans les conditions de 1’énoncé,

_ p(m) log p _ hlogm <y2>}
gm(e) = h yn€+§191(y){1 > +0 a)p (5.19)
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Effectuons alors le rapport de ’évaluation (2.23) a sa spécialisation pour m = 1. Nous
obtenons, compte tenu de (5.19),

s () s et (@)
_ {1 = (h—w(m))(logm)/28}hlgm(a
{1 —h(logm)/2£}(h—w(m))!h‘”(m){ < >}

(e Y {0 () 1

Cela implique bien (5.14). O

Nous sommes & présent en mesure de prouver le Corollaire 3.2. Nous pouvons nous restreindre
au cas y < y/logzlog, x : la circonstance complémentaire releve du Théoréeme 2.4 de [BT05a]
puisque I'on a alors R =< 1/u, +t/u.

L’estimation (2.23) fournit alors, sous les hypothéses considérées, notant £ = log z,

Pym(§ —tlogy) < B 2log d >h—w(m){ < 2h>}
Py,m(g) = 25—1—?91(];) —logm 1+0 52

1 2\ y2h
w(1-wre) {1ro(@))

avec [ :=2{h —w(m)}/(2¢ + V1 (y) — logm). Comme (5.16) implique

y*h
/601 (w) da{1 n 0( . > }

b :da{1+0<t”i m) +;h>}

La conclusion requise résulte alors du Théoreme 2.3 et du Lemme 5.2.

nous avons

5.5 Comparaison avec la méthode du col : preuve de la Proposition 2.2
Considérons un couple (z,y) vérifiant (1.1) et, pour simplifier les écritures, posons encore

h:=7(y).

Constatons d’abord que nous pouvons restreindre 1’étude au domaine (2.11). En effet,
lorsque y > /log xlogy x, les relations (2.15) résultent de (2.13) et du Théoreéme 2.1 puisque
s(h) = 1+ O(1/h) et y*h/(logx)? > 1/h. De plus, nous pouvons clairement supposer x assez
grand.

Comme le développement de 1/(e® — 1) fournit, par dérivation,

nous avons
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Compte tenu de la majoration classique B, /r! < 1/(2m)" (r > 1) et de 'estimation (5.17), la
derniere somme en r est < h(y/logz)?. Elle n’excéde donc $h en valeur absolue lorsque (z,y)

vérifie (2.11) et z est assez grand. Le développement

- (Y)5 i<

1—2z 750

permet alors d’écrire

T o) (S v)

v=0 r>2

- glm{”O((loiV)}'

Maintenant, la formule (2.5) appliquée en s = « implique, avec la notation (2.7),

C(a,y)HlogPZ%Z(— o> ] By logp) logp Za cr(y

Py k>0 *k p<y k>0

En reportant 'estimation (2.22), nous obtenons
k(k—1)logy
C(avy) [[1osp = — Z e 2,%, { O<(y)>}

PLY
aﬂl(y)/Q o 2h
=— <1 .
o {+ <<1ogx>2>}

Au vu de (5.16), nous avons, dans le domaine (2.11),

2 2
aad1(y)/2 y-h _ b y“h
e eXp{“O(aogx)?)} ° {”O<<logx>2>}’

(afloga + 301 (y)})"n" = {1 + 0<(10Z2x)2> }h —1+ 0<(13;Z)2>.

Posant 7 := y%h/(log z)?, nous déduisons de (2.12), (5.20), (5.21) et (5.22) que

et aussi

"{1+0(n)}
ahv2rh ], logp’

M(.ﬁ,y) =

alors que, compte tenu de (5.23), I’évaluation (2.23) avec m = 1 implique

W{1+0m)} _ {1+ 0(n)}

P,(logz) = = .
y(log ) ah! ], logp ahs(h)v2rh]],, logp

Nous avons donc bien établi (2.15).
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5.6 Démonstration du Théoréme 4.1
La quantité Q. ,(log ) est le résidu en s = 0 de la fonction (s, y)%z®/s. En effet, notant toujours
h := m(y), nous avons

2 2h
=2 {1, loer " 21T, (g Hp<y( )

7=0 Hp<y 0gp’ k>0

ou les coefficients dy(y) sont définis par (4.2). Nous n’indiquons pas plus de détails pour la preuve
de (4.3).
Pour établir (4.4), nous déduisons de l'estimation (2.22) que, pour 0 < k < h, nous avons

= ﬂéiiikoék@){”()((“)(?‘j 1))}{1+o<j<jh”)}

_ ﬁll(g)k{l ) O<k(kh— D), (k- 1)(1fhg 2)(k — 3)) }

De plus, da(y) = 391(y)*> — 5592(y). Nous en déduisons bien (4.4) par sommation sur k.

5.7 Démonstration du Théoréeme 4.2

La preuve étant analogue a celle du Théoreme 4.1, nous nous limitons a de succinctes indications.
Soit x4 le caractére de Dirichlet non principal de module 4. La relation de convolution r = 4(1x%y4)
implique

_4C 53 y) (S;X47y)7

sy—4z

PH(n)<y
ou l'on a posé L(s;x4,y) == P+(n)<y x4(n)/n*. Nous utiliserons la représentation

4 1 1
F(siy) = e —
T(Sa y) 1—9-s H (1 _ p—s)2 H 1— p—2s

PY Py
p=1mod4 p=3mod4

Nous ferons usage du résultat suivant, qui est ’analogue pour la série F.(s,y) du résultat de
Hildebrand et Tenenbaum [HTS86] relatif a la série {(s,y). Nous désignons par a, = a,(x,y) le
point-selle associé a la fonction F.(s,y)x®, i.e. 'unique solution positive de 1’équation

log 2 2logp 2logp
20r — 1 t Z pa'r -1 + Z ])ZT_]_ = logx) (525)
Py PY
p=1(mod4) p=3 (mod 4)

rappelons la notation hy de (4.7), et notons

2),

u:= (logz)/logy, w:=min(u,y/logy), v:=1y/logz (x>y>
0, Res > 0),

wor(s,y) =log Fr(s,y), ¢rr(s,y):= @62(8 Y), (k >0,

Okr = ‘Pk,r(am y),

ol la branche du logarithme complexe est obtenue par addition des déterminations principales
log{1/(1 —p~7%)} (j = 1,2) pour p < y. Observons immédiatement qu’une approche parallele &
celles des lemmes 2 et 4 de [HT86] fournit 'ordre de grandeur

Ok = (u logy)k/(ﬂ)k_1 (k>1). (5.26)
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THEOREME 5.3. Uniformément pour x > y > 2, nous avons
" F(a 1
(2, y) = o Eleny) [y (1)1 (5.27)
Oy /2T09 r U
De plus, pour tout € > 0, nous avons

§(u) ( 1 1 ) : 1
— 0] + si (logx)1 T <y <z,
logy Le(y)  u(logy)? log z) Y

1 1
ay = log(\/l +2v 4 302+ %U) 1+0 si2 <y < (logx)?, (5.28)
logy logy

h
L l1+0 Y si2 <y <loga.
log log

Admettons momentanément ce résultat. Nous pouvons alors suivre, mutatis mutandis, la
preuve du Théoreme 2.1 pour obtenir (4.9) avec

1

(€5
@ (6) = Rés(*F(si)s0)
Compte tenu du développement de Laurent a l’origine
92—m(y;3,4)

Sh4 Hpgy (log p) vp k>0

Fr(s;y) = b (y)s",

nous en déduisons bien l’expression (4.8). Un calcul analogue & celui qui conduit a ’estimation
(2.22) (voir le paragraphe 5.3) fournit ensuite, pour 0 < k < hy,

— 10 k B B B B
bely) = LW 208 {ieo(Mn, w ST o

(5.29)

Cela implique ’évaluation (4.10) annoncée par sommation sur k dans (4.8).

Démonstration du Théoréme 5.3. La preuve étant calquée sur celle de [HT86], nous nous
contentons d’indications succinctes.

Commengons par (5.28).

Pour la premiére estimation, les évaluation de [HT86] sont encore valables, aussi nous
renvoyons a ce travail pour les détails.

Dans le domaine 2 < y < (logz)?, une intégration par parties et le théoréme des nombres
premiers en progression arithmétique fournissent I’estimation

11—« 12«

yor 1 y oo 1
2 _li+o — 2 Jdi1t+0(— ) V=1
1—y““{ " <10gy>}+1—y‘2a”{ " (10gy>} 8T

d’ol1 nous déduisons que z = y*" est solution de I’équation
1 1 1
_|._

-1 2-1 w’

z=1/1+2w+ tw? + Jw,

ce qui implique ’estimation annoncée.

ounw = {1+ O(1/logy)}v. Il suit
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Enfin, compte tenu de la seconde sous la forme «, =< m(y)/logx, la troisieme estimation de
o, résulte immédiatement de (5.25).

Pour établir (5.27), nous devons majorer le rapport |Fy.(s,y)|/Fr(ay;y) dans un intervalle
aussi grand que possible en 7 = Sm s. L’approche de [HT86] fonctionne sans changement majeur.
Nous obtenons ainsi, pour chaque £ > 0 fixé et avec la notation (2.8), la validité de la majoration

2
—CoY T 02y
exp log<lqL : >} 7| < 1/logy),
Fr(ay +i1,y) {logy y/logy (i / )

Fr(ar,y) —coT?T
eXp{(l—o?W} (1/logy < |7| < Ye)

(5.30)

uniformément lorsque z > y > 2.
La formule de Perron fournit alors I’estimation

1 ar+i/logy

W (r,y) = F(s,)a S 4 0 (s Flo, ) (7 + H@)™), (531

2mi ar—i/logy

ot H(u) := e/ (log(u+1))* of ¢ est une constante positive absolue convenable.

Posons Tp := w?/3/(ulogy). Un nouvel emploi de (5.30), permet de restreindre I'intervalle
d’intégration dans (5.31) & [—Tp, Tp] au prix d’un terme d’erreur convenable. Lorsque || < T,
nous effectuons un développement limité a l'ordre 3 de la fonction F). (o, + i7,y). Cela conduit

a la formule
1 forti/logy d @ F (o 1

2mi ar—i/logy $ OZT\/QTI'O'Q,T U

dont (5.27) découle immédiatement.

Remarque. Notons également que ce qui précede implique I’estimation
" F(ay,y)

Lo ==

(2<y<logux). (5.32)
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