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SUR LA FAMILLE SOUS-ORDONNEE AU NOYAU DE
CONVOLUTION DE HUNT II

MASAYUKI ITO

1. Introduction et préliminaires

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien localement com-
pact et dénombrable & l'infini; & sera sa mesure de Haar. Un noyau
de convolution N sur X signifie une mesure de Radon positive dans X,
et, pour une mesure de Radon réelle ; dans X, Nxp s’appelle le N-
potentiel de p dés que cette convolution a un sens. En particulier, s’il
est absolument continu par rapport a &, sa densité s’écrira Nu. Pour
une fonction f localement &-sommable dans X, on notera Nxf et Nf
au lieu de Nx(f&€ et N(f&) dés que ceux sont définis.

Un noyau de convolution de Hunt N sur X est, par définition, un
noyau de convolution sur X de la forme

N = jma{;dt ’
0

ol (a,);s, est un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon
positives = 0 dans X; c’est-a-dire, o, = mesure de Dirac, a;*a; = ;.
("t = 0,¥s = 0) et l'application ¢ — «, est vaguement continue. Dans ce
cas, ce semi-groupe est uniquement déterminé (cf. [2]), qui s’appelle le
semi-group associé au noyau N. N est borné” (cela est équivalent au
principe complet du maximum pour N) si et seulement si, quel que soit
t=0, Idat < 1. Dan ce cas, il existe une fonction définie-négative + sur
le groupe dual X de X, et une seule telle que, quel que soit ¢ >0, &, =
exp(—ty) (cf. par exemple, [4])?, ou la signe " représente la transfor-
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Y Un noyau de convolution N sur X est dit borné si, quelle que soit f de Cx(X),
Nxf est bornée sur X.

2 Une fonection 4 complexe et continue dans X est dite définie-négative si w(0) =0,
W(—&) =¥@&) (V& eX) et quels que soient # un entier >0, (#;)”., une famille de points
de X et (¢;)7—, une famille de nombres complexes avec }7.,¢; =0,

i‘; él«#(ﬁi — &)e;6G<0.
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mation de Fourier. On a symboliquement N =1 /¥, et 4 s’appelle la
fonction définie-négative associée au noyau N. Sous une condition addi-
tionnelle, un noyau de convolution de Hunt est un noyau de convolution
N qui satisfait au principe de domination; c’est-a-dire, quelles que
soient f et g de Ci(X), N+ f < Nxg partout sur X dés que Nxf < Nxg
sur le support de f, supp (f) (cf. [8]). On note ici Cx(X) et Cx(X) ’espace
vectoriel topologique usuel des fonctions finies et continues dans X &
support compact et son sous-ensemble des fonctions non-négatives, respec-
tivement.

Dans 'article précédent [9], nous avons montré le théoréme suivant:

Soit £ un noyau de convolution borné sur la droite réelle R porté
par R* ={teR;t=0}. Pour que, quels que soient X un groupe abélien
localement compact et dénombrable & linfini, et N = °°oztdt un noyau
de convolution de Hunt sur X, N, = ja,dx(t) satisfasse ;u principe de
domination, il faut et il suffit que x satisfasse au principe de domina-
tion.

Dans cette note, on obtiendra d’abord le théoréme suivant:

Soient £ un noyau de convolution non-zéro sur R porté par R* et N =
woztdt un noyau de convolution de Hunt sur X. Si & satisfait au principe
dz: domination et si N, = Ja‘dx(t) a un sens, alors N,, est un noyau de
convolution de Hunt. Dans ce cas, le semi-groupe associé au noyau N,,,
est explicitement représenté.

Sous une condition additionnelle pour X, on obtiendra ensuite
I’équivalence suivante: Soit £ un noyau de convolution sur R porté par
R*; alors les deux énoncés suivants sont équivalents.

1) Quel que goit N = ratdt un noyau de convolution de Hunt sur
0

X, N, a un sens et il est un noyau de convolution de Hunt sur X.
(2) & est un noyau de convolution de Hunt borné sur R.
Soit H,(R*) la totalité des noyaux convolution de Hunt bornés sur

R portés par R*. Pour un noyau de convolution de Hunt N = rartdt
0

sur X, on appelle
HN; X) = {N(‘, - Jatd/c(t) ke H,,(R*)}

la famille sous-ordonnée au noyau N (cf. [9]). D’apreés la présente équi-
valence, cette terminologie est plus justifiée.
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Dans le cas ot N est borné, la fonction définie-négative associée a
un élément de H(N; X) sera écrite explicitement au moyen de la fonc-
tion définie-négative associée au noyau N et d’une fonction de Bernstein
(voir le théoréme 3).

Nous discuterons finalement une caractérisation pour qu’un noyau
de convolution sur I’espace euclidien R* (n > 3) appartienne a la famille
sous-ordonnée au noyau newtonien sur R™.

2. La famille sous-ordonnée au noyau de convolution de Hunt

Commencons d’abord avee la définition d’une résolvante. Une famille
(N,)pse de noyaux de convolution sur X est, par définition, une résolvante
si 'on a

N, — Ng= (g — p)N,«N,  (¥p >0,Y¢ > 0) .

Dans ce cas, il est évident que l’application (0, +)sp—> N, est
vaguement continue. Si, pour un noyau de convolution N sur X, il
existe une résolvante (N,),., telle que lim, N, =N (au sens de la
topologie vague), alors elle est uniquement déterminée et (N,),., s’appelle
la résolvante associée au noyau N, ou N, = N (cf. [2]).

Soient N et (N,),s, respectivement un noyau de convolution de Hunt
sur X et la résolvante associée au noyau N. Alors, quelle que soit 2

une mesure de Radon positive dans R*, IN ,0A(p) appartient & la famille

sous-ordonnée au noyau N dés que cette intégrale a un sens. Il est connu
qu’il existe la famille (N%),..; des puissances fractionnaires de N (cf.
par exemple, [10]). Pour une mesure de Radon positive » quelconque

sur [0,1], IN"du(ae) appartient aussi & H(N; X), car il existe une autre

mesure de Radon positive 2 dans R* telle que IN“dv(oz) = prdz(p) (cf.

par exemple, [10]). La proposition suivante est déja presque connue dans

[8].

PROPOSITION 1. Soit N un noyau de convolution non-zéro sur X.
Pour que N soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il faut et il
suffit qu’il existe la résolvante associée au noyau N et que N soit non-
périodique®.

3 N est dit périodique & un point # si N = Nez, ol ¢; est la mesure de Dirac au point
x. Si, quel que soit « + 0 de X, N # Nx¢z, alors N est dit non-périodique.
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En effet, la condition est évidemment nécessaire. S’il existe la
résolvante associée au noyau N, alors, pour un voisinage compact V de
Porigine, il existe une mesure de Radon positive ¢, dans X portée par
CV telle que N = Nxeyy dans X et N = Nxey, dans CV? (cf. le lemme
3 dans [8]), et on a

lim Nxepy = 0

vix
(au sens de la topologie vague) (cf. le lemme 5 dans [8]). Si, quel que soit
V un voisinage compact de 'origine, N = N ¢/, alors notre proposition
peut étre montrée de la méme maniére que dans la proposition 3 dans
[8]. Supposons donc qu’il existe un voisinage compact V de Uorigine
telle que N = Nx¢j,y dans X. On a alors, quel que soit W un voisinage
compact de Porigine, N xely = (N *egy) 265 dans X. Il existe évidemment
un autre voisinage compact W de 'origine tel que N = N x¢fy, car N £ 0.
N — Nx¢ly étant une mesure de Radon positive dans X & support com-
pact et ayant

(N — Nxegw) = (N — Nxegy) xeop

dans X, on obtient que j delyy =1 et N — Nxely est périodique & tout le

point de supp () (ef. [1D). Faisant W1X, on obtient que N est
périodique & tout le point de supp (¢}y), d’ol cela est en contradiction
avec ’hypothése que N est non-périodique.

COROLLAIRE 1. Soit & un noyau de convolution non-zéro sur R porté
par R*. Alors pour que k soit un noyau de convolution de Hunt sur R,
il faut et il suffit que x satisfasse au principe de domination.

En effet, il est évident que la condition est nécessaire, et on montrera
son inverse. S’il existe un point (+£0) auquel & est périodique, alors on
a supp (x) 2 0, mais cela est en contradiction avec x = 0 et le principe de
domination pour k, d’oll £ est non-périodique. Pour une fonction f de
Cx(R), la fonction k= f(®)r* f(—x) est & support compact, et donec xxx
a un sens. On a, pour deux fonctions f, ¢ non-négatives, mesurables
et bornées dans R a support compact, £f < kg presque partout sur R
dés que xf < kg presque partout sur {xeR; f(x) > 0}, qui résulte de
P’équivalence des deux sortes de principes de domination (cf. [7]). Les

# Cette mesure s’appelle une mesure balayée de ¢ sur CV relativement au noyau N.

https://doi.org/10.1017/5002776300001607X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300001607X

FAMILLE SOUS-ORDONNEE 119

présents deux énoncés déduisent 1’existence de la résolvante associée au
noyau £ (cf. [6] ou [10]). D’apres la proposition, « est un noyau de
convolution de Hunt sur R.

THEOREME 1. Soient N = r“‘dt un noyau de convolution de Hunt
0
sur X et £ un noyau de convolution non-zéro sur R porté par R* satis-

faisant au principe de domination. Alors N, = foztd/:(t) est un noyau

de convolution de Hunt sur X dés que Uintégrale Iatdx(t) a un Sens.

Démonstration. D’apres le présent corollaire, il existe la résolvante
(kp)pso associée au noyau r. D’apres kg, <,

N, = |ade,(®)
a un sens pour tout p = 0. On a, quels que soient p =0 et ¢ > 0,
N(xp) - N(xq) = atd(lfp - ’Cq)(t) =(q — D) szd’fp*’fq(t)

= (@ = D) [ e, = @ = ») [[arade,@de o)
= (q - p)N(:p) *N(;q) ’

et par suite (V,),z, est une résolvante et N, < N, (p = 0). La famille
(kp)pso converge d’une manieére croissante vers r avec p |0, et par suite
(Np)p>o converge aussi d’une maniere croissante vers N, avec p |0,
d’ou il existe la résolvante associée au noyau N,. Montrons ensuite que
N, est non-périodique. # étant un noyau de convolution de Hunt sur
R, pour un entier n > 0 quelconque, il existe une mesure de Radon posi-
tive ¢, dans R portée par [1/n, +oco) telle que k = kx¢, dans R, & = kx*e,
dans (—o0,0) U (1/n, +o00) et k = kx¢),. Soit £ un point quelconque auquel
N, est périodique; alors, d’apres 1’égalité

N(s—m;,) = N(;)*(E - N(;;,)) s
N (.- €st aussi périodique au point x, ou ¢ est la mesure de Dirac a

Porigine dans X. Posons 1/a, = Id(/c — kxe,) > 0; alors supp (a,(k — £ x¢&))

c [0,1] (Yr = 1) et la suite (a,(r — £*c,))s_, converge vaguement vers la
mesure de Dirac dans R avec n — +oo. Donc (a,N_...)5-; converge
vaguement vers ¢ avec n — +oo, d’oit = 0. Il est non-périodique, et
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par suite N, est un noyau de convolution de Hunt sur X. La démon-
stration est ainsi compléte.

PrOPOSITION 2. Soient N = Jmatdt un noyau de convolution de Hunt
0

\

sur X symétrique par rapport d origine et avec de = 400, et £ un

noyau de convolution de Hunt sur R porté par R*; alors pour que N,
ait un sens, il faut et il suffit que r satisfasse au principe complet du
maximum®.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante (cf. le lemme
1 dans [9]). Montrons que la condition est nécessaire. On peut supposer
&+ 0, et donc, d’apres le présent théoreme, N, est un noyau de con-
volution de Hunt sur X et (N,),z est la résolvante associée au noyau
Ny, ol (£,),3 est la résolvante associée au noyau x. N étant symétrique
par rapport a l'origine, quel que soit ¢ = 0, «, ’est aussi. Donc N,
est symétrique par rapport a ’origine, et par suite, quel que soit p > 0,

p [aN ., = [[dad@r)® =< 1

(cf. par exemple, [7]). Ayant de = 4 o0, on a, quel que soit ¢ =0,

Idoz, =1, et par suite pfdxp <1 ("p>0), dou « satisfait au principe
complet du maximum. La démonstration est ainsi compléte.

Pour montrer 'inverse du théoréme 1, on préparera d’abord le lemme
suivant:

LEMME 1. Pour qu’il existe un noyau de convolution de Hunt sur
X associé auquel la fonction définie-négative est purement imaginaire, il
faut et il suffit qu’il existe un espace vectoriel topologique sur R apparte-
nant & X et homéomorphe avec R.

En effet, supposons qu’il existe un noyau de convolution de Hunt
N sur X associé auquel la fonction définie-négative + est purement imag-
inaire. Soit (@;);s, le semi-groupe associé au noyau N; alors la trans-
formée de Fourier de «a,*d; est égale 4 1 pour tout £t >0, oll & est une
mesure de Radon positive dans X symétrisant avec «, par rapport a
Porigine. On a donec a,*d&, = ¢, et par suite il existe un point z, de X

5 Cela signifie que, quelles que soient f, g de Cx(R), txf < rxg + 1 sur R dés que
exf < kxg + 1 sur supp (f).
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tel que a; = ¢,,. Onpose F ={r, e X;tecR},ou v, = —x,. En définisant
sx, = %5 (Vs,Vt e R) et en induisant la topologie de X sur E, E est un
espace vectoriel topologique sur R. Si, pour deux nombres ¢t et s de R
avec t + 8, @, = a;, alors a,_, =¢, et par suite E est compact, mais cela
est en contradiction avec I’hypothese que N = j:oztdt est une mesure de

Radon positive dans X. Par conséquent, £ et R sont algébriquement
isomorphe. Le semi-groupe (w,);», étant vaguement continu, P’applica-
tion ¢ — z, est continue. Son inverse est évidemment continue, d’ou la
condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante. Soit E 1’espace vectoriel
topologique sur R appartenant & X et homéomorphe avec R. Notons z,
I'image de te R par D'application homéomorphe de R & E et posons
o = &, alors (@), est évidemment un semi-groupe vaguement continu.
D’aprés ’hypothése que E et R sont homéomorphes, on a z, — co dans
X avec |t| > +oo. Par conséquent, N = ratdt est un noyau de convo-
lution de Hunt sur X. La fonction déﬁni(:e-négative associée au noyau
N est purement imaginaire, car a,x&, = ¢ (Vi = 0).

Nous montrerons notre deuxiéme théoréme suivant:

THEOREME 2. Supposons qu’il existe un espace vectoriel topologique
E sur R appartenant a X et homéomorphe avec R, et soit k un noyau
de convolution non-zéro sur R porté par R*. Alors pour que, quel que

soit N = J‘ma,dt un noyau de convolution de Hunt sur X, N, = fatdx(t)
1]

oit un sens et soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il fout et il
suffit que r satisfasse an principe complet du maximum.

Démonstration. D’apres le théoréme 1 et le lemme 1 dans [9], la
condition est suffisante. On montrera done que la condition est néces-
saire. Notons x, I'image de te R par 'application homéomorphe de R

a E. D’aprés le présent lemme, N = rexldt est un noyau de convolu-
0

tion de Hunt sur X, et donec N, = Jex,dx(t) est aussi un noyau de con-

volution de Hunt sur X, d’olt # est un noyau de convolution de Hunt
sur R. Soit « une constante avec 0 <a < 1. Pour tout t >0, il existe
une mesure de Radon positive v, dans R telle que la transformée de
Fourier de vy, soit égale & exp(—t|z|). ()i est un semi-groupe vague-

ment continu sur R et on a r””dt = C,|zl"*dx dans R, ol C, est une
[
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constante positive. Posons 9, = fsx,du,(s); Alors 9, est une mesure de
Radon positive dans X portée par E et ()5 est un semi-groupe

vaguement continu. Evidemment N, =j 9,dt est un noyau de convolu-
0

tion de Hunt sur X. Il est symétrique et dea = 400, D’apres la

proposition 2, x doit étre borné, d’out ¢ satisfait au principe complet du
maximum. La démonstration est ainsi compléte.

Remarque. Sans la présente condition pour X, la présente équiv-
alence n’a pas toujours lieu.

Nous considérerons ensuite une caractérisation d’un élément de la
famille sous-ordonnée au noyau de convolution de Hunt donnée, en
utilisant les fonctions définie-négatives.

LEMME 2. Soit & un noyau de convolution sur R porté par R*.
Pour que k soit un noyau de convolution de Hunt borné sur R, il faut
et il suffit que la transformée de Laplace de r soit de la forme ki = 1/F
dans (0, +c0), on F est une fonction de Bernstein.

On dit qu’une fonction non-négative et infiniment dérivable F' dans
(0, + o) est une fonction de Bernstein si FF%(t) < 0 et F**-Y(¢t) = 0 dans
0, +) (k=1,2,--.), o, pour un entier m = 0, I désigne la dérivée
de F' d’ordre m. Il est connu qu’une fonction de Bernstein est de la
forme

Fi#)=c¢ + et + I(l — exp (—tw)do(w) ,

ol ¢; 1 =1,2) et ¢ sont respectivement une constante non-négative et
une mesure de Radon positive dans (0, +co0) avec

.
Jopgte® < oo
(cf. par exemple, [4]).

Montrons le lemme 2. Supposons d’abord que x est un noyau de
convolution de Hunt borné sur R, et soit (x,),,, la résolvante associée au
noyau . Alors p ‘[dmp =1(p>0). On a, quel que soit p >0, #,(&) <1/p

dans (0, +o00). En effet, si supp (x,) # {0}, alors cela est évident. §’il
existe un nombre p > 0 tel que supp (x,) = {0}, alors, quel que soit
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q = 0, supp (k) = {0}, et par suite ¢ J.d:cq < 1. D’apres ’égalité

e=L N0, ol e = e r) (D),

la transformée de Laplace # de r est une fonction positive et continue
dans (0, +o0). On a, quels que soient p > 0 et ¢ > 0,
1 — p#, — 1— qr,

Ep £q

Notons F cette fonction dans (0, +o0); alors #=1/F. La famille
(p(1 — p#y)pse converge uniformément vers F sur tout compact de
(0, +c0) avec p — +co, car

., 1 1

i+ -—-=—Q.
Donc F est une fonction de Bernstein, d’olt la condition est nécessaire.

Montron ensuite que la condition est suffisante. Pour cela, il suffit

de voir que, quel que soit p > 0, il existe un noyau de convolution sur
R porté par R* tel que %, =1/(p + F), car si c’est vrai, (k,),z est
évidemment la résolvante associée au noyau &, ol &, = . Ecrivons

Ft) = o + et + [(1 — exp (—tw)do(a),
ol ¢; (1=1,2) et ¢ sont respectivement une constante non-négative et

t
do(t .
do(®) < oo

une mesure de Radon positive dans (0, +o0) avec I

Posons
CNEym + O

p+cl+cm+jdcrn

YV, =

oll ¢, est la mesure de Dirac au point 1/n dans R et g, est la restreinte
de ¢ sur [1/n, +o00). Alors la suite

((p + ¢+ em + f do,,)(l — an))m_1
converge uniformément vers p + F' sur tout compact de Rt avec n— + co,
et par suite la suite

1 o)’
(p + ¢ + e + do, 'rr;o(vn) net
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converge vaguement, oll (»,)° est la mesure de Dirac dans R. Notons &,
sa limite; alors #, = 1/(p + F), d’ol la condition est suffisante.

THEOREME 3. Soient N, un noyau de convolution de Hunt borné
sur X et , la fonction définie-négative associée au noyau N,  Pour
qu’un noyau de convolution N sur X appartienne & H(N,; X), il faut et
il suffit que N soit un noyau de convolution de Hunt borné sur X et que
lo. fonction définie-négative associée au noyou N soit de la forme F(y),
ou F est une fonction de Bernstein.

On remarque, d’aprés la représentation d’une fonction de Bernstein,
qu’une fonction de Bernstein est considérée comme une fonction sur
{ze C;Rez = 0}, ou C est le champ complexe.

Démonstration du théoéme 3. Supposons d’abord que N appartient
a H(N,; X). Alors il existe un noyau de convolution de Hunt borné sur

R porté par R* tel que N =J‘a,d/c(t), ol (@)= est le semi-groupe as-
socié au noyau N, Soit (k,),s, la résolvante associée au noyau «; alors,
quel que soit p > 0, ”dazdx,,(t) =<1/p et

1

fdtdﬁp(t) = IeXp (—t‘!’o)dﬁp(t) = m s

o F' est une fonction de Bernstein telle que # = 1/F dans (0, + o), et
donc la fonction définie-négative associée au noyau N est égale & F(y).

Montrons ensuite que la condition est suffisante. De la méme maniére
que dans le présent lemme, pour un nombre p > 0 quelconque, il existe
un noyau de convolution de Hunt borné x, sur R porté par R* tel
que £, = 1/(p + F). Evidemment (k,),-, est une résolvante. On a, quelle
que soit ¢ de CHX),

Nxo = a,odr,(t) p>0).

(@2, étant semi-groupe et ayant a, — ¢ (vaguement) avec t — 0, (x,),50
est vaguement bornée. Par conséquent, il existe un noyau de convolu-
tion de Hunt borné r sur R porté par R* tel que # = 1/F dans (0, «).

Done N = |a,de(t), d’ot Nec H\N,; X). La démonstration est ainsi com-

pléte.
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3. La famille sous-ordonnée au noyau newtonien

Dés maintenant, soit X 'espace euclidien R* & n (=3) dimensions.
Pour un point  de R*, on note |x| la distance entre x et I'origine. On
notera symboliquement 77" le noyau newtonien |z ~" dz sur R*. Rappelons
d’abord le théoréme de Schoenberg.

PROPOSITION 3 (cf. par exemple, [3]). Soit F(t) une fonction finie et
continue sur R*. Pour que, quel que soit n un entier =1, F(x|) soit de
type positif dans R", il faut et il suffit que F soit de la forme

F(t) = fexp(—tzu)dy(u) ,
ou p est une mesure de Radon positive dans R* de masse totale finie.

La présente proposition porte naturellement la définition suivante.

DEFINITION. Soient ¢ une fonction finie et continue sur R* et k un
entier > 0. On dit que ¢ appartient & DN, si la fonction ¢(z)) dans
R* est définie-négative. Si l'on a, quel que soit & un entier positif,
pe DNy, alors on écrit o€ DN,,.

I est évident que si k <k, DN, D DN, Notre quatrieme
théoreme est une caractérisation de la famille sous-ordonnée au noyau
newtonien 727",

THEOREME 4. Soit N un noyau de convolution sur R". Pour que
N appartienne ¢ H@*™"; R™), il faut et il suffit que N soit un noyau de
convolution de Hunt sur R™ et qu'il existe une fonction ¢ de DN, telle
que la fonction définie-négative associée au mnoyoau N soit égale d ()
sur R™.

Démonstration. Supposons d’abord N e H(»*"*; R") et soit + la fonc-
tion définie-négative associée au noyau N ; alors, d’aprés le théoréme 3,
il existe constantes ¢, =0, ¢,= 0 et une mesure de Radon positive ¢ dans

0, +c0) avec J;-t-—da(t) < 4 oo telles que
1+t

(@) = ¢ + | af + j(l — exp (—t|aP)do(t) ,

AN
car il existe une constante ¢ > 0 telle que 7 * = ¢|z|"% Quel que soit
k un entier positif, la fonctions | et 1 — exp(—t|xP) (Yt = 0) dans R*
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sont définie-négatives, d’oll la condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante. Pour tout entier k>0, la
fonction ¢(x)) est définie-négative dans R*, et par suite, quel que soit
p > 0, la fonction 1/(p + ¢(z))) dans R* est de type positif. D’apres
la proposition 3, il existe une mesure de Radon positive #, dans R* de
masse totale finie telle que

i =)

— = = lexp (—=t|xP)dk,(t)
» + o) 2Py

dans R*. On a, quels que soient p > 0 et ¢ > 0,

j exp (—t8)dk,(s) — j exp (—18)diy(s)
=(q —p) Iexp (—ts)dr,(s) Iexp (—ts)dr,(s)

pour tout ¢ de R*. D’apreés le fait que la transformation de Laplace
est injective, on obtient que (x,),-, est une résolvante de noyau de con-
volution sur R. De la méme maniére que dans le théoréme 3, on peut
montrer N e H#x**; R*). La démonstration est ainsi compléte.
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