
Masayuki Itδ
Nagoya Math. J.
Vol. 53 (1974), 115-126

SUR LA FAMILLE SOUS-ORDONNEE AU NOYAU DE

CONVOLUTION DE HUNT II

MASAYUKI ITO

1. Introduction et preliminaires

Dans toute la suite Z designera un groupe abelien localement com-
pact et denombrable a Γinίini; ξ sera sa mesure de Haar. Un noyau
de convolution N sur Z signifie une mesure de Radon positive dans Z,
et, pour une mesure de Radon reelle μ dans Z, N*μ s'appelle le N-
potentiel de μ des que cette convolution a un sens. En particulier, s'il
est absolument continu par rapport a ξ, sa densite s'ecrira Nμ. Pour
une fonction / localement f-sommable dans Z, on notera iV*/ et Nf
au lieu de N*(fξ) et N(fξ) des que ceux sont deίinis.

Un noyau de convolution de Hunt N sur Z est, par definition, un
noyau de convolution sur Z de la forme

N = Γatdt ,
Jo

oύ (at)t^0 est un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon
positives =£0 dans Z ; c'est-a-dire, aQ = mesure de Dirac, at*a8 — at+s

(vί ^ 0, v s ^ 0) et Γapplication t —> at est vaguement continue. Dans ce
cas, ce semi-groupe est uniquement determine (cf. [2]), qui s'appelle le
semi-group associe au noyau N. N est borne" (cela est equivalent au
principe complet du maximum pour N) si et seulement si, quel que soit
ί jΞ> 0, \dat ^ 1. Dan ce cas, il existe une fonction definie-negative ψ sur
le groupe dual X de Z, et une seule telle que, quel que soit t ^ 0, άt —
exp(—ίψ) (cf. par exemple, [4])2), oύ la signe A represente la transfor-

Received December 11, 1972.
x ) Un noyau de convolution N sur X est dit borne si, quelle que soit / de CK(X),

N*f est bornee sur X.
2 ) Une fonction ψ complexe et continue dans X est dite definie-negative si ψ (0) ^ 0,

ψ(— ΐc) = -ψ (flc) ( v x e l ) et quels que soient n un entier >0, (^i)?=i u n e famille de points
de it et (Cϊ)Jβl une famille de nombres complexes avec Σ?=iCΐ = 0,
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116 MASAYUKI ITO

mation de Fourier. On a symboliquement N = 1/ψ, et ψ s'appelle la
fonction definie-negative associee au noyau N. Sous une condition addi-
tionnelle, un noyau de convolution de Hunt est un noyau de convolution
N qui satisfait au principe de domination; c'est-a-dire, queues que
soient / et g de C£(X), N*f<*N*g partout sur X des que N*f<Ξ:N*g
sur le support de/, supp (/) (cf. [8]). On note ici CK(X) et Cj(X) Γespace
vectoriel topologique usuel des fonctions finies et continues dans X a
support compact et son sous-ensemble des fonctions non-negatives, respec-
tivement.

Dans Γarticle precedent [9], nous avons montre le theoreme suivant:
Soit K un noyau de convolution borne sur la droite reelle R porte

par R+ — {t e R t ^ 0}. Pour que, quels que soient X un groupe abelien

localement compact et denombrable a Γinfini, et N — atdt un noyau
r Jo

de convolution de Hunt sur X, Niκ) = \atdκ{t) satisfasse au principe de
domination, il faut et il suffit que K satisfasse au principe de domina-
tion.

Dans cette note, on obtiendra d'abord le theoreme suivant:
Soient tz un noyau de convolution non-zero sur R porte par R+ et N =

fθθ

atdt un noyau de convolution de Hunt sur X. Si K satisfait au principe
Jθ Λ

de domination et si N{κ) = \atdtc(t) a un sens, alors Niκ) est un noyau de
convolution de Hunt. Dans ce cas, le semi-groupe associe au noyau Niκ)

est explicitement represents.
Sous une condition additionnelle pour Z, on obtiendra ensuite

Inequivalence suivante: Soit K un noyau de convolution sur R porte par
R+ alors les deux enonces suivants sont equivalents.

(1) Quel que soit N = \ atdt un noyau de convolution de Hunt sur
Jo

X, Nω a un sens et il est un noyau de convolution de Hunt sur Z.
(2) K est un noyau de convolution de Hunt borne sur R.
Soit Hb(R+) la totalite des noyaux convolution de Hunt bornes sur

J? portes par i?+. Pour un noyau de convolution de Hunt N = atdt
Jo

sur Z, on appelle
H(N Z ) = {N{K) = [atdκ{b) K e Hb(R+)

la famille sous-ordonnee au noyau N (cf. [9]). D'apres la presente equi-
valence, cette terminologie est plus justifiee.
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FAMILLE SOUS-ORDONNEE 117

Dans le cas oύ N est borne, la fonction definie-negative associee a

un element de H(N X) sera ecrite explicitement au moyen de la fonc-

tion definie-negative associee au noyau N et d'une fonction de Bernstein

(voir le theoreme 3).

Nous discuterons finalement une caracterisation pour qu'un noyau

de convolution sur Γespace euclidien Rn (n ^ 3) appartienne a la famille

sous-ordonnee au noyau newtonien sur Rn.

2. La famille sous-ordonnee au noyau de convolution de Hunt

Commenςons d'abord avec la definition d'une resolvante. Une famille

(NP)p>o de noyaux de convolution sur X est, par definition, une resolvante

si Γon a

Np - Nq = (q - p)Np*Nq (Vp > 0,v g > 0) .

Dans ce cas, il est evident que Γapplication (0, + oo) a p -> Np est

vaguement continue. Si, pour un noyau de convolution N sur X, il

existe une resolvante (Np)p>0 telle que lim^o Np = N (au sens de la

topologie vague), alors elle est uniquement determinee et (Np)p^0 s'appelle

la resolvante associee au noyau N, oύ JV0 = N (cf. [2]).

Soient Λ̂  et (Λ/r

p)ί}̂ 0 respectivement un noyau de convolution de Hunt

sur X et la resolvante associee au noyau N. Alors, quelle que soit λ

une mesure de Radon positive dans R+, \Npdλ(p) appartient a la famille

sous-ordonnee au noyau N des que cette integrale a un sens. II est connu

qu'il existe la famille (N β ) 0 S β S 1 des puissances fractionnaires de AT" (cf.

par exemple, [10]). Pour une mesure de Radon positive v quelconque

sur [0,1], Nacίy(α:) appartient aussi a H(N;X), car il existe une autre

mesure de Radon positive λ dans R+ telle que μVαώ(^) = \Npdλ(p) (cf.

par exemple, [10]). La proposition suivante est deja presque connue dans

[8].

PROPOSITION 1. Soίt N un noyau de convolution non-zero sur X.

Pour que N soit un noyau de convolution de Hunt sur Z, il faut et il

suffit qu'il existe la resolvante associee au noyau N et que N soit non-

periodiquez\

3) N est dit periodique a un point x si N = N*εx, oύ εx est la mesure de Dirac au point
x. Si, quel que soit x Φ 0 de X, N Φ N*εx, alors N est dit non-periodique.
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118 MASAYUKI ITO

En effet, la condition est evidemment necessaire. S'il existe la
resolvante associee au noyau N, alors, pour un voisinage compact V de
Γorigine, il existe une mesure de Radon positive ε'cv dans X portee par
CV telle que N :> N*e'ov dans X et N = N*ε'cv dans CVi] (cf. le lemme
3 dans [8]), et on a

lim N * ε'cv — 0

(au sens de la topologie vague) (cf. le lemme 5 dans [8]). Si, quel que soit
V un voisinage compact de Γorigine, N Φ N*ε'cv, alors notre proposition
peut etre montree de la meme maniere que dans la proposition 3 dans
[8]. Supposons done qu'il existe un voisinage compact V de Γorigine
telle que N = N *e;

cv dans X, On a alors, quel que soit W un voisinage
compact de Γorigine, N*ε'Cw = (N*ε'cw)*εcv dans X. II existe evidemment
un autre voisinage compact W de Γorigine tel que N Φ N*ε'aw, car N Φ 0.
N — N*ε'cw etant une mesure de Radon positive dans X a support com-
pact et ayant

(N - N*ε'ow) = (2SΓ - JV*e'σlΓ)*e^

dans Z, on obtient que \dεcv = 1 et N - N*ε'cw

 e s t periodique a tout le

point de supp(s'CF) (cf. [1]). Faisant T F t ^ on obtient que N est

periodique a tout le point de supp (εcv), d'oϋ cela est en contradiction

avec Γhypothese que N est non-periodique.

COROLLAIRE 1. Soit K un noyau de convolution non-zero sur R porte
par R+. Alors pour que K soit un noyau de convolution de Hunt sur R>
il faut et il suffit que K satίsfasse au prίncipe de domination.

En effet, il est evident que la condition est necessaire, et on montrera
son inverse. S'il existe un point (^0) auquel K est periodique, alors on
a supp 00 3 0, mais cela est en contradiction avec K Φ 0 et le principe de
domination pour κ9 d'ou K est non-periodique. Pour une fonction / de
CK(R), la fonction κ*f(x)κ*f(—x) est a support compact, et done tc*tc
a un sens. On a, pour deux fonctions /, g non-negatives, mesurables
et bornees dans R a support compact, xf ^ Kg presque partout sur R
des que /cf ^ /eg presque partout sur {xeR; f(x) > 0}, qui resulte de
Γ equivalence des deux sortes de principes de domination (cf. [7]). Les

Cette mesure s'appelle une mesure balayee de e sur CV relativement au noyau N.
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FAMILLE SOUS-ORDONNEE 119

presents deux enonces deduisent Γexistence de la resolvante associee au

noyau K (cf. [6] ou [10]). D'apres la proposition, K est un noyau de

convolution de Hunt sur R.

THEOREME 1. Soίent N = atdt un noyau de convolution de Hunt
Jo

sur X et K un noyau de convolution non-zero sur R porte par R+ satis-

faίsant au princίpe de domination. Alors Nω = \atdfc(t) est un noyau
de convolution de Hunt sur X des que Γintegrale \<xtdκ(t) a un sens.

Demonstration. D'apres le present corollaire, il existe la resolvante

(ιcp)pzo associee au noyau K. D'apres κp <Ξ κ>

a un sens pour tout p ^ 0. On a, quels que soient p ^ 0 et q > 0,

Nisp) - N{Kq) = \atd(κp - fcq)(t) = (q - p) jatdκp*ιcq(t)

= (Q ~ P)\ \oct+8dκp(t)dκq(s) = (q — p) \ \at*a8dκp(t)dκq(s)

et par suite (NiSp))p^ est une resolvante et N{Kp) ^ N(κ) (p ^ 0). La famille

(fCp)p>0 converge d'une maniere croissante vers K avec p[Q, et par suite

(N(Kp))p>0 converge aussi d'une maniere croissante vers Nω avec p | 0 ,

d'oύ il existe la resolvante associee au noyau Nω. Montrons ensuite que

N{κ) est non-periodique. K etant un noyau de convolution de Hunt sur

R, pour un entier n > 0 quelconque, il existe une mesure de Radon posi-

tive ε'n dans R portee par [Ijn, +oo) telle que Λ; ̂  tc*εn dans R, K — κ*ε'n
dans (—co,0) U (X/n, +oo) et K Φ tc*ε'n. Soit x un point quelconque auquel

N{κ) est periodique; alors, d'apres Γegalite

Niκ-K*β'n) est aussi periodique au point x, oύ ε est la mesure de Dirac a

Γorigine dans X. Posons ljan = \d(fc — K * en) > 0 alors supp (an(tc — K * ε'J)

c [0,1] <yn ;> 1) et la suite (an(fc — κ*ε'J)Z=ι converge vaguement vers la

mesure de Dirac dans R avec n-> +oo. Done (anN{κ_κ*ε,n))Z=ι converge

vaguement vers ε avec n-> +oo, d'oύ x = 0. II est non-periodique, et
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120 MASAYUKI ITO

par suite N{κ) est un noyau de convolution de Hunt sur X. La demon-
stration est ainsi complete.

PROPOSITION 2. Soient N == atdt un noyau de convolution de Hunt
Jo

sur X symetrique par rapport a Γorigine et avec \dN — +00, et K un

noyau de convolution de Hunt sur R porte par R+ alors pour que N^

ait un sens, il faut et il suffit que K satisfasse au prίncipe complet du

maximum^.

Demonstration. La condition est evidemment suffisante (cf. le lemme
1 dans [9]). Montrons que la condition est necessaire. On peut supposer
K φ 0, et done, d'apres le present theoreme, Nω est un noyau de con-
volution de Hunt sur X et (NiKp))p^0 est la resolvante associee au noyau
Nω, oύ (fcp)p^0 est la resolvante associee au noyau K. N etant symetrique
par rapport a Γorigine, quel que soit t ^ 0, at Test aussi. Done N{κ)

est symetrique par rapport a Γorigine, et par suite, quel que soit p > 0,

(cf. par exemple, [7]). Ayant \dN — +00, on a, quel que soit t ;> 0,

\dat = 1, et par suite p \dκp ^ 1 (vp > 0), d'oϋ K satisfait au principe

complet du maximum. La demonstration est ainsi complete.
Pour montrer Γinverse du theoreme 1, on preparera d'abord le lemme

suivant:

LEMME 1. Pour qu'il existe un noyau de convolution de Hunt sur
X associe auquel la f onction definie-negative est purement imaginaire, il
faut et il suffit qu'il existe un espace vectoriel topologique sur R apparte-
nant a X et homέomorphe avec R.

En effet, supposons qu'il existe un noyau de convolution de Hunt
N sur X associe auquel la f onction definie-negative ψ est purement imag-
inaire. Soit (at)t^0 le semi-groupe associe au noyau N; alors la trans-
formee de Fourier de at*&t est egale a 1 pour tout £^0, oύ at est une
mesure de Radon positive dans X symetrisant avec at par rapport a
Γorigine. On a done at*&t = ε, et par suite il existe un point xt de X

δ) Cela signifie que, quelles que soient /, g de Cχ(R), κ*f <; κ*g + 1 sur R des que
κ*f ^ κ*g + 1 sur supp (/).
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tel que at = εxr On pose E = {xt e X t e R}, oύ x_t — — ̂ . En definisant

sxt = xst (Vs, Vf e J?) et en induisant la topologie de X sur Z<7, Z? est un

espace vectoriel topologique sur R. Si, pour deux nombres t et s de 2?

avec tΦ s, at — as, alors a(t_s) — e, et par suite i? est compact, mais cela
Λoo

est en contradiction avec Γhypothese que N = ^ d ί est une mesure de
Jo

Radon positive dans X. Par consequent, E et R sont algebriquement

isomorphe. Le semi-groupe (at)t^0 etant vaguement continu, Γapplica-

tion t-> xt est continue. Son inverse est evidemment continue, d'oϋ la

condition est necessaire.

Montrons que la condition est suffisante. Soit E Γespace vectoriel

topologique sur R appartenant k X et homeomorphe avec R. Notons xt

Γimage de teR par Γapplication homeomorphe de R a E et posons

at = εXt alors (αί) ί>0 est evidemment un semi-groupe vaguement continu.

D'apres Γhypothese que E et R sont homeomorphes, o n a ^ - > o o dans
Poo

X avec | t | - * +00. Par consequent, N — atdt est un noyau de convo-
Jo

lution de Hunt sur Z. La fonction definie-negative associee au noyau

N est purement imaginaire, car at*at = ε (yt ^ 0).

Nous montrerons notre deuxieme theoreme suivant:

THEOREME 2. Supposons qu'il exίste un espace vectoriel topologique

E sur R appartenant a X et homeomorphe avec R, et soit tc un noyau

de convolution non-zero sur R porte par jf?+. Alors pour que, quel que

soit N = atdt un noyau de convolution de Hunt sur X, Nω = L ĉkCQ

ait un sens et soit un noyau de convolution de Hunt sur X, ίl faut et il

suffit que ιc satisfasse an principe complet du maximum.

Demonstration. D'apres le theoreme 1 et le lemme 1 dans [9], la

condition est suffisante. On montrera done que la condition est neces-

saire. Notons xt Γimage de teR par Γapplication homeomorphe de R
Poo

a E. D'apres le present lemme, N = εXtdt est un noyau de convolu-
Jo

tion de Hunt sur X, et done Nω = ê d/tOO est aussi un noyau de con-

volution de Hunt sur X, d'oϋ K est un noyau de convolution de Hunt

sur R. Soit a une constante avec 0 < a < 1. Pour tout t ^ 0, il existe

une mesure de Radon positive vt dans R telle que la transformee de

Fourier de vt soit egale a exp(—t\x\a). (vt)t*o est un semi-groupe vague-
/»oo

ment continu sur R et on a vtdt — Ca\x\1~adx dans R, oύ Ca est une
Jo
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constante positive. Posons vt— γXsdvt{s)\ Alors vt est une mesure de

Radon positive dans X portee par E et (ρt)tzo e s ^ un semi-groupe

vaguement continu. Evidemment Na = vtdt est un noyau de convolu-
U

tion de Hunt sur X. II est symetrique et \dNa == +00. D'apres la

proposition 2, K doit etre borne, d'oύ K satisfait au principe complet du

maximum. La demonstration est ainsi complete.

Remarque. Sans la presente condition pour X, la presente equiv-
alence n'a pas toujours lieu.

Nous considererons ensuite une caracterisation d'un element de la
famille sous-ordonnee au noyau de convolution de Hunt donnee, en
utilisant les fonctions definie-negatives.

LEMME 2. Soit K un noyau de convolution sur R porte par R+.
Pour que K soit un noyau de convolution de Hunt borne sur R, il faut
et il suffit que la transformee de Laplace de K soit de la forme ίc = 1/F
dans (0, +00), oύ F est une fonction de Bernstein.

On dit qu'une fonction non-negative et infiniment derivable F dans
(0, + 00) est une fonction de Bernstein si Fi2k)(t) ^ 0 et F'2k~ι)(t) ^ 0 dans
(0, +00) (k = 1,2, •), oύ, pour un entier m ^ 0, F(m) designe la derivee
de F d'ordre m. II est connu qu'une fonction de Bernstein est de la
forme

F(t) = cx + c2t + ί(l - exp (-tu))dσ(u) ,

oύ Ci {i — 1,2) et a sont respectivement une constante non-negative et
une mesure de Radon positive dans (0, +00) avec

Γ°° * dσ(t) < +00
Jo 1 + t

(cf. par exemple, [4]).

Montrons le lemme 2. Supposons d'abord que K est un noyau de

convolution de Hunt borne sur R, et soit Up)p2>0 la resolvante associee au

noyau Λ;. Alors p \dκp rg 1 (vp > 0). On a, quel que soit p > 0, £p(ί) < 1/p

dans (0, +00). En effet, si supp (/cp) Φ {0}, alors cela est evident. S'il

existe un nombre p > 0 tel que supp (/cp) = {0}, alors, quel que soit
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q ^ 0, suppO^) = {0}, et par suite q \dfcq < 1. D'apres Γegalite

fc = — Σ (y*p)n y on (ptcp)
m = ($κp)

m-1 * (pιcp) (m ^ 2) ,

P n = l

la transformee de Laplace k de A: est une fonction positive et continue
dans (0, +oo). On a, quels que soient p > 0 et q > 0,

Notons F cette fonction dans (0,+00); alors ίc = l/F. La famille
(p(l — pκp))p>Q converge uniformement vers F sur tout compact de
(0, +00) avec p —> + 0 0 , car

. , 1 1
K + — =

P
Done F est uήe fonction de Bernstein, d'oύ la condition est necessaire.

Montron ensuite que la condition est suffisante. Pour cela, il suffit
de voir que, quel que soit p > 0, il existe un noyau de convolution sur
R porte par R+ tel que ϋp = l/(p + F), car si e'est vrai, (/cp)pl>o est
evidemment la resolvante associee au noyau κ9 oύ κ0 = K. Ecrivons

Fit) = cx + c2t + ί(l - exp (-tu))dσ(u) ,

oύ Ci (i — 1,2) et σ sont respectivement une constante non-negative et

une mesure de Radon positive dans (0,+00) avec dσ(t) < +00.
J1 -j- t

Posons

c2nε:
2nει/n

p + cλ + c2n -

oύ e1/n est la mesure de Dirac au point 1/n dans R et σn est la restreinte
de σ sur [lln, +00). Alors la suite

converge uniformement vers p + F sur tout compact de R+ avec n-* +00,
et par suite la suite

/ 1 ^ /
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converge vaguement, oύ (vn)° est la mesure de Dirac dans R. Notons κp

sa limite; alors icp = l/(p + F), d'oύ la condition est suffisante.

THEOREME 3. Soient No un noyau de convolution de Hunt borne

sur X et ψ0 lu fonction definie-negative assocίέe au noyau No. Pour

qu'un noyau de convolution N sur X appartienne a H(NQ; X), il faut et

il suffit que N soit un noyau de convolution de Hunt borne sur X et que

la fonction definie-negative assocίέe au noyau N soit de la forme F(ψ0),

oύ F est une fonction de Bernstein.

On remarque, d'apres la representation d'une fonction de Bernstein,

qu'une fonction de Bernstein est consideree comme une fonction sur

{zeC Rez ^> 0}, oύ C est le champ complexe.

Demonstration du theoeme 3. Supposons d'abord que N appartient

a H(NQ; X). Alors il existe un noyau de convolution de Hunt borne sur

R porte par R+ tel que N = αjefcίi), oύ (at)t^0 est le semi-groupe as-

socie au noyau NQ. Soit (fcp)pl>0 la resolvante associee au noyau K alors,

quel que soit p > 0, \datdκp(t) ^ 1/p et

\άtd/cp(t) = exp(—tψo)dfcp(t) =
P

oύ F est une fonction de Bernstein telle que it — 1/F dans (0, +00), et

done la fonction definie-negative associee au noyau N est egale a F(ψ0).

Montrons ensuite que la condition est suffisante. De la meme maniere

que dans le present lemme, pour un nombre p > 0 quelconque, il existe

un noyau de convolution de Hunt borne κp sur R porte par R+ tel

que κp = l/(p + F). Evidemment (tcp)p>0 est une resolvante. On a, quelle

que soit φ de Cχ(X),

N*φ ^> \at*φdfcp(t) ( vp > 0) .

G*ί)i;>o etant semi-groupe et ayant at -> ε (vaguement) avec t -> 0, (fcp)p>0

est vaguement bornee. Par consequent, il existe un noyau de convolu-

tion de Hunt borne K sur R porte par R+ tel que £ = 1/F dans (0, 00).

Done N = αfίdArίί), d'oύ NeH(N0; X). La demonstration est ainsi com-

plete.
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3. La famiile sous-ordonnee au noyau newtonien

Des maintenant, soit X Γespace euclidien Rn a n (2^3) dimensions.

Pour un point x de Rn, on note \x\ la distance entre x et Γorigine. On

notera symboliquement r2~n le noyau newtonien \xf~n dx sur Rn. Rappelons

d'abord le theoreme de Schoenberg.

PROPOSITION 3 (cf. par exemple, [3]). Soit F(t) une fonction finie et

continue sur R+. Pour que, quel que soit n un entίer ^ 1 , F(\x\) soit de

type positif dans Rn> il faut et il suffίt que F soit de la forme

F(t) = ϊexv(-t2u)dμ(u) ,

oύ μ est une mesure de Radon positive dans R+ de masse totale finie.

La presente proposition porte naturellement la definition suivante.

DEFINITION. Soient ψ une fonction finie et continue sur R+ et k un

entier > 0. On dit que φ appartient a DNk si la fonction <p(\x\) dans

Rk est definie-negative. Si Γon a, quel que soit k un entier positif,

φeDNk, alors on ecrit φeDN^.

II est evident que si kx g k2, DNkί D DNk2. Notre quatrieme

theoreme est une caracterisation de la famiile sous-ordonnee au noyau

newtonien r2~n.

THEOREME 4. Soit N un noyau de convolution sur Rn. Pour que

N appartienne a H(r2~n Rn), il faut et il suffίt que N soit un noyau de

convolution de Hunt sur Rn et qu'il existe une fonction φ de DN^ telle

que la fonction definie-negative associee au noyau N soit egale a φ(\x\)

sur Rn.

Demonstration. Supposons d'abord N e H(r2~n Rn) et soit ψ la fonc-

tion definie-negative associee au noyau N; alors, d'apres le theoreme 3,

il existe constantes cx ^ 0, c2 Ξ> 0 et une mesure de Radon positive σ dans
Γ t(0, +co) avec dσ(t) < -foo telles que

v -L ~f~ V

= Cl + c2\xf + J(l - exp(-t\xf))(h(t) ,

c a r i l e x i s t e u n e c o n s t a n t e c > 0 t e l l e q u e r2~n = c\x\~2. Q u e l q u e s o i t

k u n e n t i e r p o s i t i f , l a f o n c t i o n s \xf e t 1 — e x p ( — t \ x f ) (yt ^ 0) d a n s R k
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sont definie-negatives, cΓoύ la condition est necessaire.
Montrons que la condition est suffisante. Pour tout entier k > 0, la

fonction φ(\x\) est definie-negative dans Rk, et par suite, quel que soit
p > 0, la fonction l/(p + φ(\x\)) dans Rk est de type positif. D'apres
la proposition 3, il existe une mesure de Radon positive κp dans R+ de
masse totale ίinie telle que

P + φ(\x\)

dans Rk. On a, quels que soient p > 0 et q > 0,

exp (—ts)dtcp(s) — exp (—ts)d/cq(s)

— (q — v) exp (~ts)dκp(s) exp i

pour tout ί de i?+. D'apres le fait que la transformation de Laplace
est injective, on obtient que (fcp)p>0 est une resolvante de noyau de con-
volution sur R. De la meme maniere que dans le theoreme 3, on peut
montrer N eH(r2~n; Rn). La demonstration est ainsi complete.
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