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Sur la structure transverse a une orbite
nilpotente adjointe

Hervé Sabourin

Abstract. We are interested in Poisson structures transverse to nilpotent adjoint orbits in a complex
semi-simple Lie algebra, and we study their polynomial nature. Furthermore, in the case of sl,, we
construct some families of nilpotent orbits with quadratic transverse structures.

Introduction

Lobjet de ce travail est une contribution a I’étude de la structure de Poisson transverse
a une orbite nilpotente adjointe dans une algebre de Lie semi-simple complexe.

Soit g une telle algebre de Lie, G son groupe adjoint. Chaque G-orbite nilpo-
tente O est entiérement caractérisée par la donnée d’un sh-triplet (h, e, f), ol e est
un générateur de 'orbite et h sa caractéristique. Lalgebre g est identifiée a son
dual g*, via la forme de Killing, et peut ainsi étre munie de la structure de Lie—
Poisson correspondante. On sait alors réaliser la structure de Poisson transverse a
O dans g, en choisissant un supplémentaire quelconque n du centralisateur g° de e
dans g et en considérant la variété affine N = e + n'. On sait, d’apres A. Weinstein
[WE], que les structures de Poisson transverses associées a deux supplémentaires sont
nécessairement isomorphes.

Dans [SG], M. Saint-Germain a remarqué que si ’'on définit un systéme de coor-
données locales (q) = (q1,- - -, q4) pour N, alors la structure de Poisson est a coeffi-
cients rationnels en la variable (q). Dans [CU-RO], R. Cushman et M. Roberts ont
considéré le supplémentaire n = Imad f et ont montré que, pour un tel choix, la
structure de Poisson transverse était polyndmiale en la variable (g).

Nous considérons alors I’ensemble N, des supplémentaires ad h-invariants de g°
et montrons que, pour tout élément de cet ensemble, la structure transverse corres-
pondante est encore polynémiale.

Nous proposons, par ailleurs, dans 'exemple de 'orbite sous-réguliere de si(4, C),
un supplémentaire qui n’est pas h-invariant pour lequel la structure transverse n’est
pas polynomiale, ce qui justifie 'introduction de la variété Nj,.

A chaque supplémentaire h-invariant n, on peut donc associer le degré deg,; de
la structure transverse correspondante, défini comme étant le degré maximum des
polynomes intervenant dans la structure de Poisson. Naturellement, la question se
pose de savoir si cette notion de degré peut étre définie de maniére intrinseque, C’est-
a-dire indépendamment du choix du supplémentaire choisi dans Np,.
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Nous considérons & nouveau, a ce sujet, lexemple de 'orbite sous-réguliere de
sl(4, C) et donnons deux supplémentaires h-invariants dont les structures transverses
sont de “degré” distincts, ce qui répond négativement a la question posée.

Nous nous intéressons enfin au cas des structures transverses “quadratiques’, C’est-
a-dire des structures polynémiales de degré au plus égal a 2. Selon la terminologie
introduite par M. Roberts [RO], on considere les orbites conormales, celles pour
lesquelles le centralisateur g° posséde un supplémentaire qui est une sous-algebre.
La structure transverse correspondant a un tel supplémentaire est alors quadratique
[OH]. Nous montrons dans le paragraphe 3 que toute orbite nilpotente “sphérique”
est une orbite conormale et, dans le cas sl,(C), nous construisons une famille d’or-
bites nilpotentes conormales, contenant entre autres les orbites sphériques et 'orbite
réguliére, généralisant en cela certains résultats de M. Rais [RA].

Lexemple de I'orbite sous-réguliere de sl;(C) nous permet d’exhiber une struc-
ture transverse quadratique associée a un supplémentaire qui n’est pas une sous-
algebre. Réciproquement, on peut se demander si toute structure transverse d’une
orbite conormale est quadratique; nous donnons pour finir un exemple dans sl5(C)
qui répond négativement a cette question.

1 Structure transverse a une orbite coadjointe

1.1 Soit g une algebre de Lie complexe, G son groupe adjoint, g* son dual. On sait que g*
peut étre munie d’une structure de variété de Poisson et on notera A le tenseur de
Lie—Poisson correspondant. En tout point € g*, on identifie espace cotangent
T;;9" avec g et, moyennant cette identification, on définit A par

VX.Y €9, MAu(X,Y) = p(X,Y])

Les feuilles symplectiques dans g* sont les orbites coadjointes et, selon A. Wein-
stein [WE], on peut donc définir pour chaque orbite G.u une structure transverse,
C’est-a-dire une sous-variété N de g* contenant p, telle que 'on ait

T.g" = T,(G.p) ® T,N
Selon A. Weinstein, on sait de plus que cette structure transverse est unique a un

isomorphisme de variétés de Poisson pres.

1.2 Pour construire une telle structure transverse, on procéde de la maniére suivante
(voir M. Saint-Germain [SG]) : On considére le centralisateur g* de u dans g et un
supplémentaire quelconque n de g. On note n° (respectivement g*%) ’'annulateur
de n (respectivement de g#) dans g* et on a

g* — g/L,O D nO.

On pose: N = p+n°.
On voit facilement que :

T/I(G/“’L) =g.u= g,u.07 T/LN =n’
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Ceci permet de constater que N est bien transverse a G.u au point 4 et on vérifie que
cette propriété reste vraie dans un voisinage bien choisi de ;o dans N.

Pour déterminer le tenseur de Poisson Ay de la variété de Poisson N ainsi définie,
on peut utiliser la formule dite “formule des contraintes de P. A. M. Dirac”, donnée
par P. G. Bergmann et I. Goldberg [BE-GO].

Soit (Z;)1<i<k une base de g* et (X;)1<j<, une base du supplémentaire n. Un
systéme de coordonnées linéaires pour un élément quelconque ¢ de g* est alors
donné par :

zi(p) = ©(Z),xj(¢) = p(X;), V(,j),1<i<k1<j<p.

En particulier, on notera: ;x = (pg, . . ., pt) les coordonnées de .
Soit U un ouvert de g*. On a:

NNU ={peUxjlp) =pn;,vj,1 < j<p}

Ainsi, Papplication ¢ — (z1(¢p), ..., zk(¢)) est une carte de N.
Soit (i, j,,m),1<i,j <k 1<Im<petven’ Onpose:

CnW)im = (p+ ) ([X1, X)),
Dn(v); = v([Xi, Z;]),
An(v)i; = v([Z;, Z;]).

On notera respectivement Cy(v), Dn(v) et Ay(v) les matrices de termes généraux
donnés par les formules précédentes. On sait que la matrice Cy () est inversible
lorsque v parcourt un voisinage V de 0, bien choisi dans n°.

On pose, de plus : By(v) = ‘Dn(v).

La matrice du tenseur Ay en un point quelconque (1 + v) de ¢ + V sera notée
An(v). Son terme général est le crochet de Poisson {z;, z;j }(u + ).

La formule des contraintes de Dirac est alors la suivante :

(1) An(v) = Ax(v) + By(v)Cn(v) ' Dn(v).

On constate finalement que les coefficients Dy (v); ; et An(v); j sont linéaires en
les coordonnées (z;(v)), que le coefficient Cy(v);,, est affine en les (z;(v)). Il s’en
suit que la matrice inverse de Cy(v) a des coefficients rationnels en les coordonnées
(zj(v)). Ainsi, chaque crochet de Poisson {z;, z;} est rationnel en (zy, . . ., z).

2 Le cas d’une algebre de Lie semi-simple

2.1 Onsuppose maintenant que g est une algebre de Lie semi-simple complexe, que b est
une sous-algebre de Cartan de g. On définit un systéme de racines A(h), II(h) une
base de racines simples et on note K la forme de Killing qui permet d’identifier g a
son dual g*. Soit x € g et n un supplémentaire quelconque de g* dans g. On note
n' Porthogonal dans g de n relativement a K. Alors, N = x + n' est la structure
transverse a I'orbite adjointe G.x.
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On peut définir comme précédemment le tenseur de Poisson Ay a partir des bases
(Z),(X;). On considere la base (Z;, X;), duale de la base précédente relativement
a K. Nécessairement, la famille (Z;) est une base de nt et on identifie nt a C* par
b) . . k _—
lapplication g = (q1,...,qx) — >, 9iZi-.

On reprend ensuite les notations précédentes, soit :

k
CN(q)lﬁm - K(x + quZw [X17Xm]) )
s=1
k
Dy(@hj = Y K(q:Zs, [X1, Zj)),
s=1
k
AN =Y K(qZs, 1 Zi, Zj)).

s=1

La matrice Ax(g) du tenseur Ay est encore définie par la formule (1) et ses coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles en (g, . . ., gx)-

2.2 Nous allons rappeler, dans cette section, quelques faits et notations sur les orbites
nilpotentes utiles pour la suite. On pourra, pour plus de détails sur ce sujet, se référer
a [SP-ST].
A chaque G-orbite nilpotente O, on sait associer sa classe de conjugaison de Jacob-
son—Morosov de s, -triplets. Dans cette classe, il existe un unique sh-triplet (h*, e, f)
tel que :

Va; € II(h), ai(h™) € {0,1,2}

La suite (; (h")) est la caractéristique de I'orbite. Dans ces conditions, 'élément e est
un générateur de O.

On considere alors la décomposition de g en sous-espaces propres suivant ’action

de ad ht, soit :
g=EPaim)

mel

Le plus grand entier strictement positif i tel que g(i) # 0 est la hauteur de 'orbite et
sera noté h(e).

Pour les algebres de Lie simples classiques de type sI(V),so(V) ou sp(V), il est
souvent commode de décrire les orbites nilpotentes en termes de partition de Pentier
n = dimV. En particulier, 'ensemble des orbites nilpotentes de sI,,(C) s’identifie
a I'ensemble des partitions (p1,...,ps),p1 > p» > --- > psavec y . p; = n. La
hauteur d’une telle orbite est égale a 2(p; — 1).

Enfin, suivant des notations usuelles, & chaque racine o € A(}), on fait corres-
pondre les vecteurs-racines (H,, Xn, X_,) d’une base de Chevalley de g.
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2.3 On considere donc le cas d’une orbite adjointe nilpotente O = G.e et son sh,-triplet
associé (h*,e, f), avec h™ € h. Soit s la sous-algebre de Lie de g, engendrée par ce
sh-triplet.

Outre la décomposition de g en sous-espaces propres, sous 'action de ad h*, on a
aussi une décomposition de g en composantes irréductibles sous action de s, soit :

h(e)

o= P o) =EPEn.
) k

i=—h(e

Chaque g(i) est’espace propre associé au poids entier i, chaque E,, estla composante
irréductible, suivant action de s dans g, de plus haut poids nx. Le centralisateur g°
est alors engendré par les vecteurs de plus haut poids de cette décomposition.

On note N}, 'ensemble des supplémentaires ad h*-invariants de g¢ dans g. Pour
chaque n dans ’ensemble N}, on a la décomposition :

n=@nG), n6)=gl)Nn.

i€Z

On va voir, dans ce qui va suivre, le réle important joué par I'ensemble Nj, dans
létude de la structure transverse a I'orbite O. Un premier résultat est relatif a la
structure de variété de N,.

Propositon 2.1 L'espace Ny, est une variété algébrique irréductible de dimension

h(e)
2 " dim g°(i)(dim g(i) — dim g°()).

i=0

On rappelle tout d’abord le résultat classique suivant, ainsi que sa démonstration,
voir [DI, ch. 1.11].

Propositon 2.2 Soit Vun C-espace vectoriel de dimension n, W un sous-espace de V
de dimension d. Alors, lensemble § des supplémentaires de W dans V est un ouvert
affine de Gr(V, n — d), la grassmanienne de dimension n — d dans V.

Il est bien connu, en effet, que 8 est un ouvert de Gr(V, n — d).

Considérons une base (ey, ..., e,) de V telle que (ey, . . ., es) soit une base de W.
Soit F € &. Alors, pour tout i,d + 1 < i < n, il existe des scalaires (a; j,1 < j < d)
tels que ¢; + Zj ajje; € F. 1l s’en suit que lapplication F — (a;j)a+1<i<n, 1<j<d
est un isomorphisme de variétés de § sur C*"~9, Ainsi, § est un ouvert affine de
Gr(V,n — d) et donc une variété algébrique irréductible de dimension d(n — d).

Preuve de la proposition 2.1 L’ensemble N des supplémentaires de g° dans g est
une variété algébrique irréductible dont Ny, est une sous-variété.

Soit i un entier, —h(e) < i < h(e). Désignons par N; la variété des supplémen-
taires de g°(i) = g° N g(i) dans g(i). En utilisant ce qui précéde, on peut affirmer

https://doi.org/10.4153/CJM-2005-030-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2005-030-4

Sur la structure transverse a une orbite nilpotente adjointe 755

que N; est une variété algébrique irréductible de dimension dim g°(i)(dim g(i) —
dim g°(i)). Lapplication n — @ftf)_h(e) n(i) est alors un isomorphisme de variétés

de Ny, sur Hf':)_ he) N;. Ceci permet de démontrer le résultat souhaité.

Théoreme 2.3 Soitn € Ny et N = e+ nt. Alors, tous les coefficients de la matrice
An(q) sont des fonctions polyndmiales en la variable q.

Preuve Ce résultat a été démontré par R. Cushman et M. Roberts [CU-RO], dans
le cas ol n = Imad f. Les arguments employés peuvent s’adapter sans difficultés a
cette situation plus générale.

On peut aussi utiliser les arguments donnés par P. Slodowy [SL]. En effet, il suffit
de vérifier que le déterminant de la matrice Cy(q) est indépendant de la variable q.
Pour cela, on utilise une action p de C* sur la variété N, via ’élément /™, introduite
par T. A. Springer et R. Steinberg [SP-ST, paragraphe 4] et définie de la maniere
suivante : On considere tout d’abord lapplication A\: C* — G donnée par V¢ €
C*, M(t) = exp Ak, o1 \; est un nombre complexe tel que e = ¢.

Dans ces conditions, on a

Vi e C* VX € g(i), AdA(1).X =rX.
On obtient alors une action de C* sur la variété N a ’aide de la formule
Vi e C*,Wv €N, pt)v=t"2Ad\¢).v.

On peut, sans pertes de généralité, supposer que chaque Z; de la base considérée est
un vecteur de poids —n; et, puisque le supplémentaire a été choisi ad h* -invariant,
que chaque X; est un vecteur poids, de poids v;.

On fait agir C* sur le coefficient Cn(g);m, par p, de la maniére suivante :

p(t).Cn (@ = Cn(pt™").q)1m-

Ce qui nous donne :

p().Cn(@1m = Cn(pt™").m
= K(p(t~")(e+q), [Xi, X))
= PK(AA At ) (e + q), [X1, X))
= t*K(e + q, Ad \(t)[X], X,n])
= """ K (e + q, [ X1, X))

— t2+m+VmCN(q)lﬁm-

Par ailleurs, suivant la définition de p, on a

p(t)-(Qh ey qk) = (t727n1

tfzfnk

qis-- - Qk)
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Ceci implique que chaque coefficient Cn(q);,, est quasi-homogene au sens de Slo-
dowy, Cest a dire satisfait a la propriété suivante :

2 N1, ) = O, - e

Soit An(g) le déterminant de la matrice Cny(g). On a

Alpt™)qr,-,a0) = Y & [[Cnlpt™)(q1 - a0)ioty

€S, i

= &[] Cn(ar, - aiow
oES, i

=> & (H t“”"*””“)) [Icv@ . aion-
TES, i i

Or, en se servant de la théorie classique associée a la décomposition de g en s-mo-
dules, on obtient

Vo € 8, ZVg(i):ZVi:_an:_p'
i i k

Il s’en suit que
AN g, 27 q) = An(qrs - 1)

Compte-tenu de la définition des coefficients de Cn(g), le polynéme An(g) pos-
sede un terme constant non nul. Ceci implique donc que ce déterminant est constant.

I s’en suit que la matrice inverse de Cy(q) dépend polyndémialement de la variable
q> ce qui démontre le théoréme.

2.4  ATaide de ce qui précede, on peut donc définir, pour chaque structure transverse N
associée a un supplémentaire n € Nj, une notion de degré. Pour cela, on considére
le degré dy ; ;(A) du polynéme Ay(q); ;. Puis on pose :

degy(A) = sup degN_i"j.
(i,/)€[1,k]?

Dans [DA], P. A. Damianou a calculé les degrés des structures transverses des or-
bites nilpotentes adjointes de gl(n, C), pour n < 7, associées a un certain supplémen-
taire du centralisateur.

11 est naturel alors de se poser la question suivante :

Question 1 Lensemble {deg,(A),n € N} est-il réduit a un singleton, c’est a dire
peut-on dire que le degré d’une structure transverse est indépendant du choix d’un
supplémentaire ad h*-invariant ?

La réponse est non comme le montre exemple qui va suivre.
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2.5 On suppose que g = sl(4,C) et on considere 'orbite nilpotente associée a la par-
tition (3,1). On note (h*,e, f) le sl -triplet correspondant comme dans §2.2. La
caractéristique de cette orbite est (2, 0, 2), sa hauteur est 4. La base de racines simples
(o, an, ai3) vérifie alors :

aj(h) =2, ah") =0, as(h")=2.
Dans ces conditions, on peut écrire
e=Xo, + Xoyras, M =2H,, +2H,, +2H,,.
Une base de vecteurs-poids de g° est donnée par

Zl = Ha] + ZH(yz - Ha37 ZZ = X(yl + X(¥2+(¥37 Z3 = X(}g’
Z4 = Xaﬁ—aza ZS = Xa']+(12+a'3 .

Considérons ensuite les vecteurs suivants :

Xl = Hal7 X2 = H(}z+(¥37 X3 = Xala X4 = Xaz

X5 = Xfaz, Xe = X,a,], X7 = Xfa'sa Xs = X,a],az

X9 = Xfazfay XIO = X,QI,DQ,% .
Soit n le sous-espace vectoriel de g engendré par les (X;,1 < i < 10). Il s’agit bien
d’un supplémentaire ad h* -invariant de g°.

La base (Z;) que nous choisissons pour I'orthogonal n est, a des constantes non
nulles pres, celle qui est issue de la base de g, duale de la base (Z;, X;) relativement
ak

Z_l = H(yl + 2Haz - H(}g? Z_Z = X—(!z—(}g Z_3 = X—aga
Z_4 = X—(}1—(¥27 Z_S = X—al—az—ag-

On va ensuite calculer la matrice A (q) = BN(q)Cﬁ1 (9)Dn(q), dontle degré nous
donnera celui de la structure transverse N = e + n-, et on obtient

o 0 0 0 0 -2 0 0 1 0
o 0o 0 0 0 1 0 0 -2 0
0 0 0 g 0 0 0 0 0 -1
0 0 —q O 4 0 0 1 0 0
0 0 0 —49 0 0 -10 0 0

@@=, 1 o o o0 o0 o0 0 0 o0}/
o 0o 0 o0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 1 O 0 0 0 0 0 0
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0 —q¢ O i qs
0 2q, g5 0 qs
0 g 0 0 0
0 —q4 q2 0 0
0 ¢ 0 0 0
Dy(q) = 0 0 0 0 o |
0 0 49 0 —q
0 0 0 —4q g
o 0 0 0 0
o 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 4Q1Q3 —4Q1Q4 0
AL(g) =10 —4q195 0 dqaq) — 649, —3q3q2 + 16434
0 4q1qs  —4q1q + 64q; 0 $d4q2 — 164744
0 0 3q3q2—1647qs —3qaqa +16qiqu 0

Ceci implique que le degré de la structure transverse N est 3.
Considérons maintenant le sous-espace n’ de g engendré par les (Xi/ ,1 <i<10),
définis par
X/ =H,, X,=H,, X =X, Vi3<i<Io.

1

1l s’agit encore d’un supplémentaire ad 4" -invariant de g°.
La base (Z;) de n'L est alors la suivante

Z_l = Hal + 2Ha2 + 3H0<37 Z—Z = Xfazfaw Z—3 = Xfa,w
Z_4 = Xfalfap Z_S = X,QI,OQ,% .

On obtient, cette fois, pour la structure transverse N’ = e + n't

O 0 0 0 0 -2 0 0 1 0

O 0 0 0 0 1 0 0 -1 0

0 0 0 g 0 0 0 0 0 -1

0 0 —g 0 0 0 0 1 0 0

O 0 0 0 0 0 —-10 0 0
Cv@=1,5 3 9 0 00 00 0 o]

O 0 0 0 1 0 0 0 0 0

O 0 0 -10 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

o 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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0 —q 0 4 g5
0 4 -4 4 0
0 gs 0 0 0
0 —qu 92 0 0
0 g3 0 0 0
DN’(q): 0 0 0 0 o ;
0 0 —4q 0 —qg4
0 0 0 0 q3
0 —4q 0 0 0
0 0 0 0 —4q
0 0 0 0 0
0 0 —12q195  12q1q4 0
V(@ =10 12qqs 0 0 249
0 —12g194 0 0 249>
0 0 2q3Q2 —2614q2 0

Ceci nous montre que, dans ce cas, la structure transverse N’ est de degré 2.

Il semble, donc, en particulier, que les degrés calculés par Damianou [DA] ne
puissent étre considérés comme intrinséques, mais plutot dépendants du supplémen-
taire choisi pour les calculs.

2.6 On peut également se poser la question de savoir si le théoréme 2.3 est encore vrai
pour un supplémentaire dans N qui n’est pas dans Nj,. Si 'on reprend encore une
fois I'exemple de 'orbite sous-réguliere de sl,(C), on constate que la réponse est non.

On considére donc a nouveau Porbite (3, 1) et les notations de §2.5. Soit n; le
sous-espace vectoriel de g, engendré par les vecteurs (X/),1 < i < 10, définis de la
maniere suivante :

124 12 12 12

X!"=H,,, X) = H,,, X! =X, X=X,
11 1 12 1

X' =X_,,, X =X_o +X0,, X' =X_0,, X =X_o oy
124 123

Xy = X*az*%? 10— X*OQ*CYZ*OG'

Il s’agit bien d’un supplémentaire de g° dans g. Cependant, il est facile de vérifier
que ce supplémentaire n’est pas ad A" -invariant.

Soit N; = e + ni- la structure transverse correspondante. La base choisie pour
Porthogonal ni- est la suivante :

Z_l = Hal + 2Ha2 + 3H0<3> Z_Z = Xfazfay Z_3 = X7a3 - Xap
Z_4 = Xfalfap Z_S = X,QI,OQ,% .

On se place maintenant dans ouvert U; = e + V; de N; défini par

V) = {i%‘zia% # 1}~
i=1
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Les calculs donnent alors

0 0 0 0 0-2(I—-¢q3) 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1-2g; 0 0 —-120
0 0 0 q4 0 0 0 0 0 —1
0 0 —q 0 0 g 0 1—gs 0 0
Ca(q) = 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 0
Mg 21—qs) —1+2g5 0 —gq O O 4 0 0 0|’
0 0 0 0 1 —4q, 0 0 0 0
0 0 0 —-1+¢g30 0 0 0 0 0
—1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 —q 0 qa s
0 Q@ —q3  q4 0
0 qs 0 0 0
0 —q4 q2 0 0
1o g o 0 o0
D) = 45 0 0 —q @
0 0 —4q: 0 —q4
0 0 0 0 g
0 —4q 0 0 0
0 g 0 0 —4q
On vérifie que la matrice Cy, (g) est inversible, pour g € V1, et on obtient :
0 0 4q§ —843q4 —44q34g5
0 0 12q1g5(q5s — 1) 12q1qs(1 — 2q3)  —12q1939s
Ay (@) = | 44 —12q1q3(q5 — 1) 0 9395 —2424;
8q1qs —12194(1 = 2)  —qss 0 G + 2000422
40195 12919345 24295 G5 — 2204 2:;:11 0

On voit bien que cette structure n’est pas polynomiale.

3 Orbites adjointes conormales : quelques résultats

3.1 Supposons, maintenant, qu’il existe, dans Nj, un supplémentaire ny qui soit une
algebre de Lie et considérons la structure transverse associée Ny = e + ng. Sui-
vant la terminologie introduite par M. Roberts [RO], une orbite vérifiant une telle
propriété est dite conormale.

Il est clair que, dans ce cas, la matrice Cy, (g) ne dépend pas de la variable g. Il s’en
suit que :
degNO(A) < 2.

On dit alors que la structure transverse Ny est “quadratique”. Un tel résultat a été
donné par Oh [OH].

11 semble donc intéressant de déterminer les orbites nilpotentes adjointes conor-
males. On dispose, a ce sujet, de deux résultats que nous allons expliciter dans les
paragraphes suivants.
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3.2 Orbites conormales et orbites sphériques

Considérons la sous-algebre de Cartan b de g, H le sous-groupe de Cartan corres-
pondant dans G, B le sous-groupe de Borel de G, contenant H, associé a un systéme
de racines positives A* choisi dans A(h). U sera le radical unipotent de B. Soit 6
I'involution de Cartan sur G, telle que 'on ait #(B) N B = H.

On rappelle alors qu'une orbite nilpotente est dite “sphérique” si cette orbite con-
tient une B-orbite dense. Ces orbites ont été classifiées, par exemple par D. Panyu-
shev [PA1] : ce sont celles de hauteur inférieure ou égale a 3. En particulier, les
orbites nilpotentes sphériques de sl,,(C) sont toutes les orbites de hauteur inférieure
a 2, définies par les partitions suivantes : (27, 17).

Soit X une G-variété irréductible et X* la variété X munie de l'action de G donnée
par:

Vg e G,Vx" € X*, gx* =0(g).x",

G agit alors sur X x X* par 'action diagonale, soit g.(x, y) = (g.x,0(g).y).

Définition

e Un sous-groupe A de G est appelé “stabilisateur en position générale” et noté s.p.g.
s’il existe un ouvert €2 de X tel que, pour tout y € 2, A” est conjugué a A.

¢ Dans ce cas, les points de €2 sont appelés “points en position générale” et notés
p-g.p-

Du fait de la semi-continuité de la fonction dimension, tout p.g.p. a une G-orbite

dans X qui est de dimension maximale.
D. Panyushev, [PA2, théoréme 1.2.2], énonce et démontre le résultat suivant :

Théoréme 3.1 1l existe un point z = (x,x*) € X x X* tel que

(1) U* estun s.p.g. pour Paction de U dans X.

(2) B* estuns.p.g. pour Paction de B dans X.

(3) S= G =G NO(GY) estuns.p.g. pour Paction de G dans X x X*.
(4) U*=UnNS, B =BnNS.

(5) Hexistet € H, A*-dominant, tel que

(G)' cScd.
Ici, (G")' désigne le sous-groupe dérivé de G'.

On suppose maintenant que X = O est une G-orbite, on consideére le point z =
(x,x*) de O x O* donné par le théoreme 3.1, appelé encore “point canonique” et
t € H I'élément satisfaisant au (5). On pose :

Q=G L=G".

Dans ce cas, S = Q N #(Q) est un sous-groupe réductif et f-invariant de Q. Notons
b, 1, q, s les algebres de Lie respectives de B, L, Q, S. Soit t, I'algebre de Lie de SN H
et t; l'orthogonal de t; dans t, vis-a-vis de K. D’apres le théoréme 3.1, on sait que
[=s®t,. Onpose: P =S.B.

CommeBNQ=BNS,onadoncPNQ=S_.
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Lemme 3.2 P est un sous-groupe parabolique de G contenant B.

Preuve Posons p = s+ b. On va montrer en fait que, pour toute racine positive
« telle que X, € s et pour toute racine positive 3 telle que 8 — « soit une racine,
alors le vecteur-racine X3_, est dans p. Si f — a > 0, ceci est clair. Supposons
donc 3 — a < 0. On adonc 3(t) — a(t) = B(t) < 0. Comme t est dominant, ceci
implique que 3(t) = 0 et donc que X3 € s. Ainsi, p est une algebre de Lie. II suffit
alors d’utiliser le (5) du théoreme 3.1 pour en déduire que P est un groupe, ce qui
démontre le résultat.

Théoreme 3.3  Toute orbite nilpotente sphérique est conormale.

Preuve On se donne une G-orbite nilpotente sphérique adjointe O et on conserve
les notations précédentes. On peut écrire p = sdt; @ “p. D’autre part,ona Px = B.x
et, comme x est un p.g.p. pour l'action de B dans O, l'orbite B.x est de dimension
maximale. Comme, de plus, O est sphérique, cette B-orbite est dense dans G.x. 1l
s’en suit que

dim Px = dim G.x = dim g — dim q.

Par ailleurs, on a
dim(q + p) = dimq + dimp — dims
= dim q + dimp* + dim Px — dim s
= dimg + dimp* — dims.
Comme s = p*, on en déduit que
dim(q + p) = dim g.
On a, dong, pour une telle orbite
g=9+tp=q0(t @ "p).

Posons sp = t; @ “p. Alors, il est clair que 50 est une sous-algebre de g et que q est
le centralisateur dans g d’un point de O, ce qui démontre le théoréme 3.3.

3.3 Orbites conormales dans sl,(C)

Nous nous intéressons maintenant aux orbites conormales de sl,(C). Certaines de

ces orbites ont déja été exhibées par M. Rais [RA]. Le méme auteur a aussi prouvé,

dans des notes non publiées, que toute orbite nilpotente minimale était conormale.
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.4  Soit O une orbite nilpotente de sl,,(C) de partition (p1, pa, - . -, ps) telle
que :
Vi,jalgingsv ‘Pi_pj|§1'

Alors, O est conormale.
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11 faut noter que cette classe d’orbites nilpotentes contient les orbites sphériques
et Porbite réguliere.

La démonstration de ce théoréme est essentiellement technique et repose sur la
détermination explicite du centralisateur d’'un élément convenablement choisi de
lorbite.

On reprend a ce sujet les notations introduites dans §2.2. La détermination des
caractéristiques de la famille d’orbites nilpotentes de sl, donnée dans I’énoncé du
théoreme 3.4 permet de décomposer celle-ci selon les deux types de partitions sui-
vants :

Typel (p"), pr = n. La caractéristique est alors: (BP~1 0""1) ou B = (0"}, 2).
Type Il (p",(p — 1)°),rp + s(p — 1) = n. La caractéristique est alors : (BP~! 0" 1)
ot B=(0""1,1,0°"1,1).

3.4 Preuve du théoreme 3.4 : le cas du type |
Soit O = (p") une orbite de type I. Uensemble II(h) des racines simples peut se
décrire de la maniére suivante :
(W) =2,Vk, 1<k<p-—1
(B =0V(k,i) e 0<k<p—1,1<i<r—1
Ih) = {a, vk, 1 <k < p—1}
U{apsi, Yk, i) 0<k<p—1,1<i<r—1}.

Posons

j
Bij= o Vij,i<j,
X(i,j) = X/Bi.j'

D’autre part, nous noterons dorénavant slq(H' ) la sous-algebre de g, isomorphe a
sly(C), engendrée par le systéme de racines simples IT’, II" C II(h), i1’ = g — 1.
Considérons maintenant la décomposition de g en sous-espaces propres suivant

Paction de ad h*, soit
p—1

g= P sim),

m=—p+1
le calcul nous donne, pour tout entier mtelque 1 <m < p — 1
p—1

9(0) = @ sl (@i 1 <i <r— 1)@ (Hy, 1 <k < p—1),
k=0

g(2m) = (X(kr+i,(k+m)r+j),0<k<p-m—-1,1<i<r0<j<r—1).
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Le génerateur e de Porbite est alors donné par

(p—Dr

e= Y X(i,p—1+i).

i=1
Venons-en au stabilisateur g° de e dans g. On a la décomposition
-1

g° g°(2m).
0

a~l

3
Il

Considérons les vecteurs suivants :

p—1
Viil<i<r—1, X/ =) Xu.,
k=0

p—1
Xi_ = Z X tgris

k=0
p—1

Hi = Z Ha’krﬂ' .
k=0

La famille Fy(e) = (X, X; ,Hi,1 < i < r — 1) engendre une sous-algebre de g,
isomorphe a sl,(C). Nous la noterons sl,(Fy(e)).
Le calcul nous donne alors, pour tout entier mtelque 1 <m < p — 1

g°(0) = sl,(Fo(e)),
p—1
g°(2m) = <ZX(kr+i,(k+m)r+j), 1<i<n0<j<r-— 1>.
k=0

Lensemble {1, 0 <k < p—2,1<i<r—1}U{a,1 <k <p—2} définit
un sous-systeme de racines de II(h), que nous noterons II, ().
Posons

8p = slip—r (11, (h)).

Considérons maintenant la sous-algebre parabolique maximale p,, de g, obtenue a
partir du systeme de racines simples IT\{c,1)-}. Soit p, la sous-algebre parabo-
lique opposée et “p, son radical unipotent. Onap, =m, @ a, ® “p,, avec

° mP = gp 69SZF(Oé(pfl)r+i71 S l g r— 1))
* ap = <Hu(p—1)r>'
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Soit, enfin
Sp=gpDa, D “p;.
Il est clair, alors, que 5, est une sous-algebre de g, que cette algebre est ad h*-invar-

iante et que g = g° @ 5,,.
Ceci nous donne le résultat souhaité, en ce qui concerne le type .

3.5 Preuve du théoreme 3.4 : le cas du type Il

Soit O = (p”, (p — 1)°) une orbite de type II. Posons T' = r +s.
L'ensemble II(h) des racines simples se décrit alors de la maniére suivante :

aprer(h) =1, Vk, 0<k<p-—2,

() =1, Vk, 0<k<p-—2,

oprsi(h") =0, V(ki), 0<k<p—-11<i<r—1,

oprsi(h) =0, V(ki), 0<k<p—2,r+1<i<T-1,
I(h) = {our+i | 0<k<p—-2,1<i<T}

U {Oé(pfl)Tﬂ' | 1<i<r-— 1}.

On consideére ensuite la décomposition de g en sous-espaces propres suivant ’ac-
tion de ad h™, soit :

p—1

g= P semegem-1)

m=—p+1

le calcul nous donne, pour tout entier m, 1 <m < p — 1

p—1
9(0) = (Hopy, s Hogor 0 < k< p—2) & @ sllauriin 1 < i <1 — 1)
k=0
p—2
Qaimwmr+1§h£T—U,
k=0

mwﬂ:<X&T+Lw+mﬂWJLlgignogjgr—L
ogkgp—m—w
€9<X(kT+i,(k+m)T+j), rH1<i<T,r<j<T-1,

nggp—m—w,
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g@m—U:<X%T+L%+m—DT+ﬂlgignrgng—L
0§k§p—m—1>
@<X@T+g@+mﬁ+pJ+1gigtogjgr—L
0§k§p—m—1>.

Le générateur e de Porbite est alors donné par

n—T

e=> X(i,i+T-1).

i=1

Considérons les vecteurs suivants :

+ E
Xi - XUkT+i7

k=0

p—1
Xi = ZX—OkTw

Les familles Fy ,(e) = (X7, X; ,Hi,1 <i<r—1)etFy,le) = (X, X, ,Hi,r+1<
i < T — 1) engendrent des sous-algebres de g, isomorphes respectivement a sl,(C) et
sl;(C). Nous les noterons sl.(F »(e)) et sl;(Fos(e)).

Venons-en au stabilisateur g° de e dans g. On a la décomposition

p—1
g° = g‘2m) @ g°(2m —1).
0

3
Il

On notera 3¢(e) le centre de g°(0). Pour des raisons de dimension, on vérifie qu’il
s’agit d’un sous-espace de dimension 1 de b.
Le calcul nous donne, pour tout entier m,1 < m < p — 1

9°(0) = sl.(Fo () @ sli(Fos(e)) B 30(e),

p—m—1
o (2m) :< S XUT+i,(k+mT+j),1<i<n0<j<r— 1>
k=0
p—m—1
@< X%T+L%+mﬁ+ﬁ¢+lgigﬂrgng—1»
k=0
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p—m—1
ge(2m—1):< 3 X(kT+i,(k+m—1)T+j),1gigr,rgjgT—1>
k=0
p—m—1
& (3 XUT+i,(k+m)T+j),r+1<i<T0<j<r—1).
=

Lensemble {ayrti, 0 <k<p—-2,1<i<r—1}U{oprsi, 0<k<p—-3,r<
i < T} définit un sous-systéme de racines simples de I1(f), de cardinal n — T — 1,
que nous noterons I, (). Posons, suivant les notations introduites précedemment,

8y = shy—r(T1).

Considérons maintenant la sous-algebre parabolique p, de g, obtenue a partir du
systeme de racines simples IT\ {c(p—2)7+r, ((p,—1)7} €t P, la sous-algebre parabolique
opposée. Ona: p, =m, da, d "p,, avec

m, =9, D Sls(a(p—z)Tﬂ‘,T‘*' 1<i<T~-1) @Slr(a(p—l)T+ia 1<i<r—1),
a, = (Ha H,

(p—1T? (17—2)T+r>‘

On choisit, ensuite, un supplémentaire quelconque de g° N a, dans a,. 1l s’agit
d’un espace de dimension 1, que nous noterons a,.

Soit, enfin, 5, = g, ® a, & p,.

On vérifie que s, est une sous-algebre de g, que cette algebre est ad h*-invariante
etqueg = g°® s,.

Ceci démontre complétement le théoréeme 3.4.

Pour finir, je formule également la conjecture suivante :

Conjecture Les seules orbites nilpotentes conormales de s, (C) sont celles données par le
théoreme 3.3.

3.6 Retour aux structures transverses quadratiques

Lexemple de l'orbite (3, 1) du §2.5 nous montre qu’il existe des structures transverses
quadratiques a une orbite adjointe correspondant a un supplémentaire qui n’est pas
une algebre de Lie.

On peut alors se poser la question suivante :

Question 2 La structure transverse a une orbite nilpotente adjointe conormale est-
elle toujours quadratique ?

Encore une fois, la réponse est non comme le montre ’exemple suivant.

On considere cette fois 'orbite nilpotente de partition (3,2) dans g = sl5(C).
Cette orbite est conormale, d’aprés le théoreme 3.3. Soit (h', e, f) le s,-triplet as-
socié, (1,1,1,1) la caractéristique, (e;),1 < i < 4, le systéme de racines simples
correspondant. On a

e= Xa1+a2 + Xa2+a3 + Xa3+a4 .
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Une base de vecteurs-poids de g° est donnée par

Zl = 2Ha1 - Haz + Ha3 - 2H0<47

ZS = Xaz + Xa4a
ZS = X02+O¢37

Z7 = Xa2+a3+a4 s

Zy = Xy, +Xas,
Z4 = Xaﬁa; + Xa'3+a47
Z6 = XO¢1+(¥2+037

Zy = Xa1+a2+a3+0<4 .

Soit 1 la sous-algebre de g donnée par la démonstration du théoreme 3.3, telle
que g = g° @ ny. La structure transverse Ny = e + né- est donc quadratique.
Considérons maintenant le supplémentaire ny = Imad f de g°, n}- =gletN =

e+ g/. On utilise la base suivante de n '

Xl = X—(!1—Ozz—0¢3—0(4) XZ = X—Ozl—(lz—(¥3) X3 = X—az—aa—au
X4 - Xfoqfa'za XS - X*(l’z*(l}? X6 - X,a,s,a“

X7 = X,m, X8 = X,az, X9 = Xfay

XIO = X—a47 Xll = H(!1+(¥27 X12 = H(tz+(¥37

X13 = Ha;+a47 X14 = Xal - Xa3a XlS = Xaz - X(LU

Xi6 = qu+a'2 - Xa3+a4~

La base choisie, pour g/, est la suivante :

Z, =2H,, — H,, + H,, — 2H,,, Zy =X_o + X_as,
Zs=X_o, + X_a,, Zi =X o—cr ¥ X _ts—au»
Z_S = X—m—mv Z_6 = X—oq—a'z—aga

Z_7 = X—m—o@—ap Z_S = X—(!1—L¥2—(!3—(14'

On reprend ensuite les notations précédentes et le calcul nous donne

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 —75q1 15192  —5q14 %q% {z,z7} {22,2s}

0 75q 0 —15q3q1  S5qsq1 {z3,26} —%q% {23,238}
A(g) = 0 —15q1q2 15¢3qn 0 0 {zs,z6} {za,27} {za,28}

0 Sqqu —ngﬁh 0 0 {25, 26} {257 Z7} {257 23}

0 —%qﬁ —{zs,26} —{z4,26} —{25,26} 0 {z6,27} {z6,2s}

0 {z2,z7} —{=z,z2} {2,227} —{z5,27} —{z,2} 0 {z7,2}
0 —{22723} —{23723} —{Z4723} —{Zs,Zs} —{26,28} —{277Z8} 0

375 2
{227} = =741 + 104501 — 50491 = 30205,

75 1
{22,23} = *761@2 + 104196 — 5024,
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125

2
{z3,26} = 7@? = 10g5q1 + 5441 + 39263,

25 1
{z3,2} = *7q§q3 — 10q197 + §q3q47
25 5
a2z} = - qiq> + 29295 — PRAS
75 5
{z4,27} = —7%43 — 2q3q5 + 5%477
3 3
{zs, 8} = =5 @ds + 59247 + 10019245,
25 5
{z5,2} = =192 — 29205 — S 014,
2 2
25 5
{%a}zzﬂﬁﬁd%%+5m%

3 3
{%a}=5%%—5mw—5@m%

625 , 25
{%a}zir?—jﬁ%—wm%—%ﬁ%+wm

1 1
+ ngq7 + 29495 — lﬁ + 343%:

125, 5 3, 3 4
{%A}=—qwmﬂiwm%+wwm+5%%—5@%—%%+5%%

125 15 3 3 4
{z7,2} = Tq?qs - SN + ZSQ%W - quqﬁ + 719 — §q4q7 + g597.

On constate, alors, que le degré de la structure transverse N est 4.
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