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CONSTRUCTION ET PRECISION DE NOUVELLES THEORIES PLANETAIRES 

P. Bretagnon and J. Chapront 
Bureau des Longitudes, Paris, France 

Au Bureau des Longitudes, la construction de theories plane-
taires a ete developpee dans trois directions : Une theorie generale 
du mouvement des quatre grosses planetes du systeme solaire est en 
cours d!elaboration a la Faculte des Sciences de Lille, avec L. Duriez 
(1977), a la suite des travaux de V.A. Brumberg et J. Chapront (1973). 
Des theories de type classique, a variations seculaires, du mouvement 
de lfensemble des planetes de Mercure a Neptune, sont en voie d'ache-
vement au Bureau des Longitudes. Elles sont construites par P. Breta
gnon et J.L. Simon (1975, 1978). Des complements numeriques a l1ensem
ble de ces recherches, integrations numeriques, representation des so
lutions en series de Tchebychev, sont apportes par P. Rocher, en ce qui 
concerne le mouvement des petites planetes, et par J. Piraux pour les 
actions de Pluton sur Uranus et Neptune, dans le cadre des theories a 
variations seculaires. 

1- LES THEORIES PLANETAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES. 
Les theories a variations seculaires forment le noyau fonda-

mental de lfensemble de ces travaux qui ont pour but d!aboutir a la 
construction de nouvelles ephemerides. 

On donne la definition suivante a l1expression "variations 
seculaires11 : les arguments de longues periodes (mouvement des perihe-
lies et des noeuds) sont developpes par rapport au temps. Les variables 
sont les elements elliptiques : 

o = ( a 9 \ 9 h 9 k 9 p 9 q ) 

a : demi-grand axe, 
A : longitude moyenne, 
z = k + /-1 h = e.exp/-\ & ; e : excentricite, & : longitude du perihelie 
£ = q + /-\ p = sini/2.exp/-\Q ; i : inclinaison, Q : longitude du 

noeud 
Elles sont representees par des developpements de Taylor, en puissance 
du temps, sous la forme de series de Fourier, en multiples des longitu-
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des. Elles sont calculees avec 0=0 ou 0* est une constante dTin
tegration qui doit etre ajustee a lfObservation. 

Deux methodes ont ete envisagees pour le calcul des solutions : 
- Une methode iterative qui substitue de proche en proche les solutions 
a partir des a , et des solutions du probleme des deux corps, dans 
un formulaire ferme des equations differentielles pour les variables 
elliptiques. 
- Une methode d'accroissement ou les seconds membres des equations sont 
developpes en puissance des masses, a partir de la meme solution de de
part que ci-dessus. Cette methode necessite, pour tous les ensembles de 
planetes, le calcul de derivees partielles, en tres grand nombre. 

Les solutions, une fois obtenues a partir dfun jeu de constan-
tes initiales a , il reste un probleme fundamental a traiter : il 
faut ajuster la theorie avec I1Observation, apres que lfon se soit assu
re de la bonne precision interne des fonctions a(t,a ). Avant d'abor-
der la comparaison avec les observations elles-memes, ce qui necessite, 
sur un long intervalle de temps, un travail de compilation considerable, 
nous avons choisi d'effectuer un ajustement sur un modele qui represen-
te au mieux l1Observation. Dans ce but, nous avons utilise l1integra
tion numerique dfOesterwinter et Cohen (1972), qui couvre 55 annees 
dfobservations meridiennes de l'U.S. Naval Observatory. Un nouveau jeu 
d?elements corriges o est alors deduit. 

Par ailleurs, une theorie generale planetaire en variables 
elliptiques heliocentriques est elaboree. Les elements a sont identi-
ques a ceux choisis plus haut. A la place de a et X on pose : 

3 = ("T") ""1 , ou 4 est la valeur numerique calculee a 

2 3 2 3 partir d'un moyen mouvement N verifiant la relation : N A = n a = GM 
et, e = X - Nt 

Les seconds membres des equations de Lagrange relatives a ces 
variables sont developpes analytiquement sur ordinateur, selon les 
puissances croissantes de3 ,3 ,2 ,£ ,£ et de exp±/-l(tft+e). On en re
cherche une solution par approximations successives, ordonnees selon 
les puissances des masses des planetes. 

2 3 On a choisi de prendre pour chaque planete n a egal a la meme 
valeur GMfi pour eviter 1'apparition de perturbations seculaires dans le 
demi-grana axe a la deuxieme approximation, qui est alors rigoureuse-
ment d'ordre 2 des masses. L. Duriez (1978) donne une demonstration du 
theoreme de Poisson en variables heliocentriques. 
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a designant l?une quelconque des variables, on obtient une 
solution sans termes seculaires de la forme : o = o + S (a. ,t)• 

a ^ 
a est une serie trigonometrique quasiperiodique de i, a longues peri-
odes, dont les coefficients sont numeriques, et qui est la solution 
generale de la partie autonome des equations; cfest dans cette solution 
qu'on introduit les constantes dTintegration. Elle est d1ordre zero des 
masses au moins. 
S (a- ,t) est une serie trigonometrique quasiperiodique de t , a cour-
tes periodes, dont les coefficients sont des polynomes des fonctions 
a. , et qui est une solution particuliere (sans termes seculaires) de 
la* partie non autonome des equations. Cette solution est d!ordre 1 des 
masses au moins. Pratiquement, on construit S(o. >t) ordre par ordre 

d %. (0) 
en masses, en developpant au voismage des fonctions a) les seconds 
membres des equations initialement exprimes en variables a-. On y re-
trouve toutes les inegalites des theories classiques, du type de Le Ver-
rier, y compris celles de petit diviseur, comme la grande inegalite : 
(2Nj - 5Ns)t. 

La solution complete est finalement conditionnee par la reso
lution du systeme autonome, ce qu!on realise par approximations succes-
sives, a partir de la solution du systeme lineaire de Laplace-Lagrange. 
Le calcul du systeme autonome est pousse aux termes de degre 1, 3 et 5 
en variables a. et £. , pour les ordres 1 et 2 en masses, et pour les 
4 grosses planetes. 

En ce qui concerne le developpement des equations et des solu
tions, un programme ordinateur permet d'atteindre tous les termes de 
degre global inferieur ou egal a 5 dans les variables elliptiques : 
3 , z yZ >C et C > et ^es multiples de ±Nt inferieurs a 20. Lfextension 
aux degres superieurs est envisagee. 

Actuellement une tentative de raccordement des solutions du 
probleme general avec les developpements des theories a variations se
culaires decrites plus haut est envisagee. Elle devrait permettre, dans 
l'avenir d'etendre la duree de validite des theories de type classique 
qui restent tres precises sur un intervalle de temps d!environ 1000 ans 
mais qui se degradent au dela. 

II faut enfin rattacher a ce travail l'autre extremite de 
1'etude qui consiste a completer les solutions par des methodes nume
riques, en vue d'un ajustement complet a lfObservation. C'est le cas, 
en particulier, des perturbations de Pluton, essentielement sur Neptune 
et Uranus. Une integration, en series de polynomes de Tchebychev, des 
ecarts entre la solution de P. Bretagnon et le probleme complet est 
entreprise. A la suite d'un ajustement au modele d*observation d'Oester-
winter, des corrections significatives ont ete determinees. 
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2- RESULTATS DES THEORIES A VARIATIONS SECULAIRES. 
Nous avons developpe nos solutions dans les variables a, A, 

z - k + /-T/z, £ - q + /-Tp sous forme semi-numerique ou seules les lon
gitudes moyennes apparaissent explicitement, les autres elements etant 
substitues numeriquement. II est, en effet, impossible de conserver une 
forme entierement analytique qui conduirait a une fonction perturbatrice 
de plusieurs centaines de milliers dfarguments : les developpements 
doivent, en effet, etre pousses jusqu'a l1ordre 15 en excentricites-
inclinaisons pour le couple Terre-Mars et jusqu'a lfordre 70 en a (rap
port des demi-grands axes) pour le couple Venus-Terre afin d'atteindre 
la precision recherchee. Nous avons par ailleurs construit les derivees 
de nos solutions par rapport a toutes les constantes dfintegration ce 
qui constitue, avec les solutions semi-numeriques, une theorie entiere
ment analytique dans un petit domaine autour des constantes que nous 
avons choisies. Lfensemble des expressions intervenant dans les solu
tions et dans les derivees est donne sous forme fermee ce qui facilite 
la determination de la precision des resultats. 

Au depart nous avons cherche a construire les solutions par 
la methode iterative mais il n!a pas ete possible, pour les planetes 
inferieures, de determiner les arguments quasi-resonants a une preci
sion suffisante. Par contre, cette methode a donne de bons resultats 
pour les grosses planetes avec toutefois des difficultes de convergence 
dans les longitudes d1Uranus et de Neptune. 

Pour les besoins des planetes inferieures, nous avons utilise 
la methode d!accroissement par rapport aux masses et actuellement nous 
avons construit une solution au premier et au deuxieme ordre a la pre-

-4" -3" 
cision de 10 pour les planetes inferieures et 10 pour les grosses 
planetes. Nous avons de plus obtenu par la methode iterative une solu
tion developpee jusqu'a l1ordre 6 par rapport aux masses (jusqu'a la 
puissance cinquieme du temps dans les developpements de Taylor) pour 
les grosses planetes. C'est cette solution de la methode iterative que 
nous avons retenue pour les grosses planetes en l'ameliorant pour cer
tains arguments quasi-resonants a l'aide des resultats de la theorie au 
deuxieme ordre. Nous avons ainsi reduit les difficultes de convergence 
des longitudes d1Uranus et de Neptune. 

Au cours de ce travail, nous avons trouve des termes secu-
laires dans les demi-grands axes et cela des la deuxieme approximation 
dans lfordre des masses. Ces resultats ont confirme les termes secu-
laires du demi-grand axe deja trouves par J.L. Simon. Ces termes, negli-
geables pour les planetes inferieures, ne prennent une importance nume-
rique que pour Jupiter et Saturne. La methode iterative, developpee a 
un ordre eleve par rapport aux masses, a donne des resultats tres dif-
ferents pour ces termes. Par la troisieme loi de Kepler, le terme secu-

2 laire du demi-grand axe donne, dans la longitude, un terme en t qui 
atteint au bout de 1000 ans - 30f,f2 pour Jupiter et + 75',f4 pour Saturne. 
Nous donnons dans le tableau ci-dessous, pour Jupiter et Saturne, le 

https://doi.org/10.1017/S0074180900012523 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0074180900012523


CONSTRUCTION ET PRECISION DE NOUVELLES THEORIES PLANETAIRES 65 

terme seculaire du demi-grand axe obtenu a la deuxieme approximation 
dans la methode d'accroissement, sa valeur obtenue par la methode ite-

2 rative et le terme en t , qui resulte de cette derniere valeur dans la 
longitude. 

Terme seculaire du demi-grand axe. 

Planete 

Jupiter 
Saturne 

Terme seculaire de a en UA/an 
Ordre 2 1 methode iterative 

+ 0,624x 10"9 

+ 0,733x 10"9 

+ 1,886 x 10~y 

- 21,268x 10~9 

Terme en tz de 
la longitude 
en M/an2 

- 30,2 x I0"b 

+ 75,4 x 10"6 

Des comparaisons de nos solutions a des integrations numeriques internes 
ont donne pour les grosses planetes des ecarts ne depassant pas, sur un 
intervalle de 1000 ans, 073 en longitude et 071 pour les autres elements 
(excepte dans le cas des longitudes dfUranus et de Neptune pour les-
quelles les ecarts atteignent plusieurs secondes dans l'etat actuel de 
nos solutions). 

Nous avons, par ailleurs, compare la theorie de Le Verrier-
Gaillot a un prolongement sur 1000 ans de lfintegration numerique des 
Astronomical Papers of American Ephemeris (1951). Les ecarts entre ces 
deux solutions atteignent 60" en longitude et sont dus en partie a 1'ab
sence dans la theorie de Le Verrier-Gaillot des termes en t2 provenant 
des termes seculaires du demi-grand axe. Notons toutefois que la solu
tion de Gaillot a tres bien represents le mouvement de Jupiter entre 
1750 et 1907 et que cette solution lui a permis de determiner une remar-
quable valeur de la masse de Saturne : 1/3 499,8. L'UAI a propose en 
1976 a Grenoble 1/3 498,5. 

Pour Mercure, Venus et la Terre les comparaisons entre la 
theorie au deuxieme ordre et une integration numerique interne donnent, 
sur un siecle, des ecarts ne depassant pas 07007. Pour Mars, ces ecarts 
atteignent 07035. Nous avons examine la theorie de Mars que Clemence 
(1949) a publiee entre 1949 et 1961 et qui est developpee jusqu'au troi-
sieme ordre des masses. Clemence s'est etonne dfavoir des ecarts en lon
gitude atteignant 07042 par comparaison a lfintegration numerique de 
Herget qui couvre une periode de 35 ans. II considere que lfexplication 
la plus probable est une erreur dans les theories de Venus, la Terre, 
Jupiter et Saturne de Newcomb et de Hill qu1il a utilisees. Mais il en
visage egalement une erreur de l1integration numerique ou de sa theorie. 
Nous n1avons pas effectue sous forme analytique, une comparaison rendue 
difficile par le choix de variables differentes entre notre solution et 
la theorie de Clemence. Toutefois, nous avons trouve quelques termes des 
perturbations de la longitude moyenne au deuxieme ordre des masses qui 
dependent d*arguments que Clemence nfa pas retenu, par exemple : 
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+ 0',f2405 sin (10XT - 19*M + 3Xg) + 075124 cos (10XT - 19XM + 3Xg) 
- 0y0059sin (8XT - 16XM + 6\j) - 0V0362 cos (8XT - 16XM + 6Xj) 
- 070190 sin (X^ - lOX^ + 11XJ + 070236 cos (XM - 10XT + 11XM) 

Me 1 M. we l n 
Ceci explique probablement que les ecarts, qui atteignent 07042 en lon
gitude entre la theorie de Clemence et lfintegration numerique sur une 
periode de 35 ans, soient comparables a ceux que nous avons sur un 
siecle. 

Nous avons ameliore nos constantes dfintegration par comparai
son de notre theorie des huit planetes a lfintegration numerique d'Oes-
terwinter et Cohen. Les elements moyens issus de cette comparaison sont 
plus proches de ceux de Newcomb que de ceux de Le Verrier pour Venus et 
la Terre. C'est le contraire pour Mars. La theorie de Le Verrier donne, 
par exemple, la valeur moyenne de lfexcentricite pour 1950.0 : 
0,093 356 41; la valeur de Newcomb est 0,093 358 91; notre theorie donne 
0,093 355 39. La valeur de Clemence : 0,093 359 71 est voisine de celle de 
Newcomb. 

Apres avoir repris nos calculs avec les nouvelles constantes 
dfintegration, nous allons entreprendre la construction des perturba
tions du troisieme ordre par rapport aux masses afin d'ameliorer les 
theories des planetes inferieures, en particulier la theorie de la Terre. 
Une bonne connaissance du mouvement de la Terre est, en effet, indispen
sable car ce mouvement intervient dans toute comparaison a lfobservation 
de theories planetaires. Par ailleurs, une bonne theorie de la Terre est 
necessaire a lfamelioration des perturbations planetaires indirectes de 
la Lune. De plus, une amelioration des constantes dfintegration de la 
Terre agit directement sur le probleme central de la Lune par modifica
tion des constantes de ce probleme. 

Nous entreprendrons ensuite la necessaire comparaison de nos 
theories a lfobservation et il sera interessant de determiner de nou
velles valeurs des masses des grosses planetes. 
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ABSTRACT: At the Bureau of Longitudes the construction of 
planetary theories have been developed in three directions: A general 
theory of the motion of the four largest planets in the solar system 
is in the course of development at the Faculty of Sciences at Lille 
by L. Duriez (1977) following the methods of V. A. Brumberg and J. 
Chapront (1973). Theories of the classical type with secular variations 
of the motions of all of the planets from Mercury to Neptune are being 
completed at the Bureau of Longitudes. They are constructed by 
P. Bretagnon and J. L. Simon (1975, 1978). The numerical complement 
to all of these studies, numerical integration, a representation of 
the solution by Tchebychev series, are being carried out by P. Rocher 
as concerns the motions of minor planets, and by J. Piranx for the 
action of Pluto on Uranus and Neptune in the framework of theories 
with secular variations. 

DISCUSSION 

Message: Qu'est quecest la raison pour ces termes du deuxieme 
ordre dans les demi-axes? 

Bretagnon: Lfequation de Lagrange pour le demi-grand axe s'ecrit: 

Garfinkel: What is the perturbation method that you use in your 
theory? Is it anything like the method of von Zeipel or the 
method of Lie-series? 

Bretagnon: We are using the old method of Leverrier. 
Garfinkel: How does your theory compare with the work of Meffroy? 
Bretagnon: The only comparisons we have made were with the results 

of numerical integration. 

da = 2_ _9R 
dt na BM 

8R ou -JYJjr est proportionnel a G, constante de la gravitation. Par 
la troisieme loi de Kepler on a: n2a3 = G(l-hn) . 
j i da 2na w #w \ d o u : dT = ThT x 0(m)-
On voit don quef a la deuxieme approximation, cette equation aura la 
forme: 

£ -og!Uo< . *> + o <-') + ... 

Par consequent, les termes seculaires du demi-grande axe de la 
deuxieme approximation sont en realite d1ordre 3 par rapport aux 
masses. Ils proviennent, bien sur, de la partie indirecte de la 
fonction perturbatrice. 
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