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REPRESENTATIONS DE REDUCTION UNIPOTENTE
POUR SO(2n + 1), II : ENDOSCOPIE

J.-L. WALDSPURGER

Abstract. For the groups SO(2n + 1, F'), where F' is a p-adic field, we con-
sider the tempered irreducible representations of unipotent reduction. Lusztig
has constructed and parametrized these representations. We prove that they
satisfy the expected endoscopic identities which determine the parametrization.

CONTENTS
1 Les résultats 90
1.1 Calcul des caracteres sur les éléments compacts 90
1.2 Un résultat de transfert de fonctions 91
1.3 Transfert de représentations elliptiques 94
1.4 Démonstration du théoreme 2.1 de [11] 98
2 Trois lemmes de transfert pour des algebres de Lie 99
2.1 Le cas spécial orthogonal impair 99
2.2 Le cas spécial orthogonal pair 101
2.3 Le cas unitaire 103
2.4 Une expression a l'aide de transformées de
Fourier d’intégrales orbitales 105
2.5 Transformation de ’expression précédente 112
2.6 Calcul de facteurs de transfert 113
2.7 Démonstration du (ii) du lemme 2.2 118
2.8 Démonstration du (i) du lemme 2.2 122
3 Démonstration de la proposition 1.2 130
3.1 Descente du facteur de transfert 130
3.2 Calcul d’intégrales orbitales 139
3.3 Démonstration du (ii) de la proposition 1.2 142
3.4 Démonstration du (i) de la proposition 1.2 144
4 Annexe 149
Références 153

Received February 3, 2017. Revised August 12, 2017. Accepted August 13, 2017.
2010 Mathematics subject classification. 22E50, 11F70.

© 2017 Foundation Nagoya Mathematical Journal

https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30
https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30

88 J.-L. WALDSPURGER

Introduction

Cet article est la suite de [11], dont on utilise les définitions et notations.
Ces dernieres sont rappelées dans l'index a la fin de l'article. Le corps de
base F' est local, non archimédien et de caractéristique nulle. On note p
sa caractéristique résiduelle. Un entier n > 1 est fixé pour tout l'article.
On suppose que p > 6n + 4. On s’intéresse aux groupes Giso et G,y définis
en [11] 1.1. Le groupe Gig, est le groupe spécial orthogonal d’un espace Vig,
de dimension 2n + 1 sur ' muni d’'une forme quadratique Qiso et Gan est
le groupe spécial orthogonal d’un espace V,, de dimension 2n + 1 sur F
muni d’une forme quadratique Q. Le groupe Gigo est déployé et Gy en
est la forme intérieure non déployée. Pour un indice ff =iso ou an, on note
IrTunip,s ’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations admissi-
bles irréductibles de Gy(F') qui sont tempérées et de réduction unipotente,
cf. [11] 1.3 pour la définition de cette propriété. On note Irryyni, la réunion
disjointe de IrTunip,iso €t IITtunip,an- Pour une partition symplectique A de 2n,
fixons un homomorphisme algébrique py : SL(2; C) — Sp(2n; C) paramétré
par A, cf. [11] 1.3. On note Z(\) le commutant dans Sp(2n; C) de I'image
de pa. Soit s € Z(\) un élément semi-simple dont toutes les valeurs propres
sont de module 1. On note Z(s, A) le commutant de s dans Z(\), Z(A, s)
son groupe de composantes connexes et Z(\, s)V le groupe des caracteres de
Z(\, s). On a vuen [11] 1.3 que I'on pouvait présenter la paramétrisation de
Langlands sous la forme suivante : Irr¢unip est paramétré par I’ensemble des
classes de conjugaison (en un sens facile a préciser) de triplets (A, s, €), ou A
et s sont comme ci-dessus et € € Z(s, \)V. Le paramétrage a été obtenu par
différents auteurs : Lusztig, cf. [4] ; Moeglin, cf. [5] théoreme 5.2 ; Arthur,
cf. [1] théoreme 2.2.1. Nous utilisons les constructions de Lusztig. Le but de
I’'article est de prouver que les représentations qu’il a construites vérifient
les propriétés relatives a ’endoscopie qui caractérisent la paramétrisation.
Pour un triplet (), s, €) comme ci-dessus, on note 7(\, s, €) la représentation
qui lui est associée par Lusztig.

Soit (), s) comme ci-dessus et soit h € Z(), s) un élément tel que h% = 1.
Pour € € Z(\, 5)V on note €(h) la valeur de € en 'image de h dans Z(), s).
On définit la représentation virtuelle

(A s,h) = > 7\ s, e)e(h).

e€Z(\,s)V

Pour § =iso ou an, on note II4(\, s, h) la sous-somme ou 'on se restreint
aux € tels que (A, s, €) soit une représentation de Gy(F).
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Soit n1, ng € N deux entiers tels que ny1 + ny = n. Un tel couple détermine
une donnée endoscopique de Gis, ou Gy dont le groupe endoscopique est
G, iso X Gingiso (ce sont les groupes similaires & Gis, quand on remplace
n par mp ou ng). Soit (A1, s1,h1) et (Mg, s2, hy) des triplets similaires
au triplet (A, s, h) ci-dessus, relatifs aux entiers n; et ng. Supposons
que h; =1 et hg=1. Comme on l’a prouvé dans [6], les caractéres de
[iso (A1, 81, 1) et ITigo (A2, s2, 1) sont des distributions stables et, en identifi-
ant les représentations a leurs caracteéres, on définit le transfert a Giso(F') ou
Gan(F) de Tigo (A1, 51, 1) @ Iiso(Ag, S2, 1). A Paide des triplets (A1, s1, h1)
et (Mg, 2, he) et du couple (ng,ny), on construit naturellement un triplet
(A, s, h) pour lentier n, cf. [11] 2.1. En particulier, h a pour valeurs propres
1 avec la multiplicité 2n; et —1 avec la multiplicité 2ns.

THEOREME. Le transfert de Iliso(A1, 51, 1) ® Iliso(A2, 52, 1) @ Giso(F)
est Migo(A, 8, h). Le transfert de Tliso(A1, s1,1) @ Iiso(A2, 82, 1) @ Gan(F)
est —Ilan(A, s, h).

On a énoncé ce résultat en [11] 2.1 et on va maintenant le prouver.

La preuve reprend étroitement celle de [6]. On se ramene par induction
au cas ou les représentations considérées sont elliptiques au sens d’Arthur.
D’apres le résultat de [2], il suffit alors de comparer les valeurs de leurs
caracteres sur des éléments elliptiques fortement réguliers de nos différents
groupes. Ce sont les intégrales orbitales de leurs pseudocoefficients. On a
déja calculé ces derniers dans [6]. A Taide des travaux de Lusztig et de
I'involution que 'on a définie dans [6] (on a repris sa définition dans [11]),
on obtient une expression des caracteres en termes d’intégrales orbitales
de fonctions de Green. Ces fonctions ont été définies sous leur forme la
plus générale par Lusztig. Elle vivent sur des groupes finis mais on en
déduit par un procédé usuel d’inflation des fonctions sur nos groupes
Giso(F) et Gan(F) (ou leurs groupes endoscopiques). Il reste & démontrer un
résultat de transfert entre fonctions de Green. Ces fonctions étant a support
topologiquement unipotent, on descend facilement aux algebres de Lie. On
se rappelle que, d’apres Harish-Chandra, la transformée de Fourier d’une
intégrale orbitale est une distribution localement intégrable et peut donc
étre considérée comme une fonction. Selon une idée qui remonte a Springer,
on a exprimé dans [9] puis dans [6] les intégrales orbitales des fonctions
de Green comme des combinaisons linéaires explicites de transformées de
Fourier de certaines intégrales orbitales relatives a des éléments semi-simples
réguliers. Puisque le transfert endoscopique commute & des constantes
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pres aux transformations de Fourier, on est ramené a transférer de telles
intégrales orbitales, ce qui est a peu pres tautologique.

Comme on l’a dit, ce schéma de démonstration se trouve déja dans [6]
ou on s’était limité a prouver des résultats de stabilité. Pour obtenir les
égalités endoscopiques, il suffit de poursuivre les calculs un peu plus loin.
Ce n’est sans doute pas tres passionnant, mais les calculs sont suffisamment
compliqués pour mériter, a ce qu’il nous semble, d’étre présentés en détail.
Ces calculs sont en particulier compliqués par la présence de constantes
terrifiques. A I’évidence, les normalisations de nos divers objets que nous
avons choisies ne sont pas les bonnes. Il nous a toutefois semblé préférable
de les conserver, car cela permet de rendre compréhensibles les références a
nos articles antérieurs.

81. Les résultats

1.1 Calcul des caractéres sur les éléments compacts

Pour tout groupe réductif défini sur F' ou F, (qui est le corps résiduel de
F), noté H, on note par la lettre gothique h son algebre de Lie. Fixons un
caractere continu g : F' — C* de conducteur I'idéal maximal wo. Pour § =
iso ou an, 'algebre de Lie gy(F') s’identifie naturellement & un sous-espace
de T'algebre des endomorphismes de V4. Ainsi, trace(XY') est bien définie
pour X, Y € gy(F). On introduit une transformation de Fourier f f dans
C°(gs(F)) par la formule usuelle

f(x) = / F(¥)ip(trace(XY)) dY.
gy (F)

Le mesure dY est la mesure de Haar sur g4(F') qui est autoduale, c’est-a-dire

que f (X) = f(—X) pour tous f, X. L’exponentielle exp est bien définie dans
un voisinage de 0 dans g4(F'), a valeurs dans un voisinage de 1 dans Gy(F).
On munit Gy(F') de la mesure de Haar telle que le jacobien de '’exponentielle
vaille 1 au point 0.

Soit x € G4(F) un élément fortement régulier et compact (cf. [11] 1.2).
Soit f € C°(Gy(F)). On définit I'intégrale orbitale

I, ) =D%@)" [ g trg) dy
Gy(F)
ot D% est le module de Weyl usuel. Si maintenant f = (fisos fan) €
CP(Giso(F)) @ CX(Gan(F)) et si x € Gy(F) est comme ci-dessus, on pose
J(@, [)=J(z, f3).
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On a défini un espace RP?" en [11] 1.5. On définit une application linéaire
U RPY — OF°(Gigo(F)) ® CX(Gan(F)) de la fagon suivante. Par linéarité,
il suffit de fixer § =iso ou an et (n',n”) € Dy(n), et de la définir sur la
composante C;, ® Cp,, de RP*. Soit donc ¢ € €, ® C}, 4. Clest une
fonctlon sur SO(2n +1;Fy) x O(2n")4(F,). On mtrodult le sous-groupe

o de Gy(F), cf. [11] 1.2. Le groupe précédent s’identifie a Kff o/ By -
Alors ( apparait comme une fonction sur K i Invariante par K, . On
la prolonge par 0 hors de Kn’,n” et on la multlphe par mes(Kf,n ) 1. On
obtient un élément de C°(G4(F')) qui est I'une des composantes de V().
L’autre composante est nulle.

Soit ff =iso ou an et soit m € Irrypip ¢, cf. [11] 1.3. Pour f € C(Gy(F)),
on définit Popérateur 7(f). Il est de rang fini et possede une trace. D’apres
Harish-Chandra, il existe une fonction localement intégrable ©, sur Gy(F),
localement constante sur les éléments fortement réguliers, de sorte que

trace(m(f)) :/G( )@,T(:c)f(:v) dx
f

pour tout f. Posons fr =W o proj.,, o Res(w), avec les notations de [11]
1.5.

PROPOSITION. Soit x € Gy(F) un élément fortement régulier et compact.
On a l’égalité
D% (x)l/QG)Tr(x) = J(JI, f7r)

Cela résulte de [6] théoreme 1.9 et lemme 4.2.

1.2 Un résultat de transfert de fonctions

Pour § =iso ou an et pour f € C*(G4(F)), on dit que f est cuspidale si
et seulement si ses intégrales orbitales sont nulles en tout point fortement
régulier et non elliptique de Gy(F). On note Cgy,(Gy(F')) l'espace des
fonctions cuspidales. L’application ¥ : RP* — C2°(Giso(F')) & C°(Gan(F))
introduite en 1.1 envoie l'espace Rensp de [11] 1.5 dans O, (Giso(F)) @
Cé’ffsp(Gan(F )). Pour un élément f de ce dernier espace, on note fiso €t fan
ses deux composantes.

Il nous faut adapter les définitions usuelles de ’endoscopie a notre cas
ol nous travaillons simultanément avec nos deux groupes Gis, €t Gan. Pour
z,Y € Giso(F) UGan(F), on dit que z et y sont conjugués si et seulement si
il existe § = iso ou an tels que x,y € G3(F) et x et y sont conjugués par un

élément de Gy(F). Il y a une correspondance bijective entre les classes de
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conjugaison stable dans Giso(F’) formées d’éléments elliptiques et fortement
réguliers et les classes de conjugaison stable dans Gy, (F') formées d’éléments
elliptiques et fortement réguliers. Appelons classe totale de conjugaison
stable (formée d’éléments elliptiques et fortement réguliers) la réunion d’une
telle classe dans Giso(F') et de celle qui lui correspond dans Gan(F'). On sait
d’ailleurs que chacune de ces classes contient le méme nombre de classes de
conjugaison (ordinaires).

Soit f € Conep(Giso(F)) @ Conep(Gan(F)) et soit x € Giso(F) un élément
fortement régulier et elliptique. On définit I'intégrale orbitale stable S(z, f)

par
=> Iy, ),
Y

ou y parcourt les éléments de la classe totale de conjugaison stable de x,
a conjugaison pres. On note z(z) le nombre de termes y intervenant dans
cette somme. Pour § =iso ou an et f € C°(Gy(F)), on définit S(x, f) en
considérant que f est un élément de CgYy,(Giso(F7)) @ Congp(Gan(F7)) dont
la composante sur G(F) est la fonction donnée et dont ’autre composante
est nulle.

Soit (n1, n2) € D(n). Ce couple détermine (& conjugaison pres) un élément
h € Sp(2n; C) tel que h? =1 et une donnée endoscopique de Gigo ou Gan
dont le groupe endoscopique est G, iso X Gnaiso, cf. [11] 2.1. On note Ay, le

facteur de transfert relatif a cette donnée (il est uniquement déterminé).

Remarque. Comme on I’a expliqué en [11] 2.1, quand on travaille comme
nous le faisons avec nos deux groupes Gig, et Gayn, les données endoscopiques
associées a (ni1,n2) et (n2,n1) ne sont pas équivalentes si ny # na (les
facteurs de transfert Ay et A_p sont égaux sur Giso(F') mais opposés sur
Gan(F)). Dans le cas ny = ng, la permutation des deux facteurs du groupe
endoscopique n’est pas un automorphisme de la donnée.

Soit f € Cisp(Giso(F)) ® Cisp (Gan(F)) et (21, ©2) € Gy jiso(F) X Ghyiso
(F') un couple n-régulier formé d’éléments elliptiques. On entend par n-
régulier le fait que la classe de conjugaison stable de (zj, x2) correspond
par endoscopie a une classe de conjugaison stable fortement réguliére dans
Giso(F'). On pose

Jendo

x17x27 ZAh $1,ZL’2 ) (ZL‘, f)a

ou z parcourt les éléments de Gigo(F')U Gan(F) fortement réguliers et
elliptiques, & conjugaison pres. Bien str, on peut se limiter aux éléments
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dans la classe totale de conjugaison stable qui correspond a (z1,z2) (en
dehors, les facteurs de transfert sont nuls). La somme est donc finie. Dans
le cas ot g =n et ng =0, ou (x1, x2) se réduit & un seul élément = = 1,
on retrouve la définition précédente : J (21, 29, f) = S(x, f). Comme ci-
dessus, pour f =iso ou an et f € C°(Gy(F)), on définit J°"(zy, 29, ) en
considérant f comme un élément de Cgy, (Giso(F')) © Congp(Gan(F')) dont
une composante est nulle.

Soit  (n1,n2) € D(n), f€ ngsp(GiSO(F)) ® O(?Ssp(Gan(F))7 1€ C(?t?sp
(Gm,iSO(F))@ Ccol?sp(Gm,an(F)) et fa € Cé)l?sp(Gn%iSO(F))@ ngsp(an,an(F))-
On dit que fi ® f2 est un transfert de f relatif & (ny,n2) (ou & h) si et
seulement si on a 1’égalité

S(z1, f1)S(x2, f2) = J™ (21, 22, f)

pour tout couple n-régulier (z1, z2) € Gy, iso(F') X Gpy iso(F) formé de deux
éléments elliptiques.

Soit (r/, 7", N', N") €T, cf. [11] 1.8, et soit ¢’ € C[Wnr]eusp €t @ €
(C[WN//]CuSp. Pour un nombre réel z, on note [z] sa partie entiére. Posons

, ,,4/_’_,,4// ,,4/_’_,,4// y TI+TI/+1
Ty = sup 5 ,— > -1, =

2
R/ ron
ré:sup<[r 274},—[74 2T]—1>, rh =

7“' _ 7“” + 1
2
"2

n1:r§2+r'1+r’1'2+N’, n2:r§2+r’2+r2 + N”,
(N{7N{,):<N,7O)ﬂ (N57N5,>:(N//70>7
= (Tll7r/1/7 N{7N{/)7 ’)/2:(7“/2,7‘/2/, Né,Nél)-

)

)

D’apres la relation (2) du paragraphe 4 ci-dessous, la définition de ni et ngy
peut se récrire

(T/ + 70//)2 4 (7”/ 4 74// 4 1)2 -1

ny = 1 + N,,
ny — (’I”/ o ?”/’)2 4 (T:l_ 7“” 4 1)2 -1 N N”.

On vérifie que (ni,n2) € D(n), que 1 €Ty, et y2 €Tyy,. L'élément ¢
peut étre considéré comme un élément de Reusp(71) et I'élément o peut
étre considéré comme un élément de Reusp(72). Posons ¢ = ¢ @ ¢”. Clest
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un élément de Reusp(7y). Posons

f=Wokop(p), fi=Vokop(y),  fo=Vokop(y),

avec les notations de [11] 1.9, 1.10. Bien sir, dans les deux dernieres
définitions, ce sont les applications W, k et pv relatives & n; et ng qui
interviennent.

PROPOSITION.

(i) Sous les hypothéses ci-dessus, fi @ fa est un transfert de f relatif a
(nl, ng) .

(ii) Pour (ni,n2) € D(n) différent de (ni,n2), le transfert de f relatif a
(f1, n2) est nul.

Nous démontrerons cette proposition dans la section 3. Nous 'admettons
pour la suite de la présente section.

1.3 Transfert de représentations elliptiques
Soit (n1, n2) € D(n), auquel on associe un élément h € Sp(2n; C) tel que
h%=1. Soit ()\17 S1; 1) € GStnhunip,disc et ()\27 52, 1) € thg,unip,discy cf. [11]
2.4. Comme en [11] 2.1, on associe a ces données un triplet (A, s, h) €
¢noo unip—disc-
THEOREME. On a les égalités
transferty, i (Iiso (A1, 51, 1) @ Iiso(A2, 82, 1)) = Tiso(A, 5, h) 5
transferty, ., (Iiso (A1, 51, 1) ® Iliso(A2, 82, 1)) = —Ilan(A, s, h).
Preuve. Notons respectivement ©1 iso, ©1,an, O2is0, ©2,an, Oiso €t Oan
les caracteres-fonctions des représentations Iligo(A1, s1, 1), Ian(A1, s1, 1),
Hiso()\27 S92, 1), Han()\g, S92, 1), HiSO()\a s, h) et Han(/\, s, h) Les égalités a
démontrer se traduisent par des égalités entre ces caracteres. Toutes les

représentations intervenant sont elliptiques. D’aprés [2] théoreme 6.2, il
suffit donc de démontrer ces égalités restreintes aux éléments elliptiques des

différents groupes. Ecrivons ces égalités. Posons sgny,, =1 et sgn, = —1.
Pour § =iso ou an et pour z € Gy(F) fortement régulier et elliptique, on
doit avoir
D% (x)'/20y(x)
= sgy Z DCrmiso (g1 )Y2 Do ivo (1) V2 AL (21, 72), @)
@122
(1) X O1iso(21)O2,is0(72),

https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30

REPRESENTATIONS DE REDUCTION UNIPOTENTE POUR SO(2n + 1), II : ENDOSCOPIE 95

ou x1, respectivement xo, parcourt les éléments fortement réguliers et
elliptiques de Gy, iso(F'), respectivement G, iso(F'), & conjugaison stable
pres. Ici encore, on peut se limiter aux couples (z1, x2) correspondant par
endoscopie a la classe de conjugaison stable de x. La somme est finie.
Posons f1 = W 0 projes, © Res oD o II(A1, 51, 1), fa = W 0 proje,g, © Res o
D oTI(A2, s2,1), f =W oprojes, o ResoD oll(A, s, h). Pour f=iso ou an,
on a I’égalité proje,s, o Res oD o IIy(A, s, h) = (—1)" sgny proje,s, © Res oIl
(A, s, h), cf. [6] corollaire 5.7. D’apres la proposition 1.1, on a donc 1’égalité

DO (2)!204(z) = (—1)" sgn, J (=, f).

On a des égalités analogues pour ©1(x1) et O2(x2). Ces dernieres égalités
entrainent

(2) soit j=1,2, fij =iso ou an, xj € Gp;iso(F) €t y; € Gy, 3, (F) ; sup-
posons que x; et y; sont fortement réguliers et elliptiques et que leurs classes
de conjugaison stable sont égales si §; = iso ou se correspondent si §; = an,
alors J(xj, fj) = J(yj: f5)-

Cela traduit le fait que © 5, est stable et que —©; ., en est son transfert,
of. [11] 2.1.

Parce que les facteurs de transfert valent £1 et sont donc a valeurs réelles,
Pégalité (1) se récrit

(3) J(@, f) =Y An((w1,@2), 2)J (21, f1)J (w2, f)

x1,T2

pour tout = € Gigo(F') U Gan(F') fortement régulier et elliptique.

La propriété de base de I’endoscopie est que les intégrales orbitales J(z, f)
sont déterminées par les intégrales endoscopiques J°(Zy, Zy, f) quand
(n1, ng) décrit D(n) et (Z1, Z2) € Gy iso(F) X Ghyiso(F') décrit les couples
n-réguliers formés d’éléments elliptiques. Donc (3) équivaut, pour toutes
données (11, n2) et (Z1, T2) comme ci-dessus, & ce que l'on ait ’égalité

Jendo 371,.%2, ZA xl,l'g )J( f)

_ZA (%1, T2), ZAh w1, 12), x)J (21, f1)J (72, f2),

1,72

ou 'on somme sur les éléments x € Gigo(F') U Gan(F) fortement réguliers et
elliptiques modulo conjugaison. On a noté h I’élément de Sp(2n; C) tel que
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h? =1 associé & (ny, fg). On récrit 'égalité ci-dessus :

Jendo .%'1,162, Z J xlafl x27f2) ZAﬁ(('fl?j?)ax)Ah(($17x2)7x)'

T1,T2

La somme intérieure en x est nulle sauf si (7q, ng) = (n1, n2) et, a conju-
gaison stable pres, (Z1, Z2) = (z1,x2). Si ces conditions sont vérifiées, la
somme vaut le nombre de x, pris a conjugaison pres, qui interviennent
dans la somme. C’est le nombre z(x) défini en 1.2 pour un quelconque de
ces z. Or on vérifie facilement 1’égalité z(x) = z(Z1)z(Z2). Dans le cas ou
(f1, n2) = (n1, n2), on obtient donc

T3y, g, f) = 2(21)2(T2) T (1, 1) I (T2, f2).

Mais la propriété (2) entraine que, pour j =1, 2, 2(z;)J(Z;, f;) = S(Z;, ;).
L’égalité ci-dessus se transforme en

Jendo(xlv 1’2, f) = S(i'la fl)S(jQ) f2)

Autrement dit, f; ® fo est un transfert de f. Résumons : Iégalité (3)
équivaut aux assertions

(4)(a) f1 ® fo est un transfert de f relatif & (ny, n2) ;

(4)(b) pour (n1, n2) € D(n) différent de (n1, n2), le transfert de f relatif
a (ny, ng) est nul.

Calculons f. D’apreés le lemme 2.3 de [11] et parce que FP?' est une
involution, on a proje,s, = FP* 0 proj,s, © §**. Par définition de §**", on
a aussi §P?* o ResoD = ResoD o F. D’ou

f =V o FP* o proj.,, o ResoD o FoII(A, s, h)
= U o FP* 0 proje,s, 0 Res oD o II(A, A, s).

La décomposition de A associée a h est A = A1 U Aq. Il résulte des définitions
que

H()\, h, S) = Z 7[‘()\1, €1, )\2, 62)61 (81)62(82),

€1,€2

ot (€1, €3) parcourt {£1}7ordep(M) 5 f41}Jordbp(A2) ot les termes e (sq)
et es(s2) sont définis en interprétant €1 et e; comme des éléments de
Z(\1,1)Y et Z(A2,1)Y, cf. [11] 1.3. La proposition [11] 1.11 calcule Res oD
(m(A1, €1, A2, €2)).
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Changement de notations. Dans la formule de cette proposition figure un
isomorphisme j entre deux espaces, I'un d’eux étant ’espace R. Distinguer
ces deux espaces nous a été utile dans la deuxiéme section de [11].
Maintenant, cela ne nous sert plus. Pour simplifier, on identifie par j les
deux espaces en question et on fait disparaitre j de la notation.

On obtient

ResoD o II(A, h, s) = Z €1(s1)€e2(s2)Rep o (P ® p/\27€2).

€1,€2

Les applications Rep, k, FP* et pt commutent aux projections cuspidales.
De plus, FP?" o Rep = k. Il en résulte que

F=2 eilsi)ea(s2)¥ 0 k0 pr o projesy(Pr, e © Payer)-

€1,€2

Un calcul analogue s’applique a fi et fo. On a cette fois F()\;, s, 1) =
(Aj, 1,s5) pour j=1,2 et la décomposition de A; associée a 1 est \j =
A; U0Q. Autrement dit, les secondes composantes de la formule ci-dessus
disparaissent. On obtient

fl _ Z 61(31)\11 oko pL o projcusp(p)\hﬁl)’

€1

Jo = Z 62(82)\1] oko pLo projcusp(p)\g,eg)a
€2
ou les représentations py, ., et p,, ., sont assimilées a des produits ten-

soriels dont le second terme est trivial. Pour (ej, €g) € {£1}7ordr(M) x
{il}JordbP()‘Q), posons

f61,€2 =WVoko projcusp(p)q,el @ p)\z,ez)v
f€1 =WVoko projcusp(p)\l,el)7
f62 =Woko projcusp(p)\g,ez)‘
Les propriétés (4) résultent des propriétés suivantes, pour tout (e, €2) :
(5)(a) fo, @ fe, est un transfert de fe, , relatif & (nq, n2) ;
(5)(b) pour (n1,n2) € D(n) différent de (ni, n2), le transfert de fe,
relatif & (71, ng) est nul.

Fixons €] et e2. A (A1, €1) et (Mg, €2) sont associés des couples (ky, Ny)
et (k2, N2), puis un triplet v = (r/, 7", N1, Na) € T, cf. [11] 1.11. L’élément
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POjeusp(Pr.e; @ Pag,e,) aPPartient a Reusp(y). De méme, en remplagant n
par n; pour j =1,2, a ()}, ¢) sont associés des termes ~y; et 7o analogues.
Ainsi qu’on I’a remarqué ci-dessus, il faut considérer que (\;, €;) est le pre-
mier couple d’un quadruplet ()\;r, e;r, )\;, e;) dont le second couple est triv-
ial. On voit que ; est de la forme (r}, r7, Nj, 0). L’élément projeus, (P, ;)
appartient & Reusp(7;). En considérant la recette de [11] 1.11 qui calcule
o e, rh, vl en fonction de ky et ko, on constate que 7, v, rh, 7l se
déduisent de (17, r”) par les formules de 1.2. On est alors dans la situation de
ce paragraphe, les fonctions ¢’ et ¢” étant respectivement projcusp(pkl’q)
et PrOjcusp(Pag.c,)- L@ proposition 1.2 affirme que les propriétés (5)(a) et
(5)(b) sont vérifiées. Cela acheve la démonstration. [

1.4 Démonstration du théoréme 2.1 de [11]

Soit h € Sp(2n; C) tel que h? = 1, auquel est associé un couple (ny, ng) €
D(n). Pour j=1,2, soit (\j,sj,1) € &ty tunip- Pour j=1,2, notons
UbeB; {5j.6s s;bl} I’ensemble des valeurs propres de s; autres que 1 et notons

A =ATUN U Ve Ue)
bEBj
la décomposition de A; associée a sj, cf. [11] 2.1. Posons \jo= /\j UAS,
njo0=S(Nj0)/2 et m;p=S(\;p) pour b € B;. Introduisons un sous-groupe
parabolique P; de an,iso de composante de Levi

M] = ( H GL(mjjb)> X anp,iSO‘

beB;
Pour tout b € Bj, soit x; le caractére non ramifié de F'* tel que x;4(w) =
s;jp- L’élément s; se restreint en un élément s;o € Sp(2n;0; C) de sorte
que Ajo = )\;r U )\j_ soit la décomposition de A;o associée a cet élément.
Introduisons la représentation de M;(F)

95 = <® (xjpo det)st,\jyb> @ Iiso(Aj05 85,05 1)
bGBj

(on rappelle que st,, est la représentation de Steinberg de GL(m; F')). Il est
connu que

Gn',iso
Hiso(/\j7 S5, 1) = Inde ! (Uj)'

Introduisons le triplet (A, s,h) associé a h, (A, s1,1) et (Mg, s9,1).
Posons ng =ng,1 + ng2. Soit § =iso ou an. Dans le cas f = an, supposons
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provisoirement que ng = 1. On introduit un sous-groupe parabolique P de
G4 de composante de Levi

M= ( 11 GL(mj,b)> X G -

j=1,2,b€B;

Parce que 1’élément h commute a s, il se restreint en un élément hg €
Sp(2no; C) et la représentation IIy(Ao, so, ho) de Gy g(F') est bien définie.
On introduit la représentation de M (F')

o= ( ® (Xjb Odet)st,\j,b> ®@ Iy (Mo, S0, ho)-

j=1,2,beB;

On vérifie que
I (M, 5, h) = IndS* (o).

Pour j=1,2, le triplet (\jo,Sj0,1) appartient a thj’munip,quad. Le
théoreme 1.3 entraine que

Hﬁ()\o, S0, ho) = sgny transfertho,ﬁ (Hiso()\O,la 80,15 1) X Hiso()\og, 80,2, 1))

Le transfert transferty,y se prolonge en un transfert entre les groupes
My x My et M (le transfert étant 'identité sur les composantes GL(m;y)).
Pour celui-la, o1 ® o2 se transfere en sgny 0. Mais on sait que le transfert
commute a I'induction. Il résulte alors des descriptions ci-dessus que

Hﬁ()\, S, h) = sgny transferth7ﬁ(l'[iso()\1, 81, 1) ® Hiso()\27 S92, 1))

Dans le cas particulier ou § =an et ng=0, il n’y a plus de sous-groupe
parabolique P. Le membre de droite ci-dessus est nul car c’est le transfert
d’une induite a partir d’un sous-groupe parabolique qui n’est pas relevant
pour Gy. Le membre de gauche est nul lui aussi car, d’apres la relation [11]
1.3(1), toutes les composantes irréductibles de II(\, s, h) vivent sur l'unique
groupe Gigo(F'). L’égalité ci-dessus est donc aussi vérifiée dans ce cas
particulier. Elle démontre le théoreme 2.1 de [11]. [

82. Trois lemmes de transfert pour des algebres de Lie

2.1 Le cas spécial orthogonal impair
Cette section et la suivante s’appuient sur les calculs déja faits dans [6].
On n’a guere envie de reproduire ces calculs, ni les définitions compliquées
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des objets qui y apparaissent. On se contentera d’indiquer les références
nécessaires. Dans cette section, on va énoncer des lemmes de transfert pour
des algebres de Lie. Il y a trois cas : le cas spécial orthogonal impair, le cas
spécial orthogonal pair et le cas unitaire. Les preuves sont similaires dans
les trois cas (et beaucoup plus faciles dans le dernier). On n’écrira que celle
concernant le cas spécial orthogonal pair, qui est le plus subtil. Dans ces
trois paragraphes, on oublie les objets n, Gis, et Gan précédemment fixés
afin de libérer ces notations. On va introduire de nouveaux entiers n et on
conserve ’hypothese p > 6n + 4.

Dans ce paragraphe, on considére un entier n > 1 et un élément 7€
F*/F*2. On construit comme en [11] 1.1 les deux espaces quadratiques
(Viso, Qiso) et (Van, Qan) définis sur F' tels que dimp(Vigo) = dimp(Van) =
2n 4+ 1 et N(Qiso) = N(Qan) = n. On note Gigo et Gy leurs groupes spéciaux
orthogonaux. On consideére quatre entiers r’, v, N', N” € N tels que

2 402 L 2N + 2N =20 + 1,
=1+ valp(n) mod 27Z, r" =valp(n) mod 2Z.
On pose N = N’ + N”. On a défini en [6] 3.11 et 3.12 une application
Q' ")l o p oty v C[War]ensp @ C[Wam]eusp
— Cousp(iso(F)) & Cigp (gan(F))

(en [6], I'indice cusp était remplacé par ell mais le sens était le méme).
Rappelons que, pour m € N, les classes de conjugaison dans W,, sont
paramétrées par les paires de partitions (a, 3) telles que S(a)+ S(5) =
m. Pour w € W,,, notons ¢,, la fonction caractéristique de la classe de
conjugaison de w. Alors C[Wm]cusp a pour base les ¢, quand w décrit,
a conjugaison pres, les éléments dont la classe est paramétrée par un couple
de partitions de la forme (0, 8). On fixe des éléments w' € Wiy et w” € Wyn

dont les classes sont paramétrées par des couples de cette forme. On pose
f _ Q(T‘/, T//)Lie o p}‘v o LN’,N”(QOw’ (39 ngN).

Soit (n1, na) € D(n). A ce couple est associée une donnée endoscopique de
Giso €t Gan. On utilise les mémes définitions qu’en 1.2. Celles-1a s’appliquent
aux algebres de Lie, c’est-a-dire qu’il y a un transfert de Cgg,(giso(F)) @
C (gan(F)) dans

cusp
(CCOSSp(gnLiSO(F)) S5 Cﬁgp(in,an(F)))
® (C(?l?sp(gnz,iSO(F)) @ ngsp(gnz,an(F))) .
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On le note transfert,, ,,. Le facteur de transfert est uniquement défini. Les
formules en sont données en [9] proposition X.8. Il convient de supprimer les
discriminants de Weyl de ces formules, que I'on a incorporés aux intégrales
orbitales. Le 7 de la définition X.7 de [9] n’est pas notre présent 7, c’est
(=1)"n.

Fixons ny,m2 € FX/F*? tels que nmm2=mn. Notons t; 1'élément de
I’ensemble {TI“;IH, r’+g”fl} qui est de la méme parité que 1+

valp(m1). Notons t] l'autre élément. Notons ¢, I’élément de ’ensemble
{|T/_TNH'1 |r’—7"”\—1}
2 2

qui est de la méme parité que 1+ valp(n2). Notons
ty Pautre élément. Définissons deux entiers ny et ng par les formules

oy + 1=t +t24+2N', 24+ 1=1tF + 52 +2N",
qui sont équivalentes a

/ 11\2 / 11\2
~1 —r)2 -1
S e 0 el T4) LN, e UL

On vérifie que ny +mng =n. Pour j=1,2, on peut considérer Gy, iso €t
Gp, an comme les groupes spéciaux orthogonaux d’espaces quadratiques de
discriminants 7;. On peut donc appliquer la méme construction que ci-
dessus, ol le couple (N/, N”) est remplacé par (N, 0) si j =1 ou par (N”,0)
si 7 = 2. Cela nous permet de définir les éléments

h= Q(tllv t/ll)Lie 0 pnr © LN’,O(‘Pw’) € ngsp(gnLiSO(F)) D ngsp(gm,an(F))v
fo = Q(th, t5)M° 0 piw 0 Ly 0(Pur) € Congy (s iso (F)) @ Conep (0 an(F))-

Notons sgn 'unique caractére non trivial de o0*/0*2. Définissons une
constante C' par les formules suivantes :
. o1 -
sir” <r', C=sgn(—1)" 2  sgn(—mw ValF(m))ValF(”) :
/ 1

sir <1’ C=sgn(—1)" T sgnop(w”) sgn(—mngeo— valr(n2))14vale(n)

LEMME.

(i) On a légalité transfert,, ,,(f) =Cf1 @ fo.
(ii) Soit (n1,n2) € D(n) un couple différent de (ni,na). Alors
transfert, ,(f) =0.

2.2 Le cas spécial orthogonal pair
Dans ce paragraphe, on considére un entier n > 1 et un élément n €
F*/F*2. On exclut le cas n=1, n=1. On construit comme en [11] 1.1
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les deux espaces quadratiques (Viso, Qiso) €t (Van, Qan) définis sur F' tels
que dimp(Viso) = dimp(Van) = 2n et 1n(Qiso) = N(Qan) =1. On note Gy jso
et Gyan leurs groupes spéciaux orthogonaux. On considere quatre entiers
r', ", N', N” € N tels que

7% + 7" + 2N’ + 2N" = 2n,
r' =r" =valp(n) mod 2Z.
On pose N =N’ + N”. On a défini en [6] 3.11 et 3.12 une application

Q(T/, r//)Lie o p}(\f o LN N C[WN’]CuSp X C[WN”]CuSp

= Ceusp(On,iso(F)) © Coiep (@n,an (F))-

On fixe des éléments w’ € W+ et w” € Wy~ dont les classes de conju-
gaison sont paramétrées par des couples de partitions de la forme (0, 3') et

(@, 8”). On pose
_ 1\ Lie *
[=Q0", )" opyoin N (Puw @ Pur).

Remarque. Dans le cas ou 1’ = 1" = 0, cette fonction est nulle si le couple
(w', w") ne vérifie pas la relation sgn(nw = Y2r M) sgnsp (w') sgnop(w”) = 1.

Soit (n1,n2) € D(n) et soit n1,mp € F*/F*2 tels que n=mmn. A ces
objets est associée une donnée endoscopique de Gy iso €t Gy an. Le groupe
endoscopique de cette donnée est Gy, iso @ Gnyp.iso- De nouveau, il y a
un transfert de Cosg, (n,iso(F)) © Cotep (8n,an(F)) dans

cusp

(Cé)l?sp(gm,m,iSO(F)) D Cﬁsp(gm,m,an(F)))
@ (Ccoffsp(gm,nz,iSO(F)) @ CCOSSp(gnz,nman(F))) .

On le note transfert,, y, n,n.- Il y a un choix naturel de facteur de transfert.
Les formules en sont données en [9] proposition X.8. Il convient encore d’en
supprimer les discriminants de Weyl. Le 7 de la définition X.7 de [9] n’est pas
notre présent 7, c¢’est (—1)"n. On note Ay, p; nom, ce facteur de transfert.

Posons
‘T’/ _ T’”|

2

A/
th =1t =
Définissons deux entiers ni et ny par les formules

2ny =t + {2 +2N',  2no =17 + 3% + 2N,
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qui sont équivalentes a

/ 112 /N2
nlz(r—zr)_|_]\]'/’ n2:(T4T)+N’"

On vérifie que nq + ng = n. Fixons 0y, ny € F* /F*2 tels que n1m2 =1 et
(1) valgp(m)=t)=t{, mod 27, valp(ne) =th =t , mod 2 Z.

Pour j =1, 2, on peut appliquer la méme construction que ci-dessus a n; et
nj, ou le couple (N', N”) est remplacé par (N’,0) si j =1 ou par (N”,0) si
j = 2. Cela nous permet de définir les éléments

frm = Q1 1) 0 s © e o(Pur)

€ Colisp(@n1myiso (F)) & Cip (Inymr,an (F)),
fomy = Qlth, 5) 0 piw 0 Ly o(pur)

€ Conp(Bna,m2,is0(F)) @ Coep (ns,m0,an (F))-

Définissons une constante C,, ,, par les formules suivantes :
si 1’ < T/’ 07717772 = Sgn(772w_ Valp(m))valF(n) ;
sir! <1, Cyymy = sgn(—1)"702) sen - (w”) sgn(no™ V2lr(2))1+vale ()

LEMME. Soit n1,m2 € F*/F*? tels que mng = 1.

(i) Si (1) est vérifié, on a l'égalité tmnsfertm,m’mm(f) =Chmfiym @
f27772'

(ii) Soit (1, n2) € D(n). Supposons que (ni, n2) # (n1,n2) ou que (1) ne
soit pas vérifié. Alors transferty, . n. . (f)=0.

La démonstration de ce lemme occupe les paragraphes 2.4 a 2.8.

2.3 Le cas unitaire

Dans ce paragraphe, on fixe une tour d’extensions finies non ramifiées
E/E"/F, avec [E:E% =2, et un entier d>1. On considere les espaces
vectoriels V' sur E, de dimension d, munis d’une forme hermitienne non
dégénérée (), relativement a ’extension E/Eh. De nouveau, il y a deux
classes d’isomorphie de couples (V, @), qui se distinguent par la valuation du
déterminant de @ (ce déterminant est un élément de E%* / normep, /s (B,
sa valuation est I'image de ce terme dans Z/2Z par application valg,). On
note (Viso, Qiso) celui pour lequel cette valuation est paire et (Van, Qan) celui
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pour lequel cette valuation est impaire. On note Giso et Gan les groupes
unitaires de ces espaces hermitiens.

Pour m €N, on sait que les classes de conjugaison dans &,, sont
paramétrées par les partitions de m. On note C[ém]U_cuSp I'espace des
fonctions sur &,,,, invariantes par conjugaison, a support dans des classes
de conjugaison paramétrées par des partitions dont tous les termes non nuls
sont impairs.

Soit (d’,d") € D(d). Dans [6] 3.1, 3.2, 3.3 et 3.12, on a défini une
application

Q(d/, d/l)Lie o PZ O Lgr g : C[éd’]Ufcusp X (C[éd”]Ufcusp
— C(?l?sp(giSO(Eh)) D Cgljsp(gan<Eu))'

Remarque. Dans [6], lapplication Q(d’, d”)™ est simplement notée Q€.
On a précisé ici la notation en insérant le couple (d', d").

Fixons w' € &y et w” € Sy dont les classes de conjugaison sont
paramétrées par des partitions dont tous les termes non nuls sont impairs.
On note ¢, et @, les fonctions caractéristiques de ces classes de conjugai-
son. On pose

f = Q(d/, d”)Lie ) pz (@] Ld’,d”(SOw’ X (,Ow//),

Soit (di, d2) € D(d). Ce couple détermine une donnée endoscopique de
Giso et Gan. Le groupe endoscopique de cette donnée est G, iso X Gy iso- 11
y a un transfert de C22, (giso(E?)) @ C(?Ssp(gan(Eu)) dans

cusp

(Caap (1,00 B9)) @ i 8y an (B) )

® (Cop Bz iso(E) © Coip (B an (B9) )

On le note transferty, 4,. Il y a un choix naturel de facteur de transfert, cf. [9]
proposition X.8. Comme précédemment, on supprime les discriminants de
Weyl. Le 7 de la définition X.7 de [9] est une unité de E' si d est impair,
une unité de E de trace nulle dans E? si d est pair.

Dans le cas ou (di,d2) = (d’,d"), on peut appliquer la construction ci-
dessus en remplacant d par d’, respectivement d’, et (d',d") par (d',0),
respectivement (d”,0). On définit ainsi

= Q(d,7 O)Lie 0 pji’ © Ld/,o(@w’%
f2 e Q(d//, O)Lle O p:l// O Ld/l’o((pw//)_
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LEMME.

(i) On a légalité transferty 4 (f) = f1 @ fa.
(ii) Pour un couple (dy,d2) € D(d) différent de (d',d"), on a légalité
transferty, 4,(f) = 0.

2.4 Une expression a l’aide de transformées de Fourier

d’intégrales orbitales

On commence la démonstration du lemme 2.2. On utilise les notations de
ce paragraphe et les données que 'on y a fixées. Rappelons que pour f = iso
ou an, on définit dans I'espace gy(F") la notion d’élément topologiquement
nilpotent. En identifiant g4(F") a un sous-ensemble de I’algebre des endo-
morphismes de V4, un élément Y € g4(F') est topologiquement nilpotent si
et seulement si la suite des puissances Y tend vers 0 quand m tend vers
I'infini. Par construction de I’application Q(r/, "), la fonction f est &
support topologiquement nilpotent.

On note (0, 8’) et (0, 8”) les couples de partitions paramétrant les classes
de conjugaison de w’ et w”. Posons f=p"UpB" B=(f1=---= B >0).
Pour tout k€ {1,...,t}, considérons la tour d’extensions non ramifiées
Ek/ElE/F telle que [E}, : E,E] =2et [E,uC : F] = Bj. On fixe un élément X €
E tel que valg, (X;) =0, que traceEk/Ei (X1) =0 et que, en notant Xy, la
réduction de X} dans le corps résiduel qugk, tous les conjugués de X}, par
le groupe de Galois de I'extension I 26, /Fyq soiiant distincts. On supposeide
plus que, pour k, k' € {1, ...t} avec k # k', X} n’est pas conjugué a Xj.
Cette hypothese est loisible puisque p > 6n + 4.

Posons R =sup(r/,r"), r=inf(r',r"), J={1,...,R}, J={jeJ;j<
R —r,j pair}. Fixons un ensemble de représentants I'g de 0 /(1 + wo).
Pour tout j € J tel que j > R —r, fixons un ensemble de représentants I';
de 0% /0”2, Pour tout j € J tel que j < R —r, posons I'; = I'g. Notons I le
sous-ensemble des v = (7;)jes € [[;c; ['; tels que

pour tout j € J, Vi—1 €7 + wo ;

(1) sgn(nw ™" [T, ;) = sgnep(w') sgnep(w”).

Remarques. L’ensemble I' n’a évidemment rien & voir avec celui de [11]

1.8. D’autre part, dans le cas ot 7' =7"=0,ona J=0et [[;c;I; aun
unique élément. Cet élément vérifie (1) si et seulement si sgn(nw— V21FM) =
sgnop(w') sgngop(w”). Done T est vide si cette égalité n’est pas vérifiée.
Dans I’égalité du lemme ci-dessous, le membre de droite est nul. Cela est

cohérent avec la remarque de 2.2 nous disant que f; = 0.
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On note o : I' = C la fonction définie par

o(v) = | [](a— 2+ sen(vi—1v)) sen(v;17% (-1 — 7))

jed
11 sgn(—;)-

j=R—r+1,...,R; 7 impair

Notons F une cloture algébrique de F. Pour v € T' et pour j € J, on fixe
aj(y) € F* tel que

sijed, a;(VN¥2=wv; ;

si j < R—r et jestimpair, a;j(7)% = wy; ;

sij>R—r,a;(7)2 2~ #+=1 = ;. On note Fj(y) I'extension Fla;(7)],
F]h('y) = Fla;(7)? la sous-extension d’indice 2, p;(vy) l'idéal maximal de
I'anneau des entiers de Fj(v) et

Aj('y) = {aj € aj(V) + pj(V)QS tracepj(v)/pf(vﬂaj) = O}'

On pose A(7) =[];c; Aj(7)- Remarquons que A(7) est naturellement un

espace principal homogene sous un certain groupe. On munit A(vy) d’une

mesure invariante par l'action de ce groupe et de masse totale 1.
Considérons des éléments y€I' et a=(aj)jcs € A(y). Considérons

X pour

des familles ¢=(cj)jes et u= (up)p=1,.+ telles que c; € F]h(y)
jeJ et upe Ei’x pour k=1,...,t. Pour j€J, on construit un
espace quadratique (V}, Q;): Vj=Fj(vy) et, pour v,v' €V;, Qj(v,v')=
[Fi(y)/F)7t tracer, ()¢ (7;(v)v'c;), ot 7; est I'unique élément non trivial
du groupe de Galois de Fj(v)/F]h(V) Pour k=1,...,t, on construit
un espace quadratique (Vi, Qx) : Vi = Ex et, pour v,v" € Vi, Qr(v,v) =
[Ey/F]~" traceg, ,p (7 (v)v'ug), ot 73 est I'unique élément non trivial du
valp (1)
imposée en 2.2 et la relation (1) ci-dessus, on montre que la somme directe
des (V},Q;) et des (Vi, Q) est isomorphe & I'un des deux espaces de 2.2,
disons a (V4, @4). On fixe un isomorphisme. On définit alors un élément
X € g¢(F) : il respecte chacun des sous-espaces V; et Vj ; pour je J, il
agit sur V; par multiplication par a; et, pour k=1, ...,¢, il agit sur Vj
par multiplication par Xj. La classe de conjugaison de X par le groupe
orthogonal O(Qy; F') est bien déterminée par nos données de départ. Il y a
une petite difficulté causée par la parité de la dimension de V} : cette classe de

groupe de Galois de E;g/EfC En utilisant la relation ' =r" =
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conjugaison par O(Qy; F) se décompose en deux classes de conjugaison par
Gy(F). Au lieu de X, nous fixons donc des éléments X * et X~ dans chacune
de ces deux classes. On voit facilement que les constructions ne dépendent
i . B\ % A\ X
que des images des ¢; dans les groupes F/; (7)*/ norme Fy(0/FE () (EFj(7)*) et

des images des uy dans les groupes E,i’x / norme (E}). Parce que les

Ey/E
F;(v)/F sont totalement ramifiés et les Ej,/F sont ngnkramiﬁés, ces groupes
sidentifient respectivement & 0*/0*2 et Z/2Z. En posant £ = (0*/0*?)’
et U =(Z/2Z)!, on peut donc remplacer les données c= (c;)jcs et u=
(uk)k=1,..+ ci-dessus par des familles ¢ = (¢j)jes € € et u= (ug)p=1,..+t €U.
Notons plus précisément X (a, ¢, u) et X~ (a, ¢, u) les éléments associés ci-
dessus a de telles familles.

Soit v € T et e € £. On définit une nouvelle famille c[v, e] = (c[v, €];)jes €
& par les égalités suivantes, pour j € J :

sir” <, ely, el = (=1)y5¢5 5

sir’ <1’ cly, e]j = (—1)te;

(il s’agit plutot des images modulo 0*? des expressions indiquées). Pour
a € A(y) et ¢ ==, on note désormais X¢(a, e, u) I'élément X (a, c[y, €], u)
introduit ci-dessus. Il appartient a g;(F') pour un certain indice f, que l'on
note plus précisement f(a, e, u).

Soit f =iso ou an. De méme qu’en 1.1, on introduit une transformation
de Fourier dans Cg°(gy(F)). Rappelons un résultat d’Harish-Chandra.
Soit X € g4(#) un élément régulier et elliptique. Il existe une fonction
Y i— %ﬁ(X ,Y') définie et localement constante sur ’ensemble des éléments
elliptiques réguliers de g4(F) de sorte que, pour tout tel élément Y et pour
toute ¢ € C°(gs(F)), on ait 'égalité

J(X, ¢) = / (X, Y)p(Y)D% (V)" V2 qy.
94(F)
Les éléments X¢(a, e, u) ci-dessus, tels que f(a, e, u) =4, sont elliptiques
réguliers dans gy(F"). On note ig la, e, u] la fonction Y+ iy(X(a, e, u), Y).
On pose
isla, e, u] = %(%;[a, e, u] + iﬁ_ [a, e, u]).

Pour un triplet (a, e, u) tel que f(a, e, u) # f, on pose %ﬁ[a, e,ul =0.

On fixe une décomposition {1,...,¢} = K’ U K" de sorte que /', respec-
tivement 3", soit formée des B pour k € K’, respectivement k € K”. On
définit un caractere k¥ de U par

W () = (1) Swenr
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On va se limiter & un sous-groupe £% de &£. C’est le sous-groupe des familles
e=(ej)jes €€ telles que
pour tout j € J, tel que j < R, ej_1 =e;.

Remarque. La condition j < R est automatique si r > 0.

On définit le caractere £ du groupe £° par

K0(e) = H sgn(e;j—1).
jeJ

On doit enfin définir quelques constantes. On note O(w’) et O(w”) les
classes de conjugaison de w’ dans Wy et de w” dans Wy~. On pose

C(w') = |O@W)||War| 1™ ? T (% + 1)
keK'

et on définit C'(w”) de fagon similaire. On pose

alr' 1" w' w") = sgn((—1)" ") 2pm= valr ) si valp(n) est pair ;

ar', 1"l w) = sgn((~1)"+") 2= ) sgnep () sgngp() s
valp(n) est impair ;

C(’f‘/, 7“//) _ 217r’7r”((q o 1)2((] o 3))(7"7R)/2.

LEMME. Pour §=iso ou an et pour tout élément Y € gy(F) qui est
elliptique, régulier et topologiquement nilpotent, on a l’égalité

JY, fy) = ChCwC ', v a(r, " W' w") Z a(v)

vyel

0 Uu =
X /A('y) Z Z k- (e)k" (u)iga, e, u](Y) da.

ec&V ueld
Preuve. Posons N =N’ + N”. En [6] 3.15 (1), on a écrit une égalité
@ k= ) Do LU W
(', )ED(N) (v/0")EV,r 11 4

Les Q(r', r"; 0/, v”)#ie sont des fonctions sur gy(F') et les b(v’, v") sont des
coefficients. L’ensemble V,s ,» 4 est un ensemble de représentants des classes
de conjugaison dans W, x W,» paramétrées par des couples de partitions
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de la forme (0,48"), (0,0"”) et tels que & Ud” =p. Il y a une restriction
(I'hypothese 3.13(1) de [6]), que nous levons en posant Q(r/, 7”5 v/, v”)%ie =0
si elle n’est pas vérifiée (dans [6], cette fonction n’est définie que sous cette
hypothese 3.13(1)). En supprimant ainsi cette restriction, I’ensemble Vs .,
devient indépendant de I'indice # et nous supprimons cet indice. Il y a une

application naturelle

6:U — U Vn’,n”-
(n’,n"")eD(N)

Pour u = (ug)k=1,..+ € U, on note &’ (u) la partition formée des S, pour k tel
que ug = 0 et 6" (u) celle formée des [ pour k tel que u(k) = 1. L’application
ci-dessus envoie u sur le couple de classes de conjugaison paramétrées par
(0,8 (u)) et (0,6"(u)). L’égalité 3.15(6) de [6] et les calculs qui la suivent
montrent que, pour (v, v") € Ugy e p(v) Vs, o0 a I'égalité

(3) b vy =C1 > H(u),

u€d—1(v' ")
ol
(4) C1 =[O [W[THOW")|[[Wr |~

Fixons (v/,v") € U(n, wnep(Ny V. Lintégrale orbitale J(Y, o', r;
v, v );ie) est calculée par une application successive des propositions 3.13

et 3.14 de [6], ou 'on remplace (w', w”) par (v/,v”). On obtient
J(Y, Q(’I“/, 7“”; v/’ v//)#ie)
= Co(r', 7" 0/ ") Y o)

yel

(5) X /A( : Z Ii(])\/[W(e)%me[a, e, v, v"](Y) da,
g

665}\)/1‘4/

ol

Co(r',r" v, v") est une certaine constante sur laquelle nous allons
revenir ;

I et, pour v € I',; A(7y) et o(7y) sont les termes que 'on a définis ci-dessus ;

les autres termes E&W, etc., sont quelque peu différents des notres, on y
a ajouté un indice MW pour les en distinguer.
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On constate que le couple (v',v") intervient dans (5) d’une part par
la constante, d’autre part par la fonction %ﬁ, mwla, e, v’ v"]. Pour ce qui
est de la constante, le couple (v, v") intervient via des termes |T"||T"| et
des produits sgnep(v') sgnep(v”), cf. les formules de [6]. Il résulte de la
définition ci-dessus que ce dernier produit vaut sgnep(w’) sgneop(w”). En
se reportant & la définition des tores 7" et T"”, on calcule explicitement

(6) "= J[ ™+

k=1,..t

En conclusion, Ca(r/, 7", v',v") ne dépend pas de (v, v") mais seulement
de (w',;w"). On la note plutot Co(r’, ", w', w”). Quant & la fonction
fﬁ,MW[a, e, v',v"], elle ne dépend de (v/,v”) que par un élément X défini
en [6] 3.13. On a un certain choix pour cet élément. On constate que, pour
tout u € 1 (v/, "), on peut prendre pour X un élément construit comme ci-
dessus a 'aide des données (Xj)r=1,. + et u. Notons %ﬁyMW[a, e, u] la fonction
associée a ce choix. L’égalité suivante résulte alors de (2), (3) et (5) :

J(Y, f;) = C1Ca(r 7" ' w") D o) /

~erl A(v)

(7) X Z Z/f?ww(e)nu(u)%ﬁ,MW[a, e, u](Y) da.

eEE?MW ueU

Supposons que (', ") #(0,0). Il y a une application naturelle de notre
ensemble £Y dans I’ensemble E&W. A e € &9 elle associe I'unique élément
eMw € S&W tel que epyw; =ejpour j=1,..., R — 1. L’élément eprw,r est
défini par les égalités

Ij=rrs1. memw;=1si7>0;

EMW,R = EMW,R—1 sir=0.

On constate que x°(e) =K,y (enmrw). Fixons v €T et a € A(y). Dans
I’énoncé du lemme, on peut évidemment limiter la somme en e et u a la
somme sur les couples (e, u) tels que f(a, e, u) =1f : si cette condition n’est
pas vérifiée, %ﬁ[a, e,u] = 0. Notons (£ x U),4 ce sous-ensemble. On constate
alors que l'application

(80 X U)ayﬂ
(e, u)

est Dijective et que, pour (e,u) € (E¥xU)ay, on a légalité

~

Edw xU

%
— (eMw, u)

is vrwla, enrw, u] = iz[a, e, u]. En utilisant ces propriétés, égalité (7)
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devient alors ’égalité de 1’énoncé, aux constantes pres. Il ne reste donc plus
qu’a démontrer ’égalité

() QG w") = OO 1" al 1"l w),

On a supposé que (1, 7") # (0,0). Si (/,7") = (0, 0), les termes T, £°, etc.,
disparaissent et la formule (7) se compare directement & celle de I’énoncé.
De nouveau, il ne reste plus qu’a comparer les constantes.

La constante Ca(r/, ", w', w”) est le produit de la constante Car(w’, w")y
de la proposition 3.14 de [6] et de l'inverse de la constante de la proposi-
tion 3.13 de cette référence. Malheureusement, il y a des erreurs dans ces
constantes. On a déja effectué quelques corrections dans [8] page 335 :

la constante de la proposition 3.13 est

(9) —N/22 Br' ') (T'/,T//)MT/HT”’

(en réalité, T" et T" sont associés & un couple (v/, v") € Vyyr v mais, d’apres
(5), le produit de leurs nombres d’éléments en est indépendant) ;
on a I’égalité

C = 21—7"’—r”—,8(r’ r”)((q - 1)2(q o 3))(1"—R)/2.

A Taide de (4) et (6), on voit que le produit de Cq, C' et de l'inverse
de (9) vaut C(w")C(w")C(r', r")y(r, r”);l. Rappelons qu’en [11] 1.1, on a
associé & @y des discriminants 7'(Qy) et 7" (Qy), notons-les simplement 7; et

ny - D’apres [6] 3.13, on a

y(r', ")y = sgn((—1) +7"N)/277’77§/), si ' et r” sont pairs, c’est-a-dire si
valp(n) est pair ;

(', ")y =1 si valp(n) est impair.

Il y a une autre correction a apporter a [6]. On a

a(w',w"); =1 si valp(n) est pair ;

a(w', w")y = sgn((—1)" " )/277’779’) sgnep(w') sgnop(w”) si valp(n) est
impair.

Cette constante provient en fait de [9] paragraphes VII.25 et VII.26. Dans
cette référence, on avait supposé r’ et r” pairs et obtenu la constante 1.
Dans [6], on a abusivement adopté cette valeur méme quand " et r” sont
impairs. En reprenant la preuve de [9] VIL.26 et en y supposant r’ et
r” impairs, on obtient la constante ci-dessus. Signalons que, dans le cas
spécial orthogonal impair, il n’y a (a notre connaissance) pas de correction
a apporter a la formule de [6] pour la constante a(w’, w”)y.
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r — valp(

Drapres [11] 1.1, on a D'égalité miny/(—1)" = nw M. En la reportant

dans la formule ci-dessus, on obtient ’égalité
7(7,/’ r”)ﬁ_la(w', w”)ﬁ — 04(7',, T’”, U}/, w//).

En mettant ces calculs bout a bout, on obtient I’égalité (8), ce qui acheve
la démonstration. [

2.5 Transformation de I’expression précédente

On note L l'ensemble des couples (Li,L2) de sous-ensembles de
{1,..., R—r} tels que

{1,..., R —r} est la réunion disjointe de Ly et Ly ;

pour tout j € J, les intersections Ly N {j—1,j}et Lan{j— 1,7} ont un
unique élément ; on note cet élément I4(j/2), respectivement lo(5/2) ;

sir=0et R>0,2(R/2)=R— 1.

Pour un tel couple, on définit un caractere k2 de € par

re)= I sen(en).
j=1,...(R—r)/2

LEMME. Pour §=1iso ou an et pour tout élément Y € gs(F) qui est
elliptique, régulier et topologiquement nilpotent, on a l’égalité

J(Y, fy) = C(CW"C', r"alr o w' W)L Y Y o

(L1,L2)eL vel’

/ Z Z k12 ()Y (u)iyla, e, u](Y) da.

668 ueU

Preuve. En vertu de I’énoncé précédent, il suffit de prouver que, pour
e €&, on a les égalités

(1) E(L17L2)e£/€ 2(e)=0sieg &Y ;
() St pes K2 (e) = £IR(e), si e € £°.

Supposons que e € £V, Alorsil existe j € {1,..., (R —1)/2},avec j < R/2
si?=0et R>0, de sorte que egj_1 # e;. On fixe un tel j. On regroupe
les éléments de £ en paires. Si (L1, L) est un élément d’une paire, 'autre
élément (L}, L) est obtenu en échangeant l1(j) et l2(j) et en ne changeant
pas les autres [i(h), l2(h) pour h # j. On a alors
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w"2(e) = sgnlery) [ ] senlenm),
h#i

kb2 (e) = sgn(ey, ;) [ [ senler,m))-
h#j

Puisque ey, ;) # €, (5), 1a somme de ces termes est nulle, ce qui prouve (1).

Supposons que e € Y. Pour tout j=1,...,(R—17)/2 et tout (L, L3) €
L, on a I'égalité sgn(ey,(j)) =sgn(ez;j—1). Cela résulte de I'égalité eg; 1 =
e2j imposée aux éléments de &Y, sauf dans le cas o r=0, R>0 et j =
R/2. Mais dans ce cas, l2(j) = 2j — 1 par définition de £. En conséquence,

K2 (€) = Ty vz 580 (e25-1) = K0(e). Dot (2). 0

2.6 Calcul de facteurs de transfert

Pour y €T, a€ A(y), e€ &, u el et ( ==, on a introduit un élément
X¢(a, e, u). Fixons v et a. Quand e, u et  varient, ces éléments X¢(a, e, u)
décrivent un ensemble de représentants des classes de conjugaison contenues
dans deux classes totales de conjugaison stable dans giso(F') U gan(F). Ces
deux classes se déduisent 'une de 'autre par conjugaison par des éléments
de déterminant —1 des groupes orthogonaux. On n’a pas donné de critere
pour distinguer X+ (a, e, u) de X~ (a, e, u). On voit que I'on peut effectuer
ces choix de signes de sorte que, pour ( fixé et quand e et w varient, les
éléments X (a, e, u) décrivent un ensemble de représentants des classes de
conjugaison contenues dans I'une de nos deux classes totales de conjugaison
stable. On fixe un élément dans cette classe qui appartienne a giso(F) et on
le note X¢(a, w', w").

On a défini ¢, t/, t}, t§ en 2.2. On a les égalités ¢} =t/ = (R+1)/2 et
th =ty = (R —r)/2. Fixons (L1, L) € L. Soit v € I". On définit deux suites
v = (’yjj-:1 )j=1,..t €t e = (’V]'LQ)j=1,...,t’2 par les formules suivantes :

pour j € {17 B (R - T)/Q}a 7]'L1 = Y1 (5)» /VJLQ = Ya(y) »

pour j € {(R—1)/2+ 1., (R+1)/2} 7 = %5 (512

Pour a € A(7), on définit de méme des suites a’! = (%Ll)j:l,---,t’l et
ak? = (afg)jzl’m,té. On définit un élément n[La, ] € F* /F*? par les deux
propriétés :

valp(n[Le,v]) =t mod 27Z ;

sgn(n[La, y)eo~ rOl2aD T, ) 57?) = sguep (w”),

On définit n[Lq,~y] par Végalité n[Li,v|n[Le,y] =n. On constate que
les données 1, alt, (N’,0), wi=w" et w)=0 vérifient les mémes
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conditions que v, a, (N, N"), w' et w”, le couple (n,n) étant rem-
placé par (ni,n[L1,7]). De méme pour les données v*2, a2, (N”,0),
" et wh =0, le couple (n,n) étant remplacé par (ng,n[Le,7]).
De méme que l'on a construit ci-dessus des éléments X¢(a,w’, w"),
on construit dans g, ;i 4]iso(F) un élément XS(a', w') et dans
gnm,ﬂLz,ﬂ’iSO(F ) un élément X¢(a’?, w”). La correspondance endoscopique

r_
wy = w

entre classes de conjugaison stable est un peu perturbée par les signes
¢. Précisément, pour (1,(s ==+, il existe (== tel que la classe de
conjugaison stable de (X (a1, w’), X (a2, w")) dans gy, »ir, A],is0(F) X
Onon[Laliso(F) corresponde a la classe totale de conjugaison stable
de XS(a,w',w"”). Ainsi, pour e€& et ucl, le facteur de transfert
Ay Ly AlmamLan] (X (@l w'), X2 (ak2,w")), XS(a, e, u)) est défini et
non nul.

Remarque. 1l peut arriver que ny =0 ou ny = 0. Dans ce cas, les termes
X (a1 w') ou X2(a2, w") disparaissent.

Posons

d(T‘/, TH’ s L2)
= sgn(nw~ VEMYE=)/2 gon o (0 )F=/2 ggn o py (w') FT)/2Hvale ()

x| T sen(vi-173)7"2 " sgn(v1 — ;)
jeJ

| T seat@® 0

j=R—r+1,..,.R
< se(—) DB g (gL, 5] OE2D) s (w2,
ou B=0sir">r"ouB=1sir <r".

LEMME. Sous les hypotheéses ci-dessus, on a l’égalité

Ay i1 Al mamlLan] ((XCl (aLl ,w'), X (aL2 ,w')), Xc(a’ e,u))

= d(r', ", 7y, La)r"2(e) s (u).

Preuve. Pour tout polynéme (), on note @’ son polynome dérivé. Notons
P le polynéme caractéristique de X¢(a, e, 1), vu comme endomorphisme de
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‘/Ii(a,e,u)' Pour j € {17 SR tlg}, posons
-1
Cla) = (=1)"nlEL ) ()  Flelr, elia )y, 5y P (a)

et notons sgny, ;) le caractere quadratique de Fli ) (7)* associé a I'extension
quadratique Fy, ;) (7). Pour k € K", posons

Ci, = (—1)"n[Ex : Flo"* X, ' P'(Xg),

et notons sgn;, le caractere quadratique de E,E associé a ’extension quadra-
tique E.

Remarque.  Les formules ci-dessus mne définissent Cj,; et Cy
. >< 1
que modulo les groupes normep, FE o) (Fi,(5)(7)), respectivement

>< . .
normep, ;s (E}). C’est sans importance pour la suite.
D’apres [9] proposition X.8, on a ’égalité

A XCl(aLl,w'),X@(aLQ,w”)),Xc(a, e, u))

n1,m[L1,7],n2,m[L2,7] ((

(1) = H sgny, () (Cry(5)) (H Sgnk(ck)>'

G=1,th keK"

Pour k € K", le caractere sgn;, est non ramifié. Pour calculer sgn (Cy), il
suffit de calculer la valuation de Cj modulo 2 Z. On voit facilement que la
valuation de (—1)"[Ej : F] X, ' P'(X}) est nulle. Celle de neuy, est valp(n) +
up. Dot sgn, (C) = (—1)"#FM+us Le produit des (—1)" pour k € K" est
égal & k! (u). Le produit des (—1)"r (M) est (—1)E"Ivalr () Mais (—1)1K"| =
sgnop(w”). Dol

(2) [T senc(Ch) = ¥ (u) sgnep (w) .
keK//
Fixons j =1, ..., t,. Posons pour simplifier Iy =1;(j), l2 = l2(j) et notons
I I'élément de J tel que {l1, s} ={l —1,1}. Le polynéme P se décompose
en produit des polynomes caractéristiques P des Xg, pour k=1,...,t, et
des polynomes caractéristiques Py, des ap, pour h=1,..., R. On a

Pl(a,) = P, (ar,) II  Pulan) I Pelaw)

h=1,...,R;h+ls k=1,..t
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On vérifie que tous les termes ci-dessus sauf le premier appartiennent a
Fli (7). Pour le premier, son produit avec a;, appartient a ce groupe. On a
calculé les images par sgn;, de presque tous ces termes en [9] page 400. Pour
k=1,....t onasgn, (Pyla,)) = —sgn(—1)EF/2 Parce que [By : F|/2 =
Brsonay i [Ey:F]/2=N.Onaaussi (—1)" =sgncp(w') sgnep(w”).
On obtient

sen, | [] Pelaw) | =sen(—1)" sgnop(w') sgnep(w').
k=1,...t

Soit h € {1,...,1—2}. On a sgny, (Py(a,)) =sgn(—1)F=0:F1/2 par con-
struction, tous les [Fy(7) : F'] sont impairs et le terme ci-dessus vaut sgn(—1).
Puisque [ est pair, le produit de ces termessur h=1, ..., — 2 vaut 1. Pour
he{l+1,...,R}, on a sgu,(Py(ay,)) = sgn(—1) T2 san (v 4,).
Comme ci-dessus, [Fj,(7):F]/2 est impair et le terme ci-dessus vaut
sgn(v,7n). Puisque [ est pair, le produit de ces termes sur h=1[-+
1,..., R vaut sgn(y,)? [lh=ii1.. rsen(n). On a sgng(a, P (ay)) =
sgn((—1)F/FI2[F, 2 F]), ou encore sgn(—[F,: F]). Il reste un dernier
terme P, (a;,), dont I'image par sgn, n’est pas calculée dans [9]. Le

polynéme caractéristique de a;, est Py, (Y) = Y?~2 — o, . Donc P (ay,) =

al22l_2 — @y, =@, — V). Mais —w 1y, est une norme de l'extension

F, (’y)/Flu2 (7) (c’est la norme de wilafgl). On a donc
sgny, (1311 (alz)) = sgn, (_w_1712w(712 — 7 ))
= Sg1y, (_7l2 (’712 — 7 )) = sgn(—wz (WQ - 7l1))7
puisque sgn,, coincide avec sgn sur 0*. En rassemblant ces calculs, on obtient
Sgnal2 (alz Pl(alz))
= sgn(—1)" sgnep (@) sgnep(w”) sgn([F, (7) : F)) sgnln, — ,)

< sgn(y,)™ T sen(m).
h=I1+1,..R

Le terme C}, est le produit de a;, P'(a,) et de (=1)"n[Fy, () : Fle[y, e}bal;?.
Le terme al_22 est remplacé par —1 car _az_22 est la norme de al_21. Le facteur
[F1, () : F] compense celui intervenant dans la formule précédente. On a

s, (1) = s, (= 5 0) s (74 0))
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Le premier facteur est remplacé par sgn(nw™ valp (77)). Puisque —wilfn2 est
une norme, le second facteur est remplacé par sgn(—’ylz)"alF (). ou encore,
puisque valg(n) est de la méme parité que R, par sgn(—y;,)*. En se reportant
a la définition de c[y, €], on peut écrire c[y, €], = (—1)2y, e, (—7,) ", o
B a été défini avant 1’énoncé. D’on

sgny, (c[y, eli,) = sgn((—1) e, ) sgn(y, ).
On obtient alors

sgny, (C,) = sgn(—1)N T RHH2 gon (neo= valr () son o (w') sgnep (w”)
x sgn(e,) sgn(y, — ;)

x sgn(—7,)" [ sen().
h=I41,..R

On a n— N = ("2 +7"%)/2. Puisque " et 7" sont de méme parité, on
constate que n — N est de la méme parité que 7’ et 7, ou encore de R.
Le premier terme se simplifie donc en sgn(—1)'*%2. On constate aussi que

(_1)1+12(’le —,) =%-1— . D’ou

sgny, (Ch,) = sgn(nw™ "7 ™) sgnep (w') sgnep (w”) sgn(er, ) sgn(yi—1 — )

(3) x sgn(—y,)" [ sen().
h=l+1,...R

Rétablissons l'indice j et faisons le produit de ces expressions
sur  j=1,...,th=(R—r)/2. Les premiers termes  donnent
sgn(ne— rMY(B=)/2 gon o (w')B=)/2 sgn oy (w")FE=7)/2. Le  produit
des sgn(e,(;)) est égal & kP2(e). Le produit des termes suivants est
[L;cjsen(yj-1—7;). Ona

H sgn(—7,(;)) = sgn(—1)" sgn H ’YjLQ

G=1,th G=1,0th

Puisque t, est de la méme parité que valp(n[Lz2,7]), le premier terme
vaut sgn(—1)v2r(ll2n)) - Par définition de n[Lo, 7], le second terme vaut
sgn(n[La, v~ vaF L2y son h (w”). Considérons le dernier produit de
la formule (3). Pour he {R—r+1,..., R}, le terme sgn(vyy,) intervient
pour tout j. Le produit en j donne sgn(y,)FE=")/2. Pour h € J, les termes
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sgn(yp—1) et sgn(vy,) interviennent pour les j < h/2. Le produit donne
sgn(yh-174)"? 7" Do
[T see0)(Cui)

j=1,eth

= r"2(e) (sgn(nw ™) sguep (w') sgnep(w”)) /2

x| T sen(vi17)?"* "  sen(vj-1 — )
jeJ

X H sgn(7y )(R /2
j=R—r+1,..,R
(4)  x sgn(=1)rOE DB son(y[Ly, AJew ™ P OE20D) B sgn o (w”) .
Le lemme résulte de (1), (2) et (4). [

2.7 Démonstration du (ii) du lemme 2.2

Soit (71, M2) € D(n) et 1, no € F*/F*2 tels que m112 = 1. Soit Y7, respec-
tivement Y5, un élément régulier, elliptique et topologiquement nilpotent
de g, 5 (F), respectivement g, n,(F). On va calculer 'intégrale orbitale
endoscopique J"9°(Yy, Y, f), cf. 1.2 dont les définitions s’adaptent aux
algebres de Lie.

Soit § =iso ou an. Pour (L1, Ly) € L, v €T et a € A(7), posons

Eyla, Ly, Lo) (Y1, Y2) = d(r', v, 7, L2) > Ay iy g (Y2, V2), Y)
%

(1) X Z Z k12 (€)M (w)igla, e, u](Y).

e€€ ueld

En utilisant le lemme 2.5, on calcule

Jendo(vaYVQafﬁ) |£| 1 Z ZC Y, LQ / Eﬁ a, Ll,LQ](Yl,)/é)d
(Ll,LQ)EE yel’

ou l'on a posé
0(77 L2) = d(rlv Tﬂv s LQ)C(’LU,)C(UJ”)C(T/, 7"”)0&(7"/, TN? wla ’LU”)O'(’)/).
Par définition, on a ’égalité

JendO(}_/l’ Y2’ f) — JendO(}_/l’ }72’ fiso) + JendO(Y/17 }727 fan)-
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D’ou 'égalité
(2)
TNV, Ye, f)=1L170 Y Y Cly,La) | Ela, Ly, LoJ(Y1, Y2) da,
(L1,Lo)eL ~el A()
ou 'on a posé

Ela, L1, Lo)(Y1, Ya2) = Eisola, L1, L] (Y1, Ya) + Eanla, L1, La](Y1, Ya).

Fixons §=1iso ou an, (L1, L2) € L, y€T et a€ A(y). Rappelons que,
pour e €€ et u €U, on a légalité iyfa, e, u] = %(5; [a, e, u] + iﬁ_ [a, e, u]).
Supposons que 11 #0 et no #0. On a défini en 2.6 une application qui,
a (1, (o = £, associe ( =+ de sorte que les classes de conjugaison stable de
(XS (alr,w"), X2(al2, w")) et X (a, e, u) se correspondent. Notons-la Z.

Elle est surjective et ses fibres ont deux éléments. On a donc
2 1 ~Z (1,
Zﬁ[a, e, u] = Z Z ij (Cl C2)[a7 e, U]
C1,¢2=%
Utilisons le lemme 2.6. Alors

A 1
k12 (€)M (u)igla, e, u] = 1 Z d(r',r", v, L)
C1,62==%

X Ay Ly Alnem(Lan] «XG (aL17 w'), X (aLQ’ w")),

XZ(Cl’CQ)(a, e, u)) EuZ(Cl’@)[a, e, ).
L’égalité (1) se récrit
Eﬁ [(I, Ll, L2](}717 %)

1 _
(3) = 4 Z ZAﬁl,m,ﬁmnz((na }/2)7Y)Eﬁ<17€2 [a, L1, Ly](Y),
C1.e=% Y

ol
B %(a, Ly, Lo)(Y)

= Z Z Any nlLaAlmamlLan] (X (@™, w'), X2 (a2, w"),
ecE ueld

X7C@) (a, e, 1)) il D, e, u](Y).
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Fixons (1 et (5. Dans la formule définissant Ejj@’42 [a, L1, L2](Y), la somme
est en réalité limitée aux (e, u) tels que f(a,e,u) =14 (pour les autres,
Eﬁz(gl’@[a, e, u] est nulle). Les XZ(€1:$2)(q, e, u) parcourent un ensemble de
représentants des classes de conjugaison par Gy(F') dans la classe de conju-
gaison stable correspondant & celle de (X (a”t, w'), X¢2(a2, w")). On voit
quaux différences de notations et & une constante pres, EﬁC“C2 [a, Ly, Lo](Y)
n’est autre que le membre de droite de ’égalité de la conjecture 2 de [10]
VIIL.7. Cette conjecture est démontrée depuis que Ngo Bao Chau a démontré
le lemme fondamental. On va appliquer cette conjecture. Posons

Cy(n1, n[L1, 7], n2, n[L2, v])
= Vr (gnl,n[L1,’y],iso(F))7¢F (gnzm[Lz,’y],iso(F))’YwF (gﬁ(F))_lv

avec les définitions de [10] VIIL5. Pour j =1, 2 et pour un élément régulier
Y de gp; (L, )is0 (F); nOtONs 2i50(Y;) le nombre de classes de conjugaison
par anm[ g,ﬂ,iso(F ) dans la classe de conjugaison stable de Y;. Rappelons
que X (a’1, w') est un élément d’une certaine classe de conjugaison stable,
cf. 2.6. Un ensemble de classes de conjugaison par an[Ll,ﬂ’iso(F ) dans
cette classe de conjugaison stable est formé d’éléments X (a’1, ey, uy),
ol e et u; décrivent des ensembles £ et U; analogues a &£ et U, avec
la restriction #(a’t, e1, u1) = iso. On définit pour ces éléments une fonction
fslo [al1, e1, up] similaire & ig [a, e, u]. Sila condition f(a’t, e1, u1) = iso n’est
pas vérifiée, on pose zl [a¥1, e1, u1] = 0. On pose des définitions analogues
en remplacant I'indice 1 par 2 (et w’ par w”). Alors la conjecture 2 de [10]
VIIL.7 fournit I’égalité

1

B a, Ly, LoJ(Y) = Cy(na,nlLy, 7], n2, nlLa, 7))

X Z Z Ziso (YI) Ziso (YQ)

e1€€1,u1 €U e2€€2,u2€Us Y1,Y>

X Apy Ly AL (Y1, Y2), V)1
(4) x (Y1)i52 [a%2, ea, ua] (Y2),

ihla", er, u]

ou I'on somme sur les (Y1, Y2), elliptiques réguliers dans g, iz, ],iso(F) X

gnz,n[Lz,'y},iso(F)a a Conjugaison pI‘éS par Gnl,n[Ll,’yLiso(F) X an,n[LQ;y],isO(F)'
Calculons Cy(n1, n[L1, 7], n2, n[L2,v]). D’apres [6] 3.15, on a les égalités

Yo (0¢(F)) =73, sgn(nw™ vale () si valp(n) est pair ;
Yop (04 (F)) = 717;;1 si valp(n) est impair.
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Le terme 7y, est une constante de Weil élémentaire. Il vérifie I’égalité
'yiF =sgn(—1). On voit tout d’abord que les termes ci-dessus ne dépendent
pas de l'indice §. La constante Cy(n1,n[L1, 7], n2,n[L2,v]) non plus, on
la note simplement C(ni,n[L1,~], n2,n[La,7]). Pour 7=1,2, on a des

formules analogues pour 7, (gnj,,,[ I (F)). On obtient les égalités

J 77] 7150

C(n1,n[L1, 7], n2, n[La, 7))

/

1, pour valg(n[L1,7]) pair
et valgp(n[La,7]) pair;
sgn(n[Ly, y]w= ¥r@LaD) - pour valp(n[Ly,~]) pair
et valp(n[La,v]) impair;
sgn(n[La, )™ Yar@lL22D) - pour valp(n[Li,~]) impair
et valp(n[La,]) pair;
sgn(—nw— valr(), pour valp(n[Li,~]) impair
et valp(n[La,]) impair.

\

Insérons 1’égalité (4) dans la formule (3). Pour j =1, 2, posons
tisola™, e, uj) = 5 [a", e, uj] + i [a™ e, ug]).
On obtient

Eﬁ[aﬂ L17 LQ](Yh Yé) = C(nh n[Lla 7]7 na, 77[L27 ’Y])

—1 -1
X E E Ziso(Y1) ™ 2iso(Y2)
e1€€1,u1 €U ,e2€E2,u2€Us Y1,Y2

X Sﬁ,Ll,LQ,’y(?h }727 Yla Y2)%iso[aL17 €1, ul](}/l)

X diso[al?, ea, ua)(Ya),
ou

Sﬁ,Ll,LQ,'y(}_/la Yéu Y17 YQ) = Z Aﬁlﬂh,ﬁg,nz((}_flv }72)7 Y)
Y

X A Yl,Yg),Y).

n1777[L17'ﬂ 7”2777[[/27’” ((

Rappelons que Y décrit ici les éléments elliptiques réguliers de gy4(F'), a
conjugaison pres par Gy(F). Puisque Ela, L1, Lo](Y7, Y2) est la somme de
FEisola, L1, L] (Y1, Y2) et de Eanla, L1, L2|(Y1, Y2), on a
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E[a7 le LQ}(Yh }72) = C(nlv 77['[/17 7]7 na, T,[L27 7])

X Z Z Ziso(le)i1

e1€€1,u1 €U, e2€E2,u2€Us Y1,Y2
—1 < <
X Ziso(Y2) " Sy, L.y (Y1, Y2, Y1, Y2)

(5) X %iso[aljla €1, Ul](Yl)%iso [aL27 €2, UQ] (Y2)7
ol

SiyLe~y(Y1, Yo, Y1,Y2) = Siso,11,00,~(Y1, Yz, Y1, Ya)
+ San,Ll,LQ,’y(Ylv }727 }/ia Yé)

On a supposé que ny # 0 et ny # 0. Supposons que ces conditions ne sont pas
vérifiées, par exemple que na = 0. On reprend le calcul. Les seules différences
résident dans le fait que les termes indexés par 2 doivent disparaitre. En
particulier les (o. Les % figurant dans les calculs sont remplacés par des %
On obtient encore la formule (5), dont on fait disparaitre les termes indexés
par 2.

Les propriétés d’inversion des facteurs de transfert nous disent que
SLl,Lz,W(Yly Yo, Y7, Yg) =0 sauf si ny =ny, M = ?7[L1, 'y], No =ng et 1y =
n[L27 7]'

Supposons que (71, ig) # (n1,n2) ou que (fy,n2) = (n1,n2) mais que
(n1,m2) ne vérifie pas la condition (1) de 2.2 (c’est-a-dire valp(n;) =t} =
t] mod 27 et valp(n:) =ty =5 mod 2Z). Remarquons que les couples
(n[L1, 7], n[L2,7]) dépendent de Ly, Ly et v mais vérifient par construc-
tion cette condition. Alors Sr, 1,~(Y1, Y2, Y1, Y2) est toujours nulle. Donc
Ela, L1, L] (Y71, Ya) aussi. La formule (2) implique que J(Y7,Ys, f) =
0. Cela étant vrai pour tous Y7, Ys, on a transferti, ,; a,n (f) =0. Cela
démontre le (ii) du lemme 2.2.

2.8 Démonstration du (i) du lemme 2.2

On poursuit le calcul en supposant que iy =nq, fig = ng et que (91, 12)
vérifient la condition (1) de 2.2.

Le terme Ela, L1, Lo](Y1,Y2) n'est non nul que si n[Li,y]=m et
n[L2, v] = n2. Le couple (L1, Ly) étant fixé, on note I'[L;, Ly] Pensemble des
v €T pour lesquels cette condition est vérifiée. Supposons qu’elle le soit.
Alors Sp, 1,~(Y1,Y2,Y1,Y2) est non nulle si et seulement si (Y7, Y2) est
stablement conjugué & un couple déduit de (Y7, Y3) par un automorphisme
de la donnée endoscopique définie par (n1, n2). Si (Y1, Y2) est un tel élément,
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S La~(Y1, Ya, Y1, Ya) est égal au nombre de termes de la sommation, c’est-
a-dire au nombre z(Y7, Y2) de classes de conjugaison dans la classe totale de
conjugaison stable de giso(F) U gan(F) correspondant & celle de (Y7, Y3).

Il faut faire attention ici. Parce que l'on travaille simultanément avec les
deux groupes Gigo €t Gan, on a raffiné la notion de donnée endoscopique.
Il faut raffiner aussi celle d’automorphismes de cette donnée. On voit que,
si n1 et ng sont tous deux non nuls, il y a deux automorphismes de notre
donnée : outre identité, il y a I'action d'un élément de O™ (Qn, ;1 iso) X

O_(Qng,ng,iso)-

Remarque. Dans le cas oll n1 = ngy et 1 =12, la permutation des deux
groupes Gm’m,iso et anm’iso n’est pas un automorphisme pour notre notion
de donnée endoscopique.

Soit (Y1, Y2) un couple stablement conjugué & (Y7, Y3). Notons (Y, Y)
le couple déduit de (Y7, Y2) par 'automorphisme non trivial. Il n’est pas
stablement conjugué a (Y1, Y3). Cependant, les fonctions %iso[aLl,el,ul]
et %iso[ah, €92, uz] sont invariantes par conjugaison non seulement par les
groupes spéciaux orthogonaux, mais aussi par les groupes orthogonaux
tout entiers. Cela vient de la définition de ces fonctions : par exemple,
fiso [a1, e1, u1] est la somme de deux fonctions associées & X (a’t, er, u1)
et X _(aLl, e1,u1), et ces deux éléments sont justement conjugués par un
élément du groupe orthogonal de déterminant —1. On en déduit 1’égalité

'ziso[aLla €1, ul](XI)EiSO [aL27 €2, uQ] (XQ)
= tiso[a™, e1, u1](Y1)iiso[a™?, €a, us](Y2).

Dans la formule (5) du paragraphe précédent, les couples (Y7, Y2) sont
simplement ceux qui sont stablement conjugués a (Y7, Y2), ainsi que leurs
images (Y, Y5) par automorphisme. Ce qui précede montre que ces derniers
donnent la méme contribution que les premiers. On peut donc sommer
seulement sur les premiers, en multipliant le tout par 2. On calcule
facilement que z(Y1, Ya) = 42is0(Y1)2is0(Y2). En posant =1 (sous notre
hypothese n1 # 0, ng # 0), la formule (5) devient

Ela, Ly, Ly)(Y1, Y2) = 2'*2°C(ny, m1, ng, ma) Y

(Y1,Y2)
x )

e1 €E1,u1 €U eaEE2 usEU

X diso[al?, €1, u1](Y1)iisola™?, e2, ug](Ya),
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oi1 I'on somme sur les couples (Y7, Y2) stablement conjugués & (Y7, Y2), pris
a conjugaison pres.

Si par exemple ng =0, notre donnée endoscopique n’a pas d’autre
automorphisme que I'identité. Mais on a cette fois I’égalité z(Y7) = 22i50(Y1).
Le calcul conduit a la méme égalité que ci-dessus, ot = 0 maintenant.

La formule (2) de 2.7 devient

Jendo(Ylyi/évf) = 21+2/80(n177717n27772)|£|_1 Z Z Z

(Yl,YQ) (Ll,LQ)E[: ’YEF[LLLQ]

< CiLa) [ )

A() e1€€1,u1€U1,e2€E2,u2EU2
(1) X disola’, e, ur](Y1)iiso[a2, €2, u2](¥2) da,

la somme en (Y7, Y2) étant comme ci-dessus.

Rappelons qu'en 2.4, on a fixé des ensembles I'y et I'; pour
j=(R-r)/2+1,...,R. Introduisons l'’ensemble T' des familles I'* =
((T15)j=1,..e05 (T2,4)j=1,...,) qui vérifient les conditions suivantes :

pour j = t’2 +1,..., tll, I';= Fj+(R—r)/2 ;

pour j=1,...,t5, I'1;, respectivement I's ;, est un sous-ensemble de I'g &
deux éléments, qui est un ensemble de représentants de 0* /0*2 ; on impose
Fl,j N FQJ‘ =0.

Pour une telle famille, on note I l'ensemble des familles v =
(V1,5)j=1,....t1 € Hj:l,---iﬁ I'; ; qui vérifient la condition

sgn(ny oo™ velr(m) Hj:l,...,t’l Y1,5) = sgnep(w').

On définit I'ensemble '} en changeant les indices 1 en 2 et w’ en w".

Fixons (L1, Lg) € L. Pour (y1,72) € 7, x '}, on définit une famille y =
(7)i=1,...,r de la fagon suivante

pour j =15 +1,. .., ), Vit(r—r)/2 = V15 ;

pour j=1,..., %5, 7,(5) =715 e V(i) = 12.-

On vérifie que cette famille appartient a I'. Cela définit une application
TLyiLs up*eprzl X F;;Q —T.

Montrons que
(2) Timage de =1, est égale & I'[Li, Lo] ; pour 7= (V)=1,. RrRE
I'[L1, Lo, la fibre de 7y, 1, au-dessus de v a pour nombre d’éléments
t/
* q— 3\ 2
ot (v) = <4> [1(a—2+sgn(vu-1m)).

leJ
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Soit I € T' et (vy1,72) €T, x Iy, Posons v =7y, 1,(71,72). On a défini
en 2.6 des éléments 71 et 2. IIs ne sont autres que 7y, et vo. Le
terme n[L2, 7] défini en 2.6 est caractérisé par les relations valp(n[La, 7]) =
th mod 27 et sgn(n[Ls, y]w™ valr®llz) Hj:17-~-7tl2 Y2,5) = sgngp(w”). Par
hypothese, 7o vérifie la premiére relation. Par définition de I7 ., 72
vérifie aussi la seconde. Donc n[Lg, ] =mn2, puis n[L1,y] =n1 puisque
n[L1, y]n[La, v] =n =mne. Par définition de I'[L, Lo], v appartient donc
a cet ensemble, ce qui prouve la premiere assertion. Soit maintenant v €
I'[Ly, Ls]. La premiere partie de la preuve montre que le nombre d’éléments
de la fibre de 7, 1, au-dessus de 7y est égal au nombre d’éléments I'* € T’
tels que (y"*,y%2) appartiennent & (szl,...,t’l I'y ;) x (szl,...,tg Iy ;). Ce
nombre est le produit sur j=1,...,t; du nombre des paires (I'1;,I'2 ;)
possibles dont le produit contient (71 j,7y2,;). Pour simplifier la notation,
posons x =1y j, ¥ =y ;. Les éléments x et y appartiennent a I'g et sont
distincts puisqu'’ils proviennent de v € I'. Les paires (I'; j,I'2 ;) possibles
sont de la forme I't ; = {z, 2'}, T2 j = {y, ¥'}, ou 2’ et ¢/ sont deux éléments
de I'y qui vérifient les conditions suivantes :

o oty dyor? al £y, Y Faetal £y

Notons C) Pensemble des z' € Iy tels que 2’ & xz0*? et définissons de
méme Cy. Supposons y € 20*2, autrement dit sgn(zy) =1. On a C’, = Cy-
Les deux premiéres relations signifient que 2/,y’ € C.. Cela entraine les
deux relations suivantes : ' # y et 3’ # x. La derniere relation signifie que
(«',y') n’appartient pas & la diagonale de C! x C’. Le nombre de (2, y’)
possibles est donc |C%|? — |C%]. On a |C%| = (¢ — 1)/2. Le nombre de couples
possibles est donc (¢ — 1)(¢ — 3)/4, ou encore (¢ — 2+ sgn(zy))(qg — 3)/4.
Supposons maintenant que y ¢ xo*2, autrement dit que sgn(zy) = —1. On a
C;, # C,,. Les premiere et troisieme conditions signifient que 2’ € C}, — {y}.
De méme, les deuxieme et quatrieme conditions signifient que ' € Cz; —{z}.
La cinquiéme condition est automatique. Le nombre de (2, y') possibles est
done (|G = 1)(|Cy| = 1) = ((¢ — 3)/2)?, ou encore (¢ —2+sgn(zy))(q —
3)/4. L’assertion (2) en résulte.

Un calcul similaire démontre la relation suivante

(3) le nombre d’éléments de T est égal & 2742 (q — 1)22(g — 3)%2.

Pour T'* €T, (L1, L2) € L et (Y1,Ys) stablement conjugué a (Y7, Ys),
posons

Toe 10,1, (Y1,Y2) = 2772PC (g, muymg,ma) D Y 0% (9) ' C(y, L)

MEL,, 12€ly,
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: /A(“/) Z

e1€E1,u1 EUT,ea€E2 usEU
(4) X %iso [aLla €1, ul](yi)%iso[aLQa €2, UZ](YVQ) da

ou, pour simplifier, on a posé v = mr, 1,(71,72). En utilisant (2), on obtient
Pégalité

5) T, =1L Y D T, (1, Ya).

Y1,Y2 (L1,L2)eL T*el

Fixons T* €T, (L1, Ly) € £ et (Y1, Y2) stablement conjugué a (Y7, Y3).
Les fonctions fi1 4, et fa,, qui interviennent dans le lemme 2.2 sont des cas
particuliers de notre fonction f. Considérons par exemple le cas de I'indice 1.
On passe de f a f1,, en remplacant n, n, r’, 7", N', N" et w’ par ny, i, t],
t7, N', 0 et w'. Le terme correspondant & w” disparait. L’intégrale orbitale
J (Y1, f1,m,is0) est calculée par une formule analogue & celle du lemme 2.4. On
peut choisir ensemble I'}  comme analogue de I'. Puisque th =t{, analogue
de J est vide. Les analogues de £Y et U ne sont autres que les ensembles &;
et U; déja introduits. L’analogue de ¥ est trivial. Parce que w” disparait,
I’analogue de sY est trivial. L’analogue de la constante C/(r/, r”) vaut 212
On note a(t], w’, n1) analogue de la constante «(r’, 7, w’, w”). On a donc

J(Yly fl,nhiso) = C’(w/)21*2t/1a(t/1’ w/7 771) Z U(fyl)

MELy,

(6) X / > isola, €1, ua] (V1) day.
A1)

e€&,u1 €Uy

Il faut toutefois faire attention : cette formule n’est valable que si n; > 0.
En effet, si n; =0, le terme de gauche doit disparaitre des calculs qui
suivent, autrement dit on doit considérer qu’il vaut 1. Les sommes de
droite disparaissent, autrement dit valent 1. Les deux constantes C(w’)
et a(th,w',m) valent aussi 1. Mais 2'~1 vaut 2 et l'égalité n’est pas
vérifiée. Bien sir, c’est le produit des constantes pour les indices 1 et 2
qui va intervenir. La puissance de 2 qui intervient dans ce produit est
donc 227241722 gi ny £ 0 et ngy £ 0 et 2172172 ginon. Autrement dit, ¢’est
91+5+2t1 +2t5

Soit 1 €T, 72 €T,. Posons v =1y, 1,(71,72). Montrons que I'on a
I’égalité

(7) d(r', 1", 7, La)o (7)o" (7)o (m) o) = Cs,
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ou

Cy = Sgn(_l)r(R—T)/Q sgn(nw ™ valF(n))(R—T)/2 SgnCD(w/)(R_T)/Q

X sgnop (w”) (R—r)/24valr(n)

g—3\ "
: ( y ) sgn(— 1) )8 ggn (3=l (2))B g ("),
Rappelons les définitions :

("7, L) = sem{p ) B/ s () ()2
X sghep (w”) (R—r)/2+4valr(n)

< | T sen(vj-173)* " sen(v1 — )
jed

T sy
j=R—r+1,..,R
X sgn(—1) B sy AR B g (),
o(v) = [ [](a—2+sen(vi-17) sen(v;-17(vi—1 — 7))
jeJ
X H sgn(—v;);
j=R—r+1,...,R; j impair
_3\%
o) = (17°) Tl -2+ s,
leJ
Les formules pour (1) et o(v2) se simplifient puisque tj =t} et th =1} :

o(n) = 11 sgn(—1,5),

j=1,...,t};j impair

o(y2) = 11 sgn(—72,5)-

j=1,...,th;j impair

Les restrictions j impair figurant dans les différents produits peuvent étre
levées en élevant le terme correspondant (qui est un signe) a la puissance j.

https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30

128 J.-L. WALDSPURGER

Considérons 'intervention dans le membre de gauche de (6) d’un terme ~;
pour j=R—r+1,...,R. Il intervient dans d(r', 7", 7, Ly) par un facteur
sgm(”yj)(R_T)/2 et dans o(7) par un facteur sgn(—-y;)’. Puisque Vj—(R=r)/2 =
71,5, il intervient dans o (1) par un facteur sgn(—vj)j_(R_T)/Q. Le produit
de ces contributions est sgn(—1)#=")/2, Leur produit sur tous les j = R —
r+1,..., Rest sgn(—1)"F=7)/2, Considérons maintenant I'intervention des
termes 7;_1 et ; pour un j € J. Le terme sgn(vy;j—1 — ;) intervient dans
d(r',r",~, Ly) et dans o(y). Il disparait. Le terme g — 2+ sgn(v;-17;)
intervient dans o(7) et son inverse intervient dans ¢*(y)~!. Il disparait.
Interviennent sgn(vy;_17;)’/2~! dans d(+', ", 7, La) et sgn(y;_1;) dans
o(y). Puisque {v;j—1,7;} = {71,5/2, 72,j/2}, intervient aussi dans o(y1)o(y2)
le terme sgn('yj,wj)j/? Le produit de ces termes vaut 1. En résumé, la
contribution des termes dépendant des ~v; est sgn(—1)"F=1)/2 Qutre ce
terme, il reste le produit des constantes. Le tout donne la formule (7).
Dans la formule (4) interviennent des termes v, a, a** et a*2. On a vu
dans la preuve de (2) que /1 = v; et v%2 = 5. On voit que, quand a décrit
A(7), le couple (a®, a”?) décrit A(v1) x A(72). La formule (4) se récrit

jF*,Ll,LQ (}/17 YQ) = 21+250(n17 m, na, 772) Z Z O-*(’Y)ilc(’% LQ)
1ely, »2ely,

[ Y el w) (%) day
A(’Yl) e1€€1,u1 €U

X / ( Z liso[az, €2, u2](Yz) dag.
A

12) eres unelhs
Soit 1, y2 et v intervenant dans cette formule. Rappelons la définition
C(ry, Lo) =d(r',v",~, L) C(w")C(w")C (', ¥ a (', 7", w', w")o (7).
Posons
Cy = 2PPH20uC (ny, ny, ng, o) OO, (e, 7w, w'”)
x a(th, w',n)a(ty, w”, ).
En vertu de (7), on a

2280 (ny, 1, ma, o)™ (7) 1C(y, La)
= C421+572t/172tl20(w’)C’(w”)oz(t’1, w'ym)a(ty, w”, m)o(y1)o(y2).
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Alors la formule précédente devient

Tt 14,1, (Y1, Ya) = Cu2TP7207220(0") C(w" ) alth, w', m)alth, w”, o)

X Z O’(’)/l) / Z %iso[al, €1, ul](Yl) da1

1€y, Alm) e1€E€1,u1 €U
X E o(72) / Z iisolaz, ez, u2](Y2) das.
12€l;, A(72) e2€E2,ua €U

Autrement dit, en utilisant (6) et son analogue pour 'indice 2 :

Jr= 11,1, (Y1, Yo) = CaJ (Y1, f1,is0)Jd (Y2, f2,n5is0)-

Cette expression ne dépend ni de I'*, ni de L et Lo. Reportons cette valeur
dans I'égalité (5). La somme en (L1, Ly), pondérée par |£|~!, disparait. La
somme en ['* se transforme en la multiplication par |T'|. Enfin, la somme en
(Y1, Y2) remplace les intégrales orbitales par leurs versions stables. D’ou

JendO(}_/l’ YQ; f) = 04’]-_"5(}717 fl,nl,iso)S(Y% f2,772,iso)-

Considérons le cas de lindice 1. Le quadruplet (¢},t}, N’,0) vérifie
I'hypothese du (i) du théoreme 3.20 de [6]. Donc f; est stable au sens de cette
référence. On sait de plus que le nombre de classes de conjugaison dans la
classe de conjugaison stable de Y] est égal & celui des classes de conjugaison
dans la classe de conjugaison stable dans gy, n, an(F) correspondant a celle
de Y;. Dot
S(Yla fl,m,iso) — %S(Yla fl,m)-

Une fois de plus, cette égalité n’est vraie que si nq #0. Si ny =0, le terme
% disparait. Le produit de ces constantes sur les indices 1 et 2 vaut donc
27178 D’ot I'égalité

TNV, Y, f) =27 P CUlTIS(Va, frn)S (Yo, fou).
Cela étant vrai pour tout couple (Y1, Y2), cela démontre que
transferty, p, nom (f) = 2_1_504\I‘]f17m ® fom,-
Pour obtenir lassertion (i) du lemme 2.2, il reste & démontrer 1’égalité
2717PCY|T| = Crpy -

Il suffit pour cela de reprendre les définitions de toutes nos constantes. On
laisse ce calcul pénible mais sans mystere au lecteur. 0
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§3. Démonstration de la proposition 1.2

3.1 Descente du facteur de transfert

On revient a nos deux groupes Gig, €t Gan du paragraphe 1. On dit qu'un
élément u € Gy(F') est topologiquement unipotent si ses valeurs propres,
qui appartiennent & une certaine extension finie F’ de F, sont congrues
a 1 modulo I'idéal maximal de I'anneau des entiers de F’. L’application
E:X— FEX)= (14 X/2)(1 — X/2) est une bijection entre I’ensemble des
éléments X € gy(F) topologiquement nilpotents et I’ensemble des éléments
topologiquement unipotents de Gy(F).

Soit f# =1iso ou an et soit x € G¢(F) un élément elliptique et fortement
régulier. On peut décomposer x en un unique produit x = su, ou s et u
commutent entre eux, s est un élément dont toutes les valeurs propres sont
des racines de I'unité d’ordre premier a p et u est topologiquement unipotent.
Au lieu de u, on considere plutot ’élément topologiquement nilpotent de
X € gy(F) tel que u= FE(X). On écrit donc x = sE(X). Parmi les valeurs
propres de s, on distingue le nombre 1 qui intervient avec une multiplicité
impaire notée 1+ 2n4 et le nombre —1 qui intervient avec une multiplicité
paire notée 2n_ (qui peut étre nulle). On note V. et V_ les espaces propres
associés, Q4 et Q_ les restrictions de @y a ces espaces et on pose 74 =1(Q+)
et - =n(Q-). On note G+ =SO(Q+), G- =SO(Q-). Le groupe de Galois
Gal(F/F) agit sur 'ensemble des valeurs propres de s différentes de +1,
en préservant leurs multiplicités. Notons I I’ensemble des orbites. Soit i € I,
fixons un élément s; de cette orbite et notons d; sa multiplicité. Posons F; =
F[s;]. C’est une extension non ramifiée de F. Parce que s appartient a un
groupe orthogonal, il existe une sous-extension EE de F telle que [E; : EE] =2
et norme, / EE(S’) = 1. Notons V; la somme des espaces propres associés a
des valeurs propres conjuguées de s; et notons sy, la restriction de s a
cet espace. L’algebre F[sm] sidentifie a F; par s)y; + s;. Puisque V; est
naturellement un F [S‘Vi}—module, il devient un FEj;-espace vectoriel, dont la
dimension est d;. On montre qu’il existe une unique forme hermitienne non
dégénérée Q; sur V; (relative a l'extension E;/ Ef) de sorte que, pour tous
v,v' € V;, on ait 1’égalité

Qs(v, V") =[E;: F]_1 tracep, , p(Qi(v, v')).

Notons G; le groupe unitaire de ;. La composante neutre Gs du
commutant de s dans Gy est le groupe
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G+><G_><HGi.

el
On a X € gs(F). C’est un élément elliptique régulier.

Remarques.

(1) La condition d’ellipticité empéche le couple (n_, n_) d’étre égal a (1, 1).

(2) Fixons un élément & € 0 — 0*2. Pour i € I, notons @ v, la restriction
de Q4 a Vi. On calcule facilement n(Qyv;) = €% Parce que l'on a
supposé que 7(Qy) = 1, on en déduit ’égalité

nn-€£1 =1,

ond=3,c; d;.

Si l'on écrit X = (X4, X_, (Xi)ier), on définit la classe totale de conju-
gaison stable de X, X_ et X; pour ¢ € I de la méme fagon qu’en 1.2. On
définit la classe totale de conjugaison stable de X comme le produit de ces
classes.

Considérons maintenant un élément 2’ dans la classe totale de conjugaison
stable de x. Il se décompose en =’ = s'E(X’). Les données ny, ny, n_, n_,
I et d; ne changent pas quand on remplace s par s’. Les formes Q., Q_ et
Qi pour i € I peuvent changer. Par exemple, soit @', la forme remplagant
@+. Ou bien @', est isomorphe a @, ou bien le couple (Q’_, Q4) est égal,
a l'ordre pres, a I'un de nos couples (Qiso, Qan) du paragraphe 2.1. On voit
qu’a la classe de conjugaison stable de X dans gs(F') correspond une classe
de conjugaison stable dans gy (F). L’élément X' appartient a cette classe,
autrement dit, X’ appartient & la classe totale de conjugaison stable de X.
Plus précisément, 1’application z’ — X’ se quotiente en une bijection entre
I’ensemble des classes de conjugaison contenues dans la classe totale de
conjugaison stable de x et I’ensemble des classes de conjugaison contenues
dans la classe totale de conjugaison stable de X.

Comme on vient de le dire, Q4 est I'une des formes Qiso 0u Qan de 2.1.
Posons sgn*(X 1) =1 si c’est Qiso €t sgn*(X ) = —1 si c’est Qapn. On définit
de méme sgn*(X_) et sgn*(X;) pour ¢ € I. On pose

sgn*(X) =sgn* (X4 ) sgn*(X_) H sgn*(X;).
el
On rappelle que, pour notre indice § fixé plus haut, on a défini sgn; =1 si
i =iso et sgny = —1 si § = an. Montrons que
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(3) on a I'égalité
sgny = (=)@ valr (=) gon*(X).

Preuve. Dans chacun de nos espaces Vi, V_ et V; pour i € I, on fixe
un réseau presque autodual (cf. [11] 1.1) que I'on note respectivement L,
L_ et L;. On note L la somme directe de ces réseaux. C’est un réseau
presque autodual de V4. On pose I/l = L% /Ly et on définit de méme 1",
I et 1”. Chacun de ces espaces est muni d’une forme quadratique dont

'on note les déterminants normalisés 7/, 1", n) et n” (rappelons que, par
exemple, i est le produit du déterminant habituel par (—1)14™# (")/2)y pap
définition de V4, la dimension de I” sur Iy est paire et 'on a sgny = sgn(n").
On vérifie facilement que, pour ¢ € I, la dimension de I est paire. D’apres
la définition de [11] 1.1, on a sgn*(X;) = sgn(n). Supposons valp (14 ) paire.
Le terme valp(n_) est également pair d’apres (2). Alors les dimensions de
I et I” sont paires et 'on a sgn*(X ) =sgn(n]), sgn*(X_) =sgn(n”). Le
déterminant non normalisé de la forme sur I’ est le produit des déterminants
non normalisés des formes sur I, I” et I/ pour i € I. Puisque toutes les
dimensions sont paires, il en est de méme des déterminants normalisés : on

an” =n{n" Tl,c; n/. Avec les formules ci-dessus, on obtient

sgny = sgn”(X)

ce qui coincide avec (3) puisque valp(n_) est paire. Supposons maintenant
valp(n4) impaire, donc valp(n-) aussi impaire. Alors les dimensions de I’} et
I” sont impaires. D’aprés les définitions de [11] 1.1, on a sgn* (X ) = sgn(n’,)
et sgn*(X_) =sgn(n"), ou 7/, et n_ sont les déterminants normalisés des
formes quadratiques sur Ly /wL’ et L_/wL*. Parce que la dimension de
V4 est impaire et que celle de V_ est paire, on a 7/ 0| =nyw™ valp (114) et
n_n" = —n_w= VAr0-) Parce que I’ et I” sont de dimension impaire, on
voit qu'un signe — se glisse dans le produit des déterminants normalisés.
Cest-a-dire que 0" = —n/{n” T],c; ni. D’ou
77// =nyn_w valF(n+)—va1F(n,)ng_n/_ H 771,‘/'
el

La somme valp(ny) + valp(n—) est nulle d’aprés (2). Avec les formules ci-
dessus, on obtient

sgny = sgn(n7-) sgn” (X).
Mais sgn(nyn_)=(—1)% d’aprés (2). D’oit encore l'égalité (3) puisque
valp(n—) est impaire. [
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Soit (n1, na2) € D(n), auquel est associée une donnée endoscopique de Giso
et Gan, dont le groupe endoscopique est G, iso X Gngiso- S0it (x1, x2) €
G, iso(F) X Gryiso(F) un couple n-régulier formé d’éléments elliptiques.
Pour § =iso ou an, soit € G3(F) un élément de la classe totale de conju-
gaison stable correspondant a (x1, z2). On lui associe les données 14, ny,
n—, etc., comme ci-dessus. Pour j =1, 2, on pose z; = sjE(Xj). On adopte
la notation X ; plutot que X; pour une raison qui apparaitra plus loin. On
définit de méme les données 7; 4, nj 1, n; —, etc. On vérifie que ny =ny 4 +
N2 4, N4 = M 4N24, N = N1~ + N2, - =11,-N2,—, que [ = I; U I et que,
pour i €I, dj =dy; +dy; (avec dj; =0 si i € I;). Le couple (ni4,n24),
respectivement le quadruplet (ni_,mi,—,n2—,72_), respectivement le
couple (dy;,d2;) pour i€ I, définit une donnée endoscopique de G,
respectivement G_, G;. Avec les définitions que l'on a données, le couple
(Xy 4, Xo ) (par exemple) n’a pas de raison d’appartenir au groupe
endoscopique associé a (n1,4,n2.+) car ce dernier est Gy, | iso X Gy iso
tandis que (X; ;, X, ) appartient & un certain produit G, , s, , (F) x
Gry i oy (). Mais seule la classe totale de conjugaison stable de
(Xy 4, Xy ) interviendra dans la suite et on peut fixer un élément
(X1,4, X24) de cette classe qui appartient a G, iso(F) X Gy, iso(F)-
On définit de méme (X _, Xo ) et (X4, Xo;) pour i € I. On pose X; =
X1,+ &) Xl,— &5, @iEIXl,i et on définit de méme Xo.

On dispose d’'un facteur de transfert A((x1,z2), ) associé a la donnée
endoscopique définie par (nj,n2). On dispose d’'un facteur de transfert,
que nous noterons simplement Ay ((X; 4, X2 4), X1), associé a la donnée
endoscopique définie par (nj 4, na +) et, de méme, de facteurs de transfert
A_((Xq1—, Xo ), X_) et Aj((X14, X2,4), X;). Ces trois derniers facteurs
sont normalisés comme dans les paragraphes 2.1, 2.2 et 2.3. On pose

A((X1, X2), X) = Ay (X1 4, Xog), X)A (X1, Xo ), X )
X H Ai((X1,4, X2,), Xi)
el
et

dy= " dy;.

i€la
LEMME. On a l’égalité
A((w1, m9), x) = (1) A((Xy, X), X).

Preuve. Notons K I'ensemble des orbites de I'action de Gal(F/F) dans
Iensemble des valeurs propres de X différentes de 0 (la valeur propre 0
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intervient avec multiplicité 1), K_ l'ensemble des orbites de l'action de
Gal(F/F) dans I’ensemble des valeurs propres de X_ et, pour i € I, K;
I’ensemble des orbites de I'action de Gal(F/E;) dans Iensemble des valeurs
propres de X;, vu comme un endomorphisme FE;-linéaire de V;. Pour k €
K, respectivement k € K_, k € K;, on fixe Z, € k. On pose E(Z) = (1 +
Zx/2)(1 —Zx/2)" L. Pour k€ Ky UK_, on pose Fj, = F[Z]. 1l existe une
sous-extension F,E de F telle que [Fj: F,E,] =2 et que traCGFk/F,'j (Zx) =0.

Pour i €I et k€ K;, on pose Fi, = E;[Z]. 1l existe une extension F]E de
EE de sorte que Fj soit le composé des extensions F; et F,S de EE, et que
Fo/F? (Ek) =0. On note K l'union disjointe de K, K_ et des K; pour
1 € 1. L’ensemble des valeurs propres de x différentes de 1 est I’ensemble des
conjugués par Gal(F/F) des éléments

§k = E(Zg) pour k € K ; § = —E(Zg) pour k € K_ ; § = 5;F(Zj) pour
ieletkelk,.

Pour k € K, notons Vj, la somme des espaces propres de x associés a des
conjugués de &;. On peut identifier Vi, a Fj de sorte que ’action de = dans
Vi s’identifie a la multiplication par &g. Il existe un élément c; € F; ,5 de sorte
que la restriction de @4 a Vj, s’identifie a la forme quadratique

trace

(v,0') = [Fy : F]71 tracep, /p(crTi(v')v)

sur Fy, ou 7, est ’élément non trivial de Gal(Fy/F, ,5) Seule compte la classe
de ¢, modulo les normes de lextension Fy/F ,E On note sgn;, le caractere
quadratique de FIE’X associé a cette extension. On note P le polynéme
caractéristique de & sur F. On note P le produit de ces polynomes. Pour

tout polynéme R, on note R’ son polynome dérivé. On pose
Cr = (=1)"2[Fy : Flep P'(&)P(—1)& (1 + &) (& — 1)

On définit Ky et Ko comme on a défini K. L’ensemble K est 'union
disjointe de Kj et K. L’'union est disjointe car (z1,x2) est n-régulier.
D’apres [7] proposition 1.10, on a 1’égalité

(4) A((wr, @), 2) = [ senp(C).
keKs>

Remarque. Dans la formule de [7] définissant Cy, il n’y a pas le facteur
[Fi : F|. Mais le terme ¢, y est défini différemment : c’est notre ¢ multiplié
par [F: F]~1.
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Pour k € K1 U K_, on note By, le polynome caractéristique de = sur F'.
On pose

¢, = (1) 0y [Fy : FlerZxPB5,(Ex) [ver, wae Br(Ex), st k€ Ky

€ = (=)™ n-[Fy : Flex = "B Gn) Twere prpn Brr(Er), si k€ K.

Pour ¢ € I et k € K;, on note B, ;. le polynome caractéristique de Zj, sur
E;. On fixe un élément 7; € E; qui est une unité et vérifie 7;(n;) = (—1)%*1n;,
ou 7; est 'unique élément non trivial de Gal(E;/ EE) On pose

€ =i [Fle + Eilew® 1, (Ek) v e, 20 Bisk (Ek)-

D’apres [9] lemme X.7, on a I'égalité

(5) A((X1, X2), X) = [T senp(er).
keKo

On va démontrer les propriétés suivantes :

(6) pour k € K1 UK_, sgn;(Cy) = sgny (&) ;

(7) pour i € I et k € K;, sgn, (Cy,) = (—1)Fe:Edvale(n-) gon, (¢,).

En les admettant, on voit que le rapport entre les membres de droite
de (4) et (5) est (—1)P valrt-) ot D=3, > kekinK, [Fk + Bi]. La somme
intérieure en k vaut ds ;, donc D = da. Alors les égalités (4) et (5) impliquent
celle de I’énoncé.

Pour démontrer (6) et (7), on a besoin de quelques ingrédients. Soit Z € F
et (‘é S) € GL(2; F). Supposons que ¢Z 4+ d # 0 et posons z = %42 Notons

cz+d’
P.(T') et Pz(T) les polynomes caractéristiques de z et Z, et notons m leur

degré. Alors on a les égalités

(8) (T + d)sz(:g j_;) _ cmPZ(Z) PA(T) ;
(9) (ad — be)(cZ + d)"2P!(z) = ¢"P, (Z) PL(T).

Cf. [3] lemme 7.4.1. D’autre part, pour k € K, on calcule facilement le
déterminant non normalisé detj, € ' /F*2 de la forme quadratique définie
plus haut sur Vj, : on a

(10) dety = normeFk/F(Ek).

Fixons une extension galoisienne finie F’ de F' contenant tous les corps F.
Notons 0} le groupe multiplicatif des unités de F’ congrues a 1 modulo I'idéal
maximal p’ de 'anneau des entiers de F’. Pour k € K, U K_, introduisons
la relation d’équivalence dans F'* : x = y si et seulement s’il existe 2/ € 0}
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ety € F* tels que zy !

(6) par

(11) pour k€ K; UK_, Cy = €.

En effet, si cette relation est vérifiée, il existe z € 0] et y € F, kX tels que
C} = x norme Fu/F! (y)€. On sait que les termes Cj et € appartiennent

=2 norme, ,,+(3’). On peut remplacer la relation
Fy/F}

a F,?’X. Donc z € 0f N F,E’X. Parce que p est grand, le caractere sgn;, est
modérément ramifié, donc sgn; (z) = 1. On a aussi sgn;, (normeFk/FlE (y))=1.
L’égalité sgn, (Ck) = sgny, (€) s’ensuit.

Soit k€ K;. Pour ¥ € K_ ou k' € K; pour i €I, la contribution de
K & Ck est Py(&)Pw(—1). On a & €0} tandis que les racines de
Py n’appartiennent pas a ce groupe. On en déduit Py (&) = Pi (1) =%
Py (1)71. Le produit Py (1) "' Py (—1) est égal & normer,, /r(1 — ) (=1 —
& ). Parce que norme, s (&) =1, on voit que (1 — &)~ H(—1 — &) est

un élément de Fjs dont la trace dans F,S, est nulle. Il existe donc z € F,E}X

tel que (1 — &)1 (=1 — &) = 25 D’apres (10), on a donc

Pu(1) 1Py (-1) =, normer, , /p () dety =, normeF:,/F(aj)2 dety =g detys .
Remarque. Le terme dety n’est défini que modulo F*2. Supposons que

I’on en choisisse un représentant dans F*. La classe d’équivalence de ce
représentant pour la relation =, est bien définie.

Soit k' € K avec k' # k. La contribution de k' & C est Py (&) P (—1).
. -11 _ - .
On utilise (8) avec (ch Z) = (; ) ), 7 =Ej et T =ZEj. L'entier m = [Fy :

F] est pair. De plus, Z; € p’, donc cEj + d € 0f. On obtient Py (&) =k
Pk/(—l)‘Bk/(Ek) D’ou

Py (&) P (—1) =k P (Ek).-

Un calcul analogue s’applique au terme Py (£;)P,(—1), en utilisant cette fois
la relation (9). On obtient

Pr(&) Pr(—1) =5 P (En)-
Evidemment, §li_” =i 1l et 1+ & =x2. On calcule

(& -1

(1-E5/2)= =5 = —Ep(-E2) 71

- — \—1 _ -
== normeFk/Fg(:k) =, —Zg.
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En rassemblant ces calculs, on obtient

Cr = (—1)" "y (H detk’) €,

k./

ou le produit porte sur les ¥’ € K_ et k' € K; pour i € I. Le produit des dety,
sur ces k' est le déterminant de la restriction de @y a la somme de V_ et
des V; pour i € I. Il est égal au déterminant de @ divisé par le déterminant
de la restriction de @4 a V4. On a fixé le déterminant de Q4 en [11] 1.1 :
c’est (—1)". Celui de la restriction de Q4 a Vi est (—1)"+ny. L’équivalence
ci-dessus entraine alors (11).

Soit k€ K_. Pour k' € K, ou k' € K; pour i € I, la contribution de k&’
a Ck est Py (&) Pr(—1). On a & € —o) et les racines de Py ne sont pas
congrues & —1 modulo p’. Donc Py (&) = Py(—1), puis

P () Po(~1) =i Po(~1)° =, 1.

Pour k' € K_ avec k' # k, la contribution de k" & Cf, est Py (k) Pi(—1). On

1
utilise (8) avec (28)=( 32 11 , Z =EZk et T =E. De nouveau, m est
2
pair et ¢Zp + d =k 1. D’ou Py (&) =k Pi (1)Pr(Zg). Comme plus haut, on
a

Py (1) Py (—1) = Py (1) Py (1) = detyy .
D’ou
Py (gk)Pk/(_l) =y, dety P (Ek)

Un méme calcul s’applique au terme P; (&) P,(—1), en utilisant cette fois la
relation (9). Ici se glisse le déterminant ad — be qui vaut —1. D’olt

Py (&) Pe(—1) = dety, By (Zp).

Evidemment, G M= (1) et (& —1)"'=-2.Ona

14§ =——
1

— = =, _= = -1 —, —~
=k —Ek =p —Sj normep, oo (Br) =5,

Ex

2

En rassemblant ces calculs, on obtient

Cr =k (—1)”77< 11 detk/>c:k.

kK'eK_
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Le produit intervenant ici est le déterminant de la restriction de Q4 a V_,
c’est-a-dire (—1)"-n_. D’olt encore (11).

Soit i € I et k € K;. Cette fois, on définit dans F'* I'équivalence z =

: : : / X -1 / :
y si et seulement s’il existe x' € F} tel que zy™ " norme Fu/F} (2') soit une

unité. Soit k' € Ky ou k' € K pour un ¢ € I avec i’ #i. Les racines du
polynéme Py ne sont congrues ni & —1, ni & & modulo p’. On en déduit
Py (&) P (—1) =¢ 1. Soit K € K_. On a

Py (&) P (—1) = P (&) P (1) P (1) 7' P (—1).

On a encore P (&)Py(l)=p1 et, par un calcul déja effectué,
P (1)1 Py (—1) =5, detys. Soit k' € K; avec k' # k. Comme précédemment,
P (—1)= 1. On a

Pe@)= ] (& —ow)).
o€Cal(Fy /F)

Pour ¢ € Gal(Fy//F), & — 0(&k) est congru modulo p’ & s; — o(s;). Si o ¢
Gal(Fy/E;), ce terme est une unité. Si o € Gal(F/E;), on a & —o(&p) =
si(E(Eg) — o(E(ZEy))). Notons P, s le polynome caractéristique de E(Z)
sur F;. On obtient

Py (&) P (—1) =, Py (E(Zg))-

On calcule ce terme grace a (8) ou l'on remplace le corps F' par E;. On

19 ]
prend (%) = (_21 1 >, Z =Ey, T = Zk. On obtient
2

Py (E(Er)) =k Pow (=1)Biw (Ek) =k Biw (Zn),
d’olu
Pror () P (=1) =k Biw (Zn)-
Un méme calcul s’applique & P/ (&) P(—1), en utilisant cette fois la relation
(9). D'on
Py (k) Pr(=1) =1 B x(En)-

Evidemment, (1) H126) 7 (1+ &) (& — 1)t =x 1 et 1 = 1 (tous les ter-
mes sont des unités). En rassemblant ces calculs, on obtient

Ck =k ( H detk> Q:k.
keK_
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Le produit intervenant ici vaut (—1)"-7n_ (comme plus haut, on fixe ici

un représentant de = dans F*). Il existe donc € F;* et une unité y de
F'™* tels que Cp =1y norme . s (2)n-Cp. Nécessairement, y appartient &
k

F,E’X. L’extension Fj, /F,E est non ramifiée puisque Fj est le composé de
E; et de F,E sur EZh Donc sgn,(y) =1, puis sgn; (Ck) = sgny (n—) sgn, ().

al i (z)
Notons valFIE la valuation usuelle de F,S On a sgng(z) = (—1)V e pour

tout z € F,E’X. En notant e(F,E/F) Iindice de ramification de I’extension
FIE/Fv on a ValeE (n-)= e(F,E/F) valp(n-). Puisque EE/F est non ramifiée,
on a

e(F}/F) = e(F{/EY) = [F}: ENJf(Ff/ED™ = [Fy: B f(F}/ED 7Y,

ol f(F,E /EE) est le degré de l'extension résiduelle. Mais E; est l'unique
extension quadratique non ramifiée de EE et elle n’est pas contenue dans
F,S puisque Fj, est composé de E; et de F,E Donc f(F,E/EE) est impair et
e(F,E/F) est de la méme parité que [F} : E;]. D’ou

Sgnk(n—) _ (_1)e(F£/F) valp(n-) _ (_1)[Fk:Ei]va1F(n,)'

D’ou Iégalité (7), ce qui acheve la démonstration. [

3.2 Calcul d’intégrales orbitales

Fixons (', 7", N', N") €T, w' € Wy et w”’ € Wy». Comme en 2.1, on
note @, et p,» les fonctions caractéristiques des classes de conjugaison de
w’ et w”. On suppose que ces classes sont paramétrées par des couples de
partitions de la forme (), 5) et (0, 8”). On pose f =W o ko pi(py @ @),
cf. 1.2. On définit un couple d’entiers (17, 7" ) par les égalités

(' )y=0"+1,7"),sir=r" mod 27 ;

(' )= (", +1),sir' #r” mod 2Z.

Soit §=1iso ou an et soit x € G4(F) un élément elliptique fortement
régulier. On I'écrit = sE(X) et l'on associe a s les données du paragraphe
précédent. En particulier, on a

Gi=Gy xG_x]] G
el
On considere les hypotheses

(1)(a) valp(n—) =r" mod 27Z ;
D) 2ng +1 =72 +0"2, 2n_ > 2 + "2,
+ +
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Remarquons que, d’apres 3.1(2), la condition (1)(a) équivaut a valp(n4) =
r” mod 2 Z.
Supposons vérifiées ces conditions (1)(a) et (b). On pose

Ny=ny — (241" -1)/2, N_=n_—("2+1"%))2.

Notons D lensemble des familles d= (N, N’ , N, N" (di,d})ier)
d’entiers positifs ou nuls vérifiant les conditions

N, +N!'=N;, N +N'=N_;

d. +d! =d; pour tout i € I ;
NL+ N+ Yy difi=N', Ny + N+ 57, di fi = N,
ou l'on a posé f; = [Elb : F|. Pour une telle famille, posons

W/(d) =Wy x Wyr x [Is«
el

Considérons 'ensemble des éléments v/ = (v/,, v’ (v])icr) € W’(d) vérifiant
les conditions suivantes :

les classes de conjugaison de v/, et v’ sont paramétrées par des couples
de partitions (0, 3, ) et (0, 5") ;

pour i € I, la classe de conjugaison de v} est paramétrée par une partition
B} dont tous les termes non nuls sont impairs ; on note f; 4] la partition dont
les termes sont ceux de 8 multipliés par f; ;

=P UL Ulier fibi-

Cet ensemble est une réunion de classes de conjugaison par W’(d) et l'on
fixe un ensemble de représentants V'(d) de ces classes. Remarquons que

(2) pour v/ = (v/,, v", (v)icr) € W'(d), on a I’égalité

/ = / / —1 ZiEI d;
sgnop(w') =sgnop (V) ) sgnep (vl )(—1) :

En effet, sgnop(w') = (=1)%), ot I(#') est le nombre de termes non
nuls de 8. On a I(B') =1(B)) +1(B) + > ;cr 1(B;). Pour i € I, Bj est une
partition de d dont tous les termes non nuls sont impairs. Donc [(8]) =
d; mod 27Z. L’assertion (2) en résulte.

On pose les mémes définitions en remplacant les exposants ' par 7. On
pose V(d) =V'(d) x V"(d).

Soit d= (N\,N_,NY, N" (d,d)icr) € D et v=(v,v_, (V))ier; V],

", (v])ier) € V(d). Supposons que ny > 1. Appliquons la construction de

—

v
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2.1 & Pentier ny, & 'élément 74 et au quadruplet (r/, [r”|, N\, N¥). Les
hypotheses de ce paragraphe sont vérifiées d’apres (1)(a). On définit deux
fonctions f? = Q}jﬁr,,‘ o p*N+ O LNY N (SOv'+ ® S%i) et f1 = Q%ﬁr,,' °pN, ©
LN N, (goyi ® govg). Elles vivent sur deux algebres de Lie dont l'une est
I’algebre de Lie g+ de la premiere composante G4 de G. En particulier, les
intégrales orbitales J(X, f?) et J(X., f1) sont bien définies. Supposons
que n_ > 1. On applique cette fois la construction de 2.2 et on définit
deux fonctions f9 = Q%,ij'r,,' opi oyt NPy @ @) et f1= Qv{ﬁlr"l o
P oinr v (o @ @y ). Les intégrales orbitales J(X_, f2) et J(X_, f1)
sont bien définies. Enfin, pour ¢ € I on utilise les constructions de 2.3.
On définit les fonctions f? = Q(d}, d/)M¢ o p¥o Ly (Pur © ) et fi=
Q(d,, )l o pr o tgra(Pur @ @y). Les intégrales orbitales J(X;, f2) et
J(X;, f}) sont bien définies. On pose f°[d, v] = ffl ® [0 ® ®icrf? et
J(X, f0d, v)) = J(X oy, [T, O TT 703, 1)
el

Dans ces formules, les termes indexés par + ou — disparaissent si ny =0
ou n_ = 0. On définit de méme f1[d, v] et J(X, f[d, v]). On pose

b=0sir">0o0usir”=0etr est pair ;

b=1sir" <0ousir”=0etr est impair.

Posons

C(T’/, 7‘”) — <_1)TL+T” Sgn(_1)(T/2_r/)/2+(rll2_|r//|)/2,

Cﬁ(rl, T//, ’LU/, w//)

1, si0<r”<r" our’"=0 et r est pair,
_ ) sengp(w”), st <7,
sgny si —7r"<r”"<0our’"=0 et est impair,

sgny sgnep(w'), sir’ < —r'.
PROPOSITION.

(i) Siles hypotheéses (1)(a) et (1)(b) ne sont pas vérifiées, J(x, f) =0.

i) Supposons ces hypotheses vérifiées. Alors on a l’égalité
ii) Supp hypothe ‘rifiées. Al légalité

J(z, f)=c(r', r")es(r', " W', w") Z Z J(X, fbd, v]).

deD vey(d)

C’est la proposition 3.19 de [6].
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3.3 Démonstration du (ii) de la proposition 1.2

On conserve les données (', 7", N', N") e T, w' € Wy et w” € Wyn. On
définit f comme dans le paragraphe précédent.

Soit (n1, na2) € D(n), auquel est associée une donnée endoscopique de Giso
et Gan dont le groupe endoscopique est Gy, iso X Gnyiso- S0it (x1, x2) €
G, iso(F) X Gryiso(F) un couple n-régulier formé d’éléments elliptiques.
On lui associe les données du paragraphe 3.1 : ny 4, 71 4, etc. A un élément
quelconque de la classe totale de conjugaison stable dans Giso(F') U Gan(F')
correspondant & (z1, x2) sont aussi associées des données n, 1y, etc. On
va calculer

Jendo(l‘l, x9, f) = Z A((l’l, 5172)7 :L‘)J(:L‘v f)a

ou x décrit cette classe totale de conjugaison stable, a conjugaison pres. Les
intégrales orbitales J(x, f) sont calculées par la proposition précédente. On
en déduit immédiatement

(1) si les hypotheses (1)(a) et (b) de 3.2 ne sont pas vérifiées,
Jendo(.fl, T2, f) =0.

Supposons ces hypotheses vérifiées. Comme on l’a expliqué en 3.1,
l'application x — X identifie la sommation a la somme sur les X € giso(F') U
gan(F') dans la classe totale de conjugaison stable correspondant a celle
de (X1, X2). Le lemme 3.1 et la proposition 3.2 expriment les termes
A((x1, x2), x) et J(z, f) alaide de I'élément X, & 'exception de la constante
ey (', " w!, w") car Tindice f§ est celui tel que = appartienne & Gy(F). Mais
la relation 3.1(3) calcule cet indice & 1'aide de X. Remarquons que, dans
cette relation, on peut remplacer valp(n_) par " d’apres 'hypothese (1)(a)
de 3.2. Rappelons que b=0si 7" >0 ousi v =0 et 7’ est pair, et b=1 si
r" <0 ousir”=0etr est impair. Définissons

C(TI, T'//, ’LU/7 wl/)

1, si0<r”<r" our”=0 et r est pair,
__ ) s8lcp (U}”), sir’ < 'I"/,a
(—1)4” si —r'<r”"<0our”=0 et r est impair,

(=) sgngp(w'), sir” < —r'
On a alors ’égalité

Cﬁ(?“/, " w' w") =c(r’, 7" W', w”) sgn* (X)b.
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dr'

On peut aussi remplacer (—1)%2Yalr(1-) par (—1) dans 1’énoncé du

lemme 3.1. Alors ce lemme et la proposition 3.2 entrainent ’égalité

JendO(m17 T3, f) _ C(T/, 7’”)6(7’/, 7,//7 w/, w" dzr// Z Z

deD vey(d)

(2) X Y A((X1, Xa), X) sgn®(X) (X, fU[d, v]).

Fixons d € D et v € V(d). On a par définition une décomposition f°[d, v] =
fo® f° ® @ierf?. Posons

TOM(Xy y, Ko, £3) =D Ap((Xa g, Xo,p), X)) sgn™ (X )P T(X o, £2),
X+

ol X4 parcourt la classe totale de conjugaison stable correspondant
a celle de (Xi.4,X2.). On définit de méme J*(X; | Xo | f2) et
Jendox (x40 Xo 4, f2) pour i € I. La somme en X de l'expression (2) est
égale a
(3)

Jend07*(X1,+a X27+, f-?—)Jendo’*(Xl,—y XQ,_, fﬁ) H Jendo,*(XLi’ X2,z'7 fzb)

el

Supposons d’abord que b= 0. Alors sgn*(X )" disparait de la définition
de Jendor(X 1,4+ X2+, ff’r) et ce terme est l'intégrale endoscopique
JendO(XLJF, Xo+, f?r) De méme pour les autres termes de (3). On applique
les (ii) des lemmes 2.1, 2.2 et 2.3 ; le produit de ces intégrales endoscopiques
est nul sauf si les conditions suivantes sont vérifiées :

(yp = CEHD21
N

(4) R e
ny_ = = _WDQ + N”,
dLZ = dz, d 9 =d pour tout i€ [

' +|7,//| ! 7‘7.//‘

(5) valp(n1,—) = —5— mod 2Z, valp(n2,-) = —5— mod 2Z.

Notre hypothese b =0 implique que || =7". Pour j=1,2, on a n; =
nj4+ + 15— + > fidji. En utilisant égalité {r’,, 7"} = {r',r' + 1} et le
fait que d € D, la condition (4) ci-dessus implique

(T, 4 7,//)2 4 (7'/ 4 7,// 4 1)2 -1
4

ny = —i—N’,
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/ 11\ 2 / /" 2
- - 12 -1
ny = (’r r ) + (T4 r + ) + N”.

C’est précisément le couple (n1, ny) défini en 1.2. Cela prouve que si notre
couple (n1, ng) n’est pas celui défini dans ce paragraphe, (3) est nul. Cela
étant vrai pour tous d, v, on a J(zy, 2o, f) =0 d’apreés (2). Cela étant
vrai pour tout (z1, x2), le transfert de f relatif & (n, ng) est nul.

Supposons maintenant que b=1. Le couple (njy,n2) définit une
donnée endoscopique pour les deux groupes spéciaux orthogonaux impairs
dont les algebres de Lie contiennent nos éléments X . Le couple (n2 4, n1 4)
définit aussi une telle donnée. On a donc également un facteur de transfert
AL ((X24, X14), X+). Comme on I'a dit en [11] 2.1, on a I’égalité

Ay ((Xop, X14), X)) =sgn®(X )AL (X1 4, X24), X5).

On voit alors que J9* (Xq 4, Xo 4, f2) = J"(Xy 1, X1 4, f1). De méme
pour les autres termes de (3). Le raisonnement se poursuit comme ci-dessus.
On permute les roles des indices 1 et 2 ; on permute aussi N’ et N”
puisque 1’on remplace la fonction f°[d, v] par f![d, v] ; enfin, 'hypothese
b=1 entraine que |r”’| = —r". Ces trois modifications conduisent au méme
résultat : le transfert de f relatif & (ny, no) est nul si (nq, ny) n'est pas le
couple défini en 1.2. Cela démontre le (ii) de la proposition 1.2 pour les
fonctions ¢’ =, et ¢’ = @,. En faisant varier w’ et w”, cela démontre

cette assertion pour toutes fonctions cuspidales ¢’ et ¢”.

3.4 Démonstration du (i) de la proposition 1.2

On poursuit le calcul précédent en supposant que (ni, n2) est le couple
défini en 1.2. On suppose vérifiées les hypotheses (1)(a) et (1)(b) de 3.2.
On fixe d€ D et v €V(d). On suppose d’abord que b= 0. Comme on l'a
expliqué, la somme en X de 3.3(2) est égale a

(1) J™Mo(X 4, Xo s, f&)Jendo(Xl,ﬂ Xo—, f2) H JO(X 4, Xog, fD).
i€l

Ce produit est nul sauf si les conditions (4) et (5) de 3.3 sont vérifiées.
L’hypothese (5) est indépendante de d et v. Récrivons-la (en se rappelant
que " > 0 puisque b=0) :

(2) valp(m,—) = T/‘;TN mod 2 Z, valp(ne,—) = T/‘;TH mod 2 Z.

Puisque 7_ =m1,_n2,—, elle implique l'hypothese (1)(a) de 3.2. Si
I'hypothese (4) de 3.3 est vérifiée, on a les inégalités
(7‘5,_+’I“”)2*1 (ry —r"?2 -1

T e

nyy =
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(T‘/_ +’I“”)2 (T/_ 7,,0//)2
(3) DL TN e
Puisque ny=mn1 4 +n2 4, n_=ny_ +ng_, ces inégalités impliquent

I'hypothese (1)(b) de 3.2. On peut donc oublier les hypotheses (1)(a) et
(b) de 3.2 et supposer vérifiées les hypotheses (2) et (3) ci-dessus. Alors les
relations (4) de 3.3 déterminent un unique élément d dont l'on vérifie qu’il
appartient bien a D. On suppose désormais que d est cet unique élément.
L’intégrale endoscopique Je"°(X; 4 X5 o, f9) est calculée par le
lemme 2.1. Adaptons les notations. On mote ¢y ,,#] ,,t5 et t5  les
termes notés t}, etc., en 2.1 associés a n, 1, et [r”|. On note C4(v) la
constante C' de 2.2. On pose f1 = Q(t] , t’l’?Jr)Lie o iy, © LNLO((,DU;) et

LA
foy = Q(t/27+, tg7+) e pNY © LNLO(('DUZ)' Alors

JO(X 4, Xo oy, f1) = Ch(V)S(X1 4, f1,4)S (Xot, fo,4)-

En adaptant de facon similaire les notations et définitions, le lemme 2.2
fournit I’égalité

J(Xy , Xa o, f2) = C(v)S(Xa,—, f1,-)9(Xa -, fo ),
tandis que le lemme 2.3 fournit I’égalité

J(X 4, Xog, f) = S(Xui, f1,)S (KXo, fo,i)-

7

Posons fi[v]=fi+ ® fi,— ® Rierfi, et

S(X1, filv]) = S(X1 4, f1.0)8(X0 -, fro) [T 9K, fra)-
el
Définissons de méme fa[v] et S(Xa, f2[v]). Alors 'expression (1) ci-dessus
vaut

C(v)C_(v)S(X1, f1[v])S(Xa, fo[v]).

Définissons une nouvelle constante C(r/, r”, w', w”) par les égalités

sir” <7,

C(T‘/, rlla U)/, w//) = (_1)d27ﬂ Sgl’l(—].) 2 5
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Montrons que
(4) Vexpression (1) vaut

C(TI7 7’”, ’U}/, w”)S(Xlu fl [V])S(X27 fZ[V])

Supposons d’abord que r” <7/, Alors v < v/, et r” <r’_. En utilisant les
définitions de 2.1 et 2.2, on obtient

T‘/ 1"

+r'"—1
C.(v)O_(v) = sgn(—1)~ =z tvalr(ns) sgn(n, yoo AP (124 yvale (n+)

% sgn(ng o valF(m,,))valp(n,).

D’apres 3.1(2) et 'hypothese (1)(a) de 3.2 (qui est vérifiée), valp(ny) =
—valp(n-) =r" mod 2Z. D’apres la méme relation 3.1(2) appliquée aux
données indexées par 2, on a valp(nz 4 ) + valp(nz —) =0 et sgn(ng 412,—) =
(=1)42. On en déduit 1’égalité C(v)C_(v)=C(r', 7", w',w"). Supposons
maintenant que 7’ <r”—2. Alors ), <r” et r_ <r”. On voit que
C(v)C_(v) est égal a

rf‘_+r +

1
sgn(—1) —t———+valp(n4)+valp(n2,-)

1"

X sgn(ip o HE R VAR O s (g g velr () Hhalr ()
x sgnop(v)) sgnep (V7).

Comme ci-dessus, le produit des deuxiéme et troisieme termes vaut
11
(=1)%0+) On a

valp(ng) + valp(ne,—) = —valp(n-) + valp(n2,—)

/ /!
= —valp(m )= = —2i—7" mod 27

d’apres (2) ci-dessus. Puisque 1/, +7_ =2r"+1, on voit que la puis-
sance de sgn(—1) dans expression ci-dessus coincide avec celle figurant
dans C(r', r",w', w"). D’apres la définition de d et le fait que v € V(d),
on a l'égalité sgnop(vl) sgnop(v”) = sgnop(w”) sgn(nz +m2,—). Ce dernier
facteur est égal a (—1)% comme on l'a déja dit. En rassemblant ces
calculs, on obtient de nouveau l'égalite C.(v)C_(v)=C(r,r", v w").
Supposons maintenant que ' =7" —1. Alors v/, =" <r" mais r_ =71+
1=7r". Comme dans le cas ' <r” —2, on obtiendrait 'égalité voulue si
C_(v) était définie par les formules du cas r’_ <r”, et non par celles de

https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2017.30

REPRESENTATIONS DE REDUCTION UNIPOTENTE POUR SO(2n + 1), II : ENDOSCOPIE 147
notre cas 7~ > r". Le rapport entre les deux formules est
valp(n2,—) — val(nz,-)yvalp(n-) "
(5) sgn(—1) "~ sgn(ng,—@ ) sgnop(vl).

Si cette expression vaut 1, on a fini. Supposons qu’elle vaille —1. Puisque
/

r”_=r" T'hypothése (2) plus haut implique que valp (12, ) est paire, ce qui
fait disparaitre le premier terme de notre expression. On a aussi r’2’, =

v ) .
7"’2”7 _ | =5 I 0. La remarque de 2.2 entraine que, sous notre hypothése

selon laquelle (5) vaut —1, fo_ est nulle, donc fa[v] aussi. Mais alors
S(Xa, fa[v]) =0 et la constante n’a plus d’importance. Cela prouve (4).
L’égalité 3.3(2) devient

JGHdO(LEl’ T2, f) — C(T/’ TH)C(T,, 7“”, w/’ w”)C(r', 7“”, w/’ w//)(_l)dgru

(6) x Y S(Xy, AV)S(Xa, falV)).

vey(d)

Comme en 1.2, on définit des entiers r{,r{, 75, r§ et les fonctions
fi=Vokopi(py) et fo=Wokopt(p,r). Les intégrales orbitales stables
S(x1, f1) et S(xa, f2) sont des cas particuliers d’intégrales endoscopiques
Jendo (. a9, f). Elles sont donc nulles si les analogues des hypothéses (2)
et (3) ne sont pas vérifiées. Sinon, elles sont données par des formules
similaires & (6). Dans toutes ces formules, les termes indexés par 'indice
2 disparaissent, ainsi que ceux faisant intervenir N” et w”. D’autre part,
I’analogue de l'entier b € {0, 1} est toujours 0. En effet, d’apreés les définitions,
on ary,ry >0 et si, par exemple, r{ =0, on a aussi 7} = 0 donc 7] pair. On
rh mod 2 Z,

5 mod 2 Z.
D’aprés la relation (3) du paragraphe 4 ci-apres, rp _ +r{ =r_ +7" 15+

voit que 'analogue de (2) pour S(x1, f1) est valp(m —) =

! "
Ty _tTy

tandis que l'analogue pour S(z2, f2) est valp(ne )=

ri = |r’. —r"|. Il en résulte que la conjonction des deux analogues de (2) est
équivalente a cette relation (2) elle-méme. L’analogue de (3) ci-dessus pour

S(x1, f1) est
(riy +71)* -1 -+ )
4 ’ : 4 ’

ni4 =

tandis que 'analogue pour S(z3, f2) est

(rhy +75)2 1 (g
4 ’ ’ 4

ng 4 =
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De nouveau, le calcul montre que la conjonction de ces conditions est
équivalente a la relation (3) elleeméme. Cela démontre que, si (2) et (3)
ne sont pas vérifiees, S(x1, f1)S(x2, f2) =0. Puisque 'on a déja vu que
Je0 (51 xo, f) =0, on obtient J(xq, 2o, f) = S(x1, f1)S(z2, f2) dans ce
cas.

On suppose maintenant vérifiées nos hypothéses (2) et (3). De méme
que l'on a déterminé un unique d € D, on détermine un unique d;
relatif & S(x1, fi) et un unique dg relatif & S(za, f2). Ecrivons d =
(N4, N_, N, N" (d,d)icr). Tous ces entiers sont déterminés par la
relation 3.3(4). De méme, d; et dy sont déterminés par les analogues
de cette relation. Par les mémes calculs que ci-dessus, on voit que d; =
(N, N”,0,0, (d},0);er) tandis que do = (N, N”,0,0, (d},0)cr). On en
déduit que V'(d) ~V(d;) et V’(d) ~V(d2), ot V(d) ~ V(d;) x V(d2). On
identifie ces deux ensembles. A 'aide de 7/, r”, d et d'un élément v € V(d),
on a défini une fonction fi[v]. Pour j =1, 2, a laide de r}, r}’, d; et d'un
élément v; € V(d;), on définit de méme une fonction f;[v;]. Les analogues
de légalité (6) sont

(7)1 S(thl) :C(Ti,Ti/)C(Ti,Ti/,w/)C(’l”ll,Tlll,w/) Z S(thl[VlD 5
vieV(dy)

(7)2 S(x% f2) = C(Téa T/2/>C(T/27 T/2/¢ ’LU”)C(TIQ, 7"/2,, ’LU”) Z S(X27 f2[V2])7
va€V(d2)
ou l'on a adapté de fagon évidente la notation des constantes.

Soit v = (v1, v2) € V(d). Montrons que

(8) filv] = filvil, fa[v] = fa[va].

On traite le cas de l'indice 1. D’aprés la définition donnée plus haut,
AV =fis © fi— ® ®ierfri, avec par exemple fi = Q(# 1 )Mo
Py © LN:UO(QOU;). Quand lon remplace ', ", d et v par 7}, rf,
d; et vy, les termes N| et v ne changent pas. Les entiers ¢}

L. ' 4+r’+1 7 +r—1
et tf , sont définis par {t; ,,#]  }={"5—,F5—} et t] =1+
valp(n1,4+) mod 2Z. La relation (3) du paragraphe 4 ci-aprés montre que
o+l =1 ) -
T 5— } ne change pas quand ’on remplace 7, 7" par
71,77 La congruence exigée non plus. Donc ¢} | et #] | ne changent pas et

I'ensemble {

f1,+ non plus. Un calcul analogue s’applique aux composantes fi _ et fi;
pour i € I. Cela prouve (8).
De (6), (7)1 et (7)2 se déduit I'égalité

(@, 22, f) = CS(a1, 1) (2, fa).
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ol
C = C(T‘/, T/I)C(T/, T//, w/’ w”)C(r’, ?”//, w/’ w//)(_l)dQT‘”
x e(ry, r1)e(ry, i, w)CO(ry, v w')

x c(ry, rg)e(rh, g, w")C(rh, vy, w").

Remarquons que 1'on n’a pas besoin d’inverser les coefficients de (7); et
(7)2 : ce sont tous des signes. On a 'égalité

(9) C=1.

En reprenant les définitions des diverses constantes, on obtient 1’égalité

C(T‘/, T’”)C(T’/, 7“”7 w/’ w”)C(r’, T//, w/’ w//)(_l)dzr” _ (—1)nU,

ol U est défini au paragraphe 4 ci-aprés. Les autres termes sont les analogues
relatifs aux données indexées par 1 et 2. Evidemment, n = nq + ns et I'égalité
C =1 résulte de l'égalité U = U Uy, cf. 4(4) ci-dessous.

A Taide de (9), on obtient J(xy, x9, f) = S(x1, f1)S(x2, f2). Cette
égalité est donc vérifiée avec ou sans les hypotheses (2) et (3) et elle l'est
pour tous z1, x2. Donc fi ® fo est le transfert de f. Cela démontre le (i)
de la proposition 1.2 (sous I'hypothése b=0) pour les fonctions ¢’ = @,
et ¢ = ¢,». Comme dans le paragraphe précédent, cela entraine la méme
assertion pour toutes fonctions cuspidales ¢’ et ”.

On a supposé que b= 0. Supposons maintenant que b =1. Comme on 'a
dit en 3.3, la somme en X de 3.3(2) est alors égale a

T Xy 1, Xy, ST (X, Xa o, 1) ] 79 (X, Xuas £).
el

Le calcul se poursuit comme ci-dessus en permutant les roles des indices 1
et 2, en permutant N’ et N”| et en tenant compte de l'égalité |r”| = —r". Le
résultat est le méme, on laisse les détails au lecteur. Cela achéve de prouver

la proposition 1.2. 0

§4. Annexe

On rassemble ici quelques calculs élémentaires utilisés dans ’article. Soit
r" €N et v’ € Z. On pose

'+ v+
r’l_sup<[ 5 ],—[ 5 -1, r =

r+r"+1
2 b
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s
2 — y - ;
2 2

Remarquons que, si 'on change " en —r”, on échange les couples (17, r)
/ 4
et (rh, ry).
(1) On a7y +rf =7" mod 27Z.

NI

=X

Preuve. Puisque m = —m mod 2 Z pour tout m € Z, on peut remplacer
' opar [P et par [T5HL) On oa [T = [PHEEEL ) =
[ H " dot (1). 0

Pour faciliter les calculs qui suivent, on pose a =0 si 7’ + " est pair et
a=1si7" +7r" est impair, A=0si || <r' et A=1sir" <|r"|.
(2) On a les égalités

e

4
/ 11\2 / " 2
— — 12 -1
iy = U ST

Preuve. Pour m € Z, m? +m est invariant par la transformation m —

—m — 1 et m? est invariant par m +— —m. On peut donc remplacer ] par
' " 0o r'4r’+1 1 r'4+r’—a n_ r'+r"+a

o' =[] et r{ par 2" = [5"=]. On a 2’ = =5—% et 2" = =52, Un

calcul algébrique montre que

(7”/+7”I/)2—|—(?”/+?”/’+1)2—1 a2_a
4 * 2

:EIQ + ZL‘/ + :EIIQ —

2 =a. La seconde égalité en résulte, en

D’oul la premiére égalité puisque a
changeant r”" en —1". 0
On définit 7/, et r’ par
sir'=r" mod 2Z, v\, =r"+ 1,7 =1";
sir'Z 1" mod 2Z, v =v',r_ =1"+1.
Autrement dit, r, =" +1—a et v =r"4 a. En remplagant le couple
(', ") par (7, r]) ou (ry,r4), on définit de méme 7} | et 7} _ ou 75 et
/
rh .
(3) On a les égalités
/ ! / /! / /! / /! / ! / ! /
T1’++T1 :|7’++T |7 7'1’7—’_7'1 :‘T,—FT ’, 7’27++T2 :|7’+—T |7 7‘2’7—'_
" __ / !
ry = |r" —1r"].
Prewve. De méme que l'on a défini a et A pour (r/,7”), on définit
a; et Ay pour (], 7)), et ag et Ag pour (rh,r4). Supposons que r” > 0.
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r '+ ' 4r" —a n__rr'+r"+17 _ r'+r"+a : _ ro_
Alors Tl_[ 2 | = 3 et 7“1—[ 5 1= 5 . Sia=0, rp=r]
donc a; =A;=0. Sia=1, rj =7 —1 donc ay =A; =1. On a donc a; =

i R Iyl
Ay = a quel que soit a. D’ou ri}+:r§+1—a1zwfa+1_aet Tll,f:

! 1
| + a1 = “H5=% + a. On calcule alors
/ 7 / "
r+r’—a r+r'+a
7“'17+—|—7“'1’:72 —i—l—a—l—i2 ="+ +1-a
/ " / "
=7, +r' =+,
, I r'+r" —a r+r"+a / "
hor = ot =+ +a

=r_ +r" ="+

Ce sont les deux premiéres égalités de (3). Supposons que b=0. Alors

7"/2 _ [T/_ZTN] _ TI_TZ//_G' [T/_g//+1

précédemment, on a simplement changé r” en —r” dans les formules (en

! 1
et r) = ] = ==5+2. Le calcul est le méme que

particulier, on a ag = Ag = a si b=0). Supposons que b= 1. Alors ry = —1 —

- "o o "ot
[F55] = =1+ 5t et ) = —[“=5+1] = T =1=¢ On constate que cette
. "o
fois, ao =As=1—a. Alorsry, . =rb+1—as=rhb+a=""2F% 4 g —1et
) 24 = T2 2 2
" /
rh_=rh+ay=rh+1—a="— —qa. On calcule alors
" / /1 /
™ —r+a ™—r —a
7“'27++7“'2’:f—i—a—l—kﬁzr”—rq—a—l
R/ r "
=7r" =l =l =",
! +T//_T”—r’+a a+r’/—r/—a_,, o
2,— T T2 D) 5
=" =0 =P -1

Ce sont encore les deux derniéres égalités de (3). On a supposé que 7 > 0.
Sir"” <0, on a remarqué que nos couples (7, r{) et (rh, ry) sont les mémes
que ceux déduits du couple (', —r"), a cela prés que 'on doit échanger les
indices 1 et 2. Les égalités (3) pour (r/, r”) se déduisent par ce changement
des mémes égalités que 'on vient de démontrer pour le couple (r/, —r”). []

Définissons un nombre u par o

S |1"”’ < T/, u= r’22—r’ + r”2;|r”| + T+—|; |—1’

sir! <|r”|, u= TIQET/ + TNQ;'T”' +7r + 7"+ 1.

"

Posons U = (—1)" sgn(—1)*. On définit de méme w1, Uy et ug, Us.
(4) On a l'égalité U = U Us.
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Preuve. Comme dans la preuve précédente, on peut supposer que 7/ > 0.
17

On a (—1)"" = (=1)""*"2 d’aprés (1) et il suffit de démontrer que u = uy +
uz mod 2 Z. Considérons I'expression qui définit u dans le cas v/ <7’. On
y remplace 7/, par 7’ + 1 — a. On peut ajouter r’ + 1" 4+ a qui est pair et on

12 172 ! /
calcule u =T ”2 +r o r ;ra

mod 2 Z. La différence entre I’expression de u
dans le cas 7’ < r” et cette expression dans le cas r” <1’ est

7*1_4,_7*//_’_1_%57*1_7*”_’_1_%
2 2
/ ol
EH#—f—l mod 2 Z.

On obtient alors la congruence

/2 "2 / / / o
B = T (T ) mod 22

. . 12 112 /
en tout cas. La demi-somme des membres de droite de (2) vaut 5"

En utilisant (2), on obtient

U

r12+r’1+r’1’2+r’22+r§+r§’2+r’+a+A(r’+a—r”

1
5 5 5 + )mod2Z,

puis, en utilisant les analogues de (5) pour u; et us,

uzu1+u2+r’+a—r’1—a1—r’2—a2+A<r’+a—r”+1>

2 2
/ ! / /!
rita —r Ty tag —r
— A A1) A4 2—=—211) mod 2Z.
2 2
Cette expression se simplifie : puisque 7 = r{ ou r{ — 1, on a toujours r} _ =
r{. De méme, 7, _ =rl. On a aussi remarqué que a; = A; = a. D’ou

/ / / / Z
v —1r] — Ty —as r+a—r
u=up+uz + +A<

5 5 —|—1>—a—A2m0d2Z.
. . N I .
Si A=0, on a aussi as = Ay = a, r’lzwf“, r{="="=2Si A=1, on
/ "_ I .
aay=Ay=1—a,r] =" r= -1 - "=2=% On calcule 'expression
ci-dessus dans les deux cas et on conclut que u =wu; + us mod 2 Z. Cela
prouve (4). [
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Index des notations

Consp(G(F)) 1.2 5 C[ém]U,cusp 23:E24; fr 115 @y 2.1 ; %ﬁ[a, e, u]
24 ;W 1.1; Q(r', MM 2.1,2.2,23 ;8gn 2.1 ; O, 1.1 ;U 2.4 ; X(a, e, u)
2.4.

Index des notations de [11]

ClX] 14 ;C', 15 ; c;:,ﬂ,fﬁ 1.5; C" 1.5 ; CSM™) 1.5 ; C[Wi]eusp 1.8 ;
D(n) 1.2 ; Diso(n) 1.2 ; Dan(n) 1.2 ; D 1.7 ; DP* 1.7 ; n(Q) 1.1 ; n7(Q)
1.1 ni(Q) 1.1; E”unip 1.4 e[[unip 1.4 Qfl‘laﬂtunip 2.1; anbounip,quad 2.2 ;
EnD0CT ) quaa 22 1 ENDOunip dise 2.4 5 FL 1.9 5 FPT 1.9 F 23 : P 2.3 ;
Giso 1.1 5 Gan 1.1 ; T 1.8 ; T 1.8 ; GL(2n) 2.1 ; Irtunip 1.3 5 Fetunip 1.3 ;
I unip-quad1-3 3 TeCunipquad 1.3 ; Jord(A) 1.3 5 Jordyp(A) 1.3 3 Jordf (A) 1.4 ;
Ki[,m,, 123 k1.9, L* 1.1 ; Ly v 1.2 5 (X)) 1.3 ; multy 1.3 ;0 1.1 ; O7(Q)
1.1;07(Q) 1.1 ;w 1.1y s v 1.3 5 P(N) 1.3 5 PY™P(2N) 1.3 ; P*Y™P(2N)
1.3 ;7\ s,¢) 1.3 m(AT, e, A7) 1.3 men(AT, et A7, e7) 1.4 PIOjcusp
1.5;P(<n) 1.5; Pp(N) 1.8 TI(\, 5, h) 2.1 ; TI¢(AF, A7) 2.4 ; psymp.disc(2p)
24 Qiso 1.1; Qan 1.1; py 1.3 ; RPor 1.5 ; Rparglob | 5. RPar 1 5. gparglob
1.5 ; Rbacusp 1.5 ; res), 1.5 ; reslh 1.5 ; resy, 1.5 et 1.8 ; resy 1.5 ; R 1.8 ;
R(7) 1.8 ; R(7) 1.8 ; R8P 1.8 ; Reusp 1.8 ; Rep 1.95 p 1.10 5 S(A) 1.3 ; &
1.8 éN 1.8 ;sgn 1.8 3 sgnep 1.8 5 Sy, 111 Gtpynip 2.1 5 Stunip quad 2.4 ;
Gtunip,disc 2.4 ; 88Ny, 2.6 5 sgn,, 2.6 ; valp 1.1 5 Vigo 1.1 5V 1.1 Wy 1.8
Wx 1.8 ; wo 1.8 5 wap 1.8 5 wappr 1.8 5 Z(N) 1.3 5 Z(\,s) 1.3 5 Z()\, s)
1.3;Z(A\ s)V 1.3 |.|p 1.1.
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