DIRICHLETSCHE ABBILDUNGEN

C. CONSTANTINESCU

1. Fiir jede Riemannsche Fliche R bezeichnen wir mit M(R) die Algebra
von Royden auf R und mit R* (bzw. 4z)- die Kompaktifizierung (bzw. den idealen
Rand) von Royden von R ([5]). Fiir jede Funktion £ € M(R) sei J: das kompakte
Segment [ir;f &, sup ¢] und X(R) der kompakte RaumEEHR) J:. Laut der Defini-
tion von R* ist jede Funktion £ € M(R) auf R* (in eindeutiger Weise) stetig
fortsetzbar. Bezeichnet man ebenfalls mit ¢ die so fortgesetzte Funktion und
mit ¢z die Abbildung g— (£(qg)).enx von R*- X(R), so ist ¢» ein Homeomor-
phismus von R* auf ¢x(R™).

Es seien R, R' zwei Riemannsche Flichen und f eine nicht konstante
analytische Abbildung von R in R. Wir sagen, dass f/ eine Dirichletsche Ab-
bildung ist, falls fiir jede Funktion & < M(R'), die Funktion & of auf R* stetig
fortsetzbar ist. In diesem Falle ist auch f auf R*-> R'™ (in eindeutiger Weise)
stetig fortsetzbar. In der Tat, die Abbildung g- (&'of(@))senwm, ist eine stetige
Abbildung von R* in X(R'). Offenbar wird R* in ¢r(R'™) abgebildet. Wendet
man noch die stetige Abbildung _953,: 0r(R™) > R™* an, so erhilt man die
gesuchte Fortsetzung von f.

Es gibt zwei wichtige Fille, wenn f eine Dirichletsche Abbildung ist. 1° f
ist endlichblittrig, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl #», derart dass }1( ') aus
héchstens # Punkten besteht, fiir jeden p' € R'. Dann ist sogar &' of = M(R) fiir
jede &' M(R'). 2° R' ist die Riemannsche Zahlenkugel |w| < o, und f hat ein
endliches sphirisches Integral, d.h. es ist

S \f'(2)dedy

S (1+ Iflz)P)?

In der Tat, sei D, die Menge der Punkte p' = R', fiir die }1 (p') genau aus #
Punkten besteht, und a, der sphirische Flicheninhalt von Dj,. Es ist
Enan <L 00,

n=1

Received June 25, 1961.

https://doi.org/10.1017/50027763000023655 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000023655

76 C. CONSTANTINESCU

Hat &' = M(R') stetige Ableitungen, so ist |grad &'| beschriinkt, wo der Gradient
in bezug auf die Metrik der Sphidre genommen wurde. Es ist also
|grad ¢'|<a < oo,

IS |grad (¢/of)*dxdy < a® i}nan< o,
R

und ¢'of€ M(R). Die Funktionen aus M(R') mit stetigen Ableitungen bilden
eine dichte Teilmenge in M(R') (in der gleichmissigeren Topologie). Somit ist
&'of auf R* stetig fortsetzbar, fiir jede Funktion &' € M(R').

2. In diesem Abschnitt wollen wir zuerst einige Hilfss#tze feststellen. Es
sei G eine offene Menge auf R und = HP(R). Wir bezeichnen mit {?u die
obere Grenze der subharmonische Minoranten von %, die auf R — G verschwinden ;
gu ist auf G harmonisch. Es sei (R,)» eine normale Ausschépfung von R, und
#, die Losung des Dirichletschen Problems auf R,N G mit Randwerten # auf
GN FrR, und 0 auf R,NFrG. Die Folge (u,) ist abnehmend und

Tu=1im u,
o]

n->rw

auf G.

HiLrssaTz 1. Es sei G eine offene Menge auf R und u<= HP(R). Es ist

s G

lim inf Tu(p) = lim inf #(p),
18

Sty jeden Punkt s< dr— R—G.

Es sei s€ 4g — R—G. Man kann immer annehmen, indem man eventuell G
verkleinert, dass alle Randpunkte von G fiir das Dirichletsche Problem reguldr
sind. Es gibt eine positive Funktion § € M(R), die die Funktion % minoriert,

die auf R— G verschwindet und fiir die
£(s)>liminf u(p) — ¢ (e>0)
p-s

ist. Es sei (R,) eine normale Ausschépfung von R. Wir bezeichnen mit &, die
auf R* stetige Funktion, welche auf R*— R, NG gleich £ und auf R,NG har-
monisch ist. Offenbar gehort €, der Menge M(R) an, und §—§, hat einen
kompakten Triger. Indem man zu einer Teilfolge iibergeht, kann man anneh-

men, dass (¢.) konvergiert; wir setzen
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N = lim sn.

n-»>o

Die Funktion 7 ist auf R — G gleich 0 und auf G harmonisch. Es ist leicht zu
ersehen, dass » € M(R) und (£,) gegen 3 in der BD-Topologie ([5]) konvergiert.

Daraus folgt, dass » = ¢ auf 4z ist. Da, offenbar, Ju>% auf G ist, so ist auch
G

lim inf Ju(p) = 9(s) = £(s) > lim inf u(p) — .
yos

p>8 G

Somit ist
lim inf T#(p) = lim inf #(p).
G

ps s
Die umgekehrte Ungleichung folgt sofort aus

Tu<u.
G

Hivrssatz 2. Es sei R eine hyperbolisSche Riemannsche Fliche und K eine
kompakie Menge auf R*— (RU dg). Es gibt eine stetige endliche positive su-
perharmonische Funktion S auf R, fiir die

lim S(p) = oo
p->K
ist.
Es sei G eine offene Menge auf R* die 4z enthilt, und deren Randpunkte
reguldr fur das Dirichletsche Problem sind. Dann ist 71 stetig und sub-
G

harmonisch auf R. Die Funktion #=1-7I1 ist stetig superharmonisch und
]

positiv auf R, gleich 1 auf R— G und, laut des Hilfssatzes 1, ist

lim #(p) =0

vap

Es sei jetzt U eine offene Menge auf R*, KcU, fiir die R — U nur regulire
Randpunkte fiir das Dirichletsche Problem hat, und derart, dass U N dg=¢ ist.
Wir bezeichen mit #, die Funktion 1 - 71, wo Gs=(R—U) U R, ist. Offenbar

Gn

ist die Folge (#,) nicht zunehmend. Sie ist somit konvergent. Ihre Grenzfunk-

tion » ist auf R harmonisch und beschrinkt und

limz(p) =0

P38

in jedem Punkt s& 4z. Aus dem Maximumprinzip folgt dann

v=0.
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Man kann jetzt leicht eine zunehmende Folge von natiirlichen Zahlen (m:)g

wihlen, derart dass

S= Eun,‘

k=1

endlich und stetig auf R ist. Die Funktion S erfiillt offenbar alle Bedingungen
des Hilfssatzes.

HiLrssatz 3. Es sei G ein Gebiet auf R und S eine nach unten halbbe-

schrinkte superharmonische Funktion auf G, fiir die

liminf S(p)=>a
v>q

ist, in jedem Punkt g€ FrGN (RU 4g). Dann ist S>a.

Dieser Hilfssatz folgt auch aus [4] (Proposition 1) oder [5] (Lemma 2.1).

Da auf G eine nach unten halbbeschrinkte superharmonische Funktion
existiert, ist G eine hyperbolische Riemannsche Fliche. Es gibt somit eine
kompakte Menge K, auf R— G, derart dass R'= R— K, auch hyperbolisch ist.
Es sei ¢ eine positive Zahl, und K die Menge der Punkte g Fr G, fiirr die

liminf S(p) <a-—¢

v>q

ist. K ist eine kompakte Menge, die laut der Bedingung des Hilfssatzes auf
R* — (RU 4g) liegt. Da K, eine kompakte Menge auf R ist, so kann man die
Mengen R* — (RU 4z) — Gy, R"* — (R' U 4s’) — G, identifizieren (G, offen, K,CG,,
G, relativ kompakt in R). Es gibt dann, nach dem Hilfssatz 2, eine endliche
positive superharmonische Funktion S, auf R/, fiir die

lim Sy(p) = + =
p->K
gilt. Fiir jedes ¢ >0 ist die Funktion S+ &S, auf G superharmonisch und wir
haben
lim inf (S+ & Sy) (p) =a —e.
p->FrG

Somit ist
S+eSi=a—-c

Da ¢ beliebig und S, endlich ist, so folgt daraus

S=za--
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¢ ist aber auch beliebig und deshalb haben wir
S>a.

3. Es sei g4 das kanonische Mass auf 4z ([5]); wir nehmen an, dass x ein
Mass auf R* — R ist, mit #(R* — (RU 4z)) =0. Wir nennen eine Menge ACR*
polar, falls A — R von u- Masse null ist und fiir jede Kreisscheibe U auf R, die
Menge ANU von der (dusseren) Kapazitdt null ist. Fiir die Definition der
polaren Menge kann R beliebig vom hyperbolischen oder parabolischen Typ

sein.

Satz 1. Ist f: R—> R' eine Dirichletsche Abbildung, und A' eine polare Menge
auf R'*, so ist auch }1('A’ ) eine polare Menge auf R*.

Es geniigt zu zeigen, dass }’I(A') — R vom p- Masse null ist. Wir werden
drei Fille unterscheiden: a) A'Cdg, b) A'CR', ¢) A'/CR™*~ (R'U 4r.).

a) Es sei G’ eine offene Menge auf 4r und K eine kompakte Menge,
KC}I(G’); dann ist /(K) eine kompakte Menge und f(K)cG'. Wir nehmen
eine Funktion ¢’€ HD(R'), die auf f(K) gleich 1 auf 4z — G’ gleich 0 ist, und
fiir die 0<&'<1 auf R' gilt. Die Funktion & ¢f ist dann gleich 1 auf K; daraus
folgt

p(K) < &'ef(po) < p'(G),

wenn man die kanonische Masse z und ' den Punkten p, und f(p,) assoziert
([51). Es ist also

w7 (G") = sup u(K) < 4 (G").

Ist A’Cdr, und G' eine offene Menge auf 4z mit A'CG’, so erhalten wir

w(F (AN < u(F(G) N 4p) < w(GN).
Es ist also

(7 (AN) < inf 2 (G') = 0.

b) Es sei jetzt A’ eine Menge auf R/, deren abgeschlossene Hiille in einer
offenen Kreisscheibe U’ enthalten ist, und deren dussere Kapazitit verschwindet.
Es sei G’ eine offene Menge A'CG'CG'C U’ und (K;) eine zunehmende Folge
von kompakten Mengen, derart dass alle Randpunkte von R' — K, fiir das Dirich-
letsche Problem regulidr sind und
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KnCKpi1,

UKL=

n=1
ist. Die stetige Funktion ¢, auf R/, die auf R'— U’ gleich 0, auf K5 gleich 1
und auf U’ — K, harmonisch ist, gehért der Menge M(R') an. Deshalb ist £yof
auf R* stetig fortsetzbar. Sie ist auf }’1( U'") superharmonisch und auf }I(Ki.) N 4dg

gleich 1. Es sei w, das harmonische Mass von 7 (K}). Dann ist

Sn=5;l°f_ I w,

f—l(UI)
auf }I(U’) superharmonisch und nach unten halbbeschrinkt und es ist

liminf S,($) =0

Land'}

fir jeden Punkt g& (RU4s) NFrf(U). Laut des Hilfssatzes 3 ist S,>0.
Daraus folgert man

I wx< 51'1 of.

_fl(l/’)
ivs sei wer das harmonische Mass von ‘}I(G') N 4 und

§6 = lim &

Aus obiger Ungleichung, w» t we: und Satz 11 in [2] folgt
I we<biof.
o
Es sei (Gn) eine abnehmende Folge von offenen Mengen, die die Menge A’

enthalten, mit GicU’ und deren Kapazitit gegen 0 konvergiert. Dann ist

lim§g,(9") =0
fiir jeden Punkt p'e U’ —G}. Es ist somit I we,+ 0. Aus Satz 6 e) in [2] folgt
-1
7(c)
E I we,V 0. Laut des Hilfssatzes 1 ist
_.fl(l-") —.-fl(U’)

liminf E I we,(p)=liminf I we,(p) = liminf wa,(p) =1
[t .}:U’) _j}(]’) Vo8 —jl(b") -8

fiir jeden Punkt s E}I(Gi,) N 4z. Daraus folgt
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E I wgr, = Wy

1 -1
sy s

Die Menge }I(A’) N 4r ist somit vom p-Masse null.
Ist A’ eine beliebige Menge auf R', deren dussere Kapazitdt verschwindet,

so kann man Mengen A; finden, die die obige Bedingung erfiillen und deren
Vereinigung gleich A’ ist. Es ist

F(AN N dr= U (F(AD) N 4p).
n=1

Da }I(A’) N dp vom u- Masse null sind, so ist auch }I(A') N 4z vom p-Masse
null.

c) Die Menge }’I(R’* — (R'U 4g')) ist offen auf 4x. Es sei K eine kompakte
Menge KC}’I(R’* ~ (R'U 4)); dann ist /(K) kompakt, und /(K) CR"™ — (R' U 4r').
Ist R hyperbolisch, so gibt es, laut des Hilfssatzes 2, eine endliche positive

superharmonische Funktion S' auf R, fiir die

lim S'(p') = o

p'=J(K)

gilt. Die Funktion S'of ist dann endlich, positiv und superharmonisch auf R,
und wir haben

lim S'of(p) = .

K

Wir bezeichnen mit w das harmonische Mass von K; es ist
0)(?0) = [,t(K),

lim w(p)=0.

p=2AR-K

Die Funktion S, = S'of— nw ist auf R nach unten halbbeschrinkt und super-

harmonisch und es gilt

lim inf Sx(p) > 0.

P>AR

Aus dem Hilfssatz 3 folgt
Sn=0.

Daraus ergibt sich
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nw < S'eof,
2(K) = 0lpo) < %S’(p.’,),

n(K) =0.

Es ist somit
w(7(R™* = (R'U 4z))) = sup u(K) =0.

Ist R' parabolisch, so ist }I(R'*-R’) vom pz- Masse null. Das kann ebenso
bewiesen werden, wie wir oben gezeigt haben, dass }I(A') N 4r vom pu-Masse
null ist, wenn A'C R’ und von dusserer Kapazitit null ist. Damit ist der Satz
vollstindig bewiesen.

Wir bezeichnen mit Ugp ([1]) die Klasse der Riemannschen Flichen, die eine
HD (oder HD)-minimale Funktion besitzen. Diese ist, wie Nakai gezeigt hat
([5]), gerade die Klasse der Riemannschen Flichen R, die einen Punkt s€ 4z

besitzen, dessen u-Mass positiv ist.

Fovrcesatz 1. Ist f: R~ R' eine Dirichletsche Abbildung und R € Unp, So ist
auch R' € Ugp.

Es sei s ein Punkt auf 4g, dessen u-Mass positiv ist. Die Menge {/(s)}
kann nicht polar sein. Daraus folgt sofort, dass f(s) der Menge 4r angehort
und {f(s)} ein positives x'-Mass hat. Es ist also R’ € Ugnp.

FoLGesaTz 2. Jede Fortsetzung einer Riemannschen Fldche aus der Klasse
Uap gehiort auch der Klasse Ugp an.

Dieser Satz wurde in [1] (Satz 11) mittels der universellen Uberlagerungs-
fliche bewiesen.

FoLGEsaTz 3. Es ist
Usp<O4p — Og.

Jede AD-Funktion f ist ndhmlich eine Dirichletsche Abbildung.
Auch dieser Satz wurde in [1] (Satz 7) mittels der universellen Uberla-

gerungsfliche bewiesen.

FoLGesaTz 4. Es sei R ein Gebiet auf der Riemannschen Kugel |2| < oo.

Der relative Rand von R ist ein Quotientenraum des kompakten Raumes R* — R,
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Die identische Abbildung ist eine Dirichletsche Abbildung.

4. Satz 2. Es sei R ein hyperbolisches Gebiet auf der Riemannschen Kugel,
¢ eine stetige Funktion auf dem relativen Rand von R und Hj die Losung des
Dirichletschen Problems auf R mit ¢ als Randfunktion. Es sei 2, ein Punkt des
relativen Randes von R und (z.) eine Punkifolge aus R, die gegen z, konvergiert

und die auf R* gegen Arn konvergiert. Dann ist

lim H(z,) = ¢(2).

n—»wo

Es sei z;€ R und g, die Greensche Funktion von R mit z; als Pol. Die
Funktion % = min (g:,, 1) gehort zu M(R). Da sie in der BD-Topologie die
Grenzfunktion einer Folge von Funktionen aus M(R) mit kompakten Trigern ist,
SO ist

lim k(z,) =0.

n->»

Die Behauptung des Satzes stimmt offenbar, falls z, fiir das Dirichletsche
Problem reguldr ist. Es geniigt also den Satz unter der Voraussetzung zu
beweisen, dass z, nicht regulidr ist. Es gibt dann eine Folge von einfach zusam-
menhingenden Gebieten (Gn), deren Rand in R liegt, und fiir die

GmDCmH, ﬂ Gm= {Zo}

m=1
ist. Wir bezeichnen mit S,, die Funktion auf R, die auf R— G, gleich 1 und
auf RN Gn gleich der Lisung des Dirichletschen Problems ist, mit Randwerten
1 auf dem Rande von G, und 0 auf dem Rande von R, der in G, liegt. Offenbar
ist S, superharmonisch in R, und es gibt eine reele Zahl a,;, derart dass
Sn<amh
auf GxNR ist. Daraus folgt

lim Sm(Zn) =0.

n->»0

Es sei

S=3 LS.

m=1
S ist eine positive superharmonische Funktion auf R, fiir die

liminf S(z)>0

z¢
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ist, fiir jeden Randpunkt ¢ von R, der von z; verschieden ist. Ausserdem haben
wir
1

1 uJ .
lim sup S(za) < o T ,?;,l 2—1,,;11m sup Sm(zn) < ok

n—>x n>o

und somit
lim S(z») =0.

n->o

Der Beweis verlduft jetzt weiter auf dem gewohnlichen Wege.

5. Es sei f eine beliebige analytische Abbildung von R in R’ und G' die
Menge der Punkte p' € R’ die eine Umgebung U’ besitzen, so dass die Uberla-
gerung von U’ durch f einen endlichen Flicheninhalt hat, d.h. es ist

ar’

[§ a5 v,

wenn U’ mit der Kreisscheibe |w| <1 indentifiziert wird. Die Komplementir-

menge F’ von G' ist offenbar abgeschlossen.

Satz 3. Ist R' kompakt und enthdlt F' kein Kontinuum, so ist f eine
Dirichletsche Abbildung.

Es sei &'.eine Funktion mit stetiger Ableitung auf R’ und ¢>>0. Man kann

endlich viele einfach zusammenhingende paarweise punktfremde Gebiete

Gi, . .., Gy finden, derart dass der Rand von G analytisch und in G’ enthalten
ist, die Schwankung von &' auf G;(i=1, ..., n) kleiner als ¢ und
F'c U Gi
i=1
ist. Es seien Hi, ..., Hy einfach zusammenhingende Gebiete mit analytischem

Rande, derart dass

HicG;,  Gi—-HicG
ist, und &; sei diejenige stetige Funktion auf R, die auf R — U G} glich &', auf
i=1
H! gleich #(p}), wo pie G}, und auf G;— H} harmonisch ist. Da &, auf jedem
H} konstant ist, so folgt sofort, dass 2Zj°fe M(R) und somit auf R’ stetig
fortsetzbar ist. Da |&’'—£&;|<e¢, und ¢ beliebig war, so ergibt sich, dass auch

$'of auf R stetig fortsetzbar ist. Da die Funktionen mit stetiger Ableitung in
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der gleichmissigen Topologie von M(R') dicht sind, so ist fiir jede Funktion &'
aus M(R'); ¢'of auf R stetig fortsetzbar und somit ist f eine Dirichletsche
Abbildung.

Die Umkehrung dieses Satzes stimmt nicht. Wir werden zwar ein Beispiel
einer Dirichletschen Abbildung f angeben in welchem R’ die Riemannsche Kugel
und F' das Quadrat |x| <1, |¥| <1 ist. Wir bilden die Riemannsche Fliche R
auf folgende Art. Die erste “Schichte” soll aus einem Blatt |x|<1, |y|<1
bestehen. Die zweite wird aus vier Blittern bestehen und zwar 0<x<1,
0<y<l; —1<x<0, 0<y<1; —1<x<0, —1<y<0; 0<x<1, —1<y<0.
Jedes Blatt dieser Schichte soll mit dem Blatt der ersten Schichte mittels eines
Einschnittes kreuzweise verkniipft werden. Die dritte Schichte besteht aus 16
Blittern, die durch Einteilung jedes Blattes der zweiten Schichte in vier Quad-
rate entstehen; diese werden kreuzweise (mittels eires Einschnittes) mit den
Blittern der zweiten Schichte verkniipft. Setzt man dieses Verfahren fort, so
erhilt man eine Riemannsche Fliche R.  Die Abbildung f soll die Projektion
von R auf R’ sein. Es ist leicht zu erkennen, dass f/ die obenerwihnten Eigen-
schaften besitzt. Durch eine kleine Veridnderung der Konstruktion kann man

sogar ein Beispiel bilden, in welchem F’' mit R’ zusammenfallt.

6. SaTz 4. Jede Dirichletsche Abbildung ist eine Fatousche Abbildung ([2]).

Es sei f/: R—-> R' eine Dirichletsche Abbildung und U’ eine Kreischeibe auf
R' die wir mit |z| <1 identifizieren. Es sei &, der Kreis |z|=7. Da nur fiir
abzihibar viele 7, }1(’5.}-) N 4z ein positives ©-Mass hat, so gibt es ein 7, derart
dass ;’1(@}) N 4r ein verschwindendes u-Mass hat. Bezeichnet man mit G die

offene Menge }I(R’ —- &) NR, so ist
R-Gcr ().
Aus dem Hilfssatz 1 folgt, dass

liminf £ I1(p) =lim inf [1(p) =1
1 s

-8 ¢

ist, fiir jeden Punkt se& AR—}!(%L). Aus dem Verallgemeinerten Minimumsatz

in [5] (Theorem 2.4) folgert man

o [1=1,

@
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was gerade aussagt, dass f eine Fatousche Abbildung ist.

HiLrssatz 4. Es sei G eine offene Menge auf R, deren Randpunkte in bezug
auf R fiir das Dirichletsche Problem reguldr sind und & eine stetige Funktion
auf R*, die auf R — G verschwindet. Dann gibt es eine Funktion u, dic auf RY

stetig, auf G harmonisch, auf R— G null und auf 4dr gleich & ist.

Wir nehmen zuerst an, dass £ M(R). Es sei (R.) eine normale Ausschop-
fung von R und v, die auf R* stetige Funktion, die auf R— RN G gleich £ und
auf R, NG harmonisch ist. Die Funktion, ¢ — v, gehort zu M(R) und hat einen
kompakten Triger. Indem man zu einer Teilfolge iibergeht, kann man anneh-
men, dass (v,) konvergiert und es sei v ihre Grenzfunktion. Man sieht leicht,
dass ¢ — v, gegen £—v in der BD-Topologie konvergiert, so dass £ —v auf 4r
verschwindet.

In dem allgemeinen Fall gibt es eine Folge (£,) von Funktionen aus M(R),
die gleichmissig gegen ¢ konvergieren. Laut obigen Betrachtungen gibt es eine
Folge (vx) von stetigen Funktionen auf R* die auf 4z und R— G gleich £, und
auf G harmonisch sind. Mittels des Hilfssatzes 3 sieht man, dass v. gleich-
missig gegen eine Funktion # konvergiert. Man iiberzeugt sich sofort, dass #

die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt.

Satz 5. Eine Dirichletsche Abbildung f: R—~ R' ist vom Typus Bl ([3]) dann
und nur dann, wenn

fURNR =¢
ist. Diese Beziehung ist zu
J(4dgr) C dg.
dquivalent.
Es sei
f4r) N R % ¢.

Dann gibt es eine kompakte Menge K auf 4z, die ein positives u-Mass hat und
fur die

fAAK)CR

ist. Wir nehmen eine offene Menge G'C R', die die Menge f(K) enthilt und einen
analytischen Rand hat, und eine Funktion &' M(R'), 0<£' <1, die auf R — &'
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gleich 0, auf /(X) gleich 1 und auf G’ superharmonisch ist. Dann ist &'of
stetig auf R* und verschwindet auf R —]—"I(G’). Laut des vorangehenden Hilfs-
satzes, gibt es eine stetige Funktion # auf R* die auf R——}I(G’) verschwindet,
auf ;’I(G’) harmonisch und auf 4z gleich ¢'of ist. Die Funktion &'of —u ist

auf }I(G’) stetig, superharmonisch, beschrinkt und es ist

lim inf (&'¢f(p) — u(p)) =0,

p>g
fiir jeden Punkt g = Fr}’l(G’) N (RU dg). Laut des Hilfssatzes 3 ist
§lof=u.
Es ist also #<1 und, da « auf dem relativen Rande von ]_’1(G’) verschwindet,

u< I 1.
Tan
Auf K ist u gleich 1. Desto mehr ist E # gleich 1 auf K und deshalb haben

-1
1@

wir
0<u(K) < 1E w(D).
(G
Es ist dlso
1I 1>0.

16
Aus Satz 27 in [2] folgt, dass f keine Abbildung vom Typus B! ist, denn (mit den
Bezeichnungen von [2]) f ist fast iiberall auf 4, definiert (Satz 4 und [2] Satz
24) und fast iiberall auf A;(}’I(G’)) wird £(s) in G'C R' enthalten sein.
Es sei jetzt
SR NR = ¢.

Die Menge AR—]—’I(AR,) ist offen auf 4z. Aus dem Satz 1 folgt, dass sie vom
#-Masse null ist.  Sie ist also ([5] Proposition 2. 1) leer und es ist f(4r) C dg
und R'& Og. Es sei (R)) eine normale Ausschopfung von R'. Es sei wn € M(R'),
w) gleich 0 auf R, gleich 1 auf 4r und harmonisch R' — R whof ist gleich
1 iiberall auf 4z,  Die Funktion wnof ist auf fI(R'—-Ei,) harmonisch, ver-

schwindet auf dem relativen Rand und es ist

0< wpof<1.

Daraus folgt
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w;: °f.<_ I 1.

-1 _
J(R'=R’n)

Die Funktion E I 1 ist somit auf 4z gleich 1; wir haben also
T(R'—ﬁ',.) hj’m’—fe'n)

E I 1=1
R -Frm) TR =R
Daraus folgert man, dass fiir fast alle s < 4, f(s) & Ry, Da n beliebig ist, so
folgt £ (s) € 4 fiir fast alle s 4, und (2] Satz 27) f ist vom Typus Bl

FoLGesatz 5. Ist f: R- R' eine Dirichletsche Abbildung und R € Opp,, SO
ist f vom Typus Bl und R' & Oup,. Ist R Oup,~ U Oan, so ist

R' € Oup,y = U Oup, fiir ein n', n' <n.
i<n’

Es sei A die Menge der Pukte s & 4g, die ein positives z-Mass haben. Da
RE Oup,, so ist dg— A vom p-Masse null, und deshalb ist 4z = A ([5] Proposi-
tion 2.1). Aus dem Satz 1 folgt, dass

JAYNR =¢
ist. Es ist somit

FUdR)NR =¢
und f ist vom Typus Bl

Aus dem Satz 1 folgt weiter, dass jeder Punkt von f(A) ein positives x'-Mass

hat. Um zu beweisen, dass R’ in Onp, enthalten ist, bleibt nur zu zeigen, dass
dr/—f(A) vom p'-Masse null ist. Im entgegengesetzten Falle kann man eine
Funktion #' € H(R') finden, die

lim #/(p) =1

p=>1(4)
ist und fur die

0<u' <1

auf R gilt. Die Funktion #'of ist auf R harmonisch und beschréinkt und es ist
limu'ef(p) =1. Aus dem verallgemeinerten Minimumprinzips ([5] Theorem
>4

2.4) folgt aber die widersprechende Beziehung
wof=1.
Gehort die Riemannsche Fliche R der Klasse Oup, — U Oup,, n < ©, so enthalt

i<n

sie n Punkte s;, . .., ss die positives u-Mass haben. Es ist leicht zu sehen,
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dass das harmonische Mass von {s;} eine minimale HD-Funktion ist ([5]). Daraus
folgt, wie Nakai gezeigt hat ([51), dass s; isoliert in 4z liegt. Die Menge
{s1, . . ., $a} ist somit abgeschlossen. Da dx— {8y, . . . , S»} vom nullen u-Masse
ist, ist sie leer ([5]). Die Menge d4r besteht also genau aus den »# Punkten s,

., Sun. Laut des Satzes 1 ist {f(si)} vom positiven u'-Masse. Es ist au-

sserdem dr.— U {f(s;)} vom #'-Masse null. Daraus folgt R' € Onp,, — U Oup, mit

i=1 i<n’

n' < n.
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