
DIRICHLETSCHE ABBILDUNGEN

C. CONSTANTINESCU

1. Fur jede Riemannsche Flache R bezeichnen wir mit M{R) die Algebra

von Royden auf R und mit /?* (bzw. ΔR)- die Kompaktifizierung (bzw. den idealen

Rand) von Royden von R ([5]). Fur jede Funktion ξ e M(R) sei /? das kompakte

Segment [inf £, sup £] und X(R) der kompakte Raum Π /*. Laut der Defini-
R R \&M(R)

tion von /?* ist jede Funktion ξ&M(R) auf 2?* (in eindeutiger Weise) stetig

fortsetzbar. Bezeichnet man ebenfalls mit ξ die so fortgesetzte Funktion und

mit ψR die Abbildung q-* (ξ(q))xeM(S) von R*-*X(R), so ist ψa ein Homeomor-

phismus von i?* auf φR(R*).

Es seien i?, i?' zwei Riemannsche FlSchen und / eine nicht konstante

analytische Abbildung von R in R1. Wir sagen, dass / eine Dirichletsche Ab-

bildung ist, falls fur jede Funktion f'e=M(/P), die Funktion ξΌf auf Λ* stetig

fortsetzbar ist. In diesem Falle ist auch / auf R*-* 2P* (in eindeutiger Weise)

stetig fortsetzbar. In der Tat, die Abbildung q-+ {ξ'°f(q))\&im>) ist eine stetige

Abbildung von R* in X(R'). Offenbar wird R* in φRr{R'*) abgebildet. Wendet

man noch die stetige Abbildung <pR,: ΨR<{R'*)-* R1* an, so erhalt man die

gesuchte Fortsetzung von /.

Es gίbt zwei wichtige Falle, wenn / eine Dirichletsche Abbildung ist. 1° /

ist endlichblSttrig, d.h. es gibt eine natύrliche Zahl n, derart dass f(p') aus

hδchstens n Punkten besteht, fur jeden pf e R'. Dann ist sogar ?'°/e M(R) fiir

jede f'eM(i?'), 2° Rf ist die Riemannsche Zahlenkugel Uί;|<°°, und/hat ein

endliches spharisches Integral, d.h. es ist

(l+LΛ*)!')1 ^
it

In der Tat, sei Dn die Menge der Punkte p1 e R', fiir die / {pf) genau aus n

Punkten besteht, und,a* der spharische Flacheninhalt von Dή Es ist
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76 C. CONSTANTINESCU

Hat ξ* &M(Rf) stetige Ableitungen, so ist Igrad ξ'\ beschrMnkt, wo der Gradient

in bezug auf die Metrik der Sphare genommen wurde. Es ist also

Igrad ξ'\<a<oo,

β \grad (ξ'°f)\2dxdy< a2

und ξ'°f&M(R). Die Funktionen aus M(Rf) mit stetigen Ableitungen bilden

eine dichte Teilmenge in M(R!) (in der gleichmassigeren Topologie). Somitist

ξ'°f auf R* stetig fortsetzbar, fur jede Funktion f ' e M E

2. In diesem Abschnitt wollen wir zuerst einige Hilfssέltze feststelien. Es

sei G eine offene Menge auf R und u^HP(R). Wir bezeichnen mit Iu die
o

obere Grenze der subharmonische Minoranten von u, die auf R — G verschwinden

Iu ist auf G harmonisch. Es sei (Rn)n eine normale Ausschδpfung von Rt und
G

un die Lδsung des Dirichletschen Problems auf RndG mit Randwerten u auf

GOFrRn und 0 auf Rn^FrG. Die Folge (un) ist abnehmend und
Iu = lim un

auf G.

HILFSSATZ 1. Es sei G eine offene Menge auf R und u^HP(R). Es ist

lim inf Iu(p) = lim inf u(p),
p->$ G p-+8

fur jeden Punkt

Es sei S&JR - R-G. Man kann immer annehmen, indem man eventuell G

verkleinert, dass alle Randpunkte von G fur das Dirichletsche Problem regular

sind. Es gibt eine positive Funktion f ε M ( ί ) , die die Funktion u minoriert,

die auf R—G verschwindet und fur die

ξ(s) > lim inf u(p) - ε (ε> 0)
P-+3

ist. Es sei {Rn) eine normale Ausschopfung von R. Wir bezeichnen mit ξn die

auf R* stetige Funktion, welche auf R* -RnftG gleich ξ und auf Rn^G har-

monisch ist. Offenbar gehδrt ξn der Menge M{R) an, und ξ - ξn hat einen

kompakten Trager. Indem man zu einer Teilfolge ίibergeht, kann man anneh-

men, dass (ξn) konvergiert wir setzen
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DIRICHLETSCHE ABBILDUNGEN 77

Die Funktion -η ist auf R - G gleich 0 und auf G harmonisch. Es ist leicht zu

ersehen, dass y&MiR) und (ξn) gegen -η in der ££>-Topologie (KI) konvergiert.

Daraus folgt, dass y = ξ auf J* ist. Da, offenbar, Iu>y auf G ist, so ist auch
G

lim inf Iuip) > 7(5) = £(s) > lim inf «(^) - e.

Somit ist

lim inf Iuip) > lim inf uip).

p~>3 G p->s

Die umgekehrte Ungleichung folgt sofort aus

] U.

HILFSSATZ 2. Es set R eine hyperbolische Riemannsche Flάche und K eine

kompakte Menge auf R* - (RU ΔR). Es gibt eine stetige endliche positive su-

perharmonische Funktion S auf R, fur die

lim Sip) = 00

ist.

Es sei G eine offene Menge auf R*, die ΔR enthalt, und deren Randpunkte

regular fur das Dirichletsche Problem sind. Dann ist / I stetig und sub-
G

harmonisch auf R. Die Funktion w = l - / l ist stetig superharmonisch und
G

positiv auf Ry gleich 1 auf R — G und, laut des Hilfssatzes 1, ist

lim uip) = 0

Es sei jetzt U eine offene Menge auf 2?*, KcU, fur die R~U nur regulare

Randpunkte fur das Dirichletsche Problem hat, und derart, dass U Π ΔR = φ ist.

Wir bezeichen mit un die Funktion 1-/1, wo Gn = (R—U) U Rn ist. Offenbar
Gn

ist die Folge (un) nicht zunehmend. Sie ist somit konvergent. Ihre Grenzfunk-

tion v ist auf R harmonisch und beschrankt und

lim v(p) = 0

in jedem Punkt s «= ΔR. Aus dem Maximumprinzip folgt dann
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78 C. CONSTANTINESCU

Man kann jetzt leicht eine zunehmende Folge von natύrlichen Zahlen (nk)k

wShlen, derart dass

endlich und stetig auf R ist. Die Funktion S erfullt offenbar alle Bedingungen

des Hilfssatzes.

HILFSSATZ 3. Es set G ein Gebiet auf R und S eine nach unten halbbe-

schrάnkte superharmonische Funktion auf G, fur die

UminίS(p)>:a

ist, in jedem Punkt q&FrG Π (RU JR). Dann ist S>a.

Dieser Hilfssatz folgt auch aus [4] (Proposition l) oder [5] (Lemma 2.1).

Da auf G eine nach unten halbbeschrankte superharmonische Funktion

existiert, ist G eine hyperbolische Riemannsche Flache. Es gibt somit eine

kompakte Menge KQ auf R — G, derart dass R' = R-K0 auch hyperbolisch ist.

Es sei e eine positive Zahl, und K die Menge der Punkte q e Fr G, fur die

lim inf Sip) < a - ε
p +q

ist. K ist eine kompakte Menge, die laut der Bedingung des Hilfssatzes auf

R* - (Rl) JR) liegt. Da Ko eine kompakte Menge auf R ist, so kann man die

Mengen R* - (R U ΔR) - Go, IP* - (Rf U ΔR>) - Go identifizieren (Go offen, 7ΓocGo,

Go relativ kompakt in./?). Es gibt dann, nach dem Hilfssatz 2, eine endliche

positive superharmonische Funktion So auf R\ fiir die

lim So(p) = -f oo

gilt. Fiir jedes εo>O ist die Funktion S-f εoSo auf G superharmonisch und wir

haben

lim inf (S+ εoSo) (p)>a- ε.
p +FrG

Somit ist

S -f εo So > a — ε.

Da ε0 beliebig und So endlich ist, so folgt daraus
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ε ist aber auch beliebig und deshalb haben wir

3. Es sei μ das kanonische Mass auf ΔR ([5]) wir nehmen an, dass μein

Mass auf #* - R ist, mit μ(R* - {R U ΔR)) = 0. Wir nennen eine Menge Ac/?*

polar, falls A- R von μ- Masse null ist und fur jede Kreisscheibe U auf R, die

Menge APiU von der (Susseren) Kapazitat null ist. Fur die Definition der

polaren Menge kann R beliebig vom hyperbolischen oder parabolischen Typ

sein.

SATZ 1. Ist f: R-+R1 eine Dirichletsche Abbildung, und A* eine polare Menge

auf i?'*, so ist auch f (Af) eine polare Menge auf R*.

Es genugt zu zeigen, dass f(A') - R vom μ- Masse null ist. Wir werden

drei Falle unterscheiden : a) A'CZJR,, b) Λ'c/?', c ) A'ci?'* - (Rf U ΔR>).

a) Es sei G1 eine offene Menge auf ΔR> und K eine kompakte Menge,

jffc/ίG'); dann ist f(K) eine kompakte Menge und f(K)c:Gf. Wir nehmen

eine Funktion ξf<ΞHD(Rf), die auf f(K) gleich" 1 auf Δw-Gf gleich 0 ist, und

fur die 0< £'< 1 auf R gilt. Die Funktion ξ'°f ist dann gleich 1 auf K\ daraus

folgt

wenn man die kanonische Masse μ und μf den Punkten p{) und f(pϋ) assoziert

([5]). Es ist also

μCf\σ)) = sup μ(K) < μ'(G').

Ist A'CUR,, und Q eine offene Menge auf ΔR> mit A'aG1, so erhalten wir

μC/(Af)) < M/1 (GO n j Λ ) < /ι'(GO.

Es ist also

b) Es sei jetzt Af eine Menge auf Rf, deren abgeschlossene Hϋlle in einer

offenen Kreisscheibe U' enthalten ist, und deren aussere Kapazitat verschwindet.

Es sei Gf eine offene Menge A'aG'^G'^U' und (K*n) eine zunehmende Folge

von kompakten Mengen, derart dass alle Randpunkte von R' - K'n fur das Dirich-

letsche Problem regular sind und
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ϋ κ'n = σ
n

w = l

ist. Die stetige Funktion ξ» auf R', die auf #' - U' gleich 0, auf ϋfi gleich 1

und auf U — K!n harmonisch ist, gehort der Menge M(R') an. Deshalb ist ξn°f

auf R* stetig fortsetzbar. Sie ist auf f{U') superharmonisch und auf f {Kit) Π ΔR

gleich 1. Es sei ωn das harmonische Mass von f(Kn). Dann ist

Sn = ξ'n°f- I <ΰn

auf / (£70 superharmonisch und nach unten halbbeschrankt und es ist

fur jeden Punkt q<Ξ (R\J ΔB) Γ\Frf\u'). Laut des Hilfssatzes 3 ist SΛ>0.

Daraus folgert man

-1
f(U')

Ks sei ωQf das harmonische Mass von / (Gf) Π J β und

ξ'σ> = lim fi.

Aus obiger Ungleichung, ωw t ωQ, und Satz 11 in [2] folgt

- 1

Es sei (G«) eine abnehmende Folge von offenen Mengen, die die Menge A1

enthalten, mit G[aUf und deren Kapazitat gegen 0 konvergiert. Dann ist

fur jeden Punkt p' e C7r - G{. Es ist somit / ωQ,n I 0. Aus Satz 6 e) in [2] folgt

E I coo'n I 0. Laut des Hilfssatzes 1 ist

lim inf E I ωa>n(p) > lim inf / ωG>n(p) = lim inf ωQ,n(p) = 1
1 1 1

~ffur jeden Punkt s^~f{G'n) Γ\ ΔR. Daraus folgt
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E I CUG>n> CθGn.

f(U') f(U')

Die Menge /(AM Π J* ist somit vom μ-Masse null.

Ist A' eine beliebige Menge auf Rf, deren aussere Kapazitat verschwindet,

so kann man Mengen An ίinden, die die obige Bedingung erfύllen und deren

Vereinigung gleich A' ist. Es ist

/(A')n ΔR= \jCf(A'n)Γ\JR).
n = l

Da ~f (An) Π JR vom μ- Masse null sind, so ist auch /(AO Π ΔR vom μ-Masse

null.

c) Die Menge /(/?'* -(/?UJ Λ . ) ) ist off en auf ΔH. Es sei /ί eine kompakte

Menge Kaγ(Rf* - (R( U JΛ,)); dann ist/(/O kompakt, und/(ϋf) <=/?'*-(ff' U J^).

Ist i?' hyperbolisch, so gibt es, laut des Hilfssatzes 2, eine endliche positive

superharmonische Funktion S' auf R'} fur die

lim Sip1) = °°

gilt. Die Funktion S'°/ ist dann endlich, positiv und superharmonisch auf R,

und wir haben

lim S°f(p) = oo.

Wir bezeichnen mit ω das harmonische Mass von K\ es ist

lim ω(i>)=0.

Die Funktion Sn = S°f—nω ist auf /? nach unten halbbeschrankt und super-

harmonisch und es gilt

liminf Sn(p)>0.

Aus dem Hilfssatz 3 folgt

S»>0.

Daraus ergibt sich
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nω < S °f,

~

μ(K) = 0.

Es ist somit

μCf{R'* -(R'U ΔR>))) = sup μ(K) = 0.

Ist Rf parabolisch, so ist /(/?'* — R') vom μ- Masse null. Das kann ebenso

bewiesen werden, wie wir oben gezeigt haben, dass f(Af) Π ΔR vom μ-Masse

null ist, wenn A'czR' und von ausserer Kapazitat null ist. Damit ist der Satz

vollstandig bewiesen.

Wir bezeichnen mit UHD (EU) die Klasse der Riemannschen Flachen, die eine

HD (oder #jP)-minimale Funktion besitzen. Diese ist, wie Nakai gezeigt hat

([5]), gerade die Klasse der Riemannschen Flachen R, die einen Punkt s e ΔR

besitzen, dessen μ-Mass positiv ist.

FOLGESATZ 1. Ist f'R-^R1 eine Dirichletsche Abbildung und 7?e UBΌ, SO ist

auch Rf e UHD.

Es sei s ein Punkt auf ΔRt dessen ^-Mass positiv ist. Die Menge {/(s)}

kann nicht polar sein. Daraus folgt sofort, dass f(s) der Menge ΔR> angehδrt

und {/(s)} ein positives μ'-Mass hat. Es ist also i?'e UHD.

FOLGESATZ 2. Jede Fortsetzung einer Riemannschen Flάche aus der Klasse

UHD gehort auch der Klasse UHD an.

Dieser Satz wurde in [I j (Satz 11) mittels der universellen Uberlagerungs-

fla'che bewiesen.

FOLGESATZ 3. Es ist

Jede AZλFunktion / ist nahmlich eine Birichletsche Abbildung.

Auch dieser Satz wurde in [1] (Satz 7) mittels der universellen ϋberla-

gerungsflache bewiesen.

FOLGESATZ 4. Es sei R ein Gebiet auf der Riemannschen Kugel \z\ < <χ>.

Der relative Rand von R ist ein Quotientenraum des kompakten Raumes R* - R.
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Die identische Abbildung ist eine Dirichletsche Abbildung.

4. SATZ 2. Es sei R ein hyperbolisches Gebiet auf der Riemannschen KugeU

ψ eine stetige Funktion auf dem relativen Rand von R und H% die Losung des

Dirichletschen Problems auf R mit ψ ah Randfunktion. Es set Zo ein Punkt des

relativen Randes von R und (zn) eine Punktfolge aus R} die gegen Zo konvergiert

und die auf R* gegen ΔR konvergiert. Dann ist

Es sei ZjGi? und gZι die Greensche Funktion von R mit z\ als Pol. Die

Funktion h = min (gZι, 1) gehδrt zu M(R). Da sie in der Z?i>Topologie die

Grenzfunktion einer Folge von Funktionen aus M(R) mit kompakten Tragern ist,

so ist

lim h(zn) — 0.

Die Behauptung des Satzes stimmt offenbar, falls zo fur das Dirichletsche

Problem regular ist. Es genϋgt also den Satz unter der Voraussetzung zu

beweisen, dass z0 nicht regular ist. Es gibt dann eine Folge von einfach zusam-

menhangenden Gebieten (Gm), deren Rand in R liegt, und fur die

Gm ^ Gm + j , f l Gm = { ̂ o /
m = l

ist. Wir bezeichnen mit S,n die Funktion auf R, die auf R - Gm gleich 1 und

auf RΠGm gleich der Losung des Dirichletschen Problems ist, mit Randwerten

1 auf dem Rande von Gm und 0 auf dem Rande von R, der in Gm liegt. Offenbar

ist Sm superharmonisch in R, und es gibt eine reele Zahl am> derart dass

S?n <*amh

auf Gm Π R ist. Daraus folgt

lim S n(Zn) =0 .

Es sei

S
m.

S ist eine positive superharmonische Funktion auf R, fur die

liminf S(z)>Q
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ist, fur jeden Randpunkt C von R, der von z0 verschieden ist. Ausserdem haben

wir

1 k i 1
Km sup S(zn} < ~jk + Σ -^rlim sup Sm(zn) < ifi

und somit

lim S(zn} = 0.
n-»oo

Der Beweis verlauft jetzt weiter auf dem gewohnlichen Wege.

5. Es sei / eine beliebige analytische Abbildung von R in Rf und G' die

Menge der Punkte p' e R' die eine Umgebung U' besitzen, so dass die ϋberla-

gerung von U' durch / einen endlichen Flacheninhalt hat, d.h. es ist

dz
f(U')

wenn U' mit der Kreisscheibe I w | < 1 indentifiziert wird. Die Komplementar-

menge F von Gf ist offenbar abgeschlossen.

SATZ 3. Ist Rf kompakt und enthάlt F1 kein Kontinuum, so ist f eine

Dirichletsche Abbildung.

Es sei ξ' eine Funktion mit stetiger Ableitung auf Rf und ε>0. Man kann

endlich viele einfach zusammenhangende paarweise punktfremde Gebiete

G'u . . . , Gn finden, derart dass der Rand von G'n analytisch und in G' enthalten

ist, die Schwankung von £' auf G\ (« = ! , . . . , n) kleiner als s und

ist. Es seien Hi . . . , Hn einfach zusammenhangende Gebiete mit analytischem

Rande, derart dass

ist, und ς{ sei diejenige stetige Funktion auf R'} die auf R' - U G\ glich ξ\ auf

H'i gleich ξ'(pi), wo p'i&G), und auf Gi-E\ harmonisch ist. Da ξ[ auf jedem

Hi konstant ist, so folgt sofort, dass ς'Q°f<^M{R) und somit auf R' stetig

fortsetzbar ist. Da I -' - ξ{| < ε, und ε beliebig war, so ergibt sich, dass auch

ί'o/auf R* stetig fortsetzbar ist. Da die Funktionen mit stetiger Ableitung in
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der gleichmassigen Topologie von M(R') dicht sind, so ist fur jede Funktion ξf

aus M(R'), ξ'°f auf R stetig fortsetzbar und somit ist / eine Dirichletsche

Abbildung.

Die Umkehrung dieses Satzes stimmt nicht. Wir werden zwar ein Beispiel

einer Dirichletsxhen Abbildung / angeben in welchem R! die Riemannsche Kugel

und F1 das Quadrat | # | < 1 , ljy|<l ist. Wir bilden die Riemannsche Flache R

auf folgende Art. Die erste "Schichte" soil aus einem Blatt | # | < 1 , I^ |<1

bestehen. Die zweite wird aus vier Blattern bestehen und zwar 0<ΛΓ<1,

0<jy<l; -Kx<Q, 0<y<l; - K K O , - K v < 0 ; 0 < * < l , -Ky<0.

Jedes Blatt dieser Schichte soil mit dem Blatt der ersten Schichte mittels eines

Einschnittes kreuzweise verknϋpft werden. Die dritte Schichte besteht aus 16

Blattern, die durch Einteilung jedes Blattes der zweiten Schichte in vier Quad-

rate entstehen diese werden kreuzweise (mittels eires Einschnittes) mit den

Blattern der zweiten Schichte verknύpft. Setzt man dieses Verfahren fort, so

erhait man eine Riemannsche Flache R. Die Abbildung / soil die Projektion

von R auf Rf sein. Es ist leicht zu erkennen, dass / die obenerwahnten Eigen-

schaften besitzt. Durch eine kleine Veranderung der Konstruktion kann man

sogar ein Beispiel bilden, in welchem F' mit Rf zusammenfallt.

6. SATZ 4. Jede Dirichletsche Abbildung ist eine Fatousche Abbildung ([2]).

Es se'ιf'.R^>Rf eine Dirichletsche Abbildung und U1 eine Kreischeibe auf

Rf die wir mit U I < 1 identiίizieren. Es sei &'r der Kreis \z\ — r. Da nur fur

abzahίbar viele r, / ( S J ) Π ΔR ein positives /ί-Mass hat, so gibt es ein r> derart

dass / (Si) Π Δβ ein verschwindendes μ-Mass hat. Bezeichnet man mit G die

offene Menge / (R1 - &r) Π Rf so ist

Aus dem Hilfssatz 1 folgt, dass

liminf £ /1 (/>) > lim inf Il{p) =I

ist, fur jeden Punkt S G J K - / ( S [ ) . AUS dem Verallgemeinerten Minimumsatz

in [5] (Theorem 2.4) folgert man
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was gerade aussagt, dass / eine Fatousche Abbildung ist.

HiLFSSATz 4. Es sei G eine off em Menge auf R, deren Randpunkte in bezug

auf R fur das Dirichletsche Problem regular sind und ξ eine stetige Funktion

auf /?*, die auf R-G υerschwindet. Dann gibt es eine Funktion u> die auf RΫ

stetig, auf G harmonisch, auf R-G null und auf JR gleich ξ ist.

Wir nehmen zuerst an, dass ξ<^M(R). Es sei (Rn) eine normale Ausschop-

fung von R und vn die auf R* stetige Funktion, die auf R-Rn^G gleich ξ und

auf Rn Π G harmonisch ist. Die Funktion, ξ - υn gehδrt zu M(R) und hat einen

kompakten Trager. Indem man zu einer Teilfolge ίibergeht, kann man anneh-

men, dass (vn) konvergiert und es sei v ihre Grenzfunktion. Man sieht leicht,

dass ξ - vn gegen ξ — v in der Z?i>Topologie konvergiert, so dass ζ — v auf JR

verschwindet.

In dem allgemeinen Fall gibt es eine Folge (?«) von Funktionen aus M(R),

die gleichmassig gegen ξ konvergieren. Laut obigen Betrachtungen gibt es eine

Folge (vn) von stetigen Funktionen auf 7?*, die auf ΔR und R-G gleich ξn und

auf G harmonisch sind. Mittels des Hilfssatzes 3 sieht man, dass υn gleich-

massig gegen eine Funktion u konvergiert. Man ϋberzeugt sich sofort, dass u

die Bedingungen des Hilfssatzes erfullt.

SATZ 5. Eine Dirichletsche Abbildung f: R-+R1 ist vom Typus Bl ([3]) dann

und nur dann, wenn

f(jR) ΠR'^φ

ist. Diese Beziehung ist zu

equivalent.

Es sei

Dann gibt es eine kompakte Menge K auf 4R, die ein positives /i-Mass hat und

fur die

f(K)aR>

ist. Wir nehmen eine offene Menge G' c R\ die die Menge f(K) enthalt und einen

analytischen Rand hat, und eine Funktion £reAf(/P), 0 < £ ' < ! , die auf R'-Gf
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gίeich 0, auf f(K) gleich 1 und auf Gf superharmonis'ch ist. Dann ist ξf°f

stetig auf R* und verschwindet auf R -f (G1). Laut des vorangehenden Hilfs-

satzes, gibt es eine stetige Funktion u auf i?*, die auf R-f(G') verschwindet,

auf /(GO harmonisch und auf AR gleich ςΌf ist. Die Funktion ξf°/—u ist

auf /(GO stetig, superharmonisch, beschrankt und es ist

liminf (ξf°f(p)-u(p))>0,
p-+q

fiir jeden Punkt q&Fr~f(G') Π (Rϋ ΔR). Laut des Hilfssatzes 3 ist

Es ist also u<\ und, da u auf dem relativen Rande von /(GO verschwindet,

u< I 1.

Auf K ist u gleich 1. Desto mehr ist E u gleich 1 auf K und deshalb haben
J\Gf)

wir

0<MAO< E

Es ist also

-1
f(G')

I l>0 .
- 1
no')

Aus Satz 27 in [2] folgt, dass/keine Abbildung vom Typus Bl ist, denn (mit den

Bezeichnungen von [2]) / ist fast ϋberali auf ά\ definiert (Satz 4 und [2] Satz

24) und fast ύberall auf A(/(G0) wird f(s) in G'aR* enthalten sein.

Es sei jetzt

Die Menge ΔR-~f(ΔRl) ist offen auf JR. Aus dem Satz 1 folgt, dass sie vom

μ-Masse null ist. Sie ist also ([5] Proposition 2. 1) leer und es ist f(dR)c:jR,

und Rf $ OQ. ES sei (Rf

n) eine normale Ausschopfung von R'. Es sei ωf

n e M(Rf),

ω'n gleich 0 auf i?ή, gleich 1 auf άR> und harmonisch R' - R'n. ωn°f ist gleich

1 ϋberali auf JR. Die Funktion ωn°f ist auf f {Rf — R'n) harmonisch, ver-

schwindet auf dem relativen Rand und es ist

0 < ω i ° / < l .

Daraus folgt
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Wn°f< I 1.
-l _
ί(R'-R'n)

Die Funktion E I 1 ist somit auf AR gleich 1 wir haben also
J(JR'-Ii'n) jW-R'n)

E I 1 = 1.
f(R'-R'n) J(R'-R'n)

Daraus folgert man, dass fur fast alle 5 e Δu f(s) $ R'n: Da n beliebig ist, so

folgt /(s) e= Δ[ fur fast alie s e A und (L"2] Satz 27) / ist vom Typus Bl

FOLGESATZ 5. 1st f: R-*Rr eine Dirichletsche Abbildung und R^OHΌ^ SO

ist f vom Typus Bl und i?'e0^oo 1st R^OΠpn- U OHΌit so ist

Rf e OffDn, - U OHO/ fur ein n\ n1 <> n.
i<n'

Es sei A die Menge der Pukte s e Jj?, die ein positives /̂ -Mass haben. Da

R^Oiwm, so ist ΔR — A vom μ-Masse null, und deshalb ist ΔR = A ([5] Proposi-

tion 2.1). Aus dem Satz 1 folgt, dass

ist. Es ist somit

und / ist vom Typus Bl.

Aus dem Satz 1 folgt weiter, dass jeder Punkt von f(A) ein positives //-Mass

hat. Um zu beweisen, dass R' in OHΌ* enthalten ist, bleibt nur zu zeigen, dass

ΔR>~—f(A) vom μ'-Masse null ist. Ifn entgegengesetzten Falle kann man eine

Funktion u'^H(R') finden, die

lim
V-+SM)

ist und fiir die

auf Rf gilt. Die Funktion w'°/ ist auf R harmonisch und beschrankt und es ist

limutof(p) = l. Aus dem verallgemeinerten Minimumprinzips ([5] Theorem
p-+A

2.4) folgt aber die widersprechende Beziehung

Gehort die Riemannsche Flache R der Klasse OπDn - U OaΌiy n < °°, so enthalt

sie n Punkte sί} . . . , srt, die positives μ-Mass haben. Es ist leicht zu sehen,
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dass das harmonische Mass von {s, } eine minimale HD-Funktion ist (Co]). Daraus

folgt, wie Nakai gezeigt hat ([5]), dass s, isoliert in ΔR liegt. Die Menge

{su . . . , sn} ist somit abgeschlossen. Da Δn - ($i. . . . , sn} vom nullen μ-Masse

ist, ist sie leer ([5]). Die Menge ΔR besteht also genau aus den n Punkten sh

. . . , s«. Laut des Satzes 1 ist {/(Si)} vom positiven ^u'-Masse. Es ist au-
n

sserdem Δ& - U {/(s, )} vom ^-Masse null. Daraus folgt R e Qm* - U OnDi mit
ii '
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