SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES DE CERTAINS
SYSTEMES DIFFERENTIELS PERTURBES

GEORGES REEB

Introduction. Les systémes différentiels dont il est question dans ce travail,
sont du type suivant:

(1 dy = E,(y)dt. (2w

E, est un champ de vecteurs défini sur une variété V,,1a n + 1 dimensions,
trois fois continfiment différentiable, jouissant des propriétés suivantes:

(a) E, dépend du parametre réel et positif u (u > 0).

(b) Le vecteur E,(y) du champ E,, attaché au point y de Vi1, est une fonc-
tion deux fois contindiment différentiable du couple (v, u).

(c) Eo(y) # 0 pour tout y € Voqy.

(d) Les trajectoires du champ Eq sont fermées (et par suite homémorphes au
cercle Si). De plus elles sont les fibres d'une struciure fibrée de Vi1, dont la
base est une variété V., a n dimensions. L'application canonique P de Vi
sur Vo, est alors deux fois contindiment différentiable.

En fait les hypothéses de différentiabilité ne seront pas systématiquement
explicitées dans la suite. On pourra par exemple se contenter de supposer
que toutes les fonctions, variétés, etc. .. qui interviennent sont indéfiniment
continliment différentiables.

On se propose d’étudier, par des méthodes simples et pour la plupart classiques,
certaines propriétés des trajectoires fermées du champ E, pour les petites
valeurs de u. [16; 19; 18; 28].

En faisant les hypothéses (a), (b), (c) et (d) sur le champ E, on peut étendre
au cas d’'un systéme & plusieurs degrés de liberté un certain nombre des
résultats connus [19, p. 184-204] pour I'équation différentielle:

(2) ¥+ x = pf(xx),
ou plus généralement
@) x + g(x) = wflx").

Les équations (2) et (3) comprennent comme cas particulier I'équation différ-
entielle des oscillations de relaxation. (On remarquera que si dans (2) on
donne au paramétre u la valeur 0 ce systéme admet des solutions périodiques,
et par conséquent vérifie les hypothéses (a), (b), (c), (d) (cf. §2.1).

Le chapitre II est consacré a I'étude de certains champs E, (possédant la
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propriété (d)) qui se présentent souvent dans des problémes de dynamique.
Dans le cas particulier ou il existe un invariant intégral du type de la dynami-
que, on remarque que la période est la méme pour toutes les trajectoires
correspondant a une valeur donnée de I"hamiltonien H. D’autres propriétés
globales résultent encore de l'existence de 'invariant intégral.

Dans le chapitre III on associe au champ E, un champ E, défini sur la base
V., et on étudie les relations entre les trajectoires de £ et E,. Il s'agit de
fagon plus précise de relations entre les singularités de E et les trajectoires
fermées de E,. L’idée essentielle peut au fond se résumer ainsi: les propriétés
qualitatives des trajectoires du champ E, sont analogues A celles des trajec-
toires obtenues en se contentant d’une premiére approximation, [18]. C’est
la méthode des petits paramétres de H. Poincaré.

Dans IV on suppose que le champ E, admet I'invariant intégral de M. Elie
Cartan [7], et on en déduit qu'il en est de méme du champ E. Les théorémes
de M. Morse [21] permettent alors de préciser les résultats de III [28].

Le dernier chapitre VI comprend quelques remarques sur I'existence de
solutions périodiques de certains systémes (Z,), sous des conditions plus larges
que celles des chapitres précédents.

Il a semblé utile de résumer en I certaines définitions et propriétés fréquem-
ment utilisées par la suite.

I. RAPPEL DE CERTAINES PROPRIETES ET DEFINITIONS

1.1. Formes différentielles extérieures (notations). Soit V, une variété
numérique. Une forme différentielle extérieure sur V, est désignée par une
lettre grecque a, w, ,..; il n’est pas nécessaire de mettre en évidence le
degré de la forme considérée. La loi de produit extérieur de formes extérieures
estnotée ®. On utilise la notation (a)?poura ® a, (a)?poure @ a @ ...Q a,
(p facteurs). La différentielle extérieure d'une forme extérieure = est notée dr.
L’opérateur d augmente les degrés d’une unité et jouit des propriétés suivantes

dla + B) =da+dB,dda =0, d(Na) = Na +d\ ® a

(ot X est une fonction numérique), etc. On dit que = est fermé si dr = 0;
on dit que 7 est homologue a zéro, s'il existe a tel que # = da. Si V, est
compact et si a est une forme fermée de degré » qui ne s’annule en aucun
point de V,, la forme a n’est pas homologue a zéro. En effet J ~a # 0 sur

une composante connexe V', deV, On pourra se reporter aux ouvrages sui-
vants: [2, Livre II, Chapitre III; 6, p. 1-32] algébre extérieure; [6, p. 33-44]
différentation extérieure; [3] anneau de cohomologie de V,. Voir aussi [9,
p. 146-152; 7.

1.2. Invariants intégraux et systémes différentiels. Soit (Z) un systéme
différentiel ordinaire sur V,. Six;(z = 1, ..., n) sont des coordonnées locales
sur Vo, le systéme (Z) peut se mettre sous la forme:
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dxy _ dxs _ dxn

:Y_l' - X'_z' T e e e — Y;‘ .
Le systéme (Z) définit un champ de vecteurs E ayant pour composantes X .
D’une fagon précise E est défini & un facteur numérique pres; en d’autres
termes le systéme (Z) définit un champ de directions sur V,. Réciproquement
un champ de directions ou un champ de vecteurs E sur V, définit un systéme
différentiel (£). Soit ¢y, ..., ¢n_1, un systétme complet d’intégales premiéres
de ()

DErFINITION (a). La forme différentielle extérieure w est un invariant intégral
absolu du systeme différentiel (Z) (ou du champ E) si w est une forme différen-
tielle construite sur les différentielles dp;(i=1, . .., n—1) dont les coefficients sont
des fonctions de ¢1, ..., ¢n_1. Un tnvariant intégral relatif est une forme w
dont la différentielle extérieure dm est un intégral absolu.

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la définition (a).

THEOREME (a). Soient ¢, ..., dn_1, dn, des coordonnées locales dans V.,
sotent 1, ..., ¢u—1 des intégrales premicres de (Z). La transformation
Fipi>0;e=1,...,n—1), ¢ > f(¢1,..., ¢n), laisse invariant tout in-

variant intégral absolu = de (). En d'autres termes F*(r) = m, o F* est
Papplication transposée de F.

Le théoréme (a) permet de démontrer:

THEOREME (a’). Soit F une application d'un ouvert Q de V, dans V.,, qui
applique tout point x de Q@ sur un point la trajectoire de () issue de x. Si = est
un invariant intégral absolu de (Z), alors F*(w) = .

Soit 7 une forme différentielle extérieure fermée de degré deux sur V,.

DE£rFINITION (b). On appelle classe de la forme fermée de degré deux =, le
nombre entier q tel que (m)? # 0 en tout point et (r)?1 = 0.

La classe de = est évidemment inférieure ou égale a 3n.

THEOREME (b). St n est patr (n = 2q) et si  est fermé et de classe q, on peut
q

trouver des coordonnées locales pi, qu, P2, Q2+« -y Pay 9oy telles que ™= 3
i=1

dpi @ dq;; de plus on peut prendre pour pi une fonction arbitraire [6, p. 52;
7, p. 29; 5 p. 121-134].

THEOREME (c). Sotent p;,q; (1 = 1,...,7) et t des coordonnées locales dans
Vo (n=2r41). La forme extériewre m = Zidp; @ dg; — dH ® dt, ou H
est une fonction numérique sur V,, est fermée et est de classe r. Il existe exacte-
ment un champ de directions E pour lequel m est un invariant intégral absolu.
Le systeme différentiel l1é d E est
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dH /dg; AH/dp;

St H ne dépend pas de t, alors H est une intégrale premiere de (T).
On suppose donc que H ne dépend pas de ¢&. Le systéme différentiel

) L S I
—9H/dg, —0H/dg, oH/op,

est défini dans le sous espace V,_, de V, d’équation H= by, ¢ = constante.
Les résultr ts précédents permettent de démontrer:

H=b0=C’e,

TutoreEME (d). La forme n' = Zdp; @ dq; induite par = dans V,_, est
de classe r — 1, n’ est un tnvariant intégral absolu de (T').

On pourra se reporter utilement a [6, p. 52-58; 7, chap. 1, 2, et 4; 5, p. 121-134].

1.3. Variétés fibrées. Les variétés fibrées considérées dans cet article ad-
mettent presque toutes le cercle S; comme fibre. On rappelle que V,.; est
une variété fibrée de fibre S; et de base V,, si V,41 est muni d’une relation
d’équivalence p telle que V,, soit I'espace quotient de V,4; par p et si I'appli-
cation canonique P de V,4 sur V, jouit de la propriété suivante:

Tout point x de V, admet un voisinage Q, dont I'image réciproque P~(Q,)
est homéomorphe au produit topologique Q, X S; de Q. par .S;, par un homéo-
morphisme ¢; de plus si ¥ € Q, et si pr désigne la projection canonique de
Q. X Sy sur 2, la relation suivante est vérifiée: pr ¢(P71(%)) = &.

En fait les espaces fibrés considérés dans la suite admettent une structure
encore plus précise: la fibre S est isomorphe au cercle euclidien et le groupe
structural de la fibration est le groupe des rotations de S. On a un espace
fibré principal. Cependant ces propriétés ne seront pas utilisées dans la suite.

LLa théorie des variétés fibrées a trois dimensions est exposée dans [23].
Ce travail examine aussi le cas des fibres exceptionnelles; ce dernier cas se
présente dans certains problémes de dynamique (cf. §2.2). Pour la théorie
générale des espaces fibrés on pourra se reporter a [10; 11; 12]; on trouvera
en particulier le lemme du relévement des homotopies dans [11, p. 155] (cf.
§6.4); dans [8] on trouvera une théorie des classes caractéristiques. Il est
peut-&tre utile de rappeler la définition suivante:

DEFINITION.  Une application s de la base V, dans Vi1 est une section de
Vat, st s vérifie la relation P.s = identité.
II. QUELQUES EXEMPLES SIMPLES

2.1. Un exemple classique. 1L'exemple classique, certainement le plus
simple, d'un systéme différentiel du type envisagé est I’équation du deuxiéme
ordre:

(2) 2"+ x = pf(x,x)
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qui pour g = 0 se réduit a
4) x4+ x =0.

Les lignes intégrales de (4) sont représentées dans le plan des phases (x/, x)
par les cercles concentriques x? 4 x’* = constante. {Ces trajectoires con-
stituent bien une fibration du plan (x, x’) auquel on a enlevé l'origine).

La méme remarque s’applique au systéme de type plus général:

(5) x4+ g(x) = uflx, x’)
A condition que les courbes x> + 2H(x) = C* (ou H(x) est une primitive de
g(x)) soient des orbes enveloppant 'origine.

2.2. Petits mouvements. L’étude des petits mouvements au voisinage
d’'une position d’équilibre stable d’un systéme dynamique conservatif a ¢
degrés de liberté a liaisons holonomes sans frottement et indépendantes du
temps, revient & l'intégration d’un systéme différentiel du type suivant:

(6) dx; = v.dt, dy; = — wixdt z=1,...,9

ol les w; sont des constantes réelles non nulles.

Soit R?*? l'espace numérique euclidien dans lequel les (x;, ¥;) forment un
systéme de coordonnées cartésiennes; R°,, désigne l'espace R*? privé de son
origine. Si tous les w; sont égaux, les trajectoires de (6) forment une fibration
de R°, dont la base est homéomorphe au produit topologique R X P,(G)
de la droite numérique R par l'espace projectif complexe P,(G) & ¢ dimensions
complexes [2, Livre 111, chap. VIII, §4) (On remarquera en effet que I'espace
numérique euclidien réel R?? peut étre considéré comme un espace vectoriel
complexe G?2 ¢ dimensions complexes, dans lequel les coordonnées sont:
gz, =x;+e; G=1,...,¢; €= —1). Les droites D de G? issues de
I'origine, sont représentées dans R?? par des sous-espaces & 2 dimensions.
Les traces S des droites D sur la sphére Zs,_;, de centre O et de rayon 1 dans
R, sont des grands cercles de Z,,_;. lLes cercles S sont précisément les
trajectoires de (6) sur Z,,—;. On voit donc qu'il v a une correspondance
bi-univoque entre les cercles S et les droites D; mais les droites D de G sont
précisément les points de P (G)).

Si les w; au lieu d’étre égaux, sont proportionnels & des nombres rationnels,
les trajectoires de (6) sont encore fermées; mais elles ne forment plus une
fibration de R°;,. En effet la condition du produit local n’est plus satisfaite
Nous avons ici un exemple de structure fibrée avec fibres exceptionnelles [23];
en effet il existe un entier % tel que toute trajectoire de (6) posséde un voi-
sinage saturé, dont le revétement a k feuillets est fibré (au sens usuel) par les
composantes connexes des images reciproques des trajectoires de (6). On
verra facilement, sans qu'il soit nécessaire d’entrer dans les détails, comment
la suite pourrait s’appliquer 4 ce cas un peu plus général.

On peut aussi interpréter le systéme (6) comme définissant le mouvement de g
oscillateurs harmoniques. Si les constantes w; sont proportionnelles & des
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nombres rationnels, le systéme différentiel obtenu en ajoutant au deuxiéme
membre de (6) des termes perturbateurs correspond au probléme typique de
la résonance. (Les périodes fondamentales sont commensurables.)

2.3. Géodésiques d’une sphére S,.. Les géodésiques (ou grands cercles)
d’une sphére euclidienne S,, & ¢ dimensions, sont les projections dans .S, des
trajectoires d’un champ de vecteurs E, défini dans la variété S*,,_; des vec-
teurs unitaires tangents & S,. Il est évident que les trajectoires de E, con-
stituent une fibration de S*, dont la variété de base est homéomorphe 2 la
variété des droites (orientées) de l'espace projectif réel P, & g dimensions. On
trouvera d’autres exemples en [27].

2.4. Ellipses keplériennes. Enfin les trajectoires élliptiques d’'un point
matériel M attiré par un point fixe suivant la loi de Newton, constituent
une fibration d’une certaine portion de l'espace des phases R®. Le probléme
restreint des trois corps fournit aussi des exemples [29].

2.5. Quelques conséquences dues a l’existence d’un invariant intégral.
Tous les exemples cités ci-dessus mettent en jeu des systémes dynamiques
admettant l'invariant intégral de M. Elie Cartan [7]. On remarque dans tous
ces exemples que le temps nécessité pour décrire une trajectoire ne dépend
que de la constante des forces vives et non de la trajectoire. Ceci est tout
a fait général.

Soit (Zy) le systéme différentiel

(7) dy = E(y) dt, (Z0)

ol E, est un champ de vecteurs sur V,; vérifiant les conditions (c) et (d) de
I'Introduction. On suppose que (Z,) admet linvariant intégral relatif
w = m — Hdt, ou 7 est une forme de Pfaff sur V.., et H, une fonction numé-
rique sur V,y1. Soit T(y) le temps nécessaire pour décrire un tour sur la
trajectoire issue de y€ V, ;. Le systéme (Z,) est un systéme différentiel défini
sur la variété produit V,;1 X R (ou R est I'espace du paramétre £). La trans-
formation © de V,y1 X R sur lui-méme définie par les relations y — y,t —¢
+ T'(y) applique chaque trajectoire de Z, sur elle-méme. La transformation

O n’altére pas l'invariant intégral absolu dw obtenu en prenant la différentielle
extérieure de w (cf. 1.2, théoréme a’). Or I'image transposée de dw par © est:

) 0*(dw) = dr — dH, @ dt — dH, ® dT;

d’ott on conclut que dH, ® dT = 0, ou encore que 7 est localement une
fonction de Hy,. En résumé on peut énoncer:

THEOREME 1. S7 le champ E, vérifie les hypotheéses (c) et (d) énoncées I'In-
troduction, et st de plus le systeme différentiel (7) associé & Eo admet un invariant
intégral relatif de la forme w = w(y, dy) — Ho(y)dt, la période T (x) nécessaire
pour décrire un tour sur la trajectoire issue de x est une fonction constante sur les
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composante connexes des variétés de niveau de la fonction Ho(y), [25, p. 299;
24, p. 125].

Si le systéme différentiel (7) admet l'invariant intégral w = 7 — Ho(y) dt,
la fonction H, est une intégrale premiére de (7). On suppose que V,41 et
H(y) satisfont & I'hypothése suivante:

HyrotuisE I. (1) la forme dH, est différente de O en tout point x de V,iq
vérifiant Ho(x) = bo, 01 by est une constante donneé.

(2) La dimension n + 1 est paire; n + 1 = 2g et ¢ > 1.
(8) La forme d= est de classe ¢ = 3(n + 1) (cf. 1.2, définition (b)).
On peut énoncer le théoréme suivant:

TuatoreME II. Sile systéme différentiel (7) admet 'invariant intégral relatif
w = m — H(y)dt et si de plus on fait 'hypothése 1, il existe sur la sous-variété
W—1deV, d'équation Hy(P~Y(x)) = bo une forme fermée Q de degré deux et de
classe maximum.

En effet soit E’y la restriction du champ E, a la sous-variété W, de V,44
d’équation Ho(y) = bo. Le champ E’y; est un champ de vecteurs sur W,.
Soit 7’ la forme induite par = dans W,. La forme dr est un invariant intégral
absolu du systéme différentiel associe & E’q (cf. 1.2, théoréme (d)):

(9) dy ® E's(y) = 0. (Z')

Par conséquent dr’ s’exprime uniquement & 'aide d’intégrales premiéres de
(2'g). Or une intégrale premiére ¢ de (2'y) est localement de la forme ¢ = ¢ . P
ol ¢ est une fonction sur la base W,_; de W,. Comme les fibres de W, sont
connexes, on voit que dr’ est I'image par l'application transposée P* de P
d’une forme extérieure @ de W,_: donc dr’ = P*(Q). Cette derniére relation
montre que dQ =0 et que @ a la méme classe que d=’. D’autre part dn’ est
de classe ¢ — 1.

On suppose dans la suite que W, est compact. On déduit du théoréme II
un ensemble de conséquences topologiques pour la variété de trajectoires W,y
et pour l'espace fibré W, = P~ (W,—1). Les formes fermées Q, ()2 ..., (2)9,
ne sont pas homologues & zéro. En effet (2)? ne s’annule en aucun point de
W -1, son intégrale étendue & W,_; n'est donc pas nulle (cf, 1.1). Par suite
(2)? n’est pas homologue 4 zéro. Il en résulte que Q,..., (2)? ne sont pas
homologues & zéro. Les nombres de Betti des dimensions paires de W,_1 ne
sont donc pas nuls.

La relation dn’ = P*(Q) montre que la variété fibrée W, wn'admet pas de
sectton (cf. 1.3).

Cette derniére affirmation peut étre demontrée facilement: soit ¢ une section
de Wy; la forme induite par P*(Q) dans ¢(W,_,) est identique & ¢(?). Cette
forme n’est donc pas homologue & zéro puisque ¢ est un homéomorphisme.
Mais d’autre part P*(Q) = d=’ est homologue & zéro; d’olt une contradition.
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La relation dn’ =P*(Q) monire que la classe de cohomologie de Q est la classe
caractéristique de la variéié fibrée W, [8].

L’avant-derniére affirmation peut &tre énconcée sous une forme bien plus
générale: on suppose toujours que le systéme (Zo) admette I'invariant intégral
relatif w = # — H(y)dt, et on fait toujours 'hypothése I; mais on ne suppose
plus rien les trajectoires fermées de E,. Soit W, la sous-variété de V,i:
d’équation H(x) = bo. Dans ces conditions le champ E'¢ n'admet pas de
variété transversale compacte dans W,. (Une variété transversale de E’, est
une variété W,_; a n — 1 dimensions, plongée dans W,, telle qu’en tout point
y de W,—1 le vecteur Eo(y) n’appartienne pas a I’élément de contact a n — 1
dimensions tangent en y & W,_;). L’affirmation résulte de la constatation
suivante: on suppose que la variété transversale W, _; existe, la forme dr induit
dans W,_; une forme extérieure fermée de degré deux et de classe q. Cette
forme n’est homologue 4 zéro; ceci est en contradiction avec le fait que dr est
homologue a zéro.

Le dernier résultat explique la structure relativement compliquée des sur-
faces de section avec bords qu'on utilise pour étudier les trajectoires de la
dynamique [4].

On remarquera que le théoréme 11 montre que la variété de base Wnh—, est une
variété symplectique [15].

III. ProprifTEs GENERALES

3.1. Le champ £ sur V,. Considérons le systéme différentiel
(1) dy = Eu(y)dt (Zw)

satisfaisant aux conditions (a), (b), (c), (d) énoncées dans I'Introduction.
Soit E’ le champ défini dans V,—1 par la relation:

(10) 2o = (2 E0)

Soit y = y(¢) la solution de (7) telle que P(y(¢)) = x. On construit le champ
E défini dans la variété de base V, de V,41 par la relation:

(11) E(x) = J‘S P(E'(y(t)))dt
ol x € Vy, Sz = P7(x).

3.2. L’application y,; trajectoires simplement fermées. Pour étudier les
trajectoires fermées de E, il est naturel de suivre la méthode classique [16] qui
consiste A utiliser une section locale de l'espace fibré V,;;. A cet effet sup-
posons V, muni d’une subdivision simpliciale. Soit K un sous-complexe fini
A n dimensions de V,, vérifiant la condition (S) suivante:
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(S) Il existe un ouvert O vérifiant K C O C V,, et un homéomorphisme ¢
deux fois contindiment différentiable de rang n + 1 de P7Y(0) sur O X Sy, tel que
les fibres de P~Y(0) soient appliquées par ¢ sur les fibres de O X Su.

Cette condition (S) est vérifiée en particulier si K est un simplexe, ou plus
généralement si K est contractile en un point.

Dans ces conditions on peut introduire dans P~1(0) des coordonnées locales
(x,0) (ot x € O et ol § € S; est en nombre réel défini modulo 27).

Il existe dés lors u; > 0, tel que pour u < w les trajectoires de (Z,) issues
des points (xo € K, 0) puissent étre représentées paramétriquement par les

équations:

(12) x = ¢u(0,x0);

ol ¢,(0,x0) = ¢(8,x0,u) est une fonction définie pour 0 £ 6 £ 27 qui vérifie
¢(ny0yl-‘) = Xo.

DfrINITION.  Une irajectoire simplement fermée de E, est ume trajectoire
qus verifie ¢(2m,xo,u) = Xo.

On vérifie que cette définition ne dépend pas des coordonnées particuliéres
(x,0) choisies dans P~1(0). Elle exprime une propriété géométrique de la
trajectoire considérée. Dans la suite on ne considérera que des trajectoires
simplement fermées sans s'intéresser aux trajectoires fermées d’une autre nature.

La recherche des trajectoires stmplement fermées de E, contenues dans P~1(K)
revient donc & la recherche des points fixes de la transformation ¢, de K dans O
définie par:

(13) l/’M(C’CO) = ¢(27ryx01#)‘

De plus si x est un point fixe isolé de ,, on peut lui associer son indice
[1, chap. X1V, §2 et 4; 22, p. 327] qui est, lui aussi, un invariant.

3.3. Lemme fondamental. La suite consiste en des applications du lemme
suivant (qui est classique et simple [16; 19, p. 194-204], et qui met en évidence
les relations entre lignes intégrales de E, et E):

LEMME FONDAMENTAL. On a la relation suivante:

(19 (2 wea) _, = B

Pour démontrer ce lemme, on remarque que le systéme différentiel (Z,)
peut s’écrire (au moyen des coordonnées (x,8) introduites dans P71(0)), sous
la forme suivante:

(15) dx = P(E.(x,9))dt, do = G,(x,0)dt,

ol €,(x,0) est la mesure algébrique de la projection du vecteur E,(x,0) sur la
fibre S, issue de (x,0). Le systéme différentiel (1) peut se mettre sous la forme:
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dx = P(E,) %0 .
m

On en déduit par intégration:

(16) duli0d) = J PEO) &, ol y = (d,(x00);0).

Bien entendu, pour que l'intégrale du deuxiéme membre de (16) ait un sens
il convient de choisir dans un voisinage Lx, de x un systéme de coordonnées
locales (x%) (4 = 1,...,n).

I1 est dés lors possible de dériver par rapport A u:

a7) (%) = im L rmon 2 oy =6,
E,(y) admet le développement limité (cf. 10):

(18) Eu(y) = Eo(y) + E'(D) + ...,

qui entraine d’ailleurs avec des notations évidentes:

(19) Cu(¥) = Co(y) +uC ) +... .

Ei. remarquant que P(Ey(y)) = 0, on peut donc écrire

(20) (%) - [ rEon ¢ oy = (xuf).

Le lemme résulte alors immédiatement de (20) et de I'identité suivante entre
les paramétres ¢ et 6 sur la fibre P7(xo) = S,,:

9 = G(yo)dt.

Le lemme montre que ¢, admet le développement limité: ¥,(x) = Yo(x)
+ wE(x) 4 ... ol ¥ est application identique.

3.4. Premiéres applications du lemme fondamental. On suppose que le
complexe K (cf. 3.2) est un simplexe & #» dimensions e;. Soit de; le bord de e;.
On suppose que le champ E ne s’annule en aucun point de de;. Dans ces
conditions on peut associer au champ E un certain indice I(E, e;) [1, XIV, §2
et 4], qui est égal 4 la somme des indices des points singuliers de E dans e; (au
cas oll ces points sont isolés). L’indice I(F, e;) est parfaitement déterminé
par la restriction de E A de;.

Soit f, 'application de V, dans V, associée a 1'équation:

(21) dx = E(x)du.

(Donc f,(x0), pour x, fixé, est la solution de (21) qui pour p =0 prend la valeur
xo.) Soient ¢', et f/, les restrictions de ¢, et f, & de;. On peut définir 'indice
de ¢, et de f, relativement a e; [1, XIV]; le lemme fondamental admet la con-
séquence classique:
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LEMME. 1l existe @ > 0, tel que pour u < f les indices 1Y), I(f'.), I(E)
de Y, f. et E relativement & K sont égaux (sous réserve toute fois que E ne s'annule
en aucun point de de;).

Le lemme précédent est une conséquence immédiate du résultat suivant:
les champs de vecteurs E, 4,/u et B,/u sont égaux, A des infiniments petits
par rapport A u prés; ici 4, est défini par 4,(x) = x%’, ol &’ = Y,u(x) et x € Je;,
et B, est défini par Bu(x) = xx” ot x” = fu(x).

Le lemme fondamental et ce dernier lemme admettent les conséquences
suivantes:

TuktorEME III. Il existe & > 0 tel que pour u < g on ait les propriétés
susvantes:

(1) Si toutes les trajectoires simpl::ment fermées de E, dans P~ '(e;) sont
isolées la somme de leurs indices est I(E,e;).

(2) Silindice I(E,e;) de E relativement d e; w'est pas nul, il existe au moins
une trajectoire simplement fermée de E, dans P~ (e;).

(3) Si E ne sannule en aucun point de e; le champ E, n’a pas de trajectoires
simplement fermées dans P~1(e;).
(On remarquera que g dépend de E’ et de e;.)

Le théoréme III entraine a son tour:

TutorEME IV. Si V.1 (et par suite V,) est compact, il existe u’ > 0 (0id
u' dépend de E) tel que pour u < ' les trajectoires de E, jouissent des propriétés
suivantes:

(a) St toutes les trajectoires simplement fermées de E, sont isolées, la somme de
leurs indices est égale & la caractéristique d’ Euler-Poincaré x de V,.

(b) St x # 0 le champ E, admet des trajectoires simplement fermées. (Sous
réserve toute fois que les singularités de E soient isolées, ou soient des points
internes des simplexes & n dimensions d une certaine subdivision simpliciale de V).

Eneffet soiente;(z =1, ..., r) les simplexes & # dimensions d’une subdivision
simpliciale de V', telle que le bord de; de e; ne contienne pas de points singuliers
de E. Le théoréme IV résulte du théoréme III et de la formule ZI(Ee;) = x.
[1, X1V, §4, théoréme I].

Finalement le théoréme I1I (3) permet d’énoncer:

THEOREME V.  Soit A U'ensemble (fermé) des points singuliers de E; on peut
supposer que V, est compact. Pour tout voisinage ouvert U de A, il existe n > 0

tel que pour u < 7 les trajectoires simplement fermées de E, soient contenues dans
PY(D).

Soit xo un point singulier simple de £ (c’est & dire que les composantes £; de E
dans un systéme de coordonnées locales x; d’origine xo admettent des dévelop-
pements limités
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E~.;= Zaijxj+...
ou a;; sont des constantes dont le déterminant D(a;;) n'est pas nul). Le lemme

fondamental permet d’énoncer:

THEOREME VI.  Si xo est un point singulier simple de E il existe € > 0 tel
que pour p < ¢, le champ E, n'admette qu'une trajectoire simplement fermée
contenue dans un voisinage convenable de P~(x,).

L’équation x = y¥,(x) n'admet qu'une solution isolée au voisinage de x.
En effet cette équation peut encore s'écrire

I
=

Fu(x) = % [(x = x0) — ((x) — 20)]

et on constate que le Jacobien de Fy en x, n’est pas nul.

REMARQUE. Si Uensemble A des points singuliers de E ne vérifie pas les
hypotheéses du théoreme IV, on a cependant par le lemme fondamental des ren-
seignements intéressants sur le comportement des trajectoires de E,.

Il importerait de limiter effectivement les nombres &, 1, ¢, . . . pour un champ
E, donné. Cette question ne sera pas examinée dans ce travail. On trouvera
en 5.4 une application des résultats de ce chapitre III.

IV. CAs OU LA SYSTEME (Z,) ADMET UN INVARIANT INTEGRAL, [28]

4.1. Etude du champ £ dans ce cas particulier. On suppose que le systéme
différentiel (Z,) défini dans V,+1 X R, ou R est I'espace de la variable ¢,
admet un invariant intégral w, = # — H,dt. Ici m designe une forme de
Pfaff dont la différentielle dr est de classe maximum sur V,i; (7 est indé-
pendant de p); H, est une fonction numérique sur V,4; dépendant du para-
métre u. Bien entendu w, est supposé deux fois continfiment différentiable
et n + 1 est supposé pair (n + 1 = 2q).

On reprend les notations de (2.5) et on fait 'hypothése I de 2.5 sur wo et
Va+1. On rappelle que W, est la variété d’équation Ho(y) = bo et que
Wa—1 = P(Wy).

Au moyen d’un choix convenable de coordonnés locales (p;,q:) (2 =1, ...,
g — 1), p = Hy et ¢ dans V,41, 'invariant intégral absolu dw, peut s'écrire
sous la forme (cf. 1.2, théoréme (b))

(22) dwo = i dp; ® dg; + dH, ® (dg — di)

il résulte que les fonctions ps, ¢i, Ho, ¢ — ¢, forment un systéme d’intégrales
premiéres de (Zo). Les fonctions p;, ¢;, et H, peuvent donc étre considérées
comme des coordonnées locales dans V,. La coordonnée g définit un para-
métrage sur les fibres de V1. Soit Sy la fibre de V,; contenant le point y.
Si les coordonnées p;, ¢;, Hy et g sont définies dans un voisinage LB, de v, on
peut étendre le paramétrage g & tout un voisinage saturé B de S,, de telle
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facon que g — ¢ soit une intégrale premiére de >.,. Il convient de remarquer
que g est défini modulo T'(y) (cf. 2.5, théoréme I). Les fonctions p;, ¢s;, et Ho
s'étendent d’elles-mémes a B puisqu’elles sont constantes sur les fibres. Par
conséquent p;, gi;, Ho, ¢ — ¢t forment un systéme d’intégrales premiéres de
(20) dans B. 1l en résulte que la formule (22) est valable dans B.

On peut résumer ceci dans le lemme suivant:

LEMME 1. Soit x € V, et soit S, = P~ Yx) la fibre correspondante. On

peut trouver des coordonnés locales pi, q; (¢ = 1,...,q — 1) et Hy dans un voisi-
nage U, de x, et une fonction § dans P~ (U,) (définie modulo T) telles que
(22) dwo = 2.:dp; ® dg; + dH, ® (dg — dt).
CONSEQUENCE DU LEMME 1. le systéme (3_,) admet I'invariant intégral dw,
ou:
(23) doy = 2idp; @ dg; + dH, @ dg — dH, ® dt.
Le systeme Z, s'écrit (dans P7Y(U):
(24) sz = - (aHu/aQi) dt. dHO = - (GH,,/BQ) dt:
dqi = (aH,‘/ap,-) dt, d?] = (aH,./aHo) dt.
En d’autres termes les composantes du champ E’ sont respectivement:
2 2
sur I'axe p;, — <é) H") ; sur 'axe ¢, < 9H, > :
0qi0u/ n=0 OudHy/ =0
2 2
sur 'axe g;, <9—Ii'-‘—> ; sur 'axe Hy, — <?——Ii‘> .
0D/ w=0 oudgq/ p=0
, 0H, . -
En posant H' = I on voit que les composantes du champ E sont
pu=0
respectivement:
T T T
@ - e, | eriepia - [ erma=o
0 0 0

ou l'intégration est étendue le long des fibres de Vi,qy.

Or soit 7 'une des variables p;, ¢; ou g; tenant compte du théoréme I du
paragraphe 2.5 on peut permuter les opérations d’intégration et de dérivation
ainsi:

T 5 (T
J (0H'/dr)dg = — J H'dg
0 a7 Jo
car QZ = 0. Posons:

ar

T
(26) A= L H'dg.
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Dans ces conditions H est une fonction numérique sur V,. Deés lors les
équations différentielles de £ sont:

27 dp; = — (0H/dq:)dq, dq; = (0H/dp:)dg, dH, = 0.
En résumé:

LEMME 2. Le systéeme (27) admet I'tnvariant intégral relatif o = 3 ;pidq;
— Hdq et U'intégrale premiére H,.

Les lignes intégrales de E sont tracées sur les variétés de niveau de la fonc-
tion Ho. Les singularités du champ E coincident avec les points critiques de
la fonction H (cf. (27)). La théorie de Morse [21] donne donc des renseigne-
ments supplémentaires sur la distribution et la nature des singularités du
champ E.

Cependant (compte tenu de (26)) les points singuliers de E dans V, ne sont
pas isolés en général. On ne peut donc pas utiliser tels quels les résultats
du chapitre précédent. Mais on peut appliquer le lemme fondamental du
chapitre précédent (cf. 3.3).

Par contre si on se restreint & 1'étude des trajectoires qui correspondent a
une valeur donnée b, de la fonction H, les résultats antérieurs seront valables.
Cest cette question qui va étre examineé dans 4.2.

4.2. Application des résultats du chapitre III. H,(y) = by est par suite de
I'hypothése sur Hy en (4.1) I'équation d’une variété W, a » dimensions plongée
dans V,y1. Si on interpréte H, comme fonction numérique sur la base V,
de Vg1, Iéquation Ho(x) = bo définit une variété plongée Wo—y & n — 1
dimensions dans V,; la variété 1V, est une variété fibrée de base W,_; et de
fibre Si; la projection canonique associée A cette fibration est la restriction de P
A W,. Pour simplifier U'exposé, on suppose que W, est compact.

Il existe donc un voisinage U de W, homéomorphe au produit topologique
W, X I, de W, par un intervalle ouvert I =] — 1, 4 1[ de R!, dans un
homéomorphisme £ qui applique le point ¥ € W, sur le point (y,0) de W, X 1.
On identifiera dans la suite W, X I avec U.

La variété W,,, d’équation H,(y) = bo admet, pour les petites valeurs de g,
la représentation paramétrique:

(28) p = ®(uy) (p € 1)
et la fonction ®(u,y) admet un développement limité par rapport a u:
(29) P(u,p) = pPo(y) + .. ..

L’application pr: (y,0) — ¥, est un homéomorphisme de W,,, sur W,. Soit
E,,, la restriction du champ E, (associée a (2,)) & W, et soit E,,, I'image par
pr de E,,,. Le champ E,,, vérifie les hypothéses (a), (b), (c), (d) de l'intro-
duction; on peut donc faire la théorie de I1I pour ce champ, et définir en par-
ticulier un champ £, sur W,_; par une opération analogue 3 (11).
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LEMME 3. Le champ E, est identique d la restriction du champ E & Wao_s.
Soit y(t) une solution de (Zy), et soit x = P(y(¢)).
Le champ E, peut étre obtenu par I'opération suivante (cf. (11)):

Eyx) = JsxP(E’z(y(t))dt,

ot E's(y) = [3} pr Eu(y, ®(y, y)):ln=0

— o 20) + (S erma) _(82)
Or
(30) Lx P(pr E'(y(#))dt = J . P(E'(y(t))dt = E(x).

D’autre part

d [
— pr E(y, — dt = 0.
J'Sx <ap pr O(y p))p=0 (a#>u=0 0

car dans le cas contraire le champ pr Eo(y,p) n’aurait pas de trajectoires
fermées au voisinage de P~(x) pour les petites valeurs du paramétre u, d’aprés
les résultats de III (cf. théoréme III (3)). Le lemme 3 est donc une consé-
quence immeédiate de (30).

4.3. Conséquences du lemme 3. Le lemme 3 montre que pour étudier les
trajectoires simplement fermées sur W,,, (c'est a dire les trajectoires simple-
ment fermées de 3, pour lesquelles H, prend la valeur by) il suffit d’étudier
les singularités de la restriction £; du champ E a4 W,_;. On pourrait énoncer
des théorémes tout a fait analogues aux théorémes III, IV, V, et VI; mais ceci
est trop long. Voici simplement quelques remarques a ce sujet:

Les singularités de E; sont les points critiques de la restriction H; de la
fonction H & W,—; (cf. lemme 2 et (29)). A chaque point critique isolé de H,
la théorie de Morse [21, p. 85-92] permet d’associer des nombres types (entiers
positifs) de chaque dimensions et permet ensuite d’établir des relations entre
ces nombres types et la topologie de W,_;. En particulier si W,_; est compact,
et si tous les points critiques de H; sont simples [21, §8] leur nombre est
supérieur 4 la somme des nombres de Betti de W,_, {21, §5]. Il convient de
remarquer aussi que puisque W, est compact la fonction A admet néces-
sairement des points critiques.

On peut donc formuler le théoréme suivant:

TuforeEME VII. On suppose que le systeme différential (Z,) admet 'invariant
intégral w, = = — H,dt et que la fonction H,, restriction & W,_, de la fonction
H définie par (26), n'admet que des points critiques isolés. Dans ces conditions
st w < o n >0 est un nombre réel convenable, le systeme Z, admet des tra-
jectoires simplement fermés tracées dans Whp,,. Le nombre de ces trajectoires
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simplement fermées est au moins égal au nombre des points critiques de H,.
Comme W, est compact, la fonction H, admet certainement des points critiques.

La théorie de Morse [21] permet d'étudier la nature de ces points critiques.
En particulier si les points critiques de Hy sont tous simples, leur nombre est
supérieur & la somme des nombres de Beiti de W .

Pour achever cette étude il conviendrait d’expliciter les relations entre la
nature des points critiques de H; et le comportement des trajectoires simple-
ment fermées associées. A cet effet on peut se reporter a [4, chap. III].

V. APPLICATIONS

5.1. Généralités sur les systémes conservatifs. Soit (I') un systéme méca-
nique A liaisons holonomes indépendantes du temps, et désignons par V, la
variété a ¢ dimensions des configurations de ce systéme. On suppose que les
forces connues dérivent d’une fonction de force U, indépendante du temps
(mais fonction du paramétre p) et que la force vive T, dépend aussi de pu.
Pour u = 0, on suppose que les trajectoires sont périodiques, et que leur
période T est une fonction continue, de sorte qu’on puisse appliquer les résultats
des chapitres 111 et IV.

Soit V*,, la variété A 2q dimensions des formes linéaires (ou vecteurs co-
variants) sur V,. A tout systéme de coordonnées locales ¢; dans V, corres-
pond de fagon canonique un systéme de coordonnées locales p;, g; dans V*,,,
telles que la forme (p;,q;) ait précisément pour expression »_p;dg;. En d’autres
termes (p;q;) désigne le vecteur covariant attaché au point g;, ayant pour
composantes p;. L’application © de 'espace V’y, des vecteurs (contre-vari-
ants) tangents & V, sur V*,, définie par ¢; — ¢;, ¢'s — 071,/3¢'s ne dépend
pas des coordonnées particuliéres ¢;. On pose suivant 1'usage:

H,(0(g:,4'9) = Tulgngs) — Uulg).

Donc H,(p:q:) est une fonction sur V*y,. Le systéme différentiel qui définit
le mouvement admet l'invariant intégral relatif [7] (dans V*;, X R):

(31) wy = 2 pidq; — H,dt.

Les résultats de IV peuvent étre utilisés.

Les mémes considérations sont valables (avec des précautions évidentes)
si les liaisons tout en restant holonomes, dépendent du temps, & condition
toutes fois que H, ne dépende pas du temps.

5.2. Applications aux géodésiques de la sphére S, [28]. Appliquons ceci au

probléme des géodésiques de la sphére S, (cf. 2.3) munie d'un ds,? de la forme:
ds? = do® + pd6?

ol do? est la forme quadratique fondamentale de la sphére euclidienne S, et

ou d#? est une forme différentielle quadratique quelconque sur S,. Désignons
par S*34—1) la variété des grands cercles orientés de S,.
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La fonction H (cf. 4.1,) prend une méme valeur en deux points de S*3(g—1)
correspondants & un méme grand cercle de S, avec ses deux orientations
opposées. De la sorte H peut étre considéré comme une fonction numérique
sur la variéte S**;,_1) des grands cercles, non orientés, de S,; la variété
S**5(4—1 admet S*;(,—1) comme revétement & deux feuillets.

Les nombres de Betti modulo 2 de S**;(,—1) sont connus [13] et peuvent &tre
consignés dans le tableau suivant, dont la loi de formation est évidente:
(bp désigne le nombre de Betti pour la dimension ).

bo b1 b2 ba. b4 b5 b6 b7 b8

q=2 1 1 1

7=3 1 1 2 1 1

g=4 1 1 2 2 2 1 1

q=5 1 1 2 2 3 2 2 1 1

.

La somme des nombres de Betti modulo 2 de S**(4—1) est égale &
39(@+1).
Si les singularités de H sont simples, alors les géodésiques orientées simplement

fermées pour les petites valeurs de u sont [21) au nombre de g(q + 1) au moins.

Le calcul explicite de la fonction H est assez simple ici, aussi allons nous
I'indiquer en détail. Remarquons que la fonction de Hamilton H, associée a
notre probléme de géodésiques est définie sur la variété S*;, des formes liné-
aires sur S,. La valeur de H, au point z de S*;, est égale au carré scalaire de
la forme z.

Pour avoir des paramétres commodes, nous supposons que S, est définie dans
I'espace euclidien Ri*! par I"équation cartésienne:

x12+x22+...+xq+12=1.

Les formes sur S, peuvent étre représentées par les vecteurs tangents 4 S,
dont les composantes seront désignées par #;(¢ = 1,...,¢ + 1). Au vecteur
(x4,u;) correspond la forme induite dans S, par la forme Zu,dx;. L’élément

d’arc ds,? est I'élément d’arc induit dans .S, par la forme quadratique suivante
définie dans Ro11:

ds, = (dx2 + ... + degyr?) + pXesjduida;

ol les ¢; sont les composantes d’'un tenseur deux fois covariant défini dans
Re*1,  On vérifie que la fonction H, admet le développement limité (suivant u):

H,, = (u12 + oo+ uq+12) - yZe;,-uiu,' +..
Les équations paramétriques des trajectoires de H, sont:
(32) x; = A;cost + B;sint, u; = — A;sint + B;cos¢;

ol A; et B; sont des constantes qu'on peut interpréter comme coordonnées
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d’'un point de S*;,. L’expression de H (ou plus exactement de H . P) est
donnée par:

2T
(33) ﬁ(Ai,Bi) = —J Ze,-,-uiu,-dt
0

ol on a substitué A u; et x; les expressions (32).

En particulier si les ¢; sont des polynomes en (x;,%;) on voit que H est un
polynome en (4;,B;) ne contenant que des termes de degré pair. Si nous nous
limitons aux trajectoires vérifiant H, = 1, les coordonnées (4;,B;) vérifient
les relations:

SA2=1, YB2=1 YA.B;=0.

5.3. Application au cas particulier d’un éllipsoide. Un cas particulier
remarquable est celui ol les coefficients e; sont des constantes, cas qui corres-
pond a I'éllipsoide a ¢ dimensions. On peut toujours faire en sorte que ¢;; = 0
sit # j. Soita; = €;. Siles a; sont tous distincts, on a le cas d’un éllipsoide
d’axes inégaux.

L’integration (33) donne:

H . P = - wzai(Aiz + Biz).

Les points critiques de H . P (dans la variété H, = 1) sont les points o
la matrice suivante est de rang inférieur a 4:

a1A1...aq+1Aq+1 alBl...aq+1Bq+1
0 ... 0 By... Bg
Bl Bq+1 A1 Aq..}_]
Ay ... Aga 0... 0

En effet cette derniére condition exprime la nullité de la forme:
dH ® d(TA42) ® d(XB2) ® d(L4:B;) = 0.

Si les a; sont tous distincts, on met en évidence les £g(¢ + 1) groupes de

points critiques obtenus en annulant toutes les coordonnées By, .., Byi1;
A, ..., A. sauf une de chaque groupe, les deux coordonnées non nulles
a+ group
devant avoir des indices différents. Par exemple on peut faire:
B1=0,...,Bq=0; A2=0,...,Aq+1=0.

On vérifie qu’on obtient ainsi tous les points critiques de H. Ainsi on a
mis en évidence, pour les petites valeurs de y, les éllipses principales de 1'éllip-
soide A axes inégaux comme seules géodésiques simplement fermées.

5.4. Application aux oscillations de relaxation. Soit (Z,) le systéme diffé-
rentiel (cf. (6)):

(34) dx; = udt, du; = (—x; + pfi(x,u))dt;

défini dans R??. Les champs E,,E, et E’ ont respectivement pour composantes:

(uiv — X3 + Mf’i(xru))r (uiv - x‘i)v (O’fi(xru))'
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Les lignes intégrales de E, ont pour équation:
(35) x; = A;cost + B;sint u; = — A;sint + B;cost,

ol 4; et B; sont des constantes.

Soit Flx,u) = Z;(x? + u2) «’énergie» du systéme (Z,). La fonction
T (x,u) est constante sur les trajectoires de Ey; elle est donc une fonction définie
I'espace des fibres de E,. On vérifie facilement que:

(43, B) = 2J: S uifilen) dt,

ol on a substitué & x; et u; les expressions (35). (On désigne par (w, v) le
produit scalaire de la forme w par le vecteur v.)
Soit Aq, les sous-espaces de R?? défini par les inégalités:

(36) m < Flx,u) < M.

L’espace Aj, est fibré par les trajectoires de E, et 'espace de base de A,
est isomorphe & P,(G) X I (ot I est l'intervalle fermé [\/m,\/M]) (cf. 2.2).

Dans de nombreux problémes de dynamique on a la circonstance suivante
(pour des valeurs convenables de M et m):

(37)  (d§, E) < 0sur Po(G) X {v/M} et (dZ, E) > 0 sur Po(G) X {n/m},

dont l'interprétation dynamique est évidente (cf. 6.4).

Si la relation (37) a lieu, le champ E sur P,(G) X I ne s'annule en aucun
point du bord de P,(G) X I et il est dirigé vers l'intérieur de P,(G) X I.
On en conclut que E a des singularités, dont la somme des indices est x(P4(G))
= ¢. Dans le cas particulier oi ¢ = 1, on retrouve les résultats classiques
sur I'équation (2) [19, p. 194-204].

VI. Sur L’EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES SOUS DES
CONDITIONS PLUS LARGES

6.1. Introduction. Les résultats exposés dans les chapitres précédents
présentent un grave inconvénient: le paramétre u est non seulement petit, mais
encore il est borné par € > 0 oll ¢ dépend de E’. On se propose de voir com-
ment on peut démontrer I'existence de solutions périodiques sous des conditions
un peu plus larges.

H. Seifert a démontré un théoréme dans ce sens [26]:

THEOREME. Soit Ey un champ de vecteurs sans singularités, défini sur une
variété de Riemann compacte Vs & trois dimensions, dont les trajectoires sont
fermées et forment une fibration de Vs dont la base est Vo. Soit E un deuxiéme
champ de vecteurs sur Vs vérifiant en tout point y € Vs:

|Eo») — EG)|| < e

(ol € > 0 est un nombre réel convenable attaché au couple (E,, V) et ol
HE(x)H est la norme de E(x)). Dans ces conditions, si la caractéristique d’ Euler-
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Poincaré x de Vs w'est pas nulle, le champ E admet des trajectoires simplement
fermées; de plus la somme de leurs indices (si ces trajectoires sont en nombre
fini) est égale & x.

Ce théoréme admet des applications a I'étude des géodésiques sur S, (voir
aussi 6.3). Un théoréme du méme type (mais bien plus facile) sera démontré
dans la suite, et le résultat sera appliqué aux oscillations de relaxation.

6.2. Un résultat général. Soit V, une variété compacte & » dimensions,
sur laquelle est défini un champ de vecteurs E,, sans singularités, dont les
trajectoires sont fermées et forment une fibration de V,. Pour plus de com-
modité on suppose que V, est doué d'une structure de variété de Riemann et
on désigne par HE(x)“ la norme du vecteur E(x).

A tout x € V, on peut associer la plaque Q(x) engendrée par les arcs de
géodésiques issues de x, normaux 4 E(x) et de longueur inférieure & un nombre
positif @ donné. Si @ est choisi convenablement Q(x) est homéomorphe, par
une application %, & une boule compacte B,_; & # — 1 dimensions de R"™! et
les géodésiques issues de x sont appliquées par % sur les rayons de B,_1.

Soit £ un deuxiéme champ de vecteurs défini sur V, et vérifiant || E(x)
— Eo(x)|| < e pour tout x € V, (ici € est un nombre positif donné). On peut
choisir ¢ > 0 de sorte que la trajectoire de E issue de x recoupe Q(x) (pour la
premiére fois) en x’, et de sorte que le vecteur E'(x) tangent en x & la géodésique
orientée xx’, issue de x et allant vers x’, ayant pour longueur de xx’, soit une
fonction continue de x.

L'existence d'une trajectoire simplement fermée du champ E, est équivalente d
Vexistence de singularités du champ E' qui vient d'éire défini. En particulier,
st la variété V, n'admet pas deux champs de vecteurs linéairement indépendants
en tout point de V,, le champ E admet nécessairement une trajectoire simplement
fermée (20, d].

En particulier on sait que la sphére Sssr1 & 4°7* dimensions (s entier) n'admet
pas deux champs de vecteurs linéairement indépendants [10].

6.3. Une application de 6.2 & un systéme dynamique. Soit (') un systéme
dynamique, 2 liaisons holonomes et indépendantes du temps, dont I'espace de
configuration est I'espace numérique R™ des variables ¢;(z =1,...,n) et
dont l'espace de phase est I'espace numérique R?" des variables, ¢; et ¢'s.
On fait sur (T') les hypothéses suivantes:

(a) La force vive 2T de (T') a pour expression:
2T = 3(q')* + Zaii(¢)q'«q';  (on pose 32(¢':)* = 2T).

(8) Les forces données appliquées & (T) se répartissent dans les trois catégories
sutvantes:

(1) Des forces dérivant de la fonction de force U(q) = 3> — (w:q:)? 01 les w;
sont des constantes proportionnelles & des nombres rationnels (cf. 2.2).
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(2) Des forces perturbatrices dérivant de la fonciion de force B(q).

(38) Des forces perturbatrices (de nature électro-magnétique par exemple) dont
le travail élémentaire réel est nul, mais dont le travail virtuel dans le déplacement
élémentaire 6q & partir de I'état (g:,q's) a pour expression:

oW = 32°bi(q:4,9"s) 8¢

Dans ces conditions on vérifie que le systéme (T') admet l'intégrale premiére
des forces vives: (T' — U — B) = b = Cte. En particulier si les termes
perturbateurs B, a4}, b; sont nuls, 'intégrale premiére des forces vives s’écrit:
To— U =b. Cette équation définit dans R" un sous-espace homéomorphe a
la sphére Si,_1; de plus les trajectoires de (I') tracées sur Ss,—1 forment une
fibration de Ss,—; (cf. 2.2).

On déduit facilement de 6.2, sans qu'il soit nécessaire d’entrer dans détails:

THEOREME. On suppose que les fonctions |as|, |B(q)| et [bz| sont bornées par
€ > 0 sur le sous espace de R** défini par I'inégalité 3b < To — U < 2b. 1l
existe um nombre réel n > 0, ne dépendant que de b et w;, tel que st e < u, et st n
est tmpair le systeme (I') admette anw moins une trajectoire simplement fermée
pour laquelle la constante des forces vives est h.

6.4. Applications aux oscillations de relaxation. Envisageons de nouveau le
systéme différentiel: (voir (6))

(38) dx; = udt, du; = (— x; + fi(x,u))dt, Z=1,...,9.

Ce systéme a une signification mécanique ou physique évidente. Les fonc-
tions f; sont des fonctions perturbatrices. Les trajectoires du systéme (38)
non perturbé (c’est a dire oti 'on a fait f; = 0) forment une fibration de I'espace
R2? pointé en 0; de plus le systéme admet I'intégrale premiére:

F(xius) = 24(ud + 7).
De plus on admet, ce qui est naturel dans l'interprétation dynamique, que

les fonctions perturbatrices sont telles que I"hypothése suivante § soit vérifiée:

HyroTHESE §: Soit Eg le champ associé au systeme (6).  Soit E’ le champ
défini en 6.2, normal & E,, sur la sphére creuse Ay, d’équation:

m<{ FSM

(ot M > m > 0 sont deux nombres réels convenables). Soit E" la restriction
du champ E’' au bord de la spheére creuse Ay, Le champ E' est dirigé vers
Vintérieur de A,

(Bien entendu pour pouvoir construire le champ E’ on suppose que les
fonctions perturbatrices f; sont assez petites; c’est & dire qu’elles vérifient des
inégalités du type:

fixw)] < e
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ol les constantes positives ¢; ne dépendent que de m et M). L’hypothése §
revient en gros a exiger que 'énergie F diminue aux grandes vitesses et augmente
aux petites vitesses (cf. 5.4). En tout cas il est facile en général de vérifier si
cette hypothése est satisfaite.

THEOREME VIIL. Si le systéme (38) vérifie ©, et si de plus q est impair,
le systeme (38) admet au moins une solution périodique.

Pour démontrer VIII on démontre que si 2¢ — 1 = 4°T(s > 2) le champ E’
a des singularités. On peut d’ailleurs supposer que la restriction du champ E’
au bord de Ay, est normale au bord de A,, et que HE’(x)H = 1 en tout point x
de A, qui n’est pas un point singulier de E’. Le théoréme VIII est donc
équivalent au théoréme géométrique suivant:

Sott Sisi1 la sphére de rayon 1 de Uespace euclidien R*'2 (s entier, s > 1).
Dans ces conditions le champ des normales extérieures de Sisi1 ne peut pas éire
déformé dans le champ des mormales intérieures, si pendant la déformation les
vecteurs du champ déformé sont assujettis a rester orthogonoux aux vecteurs d'un
champ E', donné tangent @& Sisii.

Dans le produit topologique S, X I (ou I est l'intervalle fermé [— 1 + 1])
on considére donc un champ de vecteurs E, qui en tout point (x¢,00) € Sp X I
est tangent a la sphére p = py et qui vérifie E¢(x,0) = Eo(x,p’) quels que soient
pet p’. Soit E’ un deuxiéme champ de vecteurs sur S, X I, qui sur le bord
Sn de S, X I est orthogonal & S,, et qui est dirigé vers I'intérieur de S, X I.

Il s’agit de reconnaitre s'il existe un prolongement E’ du champ E’, déja
défini sur le bord de S, X I, & S, X I tel que la condition d’orthogonalité
entre E" et E, soit satisfaite.

Soient respectivement H et K les deux hémisphéres compacts de S, relative-
ment 4 un plan équateur donné. Les deux lemmes suivants (1) et (2) sont
des conséquences immédiates du théoréme du relévement des homotopies [11]:

(1) On peut prolonger E' au sous-espace K X I de sorte que la relation d’or-
thogonalité avec E, soit satisfaite.

(2) St le prolongement désiré de E' & S, X I existe, il est possible de prolonger
tout champ E' sur K X I en un champ E" sur S, X I vérifiant la condition
d’orthogonalité (& condition que E' soit un prolongement de E' @ K X I et vérifie
la condition d’orthogonalité).

On peut supposer que le prolongement E’ de E’ & K X I vérifie:
(39) Ewp) = (1= [pDE(=, 0), E(xp) = —p

ol x € Sy, p € I, ot E'; est la composante de E’ selon S,, et G’ la composante
suivant I. Dans ces conditions la restriction de E' & H X I (ot H est le
bord de H) satisfait aussi aux relations (39) (ot cette fois-ci x € H).

Soit Q l'espace des vecteurs non nuls de H X I, orthogonaux au champ E,.
On a évidemment un parallélisme entre les vecteurs de Q attachés & des points
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se projetant sur un méme point de H. D’autre part on peut définir un paral-
lélisme parmi les vecteurs de Q tangents & H, (en effet H est contractile en un
point). Il en résulte un parallélisme naturel pour tous les vecteurs de Q.

A tout vecteur de Q on peut associer grice A parallélisme un point de la
sphére S,_; & n—1 dimensions; appelons v I'application continue ainsi définie
de Q dans S,_;.

Si le prolongement désiré du champ E’ 4 S, X I existe, 'application 6 du
bord o(H X I) de H X I dans S,..; définie en associant & x € 3(H X I) le
vecteur du champ E’ (ou E’) et en prenant son image par v, est homotope 2
zéro. Or la restriction de § & H X {0} est une application ¢ de H X {0}
dans I'équateur S,—, de S,—i. D’aprés (39), 6 n’est autre chose que la Ein-
hingung de Freudenthal [14] de ¢’, et est donc (dans notre cas particulier)
essentielle si et seulement si 8’ est essentielle. Or on sait d’aprés la théorie
classique que si # = 4¢g + 1, P'application 6 est essentielle (donc aussi 6);
d’oti le théoréme. [14; 10].

Dans le cas particulier ot ¢ = 1 le théoréme reste valable et redonne des
résultats bien connus dans le cas des oscillations de relaxation & un degré de
liberté. [19, p. 184-194].
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