
SUR LE PROLONGEMENT D'UN PSEUDOGROUPE

DΊSOMORPHISMES LOCAUX D'UNE

VARIETE DIFFERENTIABLE

YOZO MATSUSHIMA

Dans leurs memoires classiques sur les groupes de transformations continue

et infinis, MM. E. Cartan et E. Vessiot ont introduit la notion de prolongement

des groupes de transformations pour definir Γisomorphisme et Γhomomorphisme

entre deux groupes de transformations.

Cette note est consacree a Γetude des prolongements d'un pseudogroupe

d'isomorphismes locaux d'une variete differentiable. Dans le § 1 nous intro-

duisons la notion de prolongement et utilisant cette notion nous definissons Γiso-

morphisme et Γhomomorphisme entre deux pseudogroupes. Dans le § 2 nous

verifions la transitivite des relations d'isomorphismes et d'homomorphismes.

Dans le § 3 nous associons a chaque groupe de Lie un pseudogroupe sur la

variete de ce groupe et nous montrons que les pseudogroupes associes a deux

groupes de Lie sont isomorphes (resp. homomorphes) si et seulement si les

groupes abstraits sous-jacents de ces groupes de Lie sont isomorphes (resp.

homomorphes). Dans une autre note nous etudierons le prolongement d'un

pseudogroupe de Lie et completerons le theoreme du § 3.

§1. Soient M une variete differentiable1} et / une application d'une sous-

variete ouverte U de M sur une sous-variete ouverte V de M. L'application /

sera appelee un isomorphisme local de M, lorsque / est un isomorphisme2) entre

les deux varietes U et F.3) Les sous-varietes ouvertes U et V seront appelees

la source et le but de / respectivement. Si / est un isomorphisme local de M,

Γapplication reciproque f'1 est aussi un isomorphisme local de M. Soient / et

Received May 17, 1954.
1 } Dans la suite nous traiterons exclusivement le cas d'une variete infiniment diffe"r-

entiable. Les definitions et les resultats s'appliquent aussi au cas r fois continύment differ-
entiable et au cas analytique reel ou complexe.

2) L'application / d'une variete differentiable sur une variete differentiable s'appelle un
isomorphisme, si / est un homeomorphisme et / et f~ι sont diffόrentiables.

3J Nous n'excluons pas le cas ou U et V sont vides.
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g des isomorphismes locaux de M. II est clair que le produit j g est aussi un

isomorphisme local de M. On dit que le produit j*g est defini, s'il est defini

sur une partie non vide de M. Lorsque g est une restriction de /, nous posons

f>g.

DEFINITION 1. Soit © un ensemble d'isomorphismes locaux d'une variete M

verifiant les conditions suivantes:

1) un isomorphisme local g de M qui est une restriction d ' u n / e © ap-

partient & ®

2) si/e®, alors/^e©;

3) si / et g sont deux isomorphismes locaux appartenant & ©, alors leur

produit f g appartient k ©• L'ensemble ® verifiant ces conditions sera appele

un pseudogroupe sur M.4)

Soient E et M des varietes differentiates, On dit que E est un espace

fibre differentiate au sens large de base M, lorsqu'il existe une application

differentiate π de E sur M, en tout point de rang egal & dim M. L'application

π sera appelee la projection de E sur M et les sous-ensembles π~1(β), ( ί £ M)9

de E seront appeles les fibres de E. Soit Ei un espace fibre differentiate au

sens large de base £2 et de projection m eΐ soit E2 un espace fibre differentiate

au sens large de base £3 et de projection 7τ2. On voit alors que Ex est un

espace fibre au sens large de base E$ et de projection πa ° 7Γi.

DEFINITION 2. Soit E un espace fibre differentiate au sens large de base Met

de projection π et soient / et / des isomorphismes locaux de E et de M respective-

ment. On dit que/est un prolongement de/? s
?il satisfait les conditions suivantes:

1) soient O et U les sources de / et de / respectivement alors π(U) = U;

2) τr(/(*))=/(?:(*)) pour x G U.

Lorsque / est un prolongement de /, nous designons / par le symbole

/ = *(/).

LEMME 1. Soient E un espace fibre differentiate au sens large de base M

et f un isomorphisme local de E. Si f et f"1 sont des applications qui preser-

vent les fibres de E? f est le prolongement d'un isomorphisme local de M.

4 ) Notre definition de pseudogroupe est un peu diffέrente de celle dΈhresmann [3].
δ) On dit qu'un isomorphisme local de E preserve les fibres de Et s'il applique tous les

points d'une meme fibre en lesquels il est dέfini sur des points d'une meme fibre,
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Nous omettons la demonstration.

DEFINITION 3, Soit E un espace fibre differentiable au sens large de base

M et de projection π et soient © et © des pseudogroupes sur E et M respec-

tivement. On dit que © est un prolongement de ©, s'il verifie les conditions

suivantes:

1) chaque / G © est un prolongement d'un / e ©

2) pour chaque / G ©? il existe au moins un / G © tel que / soit un pro-

longement de /.

DEFINITION 4. Les notations etant celles de la Definition 3? on dit que ©

est un prolongement isomorphe de ®3 s
?il verifie les conditions suivantes:

1) © est un prolongement de ©

2) pour chaque / G ©, il existe un / G © qui possede les proprietes suivan-

tes : / est un prolongement de / et tout element de © qui est un prolongement

de / est une restriction de / ; on dit que / est le prolongement maximal de /

dans ©

3) soient f et g les prolongements maximaux dans © d'elements / et g de

© alors, si le produit f g est defini, le produit f g est aussi defini et f g est

un prolongement de f g; si g est une restriction de /, g est une restriction

de/;

4) si / G © est Γisomorphisme identique d'une partie ouverte de M9 le

prolongement maximal / de / dans © est aussi Γisomorphisme identique d'une

partie ouverte de E.

On verifie facilement la transitivite de la relation de prolongement.

Nous allons maintenant definir les notions d'isomorphisme et d'homomor-

phisme entre pseudogroupes.

Definition 5. Soient © et ©' des pseudogroupes sur des varietes differ-

entiables M et Mf respectivement. Lorsqu'il existe un pseudogroupe © sur une

variete differentiable E tel que © soit un prolongement isomorphe de © et de

©', on dit que ® et ©' sont isomorphes et on ecrit © = ©'. Dans les conditions

ci-dessus si © est un prolongement isomorphe de © et un prolongement (non

necessairement isomorphe) de ©' on dit que ©' est homomorphe a © et on ecrit

La relation d'isomorphisme est evidemment symetrique et reflexive.
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§2. Nous allons maintenant demontrer la transitivite des relations d'iso-

morphisme et d'homomorphisme.

LEMME 2. Soient © un pseudogroupe sur une υariete differentiable M et N

une sous-υariέteζ) de M telle que Vespace topologique sous-jacent de N soit un

sous-espace de celui de M. Supposons que, pour chaque f e © et cheque XELU

ΠN, ou U est la source de f, Vintage fix) appartienne a N. Soit f la restric-

tion de f a U Π N. Λlors Vensemble % de tous les / , / EΞ (S, est un pseudogroupe

sur la υariete N.

LEMME 3. Soient E et Ef des espaces fibres differentiables au sens large de

base M, ®, ©' et ® des pseudogroupes sur les υarietes E, E' et M respectivement.

Supposons que % et ©' soient des prolongement de @. II existe alors un pseudo-

groupe ξ) sur une υariete differentiable E qui verifie les conditions suivantes:

1) $ est un prolongement de @ et (§>',

2) si @' (resp. @) est un prolongement isomorphe de (S, alors £> est un

prolongement isomorphe de © {resp. de ($').

Soit E Γensemble de tous les points (x,y) dans E x E' tels que π(x) = r:'(jy),

oύ 7r et πf sont les projections de E et de E' respectivement. Alors E est une

sous-variete fermee de E x E'. Soient η Γapplication identique de E dans E x Ef,

tit et ω2 les projections canoniques de E x Ef sur E et sur E' respectivement.

Posons ω = (ΰi ° -η et ωf — &2 ° V- Alors a) et ω' sont des applications differentiables

de E sur E et sur E* respectivement. On voit que leurs rangs sont egaux a

dim E et a dim E' respectivement II en resulte que E est un espace fibre

differentiable au sens large de base E et de projection ω. De meme E est un

espace fibre au sens large de base Ef et de projection ©'. Soit maintenant $

Γensemble de tous les isomorphismes locaux (/, g) de ExEf tels q u e / e © et

gE: @' et qu'il existe un element h G © possedant la propriete que π{f) et τr'(g)

sont les restrictions de h. En particulier, si x^r.{ΰ) Γ\π'(U), alors (π(/))(x)

= iπ'(g))(x) =h(x), oύ U et V sont les sources de / et de g respectivement.

Soit ^ Γensemble de tous les isomorphismes locaux de E x Ef qui sont des re-

strictions d'elements de 8. On peut voir sans difficulte que S est un pseudo-

groupe sur ExEf. Soient (/, ^ ) e $ et (ΛΓ, y)^(U xV) Π E, ou 0 et V sont

les sources de / et de g respectivement. Alors π(x) =τ:r(y) e π(U) Γ\π'(V).

6) Voir Chevalley [2], P. 85.
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Done (π(f))(τ:(x)) = (τzf (§))(?:'( y)), par suite rzifix)) = rΛg(y)), et (f(x),g(y))

G £. Soit maintenant £> Γensemble des restrictions a E d'elements de U. II

resulte du Lemme 2 que £> est un pseudogroupe sur E. Chaque element de ξ>

preserve les fibres de E par rapport a la structure d'espaces fibre au sens large

de E definie au-dessus. En effet, soit ft un element de ξ>. On peut supposer

que ft est la restriction a E d'un element (/? g) de ff. Supposons que ft soit

defini en des points (xf y) et (#', y) tels que mix, y) = &(xf, yf). Alors x-x\

a)(h(x,y)) = ω(f(x), giy)) = fix) et aihix',y')) = cΰif(x'), giy')) = f(x'). Done

<ΰ(h(x,y)) = ω(h{χf,yf)). De plus, puisque ξ> est un pseudogroupe, pour chaque

ft G ξ>, ft"1 appartient aussi a ξ>. Done tout /^G§ est un prolongement d'un

isomorphisme local /i de E par le Lemme 1. Supposons que ft soit la restriction

a E d'un element h G $ et que % soit la restriction d'un element (/, |0 G ff.

Soient Uu 0 et V les sources de /1? f et g respectivement. II resulte de la

definition de/i que UxCmUU *V) (ΛE)CU. Soit x &.ϋi\ il existe alors un

point U, v) dans la source de h et on a ft(#,.y) = (fix), g(y)). Done 7I(ΛΓ)

= ωih{χ,y)) =f(χ). On voit done que/i est une restriction de/. Puisque (S

est un pseudogroupe e t / e ® , il en resulte que/i appartient a ©. Reciproque-

ment soit / un element dans @. II existe alors un element g de @' tel que

-(/) = π'{g). Soit h la restriction a E d'un element (/, ^) e ft\ Alors ft G © et

on voit faciίement que h est un prolongement de /. II resulte de la que £> est

un prolongement de @. On peut demontrer de maniere analogue que § est un

prolongement de ©'. Supposons maintenant que & soit un prolongement iso-

morphe de (S. Nous allons montrer que ξ> est un prolongement isomorphe de

&. Soit / G (S et soit ^ G ©' le prolongement maximal dans ©' de Γelement ?:(/)

G ©. Soit ft la restriction a E de Γelement (/, g) G $. Alors ft G ξ) et est un

prolongement de /. Nous demontrerons que tout element fti G ξ> qui est un

prologement de / est une restriction de ft. Soit fti la restriction a E d'un ele-

ment fti G S. Supposons que fti soit lui-meme une restriction d'un element

(/i, ^i) G 9. Soient 0, Uu V et Vi les sources de/,/i, get gi respectivement. On

voit alors que ω((U xV) Π E) = 0, Ui D 25((£/iX f i) Π ̂ ) D #. Done / est une

restriction de }\. Soit ΐ^ la source de fti. Alors W" est contenu dans Ux x V̂ i

et hi est defini sur l'ensemble W f] E. Soit F ' = α/(PFΠ£). Puisque τ:oδ)

= τr'°α5' et ί/ = a j ( iynέ) , on voit que π(U)=π'(V'). Evidemment V' est un

sous-ensemble de Vi. Soit g[ la restriction de gι a F'. Nous montrons que g[
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est un prolongement de π(f). En effet, ρosons/ = π{f) et soit y un point de

F'. II suffit de montrer que π'(g[(y)) =f(π'(y)). Puisque π(U) = π'(V'), il

existe un element # e 17 tel que π(x) = τr'(.y). Done (x,y) e (17 x F') Π £ et

(7i(*), £(.)>)) = (/(*), # ( j θ ) e i s . On voit done que π{f(x)) = rJ(g[(y)).

Puisque τr(/(*)) =/(?:(#)) =/(τr'(:y)), il en resulte que π'(g[(y)) = f(π'(y)).

Maintenant puisque # est le prolongement maximal de /τ(/) dans ©', il resulte

de ce que nous avons demontre que g[ est une restriction de g. Done (/, g[)

est une restriction de (f,g). De plus (f,g[) est aussi une restriction de (/i9

gι). Puisque WCΰxV1 et h\ est la restriction de (fu g\) a # , il en resulte

que hi < (/, g[) < (/, gO. On a done /ΪI < h, et h est le prolongement maximal

dans 0 de /. On peut verifier facilement les autres conditions de la definition

4 utilisant notre construction des prolongements maximaux dans ξ> des element

de ©. On voit done que 0 est un prolongement isomorphe de @, Supposant

que © soit un prolongement isomorphe de ©? on peut demontrer de maniere

analogue que § est un prolongement isomorphe de ©'. Le Lemme 3 est done

demontre.

Utilisant le Lemme 3, on peut demontrer facilement le theoreme suivant.

TH^OREME 1. Soient (Si, ©2 et ©3 des pseudogroupes sur des varietes differ-

entiables. Alors

a) si ©1 ̂  ©2 et ©2 ̂  ©3, alors ©1 ̂  @3;

b) si ©1 ̂  ©2 et ©2 ̂  ©3, alors ©1 ̂  ©3.

§3. Soit maintenant G un groupe de Lie. Designons par L(g) la trans-

lation h gauche de G par Γelement g de G. On designe par ©(G) Γensemble

de tous les isomorphismes locaux de G qui sont des restrictions de translations

k gauche de G. Evidemment ®(G) est un pseudogroupe sur la variete G, On

appelle @(G) le pseudogroupe associe au groupe de Lie G. Nous allons de-

montrer le theoreme suivant.

THEOREME 2. Soient Gι et G2 des groupes de Lie. Alors

a) ©(Gi) = ©(G2), si et seulement si Gι = G2 (algebriquement)

b) ®(Gi) ̂  %(G2), si et seulement si Gi ̂  G2 (algebriquement),

oil "algebriquement" signfte Visomorphisme (resp. Vhomomorphisme) comme

groupes abstraits.

En effet, supposons que ®(Gi)^©(G2). II existe alors un pseudogroupe €>
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operant sur une variete E qui est un prolongement isomorphe de @(Gi) et un

prolongement de ®(G2). Soient πx et π2 les projections de E sur Gi et sur G2

respectivement Designons par f(gι) le prolongement maximal dans ξ> de la

translation a gauche L(gι) de d. Supposons que π2{f(gi)) soit une restriction

d'une translation a gauche L(g2) de G2 et posons g2-<f(gi). Alors ψ est une

application de d dans G2. Puisque Zr(gΊ) L(hι) = L(gx fti), le produit / ( # )

/(/zi) est defini (i.e. /(£ϊ) '/(hi) est defini sur une partie non vide de E.)

Puisque πΛfigi) -f(hi))=m(f(gi)) τn(/(A)) = L(gι)Uhι) = L(# fo), /(#) •

/(fti) est une restriction de f(gι hi). Done π2(f(gι) f(hι))<π2(f(gι hι))

< L(φ(gι hi)). D'autre part 7ra(/(ft) •/(*!»< τraί/(5i)) 7r2(/(*i))< Ir(f(A))

L(φ(hi)) = L(φ(gι) <f(hι)). II resulte de la que Kψig^hi)) et L(<f(gι) <f(hi))

coincident sur une partie ouverte non vide de G2. On voit done que ψigi hi)

= ψ(gι) a ψ(hi). Soit maintenant k(g2) Gξ) un prolongement de la translation

a gauche L(g2) de G2. Supposons que πi(k(g>)) soit une restriction d'une trans-

lation a gauche IΛgi) de Gi. Alors il est clair que k(g>) est une restriction de

f(gι). Done π2{f{gι)) =L{g>). II resulte de ce que nous avons demontre que

ψ est un homomorphisme de Gi sur G2. Supposons maintenant que ξ> soit aussi

un prolongement isomorphe de ®(G2) et que ψ(gi) = e, oύ e est Γelement neutre

de G2. II en resulte que ττ2(f(gι)) est un isomorphisme identique et puisque

<ξ> est un prolongement isomorphe de &(g2), on voit que f(gι) est un isomor-

phisme identique. Done L(gi) = πι(f(gi)) est aussi un isomorphisme identique.

II resulte de la que gi est Γelement neutre de G. Done ψ est un isomorphisme.

Reciproquement supposons que ψ soit un homomorphisme du groupe abstrait

sous-jacent de Gi sur celui de G2. Soit G = d x G2 et soit £> 1'ensemble de tous

les isomorphismes locaux de la variete G qui sont des restrictions de translations

a gauche L(gu <f(gi)) de G, oύ £ι parcourt Gi. €> est evidemment un pseudo-

groupe sur G. On peut voir facilement que £> est un prolongement isomorphe

de © (Gi) et un prolongement de ®(G2). II en resulte que ®(Gi) * (S(G2).

De plus, si ψ est un isomorphisme, £> est aussi un prolongement isomorphe de

<S(G2) on obtient alors un isomorphisme ®(Gi) = (S(G2)
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