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Abstract. Using the asymptotic properties of products of random matrices we study
some properties of the subgroups of the linear group. These properties are centered
around the theorem of J. Tits giving the existence of free subgroups in linear groups.

0. Introduction
L'objet de ce travail est de montrer comment des methodes de la theorie des systemes
dynamiques et du calcul des probabilites permettent d'obtenir des proprietes alge-
briques ou geometriques des sous-groupes du groupe lineaire. En fait, dans le cas
d'un groupe lineaire sur un corps local, l'introduction d'une mesure de probabilite
/A, de support contenu dans un tel sous-groupe T et engendrant un semi-groupe
ferme TM, permet au moyen du produit de matrices aleatoires associe, et en particulier
de ses exposants de Liapunoff de traduire de maniere quantitative des proprietes
qualitatives de F ou TM. Par exemple on donne dans la partie 1 une demonstration
du theoreme de J. Tits concernant l'existence de sous-groupes libres non abeliens
dans un groupe lineaire [23], demonstration dont l'argument essentiel repose sur
le theoreme ergodique multiplicatif d'Osedelets au lieu de la densite au sens de
Zariski. Utilisant les methodes developpees on obtient par une application simple
du theoreme de super-rigidite que toute representation (d>2) d'un reseau de
SI (d, U) dans un espace de dimension inferieure a une image finie. Ann de poursuivre
l'etude des proprietes sous-jacentes au theoreme de Tits on introduit dans la partie
2, pour un sous-groupe F de SI {d, R), l'ensemble des points limites dans la compac-
tification de Moore de l'espace symmetrique correspondant. On donne en particulier
des resultats concernant l'action de F sur l'ensemble Lr de ces points limites et on
montre que L\- est de dimension de HausdorfT positive. On precise cette propriete
par une etude de la mesure /i-invariante portee par L,. Cette etude conduit au
retour a des proprietes nouvelles des produits de matrices aleatoires qui eclairent
le theoreme de Tits: sous une condition d'irreductibilite et de proximalite de l'action
de TM sur l'espace projectif, un tel produit a presque surement une valeur propre
dominante simple, reelle, et son comportement asymptotique est donne par le
plus grand exposant de Liapunoff. Ceci repond a une conjecture de J. Cohen et

https://doi.org/10.1017/S0143385700005708 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700005708


484 Y. Guivarc'h

H. Fiirstenberg [3]. Sous une hypothese renforcee on peut en deduire des resultats
plus precis concernant le spectre d'un tel produit qui est alors asymptotiquement
simple et reel. Observons d'autre part qu'une autre direction naturelle d'application
de ces techniques concerne l'etude de certaines algebres de groupe intervenant en
theorie des representations unitaires [15]. Dans des divers resultats un role essentiel
est joue par l'etude du spectre de Liapunoff d'un produit de matrices aleatoires
independantes et en particulier de sa simplicite, etude qui a ete faite en [10] et
precisee en [7], [12]. Les techniques utilisees ici sont done susceptibles de completer
ou de se combiner a celles de geometrie algebrique traditionnellement utilisees dans
ce contexte comme cela apparait egalement en [5], [18], [26].

1. Sous-groupes libres du groupe lineaire
1.1. Introduction
Dans un travail fondamental [23], J. Tits a donne une demonstration du theoreme
suivant.

THEOREME 1. Soit k un corps de caracteristique nulle, F un sous-groupe du groupe
lineaire G\{d, k). Alors, ou bien F contient un sous-groupe resoluble d'indice fini, ou
bien F contient un groupe libre a deux generateurs.

La preuve de J. Tits est basee sur les proprietes de la topologie de Zariski et des
considerations de geometrie algebrique. L'objet de cette partie 1 est d'en donner
une autre demonstration, suivant le meme plan, mais utilisant plutot les proprietes
des produits de matrices aleatoires. Cette methode permet plusieurs simplifications
et est susceptible d'applications diverses. Tres brievement resume, le plan de la
preuve de J. Tits est d'abord de remplacer k par un corps localement compact
convenable K tel que, sur un certain espace projectif Pr(K), F agisse de maniere
'suffisamment irreductible et contractante'; puis la proposition cruciale 3-11 permet
de trouver dans F 'suffisament' d'elements g tels que g et g~' aient des valeurs
propres dominantes simples, enfin la densite au sens de Zariski permet de trouver
dans F deux elements 'en position generale', et un argument classique montre qu'ils
engendrent un sous-groupe libre. On suivra ici cette demarche mais la technique
sera differente et en particulier les proprietes des produits de matrices aleatoires
permettront de suppleer a la proposition 3-11 de [23].

1.2. Produits de matrices aleatoires
Rappelons d'abord le theoreme ergodique multiplicatif d'Oseledets sur un corps K
commutatif localement compact non discret (corps local) [21], dont la valeur absolue
sera notee |.|.

THEOREME D'OSELEDETS. Soit (H, 0, -IT) un systeme dynamique ergodique, g(w) une
fonction de ft a valeurs dans Gl(d, K) telle que Log ||g(w)|| et Log ||g~'(a>)|| soient
ir-integrables. Supposons gn{o>) = g ° d"(o)) et Sn(w)(n e Z) defini par
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Alors il existe une matrice diagonale par blocs et unefonction <p(io) a valeurs matricielles
telle que

De plus pour tout x correspondant a chaque bloc on a:

lim (l/n

(oil A1 est compte avec la multiplicite du bloc correspondant).

Remarque. Les nombres A' sont bien definis et s'appellent exposants caracteristiques.
Us seront ordonnes par A!2A2>- • • s A d.

Definition 1. On dira qu'un semi-groupe T opere de maniere proximale sur un
espace metrique (E,S) si pour tous x, y de E on peut trouver une suite tn e T avec
\\m,,8(tnx,tny) = 0.

On considerera la situation T c Gl(d, K) operant sur l'espace projectif Pd~\K)
par les transformations projectives naturelles ou K sera dans la suite un corps local.

Definition 2. On dira que le semi-groupe 7 c Gl(d, K) opere de maniere totalement
irreductible sur P^^'iK) s'il n'existe pas de reunion finie de sous-espaces projectifs
laissee invariante par T.

Soint maintenant fi une mesure de probability portee par le sous-groupe F de
Gl(d, K) et TM le semi-groupe engendre par le support £M de /x. On note ft l'espace
produit (£M)Z> IT 'a probabilite canonique produit nz sur ft, 0 le decalage et gn(to)
les fonctions coordonnees qui sont ici des variables aleatoires independantes de loi
fi. La condition d'integrabilite de go(w) sera toujours supposee satisfaite. On a etabli
en [10] le theoreme suivant si K = U, et sa demonstration s'etend au cas d'un corps
local [8].

THEOREME 2. Soit ft une mesure de probabilite sur Gl(d, U) et supposons que TM opere
de maniere proximale et totalement irreductible sur Pd~'(U). Alors les deux premiers
exposants caracteristiques du produit des matrices aleatoires gn(a>) sont differents. De
plus la loi de la direction dilatante <p{u))ex correspondant au plus grand exposant ne
charge pas de sous-espace projectif.

Remarque. Si TM est un groupe, les proprietes de proximalite et d'irreductibilite
envisagees dans le theoreme restent valables sur l'espace projectif dual forme des
hyperplans de PJ'\K). II en decoule, puisque An est alors changee en (AJ,)"' que
les deux derniers exposants du produit initial sont distincts egalement sous
l'hypothese du theoreme [cf. 12].

Definition 3. On dira que ge Gl(d, K) admet une valeur propre dominante simple
s'il existe a+ePd ~\K) et H hyperplan projectif supplemental avec:

~ lim g"x = a+.

On dira que a+ est le point attractif de g et H~ son hyperplan repulsif. La condition
de proximalite du theoreme est alors assuree par la.
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PROPOSITION 1. Soit F un groupe operant de maniere totalement irreductible sur
Pd~\K) et supposons qu'il existe un element de F ayant une valeurpropre dominante
simple. Alors F opere de maniere proximate sur Pd~1(K).

Preuve. Pour x et y dans Pd~'(K), il suffit de trouver 17 e F avec rjx^ H~, r)y£ H~
ou H~ est le sous-espace repulsif de ye F et a+ son point attractif. Alors en effet:

lim ynrjx — lim ynt\y = a+.
n n

Or la condition rjxeH ou rjyeH~ pour tout 17 de F s'ecrirait X&T)~\H~) OU

yer}~'(H) et violerait done la totale irreductibilite dans le dual de Pdl(K),
e'est-a-dire dans Pd~\K) d'apres la remarque precedente.

Remarque. Cette proposition et la remarque precedente conduisent a une certaine
symetrie dans les resultats: les deux premiers exposents et les deux derniers sont
simultanement differents si TM = F.

1.3. Iteration d'une matrice et produits de matrices aleatoires
Ici la dimension d de l'espace vectoriel Kd sera 2 au moins.

Definition 4. On appellera doublet de points-hyperplans (ou simplement doublet)
un systeme de deux points a+, a~ de Pd~\K) (d>2) et de deux hyperplans H+,
H~, avec les relations a+iH~, a £H+, a+eH+, a~ e H~ et on le notera
D{a\a,H\H).

Si ge Gl(d, K) est tel que g et (g') ' admettent des valeurs propres dominantes
simples, les points attractifs a+, a~ et les sous-espaces repulsifs H+, H correspon-
dants forment un doublet que Ton notera D(g).

De meme le theoreme precedent et la remarque qui suit montre que si TM = F est
un sous-groupe de Gl{d, K) totalement irreductible et proximal sur Pd~\K), les
sous-espaces dilatants et contractants des cocycles Sn(w), [Sn(w)']-I donnent lieu
a un doublet point hyperplan que Ton notera D(<u) et qui est forme de a+ = <p((o)e],
a=<p((o)ej, H~ = (p(co)e\, H+ = <p(io)e'd ou e\ et e'd designant les hyperplans
d'annulation de la premiere et de la derniere coordonnee.

Definition 5. On dira que deux doublets D(a+, a~, H+, H~) et D(b+, b~, L+, L~)
sont en position generale si l'on a b+ i. H+KJ H'~, b~ i. H + u H~, a+£L+uL~,
a £L+uL~.

II est clair que les couples de doublets en position generale forment un ouvert
dense.

PROPOSITION 2. Soit r<= Gl(d, K) un sous-groupe totalement irreductible et proximal
sur Pd~'{K), ix une mesure de probability, portee par F et telle que TM =F. Alors le
produit de matrices aleatoires Sn(<o) definit pp un doublet D(to). De plus pour presque
tout (w, (o')eflxil, les doublets correspondants D((o) et D(a>') sont en position
generale.

Preuve. L'existence de D(a>) decoule du Theoreme 2 et de la remarque qui le suit.
Fixons D(w) et montrons la negligeabilite de l'ensemble des to' tels que D(w) et
D(oi') ne soient pas en position generale. Sinon il existerait O'cfl de mesure
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positive verifiant par exemple une condition <p(o/)e, e <p(a>) (e[ue'd) pour a /e f t ' ;
la loi de <p(o/)£, (qui est la direction dilatante) chargerait une reunion de deux
hyperplans projectifs, ce qui est impossible d'apres le Theoreme 2.

PROPOSITION 3. Dans la situation du theoreme d'Oseledets, supposons le premier et
le dernier exposants de multiplicity 1 et soil D(a>) le doublet associe au cocycle Sn(u>).
Alors pour presque tout w il existe une sous-suite nk(w) telle que Snt((o) et S~'(a>)
aient des valeurs propres dominantes simples. Deplus on a l i m ^ ^ £>[Sni(w)] = D{(o).

La preuve decoulera de deux lemmes dont le premier resulte du theoreme des
fonctions implicites et est bien connu.

LEMME 1. So/7 K un corps local u un endomorphisme lineaire de Kd ayant une valeur
propre dominante simple, a+ le point attractif et H le sous-espace repulsif associes.
Soit «„ 6 E nd (KJ) avec lim un = u. Alors, pour n assez grand, un a une valeur propre
dominante simple, un point attractif a+, un sous-espace repulsif Hn verifiant:

lim a*n = a+, lim H~ = H .
n n

LEMME 2. Soit (Cl, &, TT) un systeme dynamique ergodique, <p une application mesurable
de fl dans Gl(d, K). Alors pour presque tout w, il existe une sous-suite nk(cj) avec

lim <p'(cj)(p ° d"k(w) = Id.
k->or

Preuve. II est commode de munir Gl(d, K) d'une distance invariante a gauche S. Si
l'assertion du lemme est fausse, il existe ft'eft de mesure positive et e > 0 avec

lim inf 8[I, <p~'(o)<p ° d"(a>)] = e > 0.

Puisque les boules BB(g, (e/2)) recouvrent Gl(d, K) si g parcourt G, on peut
trouver ye Gl(d, K) tel que l'ensemble ft" des w'eil' avec S[y, <p(o/)]<(e/2) soit
de mesure positive.

Le theoreme de recurrence de Poincare donne pour presque tout co'efl" une
sous-suite nk avec 0"kw'eil". Alors, pour w'eft".

5[(p(a)'), ( P ° 0 " " ( G / ) ] < 5 [ < P ( G / ) , y] + 8[(y), cp ° 0nk(a)')]< e

ce qui contredit lim,, inf 5[<p(a>'), <p ° 0"1 (« ' ) ]> e.

Preuve de la proposition. Ecrivons, d'apres le theoreme d'Oseledets:

et montrons d'abord l'existence des valeurs propres dominantes. II revient au meme
de considerer

<p-l{w)S,,(o>)(p(o>) = vn(u))An

<p~l(w)S7l
t(w)ip(a)) = A~'v~\w) avec vn(w) = <p~l(<o)<p ° 0"(w).

Notons que d'apres le Theoreme 2 et la remarque on a

A ^ ^ A - ' e , , £„<?„= A;(e(, avec A'B = AJ\\, K = Ad
nA '̂

convergeant vers les projecteurs canoniques A' et A" sur Kex et Ked. On est done
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amene a considerer vn(a>)A'n et A'̂ f ~'(o>). Or, par exemple:

| |«n(a.)A;-A'| |<| |«B(fl>)-/ | | | |Ai| | + | |Ai-A' | |

et

\imjvnk(co)-l\\=0

d'apres le Lemme 2. Comme l im, ,^ ||AJ,-A'|| =0 , on a bien l i m ^ ^ \\vnk(<o')^'n —
A'|| = 0 et le Lemme 1 permet de conclure. On traite de meme ||A^i>n(to) —A"|| avec
la meme sous-suite nk. Au niveau des doublets point-hyperplan associes on a

D[S n ( to) ] = <p(<o)D[vn(<o)K] = <p(<o)D[H*nvn(<o)]

et la convergence de D[Snk(a))] vers D(w) resulte encore de celle de vnk(to) vers /
et du Lemme 1. Les Propositions 2 et 3 donnent alors le.

THEOREME 3. Soit K un corps local, F<= Gl(d, K) un sous-groupe totalement irreduct-
ible et proximal sur Pd~x(K), (d 2 2), /x une mesure de probability portee par T et
telle que TM=F. Notons Sn(w) = gngn_, • • • g0 le produit des matrices aleatoires
independantes g, de hi ft. Alors, pour presque tout w, il existe une sous-suite nk(a>)
telle que Snk((o) et Snj,'(a>) aient des valeurs propres dominantes simples. De plus, pour
presque tous co et a/ de (£M)Z, il existe des sous-suites nk(cj) et n'p{a>') telles que
Snk(co) et Sn•,,(«') engendrent un groupe libre non abelien.

Preuve. La premiere partie decoule des premieres parties des Proposition 2 et 3.
Utilisant les secondes parties de ces propositions on trouve, pour presque tout
(to, «/) £ il x il des sous-suites nk(w), n'p(<o') et des doublets D(w), D(w') en position
generale avec:

lim

lim D[Sn-(to')] = D(to').

Pour nk et n\, assez grands, D[Snk(w)] et D[Sn;(to')] sont done aussi en position
generale. La conclusion decoule alors du lemme suivant [23] dont nous reproduisons
la preuve.

LEMME 3. Soient g et h deux elements de Gl(d, K) tels que g, h, g"1, /i"1 aient des
valeurs propres dominantes simples et supposons D(g), D(h) en position generale.
Alors il existe un entier n tel que g" et h" engendrent un groupe libre.

Preuve. Notons D(g) = D(a+, a', H+, H), D(h) = D(b+, b~, L+, L') et observons
que

lim g " ( 6 + u 6 " ) = a I

lim hn(b+ub-) = b\

C e c i d o n n e d e u x v o i s i n a g e s A e t B d e a + u a et b + u b e t n e N t e l s q u e :

Soient alors peLAvB et u = g", v = h". g"'peA, hmpeB (\m\>h).
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Si A(H, V) est un mot quelconque en w et v on a A(M, U) p e A u B.
Si A est non trivial et done A(u, v)p^ p, \{u, v)^ Id.
Le groupe engendre par M et v est done libre.

1.4. Groupes non resolubles et proximalite
Afin de demontrer le Theoreme 1, il est commode de considerer des groupes finiment
engendres et, pour abreger le langage de donner la definition.

Definition. On dit qu'un groupe G est presque resoluble (resp. nilpotent) s'il possede
un sous-groupe d'indice fini resoluble (resp. nilpotent).

On est amene a manipuler diverses representations d'un groupe, par extension
du corps de base notamment. Rappelons qu'une representation de G sur un corps
k est absolument irreductible si elle reste irreductible par toute extension du corps
de base. II suffit d'une extension de degre fini du corps de base pour obtenir, a
partir d'une representation donnee, une nouvelle representation dont les quotients
de la suite de Jordan-Holder sont absolument irreductibles.

L'objet de ce paragraphe est de montrer le.

THEOREME 4. Soit Vun espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de caracteris-
tique zero, G <= G/( V) un sous-groupe finiment engendre et non presque resoluble. Alors
il existe un corps local K, un homomorphisme de k dans K, une representation p de
dimension 2 au moins d'un sous-groupe d' indice fini G' de G sur le corps K telle que
p(G') soit totalement irreductible et qu'il existe geG' tel que p(g) ait une valeur
propre dominante simple.

Remarques. On emploiera ici l'expression p(G) totalement irreductible au lieu de
p(G) opere de maniere totalement irreductible sur l'espace projectif associe.

On peut toujours remplacer k par l'extension de degre fini de Q engendree par
les coefficients des matrices representant un nombre fini de generateurs de G.

La preuve va decouler de modifications successives de la representation initiale-
ment donnee de G dans Gl( V).

Definition. On dira qu'une representation de G dans un espace vectoriel V sur un
corps k est totalement absolument irreductible s'il n'existe pas d'extension du corps
de base k, de sous-groupe d'indice fini H de G, telle que, dans la nouvelle representa-
tion H laisse invariant un sous-espace strict.

LEMME 4. Dans la situation du Theoreme 4 on peut supposer, avec extension de degre
fini du corps de base, la representation de G dans Gl(V) totalement absolument
irreductible.

Preuve. On considere une suite de Jordan-Holder de la representation donnee, a
quotients successifs V/+l/V,(0</< r). Le noyau de la representation naturelle de
G dans ©'=<> Vi+]/Vi est nilpotent et done dans l'un au moins des Gl(Vi+JV,)
l'image de G n'est pas presque resoluble, et la representation de G correspondante
peut etre supposee absolument irreductible par extension finie du corps de base.
Fixons alors cette representation et notons encore Vi+X/ Vj par V. Considerons alors
les triplets (H, k', W) formes d'un sous-groupe distingue d'indice fini H de G, d'une
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extension k' de degre fini de k et d'un sous-espace W de V®k' laisse invariant par
H. Fixons un tel sous-espace W de dimension minimum, le corps k' et le sous-groupe
H correspondants. Par construction, la representation de H dans W est totalement
absolument irreductible et G/ H s'identifie a un groupe de permutation fini puisque
la representation de G dans V est fidele et absolument irreductible. II en decoule
que H, comme G, n'est pas presque resoluble et en particulier dim W > 2. L'enonce
du lemme s'obtient done en remplac.ant G, par H et V par W.

LEMME 5. Soit Vun espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de caracteristique
zero, G c Gl{ V) un sous-groupefiniment engendre du groupe lineaire de V. On suppose
que, dans une cloture algebrique de k, les quotients des valeurs propres de tout g de G
soient racines de Vunite. Alors G est presque nilpotent.

Preuve. On peut considerer la representation naturelle de G dans End V: u -» gug'x

dont le noyau est central dans G et on peut done supposer les valeurs propres de
tout g de G racines de l'unite. On considere alors une suite de Jordan-Holder de
V et Ton note p, les representations irreductibles dans les quotients successifs. Le
noyau de la representation somme directes des p, est nilpotent et d'apres un theoreme
de Schur [24] relatif aux groupes lineaires periodiques tous les p,(G) sont finis. II
en decoule que G possede un sous-groupe nilpotent d'indice fini.

Preuve du theoreme. Soit G c Gl{ V) totalement absolument irreductible et, d'apres
le Lemme 5, a e G tel que les quotients des valeurs propres de a dans une cloture
algebrique de k ne soient pas racines de l'unite. Par extension de degre fini de Q,
si A,/A, n'est pas racine de l'unite, on peut trouver un corps local (K,|-|), un
homomorphisme a- de k dans K tel que |cr(Af/A,-)| ̂  1 ([23], [25]). Pour abreger les
notations on identifiera dans la suite k a o-(k)<= K.

Done |A,| 5* |A,| et il y a une valeur propre A, dont le module |A,| est maximum et
realise avec multiplicite p < dim V. Designons par e , ( l<i<p) une base de la somme
des sous-espaces caracteristiques correspondants, base dans laquelle la matrice de
a est triangulaire. Alors dans AP(V®K), le vecteur e = e,A- • • /\ep sera vecteur
propre de Ana et la valeur propre correspondante p dominera toutes les autres en
module. On va maintenant remplacer AP(V®K) par un sous-espace contenant e.
Puisque la representation de G dans AP{V®K) est completement reductible [2],
e appartiendra a l'une des composantes irreductibles de Ar(V®K) et Ton notera
17 la representation dans W<= AP(V® K) ainsi obtenue. Soitenfin W, un sous-espace
de dimension minimum fixe par un sous-groupe d'indice fini et distingue L de G,
A un systeme de representants de G/L dans G: on a W = XTCA yWt, chacun des
yW, est fixe par L et les representations de L dans chaque yWt sont totalement
irreductibles. Montrons que e appartient a l'un des yW,. Pour tout we W on a:

soit lim (•n(a")w)/{p") = 0
n-*+oc

soit lim [(•n(a")w/{p")]eK*e

et l'ensemble des w satisfaisant la premiere relation est un hyperplan E. D'autre
part a" appartient a L le long d'une progression arithmetique et laisse done alors
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invariant U?CA Y W,; comme ce dernier ensemble engendre W, il n'est pas contenu
dans l'hyperplan E et e appartient bien a [Jy€A -yW,, done a Tun des yW,. On a
done remplace G par L, W par yW, et il reste a voir que dim yW,>2. Sinon L
fixerait la droite engendree par e et done le sous-espace engendre par e,, e2,.. -, ep

dans V®/C. Ceci contredit le fait que G soit totalement absolument irreductible
dans V. La representation p de l'enonce est done la restriction de Apr) a y\V{, le
sous-groupe G' est egal a Let l'element g est une puissance convenable de Ap a
qui admet clairement une valeur propre dominante simple.

1.5. Preuve du Theoreme 1
Ce theoreme decoule du Theoreme 1' et d'un lemme.

THEOREME 1'. Soit k un corps de caracteristique nulle, F un groupe finiment engendre
de Gl(d,k). Alors ou bien F contient un groupe resoluble d'indice fini, ou bien F
contient un groupe libre a 2 generateurs.

Preuve. Supposons la premiere alternative non satisfaite et appliquons le Theoreme
4 du paragraphe precedent: on peut remplacer k par un corps local K, et F par un
sous-groups d'indice fini operant de maniere proximale et totalement irreductible
sur P d l ( K ) (d>2). D'apres le Theoreme 3 du § 1.3, F contient alors un groupe
libre a deux generateurs. Les techniques elementaires de geometrie algebrique [2]
donnent une demonstration simple du lemme:

LEMME. Soit F un sous-groupe de Gl(d, k) tel que tout sous-groupe finiment engendre
soit presque resoluble. Alors F est presque resoluble.

Preuve. On utilisera encore le theoreme de structure des groupes periodiques lineaires
du e Schur [22]: un tel groupe contient un groupe abelien d'indice fini.

Soit G o c f la composante connexe en topologie de Zariski de l'element neutre
dans l'adherence algebrique f de G. Soit F,(/ e /) famille croissante de sous-groupes
de F finiment engendres de reunion egale a F, F; leurs adherences algebriques et
G, les composantes neutres correspondantes. Puisque G, est d'indice fini dans Fr,
les G, sont resolubles connexes et forment une famille croissante. Si R est un element
de dimension maximum, Fj/F, n R est done fini et F/F n R est reunion croissante de
sous-groupes finis. II en est de meme de son image dans la representation naturelle
de F dans %/£% ou % et 91 designent les algebres de Lie de Go et R: le theoreme
de Schur deja cite implique que cette image possede un sous-groupe abelien d'indice
fini. On peut d'autre part supposer Fc Go car Go est d'indice fini dans F et alors
le noyau de la representation considered commute avec G(, modulo R: F/Fn/?
contient un groupe resoluble d'indice fini et il en est de meme de F.

Ce lemme montre que pour demontrer le Theoreme 1, on peut toujours se placer
dans la situation du Theoreme 1'.

1.6. Application aux representations des reseaux
On prouve ici, en application des techniques precedentes le.

THEOREME 5. Soit F un reseau de S\(d,U), (d>2), p une representation de F dans
un espace vectoriel k" ou n < d et k est un corps de caracteristique 0. Alors p(F) est fini.
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Preuve. Si n = 1, p(F) est commutatif et la propriete de Kajdan pour F [26] implique
p(F) fini.

Dans le cas general on va appliquer le Theoreme 4 ou plutot les arguments de
sa preuve, avec G = p(F), l'espace de p etant V avec dim V<d: d'apres la propriete
de Kajdan, p(F) n'est pas presque resoluble s'il est infini. On peut de plus supposer
d'apres le Lemme 4, p(F) totalement absolument irreductible. Comme F est de type
fini et p(F) non presque resoluble, on peut remplacer comme au debut de la preuve
du Theoreme 4, le corps de base k par un corps local K de facon que pour un
certain a e p(F) <= Gl (n, K), il y ait une valeur propre dominante dont le module
est repete p fois au plus (p<n). Montrons d'abord que, du fait que n < d, l'adherence
(topologique) p(F) dans Gl («, K) est moyennable. Considerons pour cela l'adher-
ence algebrique de p(F) et une composante H presque simple et connexe de sa
partie semi-simple: on a ainsi un homomorphisme TT du reseau F dans H dont
l'image est algebriquement dense et on va voir que 7r(F) est relativement compacte
an appliquant le theoreme de super-rigidite de G. A. Margulis, et en distinguant
done suivant la nature de K [18].

Si K=U, on peut supposer que H est /^-simple en passant au quotient par le
centre (fini) et si l'ensemble des points reels Hu etait non compact, TT se prolongerait
en un isomorphism de SI (d, R) sur Hn, ce qui est exclu car n < d, dim HR < d. Done
Hu est compact et de meme que TT(F).

Si K =C, on peut encore supposer H simple et l'isomorphisme entre SI (d, C) et
H est encore exclu, ce qui donne TT(F) compact.

Si K est ultrametrique, 7r(F) est compact, Finalement p(F) est contenu dans une
extension d'un groupe resoluble par un groupe compact et p(F) est done moyennable.
On considere alors, comme dans la preuve du Theoreme 4, la sous-representation
totalement irreductible dans W{ c APV qui y est construite et qui contient le vecteur
propre dominant de Apa. Puisque p(F) est moyennable, son action sur l'espace
projectif associe a Wt laisse une mesure de probability invariante; a cause des
proprietes de Ana et de la totale irreductibilite de 1'action de p(F), cette mesure est
concentree au point attractif de Apa, ce qui contredit l'irreductibilite de W, et
dim W, > 2. D'ou p(F) est presque resoluble, done fini d'apres la propriete de
Kajdan.

2. Sur les points limites de certains sous-groupes du groupe Hneaire

2.1. Introduction
Si F est un sous-groupe discret de SI (2, U); 1'action de F sur le disque unite D par
transformations conformes permet de definir la notion de points limites qui joue
un role essentiel dans I'etude du not geodesique sur la surface D/F. L'ensemble L,
de ces points limites soit egal au cercle unite, soit du type de Cantor, si F est non
degenere. De plus 1'action de F sur Lv possede des proprietes particulieres, la
minimalite par exemple. Dans cette partie on donne une extension a SI (d, R) de la
notion de points limites d'un sous-groupe ferme FcSl(d,R). On montre en par-
ticulier que si F est 'non degenere', la dimension de Hausdorff de Lv est strictement
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positive, en utilisant les proprietes des produits de matrices aleatoires ([5], [10],
[12]). On etudie Faction de F sur Lv et certaines mesures naturelles sur Lv. Ceci
permet, en retour, de preciser les proprietes du spectre d'un tel produit.

2.2. Rappel sur les points limites
Definition 1. Soit F un groupe localement compact et non compact operant continu-
ment sur un espace topologique E; on suppose £ et F separables. Pour xe E on
appellera ensemble limite de x sous F, l'ensemble Lx des valeurs d'adherence de
Vorbite Yx smvant \e Mtre des comp\ementaires de parties compacXes &eT.

II resulte de cette definition que Lx est un ferme F-invariant. Un exemple typique
est fourni par le cas ou FcSl (2, R) est engendre par 2 isometries hyperboliques
du disque unite D notees A et B. Un polygone fondamental est dessine ci-contre
et on suppose que A envoie l'exterieur de Fare a"1 sur l'interieur de Fare a; done
A~l envoie l'exterieur de a sur l'interieur de a~[ et de meme pour B±1. On voit
alors que les points y. O(yeF) tendent vers un ensemble C du type de Cantor sur
le cercle unite dont on dessine ci-dessous l'approximation d'ordre 2 comportant
4x3 arcs disjoints. On a done C = L.

Rappelons qu'une condition suffisante pour qu'une partie fermee d'un espace
euclidien soit de dimension de Haussdorff > a est qu'elle porte une mesure v verifiant

b '

b'a

a 'b

a <b
ba
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par toute boule B(a, e) centree en a e A:

v[B{a, e)]<ctee".

II en est ainsi en particulier des que SupacA J l/(||a ~XV dv (x) < +00.
La construction d'une telle mesure v est naturelle dans l'exemple precedent, ainsi

que pour l'ensemble triadique de Cantor classique et on va dans la suite etendre
cette construction, puis en tirer des conclusions geometriques.

2.3. Frontieres, espaces symetriques, points limites
La notion de proximalite (§1.1, Def. 1) jouera un role essentiel. Un exemple typique
est fourni par l'action de G = Sl(d, R) sur l'espace projectif Pd~x. En effet, si
y = diag (a1,..., ad) avec a' > a'+l pour tout i on voit que si xe Pd~' est choisi
en dehors des sous-varietes projectives joignant un nombre fini des points e, associes
aux vecteurs de base e, ( l < i < d ) , on a:limn y"x — ex. La proximalite de G sur
Pd'x decoule alors de la transitivite de G sur Pd~\ Plus generalement on rappelle
[5] que la frontiere de Fiirstenberg B de G est formee de drapeaux, c'est-a-dire des
suites de d sous-espaces emboites distincts. Le drapeau canonique e est, par exemple,
defini par la suite de multivecteurs (e,, e, A e2, • • • ex A e2 A • • • A ed) correspondant
a la suite des sous-espaces £..,,. U et. L'argument precedent montre que pour be B
en dehors d'un sous-ensemble 'lineaire' exceptionnel on a limn y"b = e, d'ou encore
la proximalite de l'action de G sur B, justifiant selon [5] le terme de frontiere de G.

Notons A le groupe des matrices diagonales positives, N celui des matrices
triangulaires superieures unipotentes, K le groupe orthogonal de Rd, M le sous-
groupe de K forme des matrices diagonales a coefficients ±1.

Comme le stabilisateur de e est egal a MAN on a: B = G/MAN = K/M et la
decomposition d'lwasawa: G = KAN. En particulier B est muni d'une mesure
naturelle X-invariante que Ton notera m. Si alors yn =diag (a],,..., ad) avec a'n

+l =
0(a'n), il est clair que lim,, y,,m = Se propriete qui sera utilisee de maniere essentielle
dans la suite.

Considerons l'espace symetrique S = G/ K qui s'identifie ici a l'espace des matrices
symetriques definies positives de determinant unite, l'action de G sur S etant definie
par g. M = gMg' (geG, M e S). Le noyau de Poisson P(s, db) fait correspondre
a la matrice Id la mesure m sur B. On notera ici 0 le point de 5 defini par Id et
P(s, db) fait alors correspondre au point s = g. 0 la mesure g. m. Si 9{B) designe
l'espace compact en topologie vague des mesures de probabilites sur B, on a ainsi
un plongement bicontinu s^> P(s,.) de 5 dans SP{B). On notera S l'adherence de
cette image; elle est appelee classiquement compactification de Moore de S [19] et
on trouvera une description simple en [10]. II est clair, vu la proximalite de G sur
B que 5 => B, ou B est ici identifie aux mesures de Dirac Sh sur B. En general S est
la reunion de l'ouvert 5, du ferme B et d'un nombre fini d'espaces homogenes de
dimensions intermediaires. Par exemple si d = 3, les elements de S — Su B sont de
deux types correspondant a des mesures portees par K identifie au fibre unitaire
tangent a S2:

(1) Les mesures 'du type de Poisson' portees par les vecteurs tangents aux grands
cercles de S2.
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(2) Les mesures 'du type de Poisson' portees par le cercle des vecteurs unitaires
tangents a S2 en un point donne de S2. Le stabilisateur d'une mesure du type 1 est
de la forme

(b(A) a\
\ 0 0 c)

ou A est orthogonal et cb2 det A = 1, a, beU. L'ensemble 5, de ces mesures est
done un fibre en disques unites au-dessus d'un plan projectif P2. II en est de meme
de S2 et Ton aS = S u B u S 1 u S 2 avec B = St n S2 apparaissant comme une frontiere
commune de S, et S2. Soit alors F un sous-groupe ferme de G, a un point de S,
considerons la partie de S intersection de B et F • a et notons A = P(a, db). II est
immediat que la relation lim yn • A = Sh implique aussi lim yn • m = Sh. On peut done
poser la:

Definition 2. On appellera ensemble limite de F la partie fermee de B definie par

On vient de voir que la proximalite de F sur B implique Lr5^ 0 . Pour une etude
plus approfondie de Lv on introduit la condition suivante.

Definition 3. On dira que F est totalement irreductible sur B s'il ne laisse pas
invariante de reunion finie de sous-espaces de AkR'/(ls fc<d-l).

Si F est algebriquement dense la condition precedente est satisfaite. II en est de
meme de la proximalite comme l'ont prouve Goldsheid et G. A. Margulis [7].

Les premiers resultats de cette partie sont les suivants:

THEOREME 1. Supposons F totalement irreductible et proximal sur B. Alors F agit de
maniere minimale sur l'ensemble des points limites Lr. De plus si L, # B alors Lv est
parfait sans point interieur.

THEOREME 2. Dans la situation du Theoreme 1, L, est de dimension de Hausdorff
strictement positive.

La preuve sera donnee plus loin en utilisant les proprietes des produits de matrices
aleatoires que Ton rappelle brievement ci-dessous.

2.4. Produits de matrices aleatoires
Soit /x une mesure de probabilite sur G de support £M, TM (resp. F^) le semi-groupe
(resp. groupe) engendre par le support de /x. L'action de G sur B definit une
convolution entre mesures sur G et B: si n et v sont deux probabilites sur G et B
respectivement on pose:

fj, * v= \ 8ghdij,(g) dv(b).

On notera fi" la n"mc convolee de /J., v la mesure produit fj.N sur fI+ = (XM)'v.
Soient X,,(&>) les fonctions coordonnees sur ft+ et S,,(o)) le produit Sn((o) =
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Un resultat essentiel de H. Fiirstenberg dit que si 7^ est irreductible et non
compact on a:

p.p. rim(l/n)Log||Sn|| = y,>0
n

si jLog||g| |d/i(g)<+°°

Concernant la frontiere B on a les theoremes suivants ([5], [10]).

THEOREME 3. Soit p, une mesure de probability sur Sl{d, U) telle que TM soit totalement
irreductible et proximal sur B. Alors Vequation fx * v = v ou v est une probability sur
B a une solution unique et la suite X, • • • Xn. v converge p.p. vers une mesure de Dirac.

THEOREME 4. Avec les notations du Theoreme 3 supposons de plus

Log\\g\\dix(g)<+cc

et ecrivons Sn sous forme d' Iwasawa:

Sn = KnAnNn avec Kn e K, Nn e N, An =diag (al
n,..., ad

n)e A.

On a alors p.p. et pour tout i

lim (1/n) Log a), = y, > 0, lim (1/n) Log a'Ja'+] = y, - y1+1 > 0.

De plus Nn converge p.p. et la projection de Kn sur B converge en loi.

THEOREME 5. Avec les notations du Theoreme 4 supposons de plus j ||g||c dfi(g) < +oo
pour un certain c> 0. Alors il existe e>0, p(0< p<l) et C > 0 avec

Ann d'interpreter ces resultats dans I'espace symetrique 5 introduisons le drapeau
e' associe aux multivecteurs (ed, ed A e j _ , , . . . , ed A e<,_, A • • • A e,). Posant gt = X'x,
N^ ' = 17,,, A~] = «„ on obtient: g, • • • gn- m = r]nan • m et limn an • m = Se, done
lim an • 0 = e'. lim r\n = rj et lim g, • • • gn • 0 = 17 • e'. On a done en particulier la
convergence de la suite g, • • • gn • 0 vers un point de S - S situe dans B et de loi v'
verifiant /I * v' = v' ou /I est la symetrique de /A. Le theoreme suivant donne un type
d'estimation essentiel pour Fetude du spectre d'un produit de matrices aleatoires.

THEOREME 6. Avec les hypotheses du Theoreme 3 et supposant de plus

pour un certain c > 0, il existe e > 0 tel que J ||i7(o»)||f diriw) < +00.

On peut observer que la loi v' = 77 • e' peut etre considered comme la mesure
harmonique de la marche aleatoire sur FM de trajectoires g, • • • gn.
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Remarque. Les resultats de [13] montrent que l'hypothese d'irreductibilite et de
proximalite de TM ne depend que de l'adherence algebrique de TM qui est un groupe.
Elle vaut done pour TM' et (TM)' aussi bien que pour T^.

2.5. Quelques proprietes de Faction de F sur Lv

THEOREME 1. Supposons F totalement irreductible et proximal sur B. Alors F agit de
maniere minimale sur Lv. De plus si Lv¥^ B, Lr est parfait sans points interieurs.
Preuve. Fixons une mesure fi symetrique avec T^ = F que Ton peut supposer ferme.
Montrons que le support Y,r de l'unique mesure invariante v[fi * v = v] est egal a
Lf. Par construction de v, o n a ^ ^ Lt . Si x e L r , il existe yn e F aveclim yn • m = Sx.
Mais la mesure v possede des proprietes de non degenerescence ([10], [12]) et en
particulier, comme on l'a vu ici ne charge pas le complementaire de N- e' dans B.
Ceci suffit a assurer que Ton a aussi limn yn • v = bx. Comme (yn • v)(£,,) = 1 puisque
YsV est invariant sous TM done sous F on a aussi a la limite: SxsX^ done X^ = -̂i •

Si maintenant F<= Lv est un ferme invariant sous Faction de F l'operateur de
convolution par /x sur les probabilites portees par F admet un point fixe v^:
H* vl = vi. Comme il y a unicite de la mesure /^-invariante d'apres le Theoreme 3,
on a v[ = v et F= L,• = Y.i,- Donee F est minimal sur L, . En particulier L, est egal
a l'ensemble D de ses points d'accumulation puisque celui-ci est un ferme F-
invariant. De meme si L,-^ B, la frontiere Lv — L° est non vide et est un ferme
F-invariant: par minimalite L,• — L\' = L r , ce qui donne L ° = 0 .

Le recours a l'espace symetrique S n'est pas necessaire pour la definition des
points limites. On peut en effet faire operer directement F sur la frontiere de
Fiirstenberg B ou meme sur des sous-frontieres telles que l'espace projectif PJ~\
Ceci permet de donner la.

Definition 4. Soit F un sous-groupe de SI (d, U). On appelle point limite de F sur
PJ~l tout point pePd[ tel qu'il existe une suite y,,eF tendant vers l'infini avec
lim yn. m = Sp ou m designe la mesure invariante par rotation sur Pd~l. L'ensemble
de ces points limites sera note L\. II est facile de voir que l'ensemble L\- des points
limites est un ferme F-invariant.

On a alors l'analogue du Theoreme 1:

THEOREME 1'. Soit F un sous-groupe de SI (d, IR) operant de maniere totalement
irreductible et proximate sur Pd~'. Alors l'ensemble des points limites L, est un ferme
non vide sur lequel F agit de maniere minimale. Si Ll-r6 Pd~\ L\- est parfait sans
points interieurs. De plus L\ est I'adherence de Vensemble des points attractifs des
elements de F ayant une valeur propre dominante simple.

Preuve. II suflfit d'utiliser l'analogue du Theoreme 3 sous l'hypothese affaiblie qui
assure encore des resultats analogues si Ton remplace B par P''~x [10]. Le fait que
L\ soit non vide decoule de [5]. Dans la partie 2.1 on a vu au Theoreme 3 que F
contenait des elements ayant une valeur propre dominante simple; l'ensemble des
points attractifs correspondants est done non vide et contenu dans L\. Son adherence
est un ferme F-invariant qui est egal a L\- par minimalite de Faction de F sur L\.
On a aussi les analogues des Theoremes 3, 4, 5 qui seront brievement justifies.
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Avant de montrer le Theoreme 2, prouvons le.

THEOREME 2'. Soit F un sous-groupe de S\(d, U) operant de maniere totalement
irreductible et proximate sur Pd~\ Alors Vensemble des points limites L\- est de
dimension de Hausdorff strictement positive.

Le Theoreme 2 decoule immediatement du Theoreme 2' et du lemme suivant car la
projection de B sur pd~l est Lipchitzienne pour les metriques naturelles.

LEMME 1. Dans la situation du Theoreme 1, la projection naturelle de B sur PJ~l

applique Lv sur L\-.

Preuve. Par definition de L, et L\ la projection de L, dans Pd~' est un compact
F-invariant contenu dans L\-. Par minimalite de l'action de F sur L\, ce compact
est egal a L\.

La preuve du Theoreme 2' repose sur le.

LEMME 2. Soit (C, d) un espace metrique compact, A et B deux compacts disjoints de
C, s et t deux applications continues de C dans C verifiant s(C) c A, t(C) c B.

On suppose que pour deux constantes p, p'e ]0, 1[ on a

Vx, j eC p'd(x,y)<d{sx,sy)<pd{x,y)

p'd(x, y) < d(tx, ty) < pd(x, y).

Alors, notant S = {s, t} et C00 = (~]n>0 S"C, le compact Cx est homeomorphe a Vespace
produit SN et de dimension de Hausdorff strictement positive.

Preuve. Soit a = (sk)k(:N e SN et observons que la suite s,52 • • " snC est decroissante
de diametre majore par cp"; son intersection definit done un point <r =
limn^s,, • • • snC. Comme d'autre part S"C est reunion disjointe des s,52 * * * snC
(s,eS), il est clair que Cx est l'image de SN par l'application a-*a. Soient a,
o - ' e S N a v e c cr = ( s k ) , a = (s'k) e t s k = s'k ( k < n ) e t e s t i m o n s d ( d , a ' ) . P o u r x e C
on a <r = limfc s^s2 • • • spc, a' = lim* 5is2" " " s'kx.

Or d(sn+i • • • skx, s'n + i • • • s'kx)<c et done d(a,a-')<cp".
De meme, puisque sn+1 7s s'n+l on a

d(sn+i • • • skx, s'n+l • • • s'kx)>d(A,B) = e>0

et d{a,a')>p'"e.
L'espace SN muni de la metrique definie par S(a, <r') = 1/2" pour a et cr' du type

precedent est compact, de dimension de Hausdorfl 1. Les inegalites precedentes
peuvent alors s'ecrire avec des constantes a, (3 > 0

e8(a, <j'f <d{a, &') < cS(cr, a')"-

On a done l'homeomorphisme de Cx et SN avec positivite de la dimension de
Hausdorfl de Cx, majoree en fonction de a et minoree en fonction de jS.

LEMME 3. Soient get h deux applications lineaires ayant des valeurs propres dominantes
simples, reelles. On suppose le point attractif de g distinct de celui de h, n'appartenant
pas a rhyperplant repulsif de h et vice-versa. Alors, pour la metrique naturelle 8 sur
Pd~\ il existe deux boules fermees disjointes A et B, un entier n > 0 et des constantes
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p, p'e]0,1[ telles que
g"(AuB)cA, ft"(AuB)cB
p'S(x, y)<8(rx, ry)<p8(x,y)

pour x, y e Au B et r = g" ou /i".

Preuve. Soient 0 un point de Pd~l, H un hyperplan, « une application projective
fixant 0 et H. On peut alors considerer Pd~x -H comme un espace vectoriel Ud~\
que Ton peut normer, et u comme une application lineaire inversible. Si w admet
une valeur propre dominante simple, 0 etant le point attractif correspondant, on a
pour tout compact C de Pd~'-H: limn M"(C) = 0. Done pour n assez grand il
existe 17, e e ]0,1[ avec

e||x||<||U"x||<T,||x|| (xiH).

Pour le compact C, il existe d'autre part deux constantes a et b telles que sur
C: a| |x-y| | <6(x, y ) s fc||x-_y||. Le compact C etant choisi de faconque w(C)c C,
on en deduit pour tout p e M et x, y dans C:

a
D'ou en prenant /> assez grand, l'existance de p, p'e[0, 1[, avec

V(x,y)eCxC:p'8(x,y)<8(unpx,u'"'y)<p8(x,y).
Revenant a la situation du lemme prenons pour A et B des boules centrees aux
points attractifs de g et h, ne rencontrant pas les hyperplans repulsifs. Alors pour
tout n assez grand g"(Aufl)cA, h"(Au B)a B. Utilisant le debut de la preuve
avec u=g" ou h", C = A u B o n obtient, en prenant n assez grand (r = g" ou h")
p, p'e ]0,1[ avec p'8{x, y) < 8(rx, ry)< p8(x, y) pour (x, >») 6 C x C

Preuve du Theoreme 2'. Le Theoreme 3 de la partie I permet de trouver g et h dans
F ayant des valeurs propres dominantes simples, a cause de la proximalite et de
l'irreductibilite de l'action de F sur Pd~l. Les Lemmes 2 et 3 montrent alors, avec
s = g", t = h", S = {s, t} qu'il existe C d'interieur non vide tel que le compact
Cx = (~)n S

nC soit de dimension de Hausdorff positive. Si m, est la restriction de
la mesure de Lebesgue k C et a- = (sk) e SN; la suite de mesures sx • • • skm converge
vers la mesure de Dirac en <r = f\ (*i • • • skC). II en est done de meme de la suite
s, • • • skm [9] et a e Cx est un point limite de F. Cet ensemble de points limites L\-
contient done Cx et est de dimension de Hausdorff positive.

2.6. Calculs de moments sur les groupes nilpotents
Le groupe N presente une structure graduee facilitant les calculs. En effet si £„• est
la matrice dont tous les coefficients sont nuls a l'exception du terme dans la /'eme

ligne et/eme colonne ou il vaut 1, on peut decomposer l'algebre de Lie 17 de N sous
la forme

17 = © TJ' avec V = I R- Ejk

et les 17' definissent une graduation de 17. On identifiera 17 et N par l'exponentielle,
le produit x ° y{x, y e N) etant alors donne par la formule de Campbell-Hausdorff.
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Les elements a de A definissent une famille naturelle commutative d'automorphisme
de JV: a(p) = a/8a~" ()8 e JV). En particulier on notera A la famille 'd'homotheties'
a =diag (\J, X.d~],..., A); l'action d'un tel a sur r\' = JV' sereduit a la multiplication
par A1. Ayant fait des choix de normes sur les espaces vectoriels 771 :/3'-»|/3'|, on
peut 'normer' 77 = JV par ((/3)) = Sup,^..^-, I/?,!'7' ou (3 =Y.t=! A- Alors, si Ton note
wA l'element de A definie par A on a [11]

(X£JV)

Ici a cause de la graduation la constante est nulle:

UuAx°y))) = «uAx)°uA(
et aussi ((ux{x °y))) = |A|((x°y)). Done

et prenant |A | grand, on obtient bien ((x ° y)) < ((x)) + ((y)). Pour un automorphisme
u de JV commutant avec A on peut alors definir une 'norme' par

((«)) = SUp ((!»))/((*))= Sup ((MX)).
x?sO ( ( x ) ) = l

En particulier si a =diag (a1, a2 , . . . , ad) on voit que la norme de 1'automor-
phisme associe a a est ((a)) = Sup)s lSd |a ' /a '+ ' l-

II est clair que JV est complet pour la distance associee a (( •)) et il est done aise
d'etendre un certain nombre de proprietes de W.

LEMME4. Soient an(u)), /3n(w) des suites aleatoires d'elements de A, JVrespectivement,
verifiant pour un certain e > 0.

HmM ((<*„(«)))'<Ma>)J = p < l ,

Sup I (03n(ioW dir(a>) <+cc.
n J

Alors le produit

Vn = /8, «• a,(j82) o a2(/83) » • • • " on.,(i8,)

converge p.p. vers 77 et Ton a

J ((T7(aj)))r/2d7r(W)<+oo, Hm [ J ((v7,'vM)V/2 dnicoU =p<\.

Preuve. On va appliquer le critere de Cauchy a la suite r\n

1 = 1

I
I

(j ) '
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De la meme facon

Posant Un = Supp ((vnl)Vn+P) on obtient

Un(o>Y/2dir{u>)<ctcp"'2.
\

Ceci prouve d'une part la convergence presque sure de Un(w) vers zero, done la
convergence de r)n vers TJ. On a done

I ||T7(a))||F/2d7r(a>)<+co.

De plus:

l ^^ Un{u>Y'2 <M")<cte p"'2.

LEMME 5. Soit g,-(l<i<fi) u/ie suite d'elements de SI (d,R) et decomposons les
produits gi • • • g, sows la forme d'lwasawa: gi • • • gi = 17(0,̂ ,(17, e N, ate A, /c, e /C).
i4/ors 77n s'ecrit avec des /3, fonctions de g,- e/ /c,_,:

Preuve. On l'etablit par recurrence sur M. Notons /eg = b(g, fc)(fc°g) oii fc°ge.K =
G/ AN, a(g, Ac) e N et admettons la relation voulue a l'ordre n. Alors, a l'ordre n +1:

gi • • • gngn+i = Vn<xnb{gn+lkn)a(gn+l, kn)kn • gn+l

d'ou en particulier

i7n+1 = 7)n ° on(j8n+I) avec )8n+1 = b(gn+t, kn).

De plus on note que an + l = ana(gn + , , fcj, fcn+1 = fcn • gn+l.

Preuve du Theoreme 6. Considerons maintenant la situation du Theoreme 6 avec
gi • ' ' gn = Vn<*nkn et les g,(w)£XM satisfaisant J ||g;(«)|| ' dir((o)<cte.

Le Lemme 4 donne l'ecriture de r)n sous la forme rjn =nr=i ' «i-i(/3,) avec des j8,
verifiant comme les g/:

I
Observons que les calculs d'exponentielles et de logarithme dans N donnent

' ] , | | ) 8 - / | |<c te l
i

on a done aussi

I avec
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Comme d'autre part ((a,,)) = Sup,-=,-=,,_, \a'+l/a'\ le Theoreme 5 relatif aux produits
de matrices aleatoires nous donne

lim [ J ((an(a>W ' « / * ( « ) ] ' s p < l
pour un certain e'. On peut done appliquer le Lemme 1 qui donne si e ' < c/(d — 1):

J ((r,(w)W'/2 dTT(a>) <+cc, fi7n"|j ((V-n
>

V(a>W/2dTT(«>)\ ' <1.

Enfin la comparaison de ((17)) et ||T?|| donne J ||T/C&J)||" d7r(aj)<+oo avec e =
e'/2(d - 1 ) . La relation ||i7n -171| s ||i7n|| ||/ - ^"'TJH permet d'aboutir de meme a:

\ < 1 avec K = e'/2d\

2.7. Estimation de la mesure invariante sur lafrontiere de furstenberg
On a vu que la frontiere B s'identifie a K/M; d'autre part K est muni de la distance
de la norme d(k, k')= \\k — k'\\; une distance naturelle 8, invariante sur K se trouve
done definie sur B par passage au quotient. Pour b et b' dans B on peut en particulier
trouver des representants k et k' dans k tels que: 8{b, b')= ||/c-/c'||.

THEOREME 7. Soit /x une mesure sur SI (d, R) verifiant J ||g||' dfi(g) < +oo pour un
certain c > 0 telle que TM SOJ7 totalement irreductible et proximal sur B. Soit v' la loi
delimgx • • • gn • Oe B. On aalors SupfceB J (1/Sf (b, b')) dv'(b') < +oo pour un certain
£>0.

Preuve. On a vu, avec les notations precedentes que lim,, g, • • • gn • 0 = r\ • e' e
N-e'^B et que J ||i7(w)||F </77-(a»)<+oo. Soit w un element de K avec we'= e, k
un element de K correspondant a 17 et done defini par 17 • e' = k • e'. On peut observer
que k est defini modulo M et que l'application rj-* ke K/M est l'analogue de la
projection stereographique classique. Afin de comparer | |/c-w|| et ||T;|| notons que:
(ked)\\ved\\ = ±ved et done \(ked, ed)\ \\ved\\ = 1, soit || 171||<fcerf» erf>|> 1.

Or si

wed = ±e,

on a

\(ke,,, ed)\ = \<(k-w)ed, e(/)|s ||fe-w||

ce qui donne ||fc-w|| >\(ked, e^>| s: (1/1| 171|). On a done bien, d'apres le Theoreme
5, en projetant dans B:

r
(l/8t(w,k))dp(k)<+oo.

Si reK, le changement de y par 8r * /A * 8r_, aboutit a changer r ' en r- i'' et
l'uniformite valable dans le Theoreme 5 relatif aux matrices aleatoires donne en
particulier des e et p valable pour tout r et done

(l/5f(w, b)) dr- p'(b)s +00
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comme 5 (r • w, r- b) = S(w, b) on obtient, pour tout re B:

(\/8F{r- w, b)) dv'(b)<cte<+oo

ce qui acheve la preuve car K est transitif sur B.

Remarque. Ce theoreme fournit une nouvelle preuve du Theoreme 2.

2.8. Estimation de la mesure invariante sur Vespace projectif

T H E O R E M E T. Avec Vhypothese du Theoreme 2', soit ft une mesure de probability sur

T telle que T M = F et J | |g | | ' djj.(g)<+oo pour un certain c > 0 , v I'unique mesure

ft-invariante sur Pd\/x * v= v). Alors pour la distance naturelle 8 sur Pdl et le

produit scalaire (a, b) sur Sd ' on a

Sup (l/SF(d, b)) dv{b)<+<x> pour un certain e > 0.

Sup 7W
SeP (a,b)\

Afin de justifier cet enonce ou plutot un enonce equivalent, donnons quelques
notations et lemmes. Si N est le groupe des matrices triangulaires superieures
unipotentes, V le sous-groupe de N verifaint Vet = e,-(l s i < d - 1 ) , M le sous-
groupe de N verifiant Med = ed, on a la decomposition en produit semi-direct
N = V • M ou V est distingue et s'identifie a l'espace vectoriel Rd '. Ainsi N apparatt
comme un sous-groupe du groupe affine de UJ~' et pd'[ comme l'espace projectif
complete de l'espace affine Ved ~Md~t. Les elements de M s'identifient a des matrices
(d — Ix d — 1) et sont done naturellement normes.
LEMME 6. Soient mn(a>), vn((o) des suites aleatoires d'elements de M, V verifiant pour
un certain e e ]0, 1[:

l im ||t),,(a>)||f dn{(o) \ =p
" LJ J

rr
lim ||t),,(a>)||f
" LJ

l iml j ||mM(cu)|r

Alors la composante sn sur V du produit f]n
 = ^iWi^w, • • • vnmn converge p.p. vers

s((a>)) et Von a:

r . rr
I ||s(«)||' <M")<+°°, liml j ||s(

poure'=(e/2(d-2)2).

Preuve. On ecrit sn(w) composante de n n ( ^ ) :

et
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On a vu precedemment que pour me M

On en deduit:

Urn, • • • m/k||F'£

|| m, • • • mfc||"< 1-f-cte [+ | |m,| |F / 2+- • • + | |mk| | r / 2] .

L'hypothese nous donne que pour e" assez petit et un certain / > 0 :

f

J
On en deduit, par l'inegalite de Schwarz,

f ||m.---ffi.iril«. .ir^MoOscte

Si e" est choisi de facon que p + e"<\ et (p + e " ) ( ( l / p ) - t + e")-t+e")< 1, on a
obtenu la convergence geometrique de la serie des integrates des termes
||m, • • • mk\\

F ||t\.+1||F et done, comme precedemment la convergence de sn(co) vers
s((o) avec

r
\\s(o))\\F' dTr(a))<+oo.

De plus s(oj)-sn(w) est le reste de la serie qui definit s(w) et la majoration
geometrique precedente fournit aussi une majoration geometrique de l'integrale de
\\s(w)-sn(w)\\r'.

Le Theoreme 5 devient ici, avec un enonce legerement precise par rapport a [10]
ou Ton trouvera en fait la demonstration (Proposition 2 et Theoreme 3, §2.2).

THEOREME 5'. Soit T un sous-groupe de Sl(d,M) operant de maniere totalement
irreductible et proximale sur Pd~l. Soit (j, une mesure de probability portee par T telle
que TM = F et J ||g||' d/u.(g) < +<x> pour un certain c. Soient X,, des variables aleatoires
independantes de hi /a., Sn le produit Xn • • • X, , et decomposons Sn sous la forme
d'lwasawa Sn = KnAnNn avec en particulier An = diag (al

n, a2
n , ad). Alors on a

pour tout e assez petit positif et des constantes y > 0, c > 0:

|l/n

lim̂
 r r, ,+1 i1

lim \a'n IaS dir\(a)" LJ J

lim \an Ian\ dir((x)) •.

" LJ J
On peut alors enoncer le Theoreme 6' qui, a cause de la presence d'exposants egaux,
presente une difficulte supplementaire par rapport au Theoreme 6.
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THEOREME 6'. Avec les notations du Theoreme 5', ecrivons S^1 sous la forme
d' Iwasawa:

Alors la composante sn de r)n sur Vconverge p.p. vers s et Von a, pour un certain e > 0:

||5(01) — sn(o))||F dir((o)

Preuve. Reprenons la preuve du Theoreme 6 en ecrivant:

I s(fi>) — Sn(w) f dlTyO)) < "hOOj HtTl I I

J n LJ

avec ici
P^v'im're V,m\eM

et done
ai(pi) = ai(v'i)ai(m'i) = vimi.

L'action de a sur le vecteur v' est celle d'une matrice diagonale de coefficients
ak/ad (k<d); il en est de meme sur la matrice m\ decomposed dans la base
canonique et les coefficients sont maintenant ak/ap(k< P<d). On a done, par
application de l'inegalite de Schwarz et du Theoreme 5' ou an = a~\ pour e assez
petit et avec des nouvelles constantes c>0, y>0:

fim| llMaOH'dTKa,)""

Les hypotheses du lemme sont satisfaites pour e assez petit et on peut conclure
a la convergence de la composante de r)n sur V vers 5 avec J ||.s(w)||f dir(a))< +oo
pour un certain e'>0, de meme qu'a la majoration geometrique de l'integrale de
\\sM-sH(a,)\\r'.

Preuve du Theoreme T. On procede comme au Theoreme 7 et on adopte les memes
notations gt = xjx et v' etant la loi limite de g , . . . gn • m = r)nan. m. On note de la
meme facon, les vecteurs e, et les points correspondants. La propriete limn a

J
n/a

d
n = 0

(j<d) donne encore ici limn an • m = Se<l et comme M fixe ed on a, la composante
de 7jn sur V convergeant sur s(w):

l i m g , • • • gn- m = s(w) • Se<l

avec

\
On introduit encore we K avec w ed = e,, ke K avec k- ed = s- ed, k etant defini
modulo le statiblisateur Ko de ed. Soit 8 la metrique quotient sur Pd~l = K/Ko

definie a partir de la norme:

8{k-ed,k'-ed)= Inf ||Ac~'/c' — r-1|
rcK,,

et comparons 115̂ 11 et 8(k- ed, ex):
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on a encore

±fced||sed|| = sed

et done

\\sed\\\(ked,ed)\^l.

D'ou comme au Theoreme 6:

\\k-W\\\\sed\\>\

et

8(k-ed)\\sed\\>\.

La condition J ||s(«)||f dTr(co) du Theoreme 6' donne alors

(1/8'(b, ei))di>'(b)<+<x>

comme au Theoreme 6 on conclut grace aux uniformites valables pour les mesures

Sup (l/8(d, By dp'(b) <+oo.
a-ep" ' J

Reprenant le calcul precedent, on obtient aussi

et la condition du theoreme 6' donne encore:

ed, b)\~* dv'(b) < +oo.

On conclut grace aux uniformites valables pour les mesures

Sup \\{a,b)\-edv\b) <+OO.

2.9. Spectre d'un produit de matrices aleatoires
L'objet de ce paragraphe est de prouver le.

THEOREME 8. Soit /J. une mesure de probability sur SI (d, U) telle que TM agisse de
facon proximale et totalement irreductible sur Pd~x. On suppose qu'il existe c > 0 avec
J ||g||' dfi{g) <+oo. Alors, presque surement, le produit de matrices aleatoires Sn(<o)
admet, pour tout n assez grand, une valeur propre dominante reelle simple An. On a
aussi, avec y = lim «"' Log ||S,,||

p.p. l im-Log |Aj = y.
n

Ce theoreme decoulera du suivant.

THEOREME 9. Avec les notations et hypotheses du Theoreme 8, la trace de Sn{u>)
verifie: p.p. lim M~' log \TrSn\ = y.
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Ce theoreme decoule de plusieurs lemmes.

LEMME 7. Ecrivons Sn dans la decomposition d'Iwasawa Sn = KnAnNn. Alors Tr(Sn) =

Preuve. II suffit de noter que TrSn = Tr{NnKnAn) et

(NnKnAne,,et) = ai
n(Knei,N'net).

Dans la suite on doit etudier la matrice triangulaire inferieure N'n qui apparait dans
l'ecriture S'n = N'nAnK~\ L'etude de S'n = X\X'2 • • • X'n = g\g'2 • • • g'n est analogue
a celle de S~' = g,g2 • • • gn puisque les hypotheses de proximalite et d'irreductibilite
valent aussi bien pour T^ que pour TM ou T~'; il y a en particulier convergence
de N'ne{ vers t{co) a vitesse exponentielle: Hm [J \\N'ne, - f (w) | | F dir(a>)y/n < I pour
un e > 0 convenable.

On a vu egalement en [10] que la projection Sn • e, de 5n sur Pd~\ qui correspond
au vecteur unitaire Knet, converge en loi vers la mesure invariante v et que cette
convergence a lieu a vitesse exponentielle au sens que Ton precise ci-dessous. Si <p
est une fonction Holderienne d'ordre e sur un espace metrique (X, S) on note

r , „ \<p(x)-<p(y)\
[<p]F= Sup .

x,yeX O (X,y)

On a alors, pour e assez petit, l'existence de deux constantes C et p e ] 0 , l[ avec,
pour toute <p e- Holderienne sur Pd~':

Sup | | <p(Sn • x) dir(w)— v(cp) <Cp"[(p] f .

LEMME 8. Considerons le couple Sn- ex, N'nex de Pd~l xUd~\ II existe e>0, C > 0
et p £ [0, l[ tels que pour toute fonction e-Holderienne sur Pd~x xUd~x on ait:

I f . f
(p(Sn • et, Nnex) dTr((o) — I <p[x, /(&>)] dv{x) dniw) < Cp"[«p]f.

IJ J
Preuve. La difference precedente est somme des 3 termes A, , A2, A, suivants:

A, = <p(Sn • e , , N'net) dir(a))-\ (p(Sn- ex, N'[n/2]et) d-n-(w)

A2 = <p(Sn • e,, Nfn/2)e,) d7r(w) - <p(x, N['n/2]e,) dj^(x) d7r(w)

A, = (p(x, N[n/2\e\) dv{x) d-n-(to)- tp[x, t(w)~\ dv{x) dn(co).

Les remarques precedant le lemme donnent les majorations, avec un certain p £ ]0, 1[
et une constante O 0

|| N'Het - t(m)\\r dn(w) + J \ \ N ' l n m e , - t(w)\\fJ \\N'lnme, -
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On a done l'inegalite voulue en modifiant C et p. Dans la majoration de A2 on a
utilise l'independance des X, en fixant d'abord [n/2] variables et en integrant par
rapport aux variables X, pour i>[«/2].

L E M M E 9. Notons y V image canonique de ye N'et dans Pdx. Alors la fonction sur

Pd~] xUd~i definie par u(x, y) = \(x, y)\ est Lipchitzienne.

Preuve. \(x, p)\ est bien defini en considerant x et y comme des vecteurs unitaires
definis au signe pres. Alors:

\(x,y)\-\(x',y')\^\\x-x'\\ + \\y~y'\\.

En modifiant les vecteurs par le changement designe:

\u(x, y) - u(x', y')\ < S(x, x') + 8(y, y').
Pour /8>0, notons tl/p la fonction lineaire par morceaux egale a 1 sur [-e13, ep],
nulles en dehors de 2[-e"fl, e~"].

LEMME 10. Pour tout a > 0 on a

1 U « ° u[x,
n = l J

oreme 7':

Sup \\(x,

I dv{x)

Preuve. Utilisons le Theoreme 7':

,y)\

avec y egal au point correspondant a t(w) dans Pd ' . O n obtient

i>{x;\(x, y)\<2 e-"a}s C e-"ae?F

et

La serie de ces integrates est done convergente.

LEMME 11.

1
n H

Preuve. Comme N'ne, converge la quantite un = \(Kne,, N'ne,)\ est bornee et il suflfit
de voir que, pour tout a > 0

•n j lim - Log un < -a \ = 0.

Ceci decoulera de

e'est-a-dire de

I I <l>ttMKn-euN'n •el))d7r(w)<+oo.
n J

Cette finitude decoule du Lemme 8 en prenant (p = «/>„„ ° u et du Lemme 10.

https://doi.org/10.1017/S0143385700005708 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700005708


Produits de matrices aleatoires 509

LEMME 12.

lim -?<*„«„ N^e,-)
l / n

Preuve. Utilisons comme au paragraphe precedent la decomposition du groupe N'
sous forme d'un produit semi-direct d'un espace vectoriel V = Ud~] et d'un groupe
M fixant e,. Alors N'n s'ecrit

N'n = vnmn avec vne, = e,(i > 1)

et mne, = e,; il en decoule

II en decoule

Utilisant les relations

\mn

lim I I ||mn(o>)||rrf7r(a)) < 1 + Ce2

lim
n

en prenant e assez petit

lim

an

\/n

"•-[I
F / 2

La serie de terme general |a^/a,l,|F/2||m,,(a>)||F/2 est done convergente et son terme
general tend vers zero geometriquement.

Preuve du Theoreme 9. Les Lemmes 7,11 et 12 montrent que lim,, (iTrSnl/laJ,!)17" = 1.
D'oii:

lim — Log \TrSn\ = lim —Log \a\\ = y.
" n „ n

La preuve du Theoreme 8 decoulera du.

LEMME 13. On considere Vequation de degre d: \d + = 0 oil les 6t

sont reels. Alors pour tout e>O,il existe 17 > 0 tel que la condition
implique Vexistence d'une unique racine simple reelle A, de I'equation de module
maximum et verifiant

A,
l-l <£.

Preuve. Le changement d'inconnue A = - 0 , x ramene a l'equation

xd -xd'l + a2x
d~2+- • - + ad = 0

evec
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Done lorsque Sup,sk^,/ \ak\ tend vers zero, cette derniere equation tend vers xJ -
xd~] = 0, qui admet +1 pour racine multiple d'ordre d-\.

Le theoreme des fonctions implicites donne alors l'existence d'une racine x1 reelle
simple proche de 1 pour 17 assez petit, de fagon que |x' - 1 | < e. Alors les fonctions
symmetriques des autres racines sont arbitrairement petites et il en est done de
meme des racines: la racine x, est bien dominante. En revenant a l'equation initiale
on obtient le resultat annonce.

Preuve du Theoreme 8. Considerons l'action de TM sur les puissances exterieures de
Ud et notons Sk la matrice correspondant a Sn dans A*IRd ( l< lc<d) . La propriete
de proximalite et d'irreductibilite de 7^ implique [12] la simplicite du plus grand
exposant de Liapunoff et done

lim ^ 1 /

Les coefficients 0k du polynome caracteristique de Sn satisfont \dk\ = \TrSk
n\ <d\\Sk\\.

Comme d'apres le Theoreme 9 limn | | ^ | | l / " =limn \TrSn\
u" on a bien pour

k> 1: 6k/0
k arbitrairement petit. Le Lemme 12 donne alors l'existence de la valeur

propre dominante simple, reelle An de Sn avec de plus

lim|An|/|TrS,,| = l.

Le Theoreme 9 donne encore

lim - Log |An| = lim - Log | TrSn\ = y.
>< n " n

Remarque. La methode de preuve du Theoreme 8 etant basee sur le theoreme des
fonctions implicites, son enonce reste valable lorsque U est remplace par un corps
local: il y a une valeur propre dominante appartenant a ce corps lui-meme.

THEOREME 8'. Soit /J. une mesure de probability sur SI (d, U) telle que TM opere de
fa$on proximale et totalement irreductible sur lafrontiere de Fiirstenberg B. On suppose
qu'il existe c > 0 avec \ ||g||' d/xig) < +00. Alors, presque surement, pour n assez grand,
le produit de matrices aleatoires Sn(o>) est diagonalisable a valeurs propres reelles
distinctes A*(|Aj,|>|A^|> • • ->|A','|). Si Von note yk le fciibme exposant de Liapunoff
de Sn(y' = y) on a presque surement:

lim Log |A*| = y \
n

Preuve. L'hypothese sur TM assure la simplicite du spectre de Liapunoff [10]. On
peut appliquer le Theoreme 8 aux differentes puissances exterieures de Ud et on a
done l'existence d'une valeur propre dominante reelle dans un tel produit avec

l i m - L o g |A,', ...\k\ = y* + - • -yk.
n n

Done, pour tout k<d: lim,, n~' Log |Ali| = yk et la conclusion voulue.

Remarque. Comme le Theoreme 8, ce theoreme reste valable sur un corps local.
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2.10. Remarques et questions
(1) Les resultats de la fin de la partie 2 peuvent etre precises: la valeur propre

dominante An(w) a, en module, un comportement tres proche de celui de Sn(w):
elle suit les memes lois limites du calcul des probabilites [10]. De plus le point
attractif de Sn(w) converge en loi tandis que le point repulsif converge p.p., avec
independance asymptotique de ces variables aleatoires. On peut conjecturer que,
pour presque tout (<w, u>')eilxd, et n assez grand, Sn(a>) et Sn(a>') engendrent un
groupe libre.

(2) II serait utile de preciser dans quelles conditions la mesure harmonique v est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue ainsi que de preciser les
harmoniques bornees associees [16].

(3) Quelles relations y a-t-il entre l'ensemble des points limites L, et l'ensemble
des points non errants sous Faction de F. Ces notions devraient peut-etre ici etre
adaptees.

(4) L'ensemble Lr peut-il etre de mesure de Lebesgue positive sans etre egal a
2 [22]?

(5) Les techniques precedentes permettent-elles de discuter l'existence de sous-
groupes libres dans les groupes non moyennables d'homeomorphismes de varietes
compactes?

(6) Existe-t-il des mesures v portees par Lr qui soient jA-invariantes pour un fj,
convenable et de 'dimension' egale a celle de L, ?
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