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Abstract. In this paper, we study representations of a Galois group of a locd field absolutely
unramified whose residue field is perfect of characteristic p and give two ways of recognize crystalline
representations with weights between r and r 4+ p — 1. The first one is the description of terms of
weakly admissible filtered modules proved by J.-M. Fontaine and G. Laffaille (Ann Sc ENS 1982):
here a new proof of this result is proposed (second chapter). The second criterion (third chapter)
is the equivalence between crystalline representations with weights between r and r + p — 1 and
representations of finite ‘cr-height’ < p — 1, result announced by J.-M. Fontaine in a paper edited a
few years ago where he introduced the category of (¢, I')-modules.
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0. Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier, Ko un corps de caractéristique 0,
complet pour une valuation discréete, absolument non ramifié et de corpsrésiduel &
parfait de caractéristique p. On note W | anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans k; c'est donc aussi I’ anneau de valuation de K. Tous trois sont munis d’ une
action de Frobenius, notée o (on aco(x) = zP pour = € k). On fixe K une cloture
agébrique de Ko et on pose G, = Gal (K /Ko).

Dans [F91], J.-M. Fontaine a construit une équivalence entre la catégorie des
représentations p-adiques de G, (i.e. des Q,-espaces vectoriels de dimension
finie munis d’une action linéaire et continue de G x,) et une catégorie de nature
plus éémentaire, celle des (¢, I')-modules étales sur le corps £ (cf. ci-dessous).
Une question naturelle qui se pose alors est de décrire les représentations qui
interviennent en géomeétrie algébrique (de Hodge-Tate, de de Rham, semi-stables,
cristallines) en termes de (¢, I')-modules.

J.-M. Fontaine a donné une réponse conjecturale a cette question pour les
représentations cristallines: pour tout entier 4 > 0, une représentation p-adique V/
de Gk, est cristalline & poids de Hodge-Tate entre O et 1 Si et seulement si elle est
de cr-hauteur < h (cf. ci-dessous).

Lebut principal de cet article est de prouver cette conjecturelorsqueh < p— 1
(théoreme 1 ci-dessous). Remarquons que le fait que la condition soit suffisante
(sans restriction sur h) est un cas particulier d'un résultat plus général sur les
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représentations potentiellement cristallines de Gx = Gal(K/K), ol K est un
corps contenu dans | extension cyclotomique de K (cf. [Wa]).

La demonstration conduit a étudier de facon détaillée les représentations de
torsion qui sont des sous-quotientsde représentations cristallines apoids de Hodge-
Tate entre O et h, ce qui est I'objet de la partie 2. On y rappelle la construction
des anneaux des périodes p-adiques Agis €t Bis €t on'y redemontre (Théoreme 2)
le résultat principal de la théorie de Fontaine-Laffaille [F-L] par une méthode un
peu différente (qui, en particulier, ne nécessite pas I’ é&ude des objets simples de
la catégorie des modulesfiltrés), en travaillant avec I’ anneau Aqis qui est I’ anneau
naturel pour cette théorie (alors que J.-M. Fontaine et G. Laffaille utilisaient un
anneau un peu différent).

Danslapartie A, on rappellelesrésultats sur les représentations p-adiqueset les
(, T')-modul es contenus dans [F91] et utilisés par la suite. On trouvera un énonce
précis du theoreme a la fin de cette partie.

Enfin, la déemonstration du Théoreme 1 lui-méme est |’ objet de la partie 3.

Je voudrais conclure cette introduction en remerciant J.-M. Fontaine, qui m’'a
dirigéetout aulong decetravail, pour sesnombreux conseils et sesencouragements.

1. Rappelssur lesreprésentations p-adiques et énoncédu résultat principal

1.1. On considére I’ensemble, noté R (cf. [F82], p. 535), des suites & = (™), cx
d eléments de O /pO vérifiant (z("+1)? = £(*) pour tout n. C est un anneau
parfait de caractéristique p, qu’on peut munir d’une valuation; son corps résiduel
Sidentifie & k, le corps résiduel de K. Son corps des fractions est un corps
algébriquement clos de caractéristique p (voir le paragraphe 2.1.1.1. pour plus
de détails).

Si A est une k-algebre, W (A) désigne I’anneau des vecteurs de Witt a coef-
ficients dans A et Wk, (A) = Ko ®@w W(A) = W(A)[1/p]; S a € A, on note
[a] = (a,0,...,0,...) lereprésentant de Teichmuller de « dans W (A). On note ¢
I’endomorphisme de Frobeniusde W (A) ainsi que son extensiona Wiy, (A); ainsi,
s AeW,onap(\) = o(\). Enparticulier ceci s appliquea W (R), W (Fr R) et
WKO(FI’ R)

D’autre part, le groupe G, opere par fonctorialite sur FrR, R et W(R)
et les anneaux W (R), W (Fr R) et Wg,(R) Sidentifient a des sous-anneaux de
Wk, (Fr R) stablespar G, €t .

On note Z,(1) = ji_mnEN ppn (K) le module de Tate du groupe multiplicatif
et pour tout ¢« € N, on note Z,(i) = Sym;pzp(l) et Z,(—1) son dual. Pour tout
Z,-module T et pour tout 7 € Z,0npose T (i) = T @z, Zy(i).

1.2. Le module de Tate Z,(1) = T,(G,,) Sidentifie au sous-Z,-module du
groupe multiplicatif des unités de R congrues a1 modulo I’idéal maximal, formé

des z tels que z(9 = 1. Choisissons un générateur de ce module, ¢’ est-a-dire
un élément ¢ = (¢(),cy € Rtel quee® = 1et e +#£ 1, et considérons les
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éléments [¢] = (¢,0,...,0,...) etm = [¢] — 1dans W (R) . Alors|’adhérence S
de lasous W-algebre de W (R) engendrée par = S identifie al’ algebre W {[x]] des
sériesformelles en 7 acoefficientsdans W'; de plus S est stable par ¢ et Gk, avec
les relations suivantes:

p(r) =1+mP -1 et
g(m) = L+ a9 —1,

ou x est le caractere cyclotomique, décrivant I"action de Gk, sur les racines de
I’ unité d’ ordre une puissance de p.

Pour tout entier n > 1, soit K,, le sous-corps de K engendré sur Ko par les
racinesp-iemesdel’ unite. Onpose Ko, = Up>1Ky,, Ik, = Gal (K /K) €t Hy,
le noyau de la projection de G i, sur I' . On dispose d’ une suite exacte:

1—)HK0—)GKO—>FKO—)1.

Sip # 2,onnotel’; le sous-groupe detorsion de I, €t on pose Sp = STr; on
montre, (cf. [F91], p 268-273) que So = W|[mo] , Ol mo = —p + L yex, [€] [, De
plus,

@(mo) = umog? ! olUwuestuneunittdeSpetg=mo+p et
v(mo) = x(7)P"1mo  modulo 73 pour € T'g,.

Sip=20onconvientquemg=m, So=Setqg=p+m.
Remarque. Ces notations ne sont pas exactement les mémes que celles de [F91] ou
[F94], ou = était noté ., S était noté S. et Sy était noté S. L anneau qui est noté
So ici correspond al’anneau qui était noté S dans la deuxieme partie de [F91].
On note O¢ le complété pour la topologie p-adique de S[1/x]. C'est I'anneau
desentiersd’ un corpscompl et pour une val uation discrete, absolument non ramifié,
noté £. Comme 7 est inversible dans W (Fr R), I'inclusion de S dans W (R) se
prolongeenun plongementde S[1/x] dansW (Fr R) et O¢ S identifieal’ adhérence
de S[1/x] dans W (Fr R), tandis que £ = O¢[1/p] S'identifie a un sous-corps de
Wk, (FrR). Alorssi E = Og /pO¢, 0na

E =Frac(S/pS) = k((7)) e Op=S5/pS=k[7]),

oll 7 est la réduction modulo p de 7. De plus, si &,, désigne I’ adhérence dans
Wk, (FrR) de I'extension maximale non ramifiée &,, de £ contenue dans
Wio(FrR), Oz [pOz est une cloture séparable E*® de E , avec une identifi-
cation des grouﬁés de Galois

Hy, = Ga(E®/E) = Gal (&, /€).

1.3. Soit A un anneau noethérien, muni d’ une topologie, pour laguelleil est separé
et complet, d'un endomorphisme noté o et d'une action d'un groupe profini T'
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continue, compatible a la structure d’ anneau et commutant a . On suppose en
outre que le morphisme o: A — A est plat. Un p-module sur A est un A-module
muni d’'un endomorphisme ¢, semi-linéaire par rapport a o; on note M4 la
catégorie formée par les p-modules sur A. Si M est un tel module, on note M° le
A-module déduit de M par I’ extension des scalaireso: A — A et ondit que M est
étales'il est detypefini sur A et si |I’application linéaire ®: M — M, déduite de
penposant P(\ ® z) = Ap(x) pour A € A etz € M, est bijective.

Un (¢, I')-module sur A est un p-module sur A muni en plus d’une action de
', semi-linéaire par rapport a |’action de I' sur A, cette action commutant avec
I’endomorphisme . On dit qu’'un (¢, I")-module est étale si le p-module sous-
jacent I'est et si I'action de I est continue. Les (¢, I')-modules étales définissent
une catégorie abélienne notée T&MZ. Danslasuite, on pose T = T,

Appelons représentation de G, de p-torsion (respectivement Z,-adique) la
donnée d'un Z,-module de longueur finie (respectivement de type fini) muni
d'une action linéaire et continue de G k,; on note Rep,, 14rs(Gk,) (respectivement
Rep, (Gg,)) lacatégorie des représentations de G' i, de p-torsion (respectivement
Zp—ad)iques).

J.-M. Fontaine a montré dans [F91] (p. 274) qu'il existait une équivalence de
categories entre ' M %g et Rep,, (Gk,) induite par lesfoncteurs Do, etVo,,

Do.:Rep, (Gk,) — T'@ME,
T = Do, (T) = (Of @, T)ro,

et son quasi-inverse

Vo : T®ME, — Rep,, (Gy,)
N = Vo, (N) = (05 ®0, N)*~t.

En

Dans la suite de ce texte, on va davantage utiliser la version contravariante de ces
foncteurs. On pose

Ognr ,00 — II_rn) Ognr /pnOgnr = TLT‘/OSnT .
neN
Pour tout objet T' de Repzp’tors(GKo), on note 7" le Z,-module des applications

lingaires de 7' dans Q,/Z, sur lequel G, agit via (gn)(t) = n(g t) pour
9 € Gk, m € T7ett € T'. L' anti-équivalence de catégories entre Rep; o5(Gk,)

et P®ME_ ., sous-categoriepleinede &M formée des objets de torsion, est
alors obtenue en associant a 7" le module Dp, (%) ou bien également décrite par:

*Og: Repzp,tors(GKo) - F@M%g,tors
T — D?Qg (T) = Homzp[HKo}(T, Ogmyoo),
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tandis qu’ un quasi-inverse est donné par

’(‘95: F@M%g,tors — Repzp,tors(GKo)
N HV*OE(N) - Hom@Mog (N7 Ognraoo)'

Deméme, s T est un objet de Rep,, (Gk,) sansp-torsion,

5 (T) = Homy 7, (T, 0z ),
Sidentifiea

lim Dy, (T/p"T),

neN

et si A estun (p,')-module étale libre sur Og,
0 (N) = Homgy,, (N, Oz ),
Sidentifiea

[imVe, (N/p"N).

neN

On en déduit I’ équivalence entre la catégorie des représentations p-adiques de
Gk, et lacatégorie des (¢, I')-modules sur £ obtenus a partir de p-modules étales
sur Og en rendant p inversible, induite par le foncteur (cf. [F91], p 274) V¢ défini
par

Ve(M) = (Epy @ M)P=1

1.4. Représentations Z,,-adiques de G g,

Soit I'g le groupe de Galois de la Z,,-extension cyclotomique de K contenue
dans K, S p # 2, CestadireI’o =I'/I'y. Sip =2, onprend'g =TI'. Ona
uneactiondeT'g sur Sp. Si h € N, on note T'y®M go la sous-catégorie pleine de la
catégorie des (¢, I'p)-modules sur S formée des objets NV vérifiant:

(1) le So-modulesous-jacent est detypefini et sansp’-torsion (ie, pour tout &lément
irréductible X de Sp hon associéap, N est sans A-torsion),

(2) le So-module N/®(N°7) est annulé par ¢",

(3) legroupeI'g agit trivialement sur N/moN.
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Pour h < p — 1, la catégorie POQMQO est abélienne (cf. [F91], p 301); pour
h = p — 1, il faut se restreindre a la sous-catégorie pleine de I'oc®M go—l, gu’'on
note T'y®M g;l*, formée des objets N n’admettant pas de sous-quotient non nul
N tel que ®(N7) C ¢?~1N.

On note I‘0<I>MgO la réunion des I‘0<I>Mgo pour h € N. Pour tout objet M de
To®M{ , on définit la cr-hauteur de M comme le plus petit entier /. tel que M
soit un objet de To @MY, .

Le foncteur I‘O<I>Mg0 — I‘<1>M%‘g (cf. [F91], p. 301) qui a NV associe

75 (N) =N = O¢ ®g, N,

est exact et fidele; i h < p— 2(si b = p — 1, on se restreint ATo@ME ), il
est pleinement fidele et induit alors une équivalence de catégories entre T'o®M 20
(To®M go—l* S h = p — 1) et son image essentielle par j* . On note T'y®M &,tors
la sous-catégorie pleine de I'o®M 20 formée des objets de p-torsion. Si N est un
objet de cette catégorie, on pose

V& (N) = Vo, (57 (N));

c'est un Z,-module de type fini muni d’une action de G'g,. On obtient ainsi un
foncteur

. h
Vzr- To®M Spitors 7 Repzp,tors(GKo)a

qui est exact et fidele et on note Rep%pytors’cr (Gk,) son image essentielle, appelée
catégorie desreprésentationsde cr-hauteur finie< h. S h < p— 2,V est pleine-
ment fidele et induit donc une anti-équivalence de catégories entre T'y®M &,tors
et Reprmrs’Cr (Gk,)- Si h = p — 1, on aune anti-équivalence de catégories entre
LoBMY . et sonimage essentielle Rep%;tlo*,s’cr (Gk,)-

On se propose de montrer que les représentations de cr-hauteur finie sont des
sous-quotients de représentations cristallines.

On rappelle que si V' est une représentation p-adique de Gk, le Ko-espace
vectoriel (Bgis®q, V)C*o, ol Bd;s est I' anneau défini en 2.1.2.2., est de dimension
finie, < dimg, V. On dit que lareprésentation est cristalline s

dimg, V' = dimg,(Bdis ®q, V)“%o.
THEOREME 1. Soit h unentier vérifiant 0 < h < p— 1 et soit T' unereprésentation
de p-torsion de G ,. AlorsT' est de cr-hauteur finie < h S et seulement si 7" est

isomorphe a un sous-quotient d' une représentation cristalline a poids de Hodge-
Tate comprisentre O et h.
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Remarquonsque cethéoremeimpliqueque, sir € Z et s T est unereprésentation
de p-torsion de Gk, lors T'(r) est de cr-hauteur finie < h si et seulement si T est
sous-quotient d’ une représentation cristalline a poids de Hodge-Tate dans I’ inter-
valle[r,r + h].

On dit qu’ une représentation p-adique V' de Gk, est de cr-hauteur < h Sl
existe un objet Np de I‘0<I>Mgo libre de rang fini sur Sp et un isomorphisme de
€ ®g, Nosur Dg (V) = Home[HKo](V, Enr).

Remarque: Représentations de hauteur finie

On rappelle que si V' est une représentation p-adique, aors j,. (D% (V)), défini
comme le plus grand des sous-S[1/p]-modules de type fini de D (V') stables par
¢, est également stable par I" et c’est un S-module libre de rang fini < dimg, V.
On dit que V' est de hauteur finiesi I’on al’ égalité.

Alors, une représentation p-adique V' de Gk, qui est de cr-hauteur finie est de
hauteur finie.

En effet, s Np est comme ci-dessus, comme S est un Sp-module libre et
So = ST's, on en déduit que

N =5®g,No C j«(D*¢(V)) et
No C (j.(Dz(V)))'7.

Puisque j.(Dz (V) estun S[1/p]-modulelibrederang < d = dimg, V' et contient
N[1/p] qui est un S[1/p]-module libre de rang d, on obtient le fait que 5. (D: (1))
est derang d sur S[1/p] et, par conséquent, que la représentation est de hauteur
finie.

Le résultat suivant est alors une consequence immeédiate du théoreme 1.

COROLLAIRE: Soient V' une représentation p-adique de Gk, , » € Z €t h un
entier comprisentreO et p — 1. Alors V est cristalline a poids de Hodge-Tate dans
I'intervalle [r, + h] Si et seulement si V() est une représentation de cr-hauteur
finie< h.

Sil enestainsi, V est de hauteur finie.

Observons de plus que, avec les notations de la remargue ci-dessus, N est un
S-module libre de rang d stable par I" et tel que |’ action de I" soit triviale modulo
. On voit ainsi que le fait que, dans le corollaire, la condition soit suffisante
n'est qu'un cas particulier de I'implication (4) = (1) du théoréme de [Wa], a
savoir que si V' est une représentation de hauteur finie telle qu'il existe un entier
r €t un sous-S-module N de j,(Dz(V)) stable par I" et tel que I’action de I" soit
triviale (resp. finie) sur (N /7w N)(—r), alorslareprésentation V' est cristalline (resp.
potentiellement cristalline).
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2. Représentationscristallinesdetorsion
2.1. CONSTRUCTION DES ANNEAUX R, W,'P(R), Agis ET Bgis

Dans ce chapitre, on se place dansle cas général, ou K est un corpslocal complet
d'indice de ramification absolue ¢ et de corpsrésiduel k; K est donc une extension
totalement ramifiée de Ko. K est une cloture algébrique de K et on note G =
Gd(K/K).

2.1.1. LesanneauxRet WI'P(R)

2.1.1.1. L'anneau R (cf. [F82] ou [F94])

Posons S’ = O /pOfk. On définit R = !im x S’, ou les applications de
transition sont toutesidentiques, asavoir |’ application qui axz € S’ associez? € S'.
L'anneau R ainsi défini est un anneau parfait de caractéristique p.

Remarques: (a) on peut obtenir une autre description de R en munissant la
limite projective, indexée par N, des anneaux O¢ , ou O¢ est |I’anneau des entiers
du complété C de K avec toujours pour applications de transition les applications
x — 2P , delastructure d’ anneau suivante

e lamultiplication est définie par (zy)™ = z(My™)
e I'addition par (z+1)™ = 1im,,_ 4 o0 (™) 4 4mFPNP™ olig = (™), oy
ety = (y™),en sont des &éments delim _ Oc.

La projection Oc — O /pOf permet didentifier R etji_mnEN Oc. Il est dors

possible de définir une valuation sur R, en posant v (z) = ve(z(?) et R est
complet pour cette valuation .

D’autre part k£ se plonge dans R : aa € k , on associe son représentant de
Teichmilller [a] dans Oz , puis saréduction modulo p dans S’ . On obtient de cette
fagon une application de k dans R

a€k— ([al/pn])neN €R,

qui est un morphisme d’ anneaux et munit R d’ une structure de k-algébre. Le corps
des fractions de R, noté Fr R, est un corps valué complet, d’ anneau des entiers R
et de corpsrésiduel & ; deplus, il est algébriquement clos.

R et Fr R sont naturellement munis d’ une action de G i et d’ un Frobenius, noté
©, qui N’ est autre que I’ élévation ala puissance p.

(b) Soit E le corps des normes (cf. [W]) del’extension K, = U, enKy,, OU

K, = Ko[¢"™] = K,,_1[¢™)],

est le corps engendré par les racines p"-iémes de I’ unité contenu dans K. On
rappelle que (Y est une racine primitive p-iéme de I unité dans O et que les
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(¢()) forment un systéme compatible de racines de’ unité. On sait (cf. [W], chap.
2) que E est un corps local de caractéristique p, dont I’ anneau des entiers Oy, est
lalimite projective des anneaux O, /(¢M — 1)O, , I’ application de transition

vn: Ok, /(€W = )0k, = Ok, /(e —= 1Ok, _,,

étant induite par lanormede K,, a K,, 1. Enoutre, s zz € Ok, et T est sonimage
dans O, /(M —1)Ok,,

o? — Ng, ke, ,(2) € (P = 1)Ok,,
cequi fait que v, (z) est I'image de z? dans
(Ok,_1 + (W = 1)Ok,) /(W =) Ok, = Ok, _,/ (V) - 1Ok, _,.

Enfait Op = k[[e — 1] = k[[7]].

Le groupe de Galois Gal (Ko / Ko) = I'x, ~ Z} agit sur E par g(e) = eX(9),
ou x est le caractére cyclotomique, et Fg = E'7 est le corps de normes de la
Z ,-extension cyclotomique de Ko contenue dans K ,. On peut voir (cf. [F91], p.
271) que Eg = k((7o)) avec o = X 4er, € €t Op,, = k[[%o]], pour p # 2, e,
pourp =2, 7g = —24+¢c+¢ L.

On voit facilement que E et Ey se plongent dans Fr R; de méme, Op, et O
se plongent dans R. Plus géenéeralement (cf. [W], chap. 3), si L est une extension
galoisiennefinie de K, alorsle corpsdesnormes E, del’ extension L/ K est une
extension galoisiennefiniede E, on a

Gal(L/K) =Ga(EL/E),
et £}, seplonge dans Fr R. Ceci permet de définir

Ef( = li Er,
Koo CLCK
L/ K xofiniegaloisienne

qui est une cldture séparable de E, que |’ on note EP, et
Gal(Eg /E) = Gal(K /Ky = H,.

Rappelonsenfin (cf. [W], chap. 4) que Fr R s'identifie au complé&té delacloture
radiciellede Ez = EP

2.1.1.2. Construction de W,'P(R)
2.1.1.2.1. On note W (R) I"anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R et
W, (R) I"anneau des vecteurs de Witt de longueur 7.
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PROPOSITION 2.1.1.2.1.: L’application

0: W(R) — Oc¢
x = (zp) — Zp”x,(ln),
neN

est un morphisme d’anneaux, qui est surjectif. Son noyau Ker 6 est un idéal prin-
cipal de W (R).

DEMONSTRATION: cf. [F82], p. 537.

Remarque: plus précisément, un éément A = (Ao, A1,...,Ap,...) € Kerf en
est un générateur, s et seulement si vr(Ag) = 1. En particulier, sip # 2 et s
q = mo + p est I'éément de W (R) introduit dans la partie 1., alors ¢ = ¢~1(q)
est un générateur de Ker 6. En effet, on voit facilement que 6(¢q/) = 0 et il suffit de
vérifier que v(7p) = p. Puisque 7 et o sont des uniformisantes de O, et de Op,
respectivement et que I’ extension E/ E est totalement ramifiée dedegrép — 1, on

a

vr(To) = (p — Dvr(e — 1),
et d’ autre part

'UR(€ - 1) = ﬁ

Sip=20nposeq=rn+petq = p1(q) est un générateur de Ker 6.

2.1.1.2.2. De méme, pour n entier > 1, on définit I’ application
eni Wn(R) — OI—(/p”O[—(,
par

On((0, 21, -, Tp-1)) = Y Pl

0<m<n—1
On pose
Kerd, = ImKerf = (\-,),
en notant A.,, I'image dans W,,(R) du générateur choisi A de Keré. On note
WFPP(R) I'enveloppe a puissances divisées (cf. [B-O], chapitre 3) de W, (R)

relativement a Ker 6,,, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur
pWh (R)
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2.1.2. Descriptionde WP (R)

2.1.2.1. Rappels sur I'enveloppe a puissances divisees d’ une Z ,,-algebre B

Il s'agit de faire une description de I’ enveloppe a puissances divisees de B
relativement aunidéal J, lastructure de puissancesdivisées devant étre compatible
avec la structure de puissances divisées canoniques sur pB.

On remarque que se donner les applications v,,: J — J, qui définissent la
structure d'idéal a puissances divisées sur J (cf. [B-O]), revient a se donner une
application §: J — JtellequeV z,y € J etV A € A:

* po(z) = a”,
e §(Az) = Ni(x), o
o 6(z +y) = d(x) +0(y) + Lrcicp- 1, (D)a'y?P

En effet, si les puissances divisées sont données, on prend 6(z) = (p — 1)!v,(z).

Inversement, tout entier m s écrit souslaformem = mo+pmy +--- +p’my ,
ou les entiers m; sont compris entre 0 et p — 1. Alors, s B est une Z,-algebre
sans p-torsion,

g = pltp e tp T ()

g — pmtbme (et gmo(§(g)ym (55 (a)m;
comme
vp(ml) =m1+ (L+pyma+---+ (L+p+-- +p* Hmy,

on obtient

Tm () = —a"0(3 ()™ . (8% ()™

Si B est de p-torsion, comme p®»(™) /m! est une unité de ), I'expression ci-
dessus garde un sens dans B. On vérifie que lesy,, ainsi définis conviennent.

EXEMPLE. S B estuneZ,-algebreet si A n'est pasdiviseur de zéro, I’ enveloppe
a puissances divisees de B compatibles avec les puissances divisées canoniques
sur pB relativement aun idéal principal J = () est |'algebre

BPP = B[(ym(A))men]

= Bl5*(\)] avec po*()) = (5" L)
= B[Y]_,...,Y;,...]/(p}/:g—Ysp71)5>1 avec Yo = A
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2.1.2.2. D’ aprés ce qui vient d' étre vu,

WEP(R) = Wo(R)[I(Acn), .- 0°(Acn), -]
= Wa(R)[Y1,...,Ys...]/(pYs =Y 1)s>1 & Yo= Ay

On pose

Agris = MWfD (R),

neN

le seéparé compl été pour latopologie p-adique de I’ envel oppe a puissances divisees
de W (R) relativement a Ker #, compatibles avec les puissances canoniques sur
pW(R) et B(—:tis = Ko @w Agis = Acris[l/p]-
Remarques. (8) pour n = 1,0nal<1 = Ao, (6°(Xo))? =0 et
W{P(R) = R[Y1,...,Ys,...]/(YP)sen = (R/X0)[Y1, -, Vs, ... ]/ (YE) 551
(b) Lasuite exacte courte

0= Wp(R) 5 Wyiy(R) = Wi(R) = 0,

induit la suite exacte

0— WFP(R) 2 WEL(R) — WFP(R) — 0.

2.1.3. Filtration sur WP (R)
2.1.3.1. Pour r € N, on pose

Fil" W, (R) = (Ker6,,)"

et on note Fil" WIP(R) I'ideal de W,I'P(R) engendré par les 7., (A<,) pour
m > r. Le morphisme naturel de W,,(R) dans W.P'P(R) envoie Fil” W,,(R) dans
Fil" WP (R).

On a également un Frobenius sur W,I'P(R) , qui provient du Frobenius sur
W, (R) et vérifie p(d(z)) = d(p(x)). On voit que Ker 6 + pW (R) est stable par
@ et que () est divisible par p dans W,P'P(R) . En particulier pour r < p — 1 et
n > r, ondispose del’inclusion suivante

Fil' WPP(R) c {x € WPP(R) tel que p(z) € p" WP (R)},
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ainsi gue de la suite exacte
0— FI"WIP(R) — Rl"'WD(R) — FI"'W!IP(R) — 0.

Alors, s z est un éément de Fil" WIP(R), il se releve en un éément z €
Fil" WD (R) tel quep(z) = p"j et " (z) = § modulop™ ne dépend pas du choix
du relévement z de x, ni du choix de 5. Ceci permet de définir des applications

o' Fil'WPP(R) - WPP(R),
qui verifient, pour r < p — 2,
SOTFiIT+l - pSOH—l'
Lafiltration et les applications " ainsi définies passent alalimite projective.

2.1.3.2.L’applicationd: W (R) — O seprolongeen une application notéetoujours
6 de Agis vers Oc ou de Big vers C. Pour tout entier » > 0, on note Fil” Bd;
I’adhérence de I'idéal engendré par les ¢’ /m! pour m > r . On remarque que

Fllr Acris - Fllr B(—JITIS ﬂ Acris .
D’ autre part, I’élément ¢ défini par
_1 ([l -D"
=Y (-t
n>1 n

appartient a B et I'idéal engendré par t est stable par I’action de Gk et par
@ (onap(t) = pt et g(t) = x(g)t, pour g € Gx). On pose Byis = Bgis[1/1];
¢’ est un anneau muni d une application ¢, d une action de G i et d’ une filtration
décroissante par des sous K-espaces vectoriels, pour r € Z:

F||r Bcris - UiEZtii Filr+i B;is

2.1.3.3. Les idéaux Fil" WP (R) et Fil” W,,(R) ne sont pas stables par ¢; on
introduit alors les ideaux (cf. [F94])

IM="ze Agis tel que popo---o0p(x) € Fl" Agis pourtout; € N
—_—
i fois
IMW(R) = {z e W(R)td que pogpo---op(z) € Fil" W(R)
—_—
i fois

pour tout i € N
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On sait que I"1W (R) est unidéal principal et qu’' un &éément
a = (ag,a1,...,an,...) € IMMW(R)

en est un générateur si et seulement si vi(ap) = rp/(p — 1); on en déduit que
I IW (R) est I'idéal de W (R) engendré par 7" et IP—1WW (R) peut &tre également
vu comme I’idéal engendré par 7o, sip # 2. Si p = 2, IP-UW(R) = INW (R)
est I'ideal engendré par .

D’ autre part 71 est un p-d-idéal de Agis et 11" est lar-iéme-puissance divisée
de 11; plus précisement 1" est I’ adhérence du W (R)-module engendré par les
éements tis} = tT(S)ym(s)(t%l) ol m(s) et r(s) sont respectivement le quotient

et le reste de la division euclidienne de s par p — 1. Comme ¢(¢) = pt, on voit
facilement que, pour m < p — 1,

O™ (Fil™ Agis N Iy c 1]
et pour tout n € N,
O™ (FImWEP(R) N IMIWP(R)) c 1MW PP (R);
en particulier,sin =1etr=p—1,0na
O™ (FIm W{P(R) N IP-UW P (R)) c 1P~UWw P (R).
2134.Lecasn =1.0Ona

. (’OTF'|T+1 =0 pour OKr<p—2
e choisissons 3 = (8(™),cy € Rte que 30 = —p. Alors:

WEP(R)/ 1P UWEP(R) = R/BPR
=R/ToR S p#2
=R/TR S p=2,

et |’ application

u=01001 R — Or/pO0x
z — (Y modp,
induit un isomorphisme d'anneaux de R/BPR vers O /pOx (¢! désigne ici
I"inverse de ).
De plus, rappelons que R /(P R est muni d une filtration

Fil"(R/6”R) = 8 (R/G"R),
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pourr < p—letFil"(R/BPR) = 0pour r > p, et d applications " définies par:

o" Fil"(R/BPR) — R/BPR
O'x — xP.

Si on définit sur Oz /pOj; lafiltration suivante

Fil" O /pOg = (BY) O /pOk;,
et les applications " par

(,DTZ Fl" Ok/pol‘( — O[‘(/p(')f(

Bz = P,

on constate que w respecte la filtration et commute aux applications ¢". Alors, s
on munit O /pO de la structure de k-espace vectoriel déduite par I’ extension
desscalaireso~1: k — k, on voit que v est un isomor phisme de modules filtrés de
W{P(R)/1P=3W{P (R) sur O /pOr.
2.2. LESMODULES FILTRES SUR W

2.2.1. Un modulefiltré sur W est un W-module A muni

e d'unefiltration (Fil" A), <z décroissante par dessous-TW-modulesde A, séparée
et exhaustive; ¢’ est-a-dire telle que

NrezFilTA =0 et Upez Fil" A = A,

e d'applications ¢": Fil" A — A semi-linéaires par rapport au Frobenius o de
W et tellesque

T _ r+1
Plawsrs — PP

On note MFyy la catégorie des modules filtrés sur W, dont les morphismes sont
applications W -linéaires respectant lafiltration et commutant aux applications ¢,
et M Fy lasous-catégoriepleine de M Fyy formée des objetstués par p. Lacatégorie
MFw est additive et Z,-linéaire, mais n’ est pas abélienne.

2.2.1.1. Noyau et conoyau d’ un morphisme dans M Fy,

Soient A et A’ des objets de MFy, et u un morphisme de A vers A’. On peut
définir le noyau de u: en tant que W-module, Ker v est le noyau de v considéeré
comme un morphisme de W -modules, qu’on munit de lafiltration

Fil” Keru = Keru N Fil" A,
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et des applications "

Pier u = Pl o
De méme, un sous-objet Ag de A est un sous-W-module de A tel que

©" (Ao NFI™A) C A,

et muni de lafiltration induite par I'inclusion, ¢’ est-a-dire Fil" Ag = Ag N Fil" A.
On dit quele morphismeu: A — A’ est strict si

w(Fil” A) = Fil" A’ nu(A),

pour tout » € Z. Si u est strict, on peut définir son conoyau; en tant que W -
module, Coker u est le conoyau de « dans la catégorie des W -modules. On définit
lafiltration sur Coker v de la maniere suivante:

e soient u, la restriction de v a Fil” A a valeurs dans Fil" A’ et Cokeru, le
conoyau de u,- dans la catégorie des W -modules. On a aors un diagramme com-
mutatif

Fi"A — FI"A' — Cokeru, — O
d l

A — A — Cokeru — O

qui fournit unefleche naturelle de Coker u,. vers Coker u. Comme v est strict, cette
fleche est injective et on définit Fil” Cokerw comme I'image de Coker u, dans
Coker u. Lesapplications ¢" se déduisent de celles sur A’ par passage au quotient.
En particulier, on déduit la notion d' objet quotient.

Si A et A’ sont des objets de M Fy, alors Ker u et Coker v le sont également.

EXEMPLES: (a) Si A est un réseau adapté d’un module filtré sur Ko faiblement
admissible, alors on peut poser " = (1/p")¢|,,, , € A devient un objet de MFyy.

(b) L'anneau Aqis tel qu’il a été décrit dans la partie précédente est muni d’une
filtration Fil"™ Ais €t d’endomorphismes " Fil™ Agis — Agis pour r < p — 1 et
vérifiant @TF”MA = pp"tL, pour r < p — 2. 1l est nécessaire de modifier cette
filtration pour uné'SAcris devienne un objet de MFy: pour cela, il suffit de poser
Fil" Agis = O pour r > p et de conserver ladéfinition desFil™ Agis pour r < p— 1.
(Dans les applications, on ne s'intéressera qu’aux objets dont la longueur de la
filtration est plus petite quep — 1 et le choix desFil"™ Agis, pour r > p, n'intervient
pas; on aurait également pu choisir

Fll; Acris — {.T S Fllr Acris tEI que (p(iv) S pT‘ Acris}7

mais alors, la multiplication par p" dans Agis ne serait pas un morphisme strict,
pour n > 1.)
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(c) De méme, W,'P(R) est muni d’une structure d’ objets de M Fy; pour r <
p — 1, FI"WIP(R) est I'idéal de W,PP(R) défini ci-dessus, avec I application
" Fil"WEPP(R) — WPP(R) etpourr > p,onposeFil” WP (R) = 0. Onvoit
que WP (R) s identifie au conoyau de I’ endomorphisme strict de Ais qui est la
multiplication par p”.
2.2.1.2. Remarqgue: casou A est tué par p.

L application ¢ est nulle sur Fil"*1; en d autres termes " se factorise en une
application notée toujours

@ FlTA/FI"TIA — A

Puisque A est muni d'une filtration décroissante, on peut considérer le module
graduégr A associéa A , ¢’ est-a-dire le module

arA=EPFiI"A/FITTEA

e’

Ladonnéedesapplicationse”: Fil” A — A nullessur Fil"*1 A équivaut aladonnée
d une application o-semi-linéaire ®: : gr A — A; en effet il suffit de poser

®(z) = ¢"(z) pour T €gr" A =Fil"A/Fil"™A,

ou z est un relevement quelconque de z dans Fil™ A.

2.2.2. Pour o et b entiers, on considere a présent les sous-catégories pleines de
MFy, qu’ on notera M F\[f\‘,’b] (respectivement MFy,) formée des objets A de type
fini sur W, tels que Fil* A = A et Fil>*1 A = {0} (respectivement des objets A
de type fini sur W tels que Fil° A = A et tels qu'il existe un entier h vérifiant
Fil"*1 A = {0}). On impose en plus que les Fil” A soient des facteurs directs et
que

A=Y (Fil" A).
rez

Si A est tué par p, ceci revient a demander que A soit de dimension finie sur & et
gue I’ application

o (PFI"A/FITTEA = A
rezZ
soit bijective.

OnnoteMF;" lasous-catégoriepleinede M F, formée desobjetstuéspar p. On
appelle alors hauteur de A le plus petit entier & tel que Fil**1 A = {0} et on note
MF%, (respectivement M FJ?) la sous-catégorie pleine de M Fyf; (respectivement de
MF,") formée des objets de hauteur < h . Tout morphisme de MF, (donc de
MF,) est strict et ces deux catégories sont abéliennes (cf. [F-L], p. 588).
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Remarque: les sous-objets d’un objet A de MFy, dans la catégorie M Fy, sont
également des sous-objets dans M Fyj;,. De méme, un quotient d’ un objet de MFyj,,
qui est a priori dans M Fyy, est en fait un quotient dans MFy, (cf. [F-L], p. 588).
L es sous-objets et quotients d’ un objet de MF,; vérifient laméme propriété.

Si A est un objet de MFy, et i un entier, on introduit le module A{i} défini par

Fil" A{i} = Rl A
Prfiy = N
S A e MF2P onaA{i} € MFE

Remarque: bases adaptées a lafiltration.

Soit A un objet de MFf de dimension d sur & et (ei)1<i<d Une base de A. A
chague e;, on associe le plus grand entier r; tel quee; € Fil™ A.

On voit que I'on peut choisir une base (¢e;)1<i<q t€lle que (e;),;>, Soit une
base de Fil" A pour tout r; on dit alors que la base est adaptée a la filtration.
Dans ces conditions, (&;)1<i<q €st une base de gr A, ol g; est I'image de e; dans
gri A = Fil"' A/Fil"i* I A etonagr A = @, —ké;.

Deplussi

Plie) = Y aijei,

1<i<d

I’application ®: gr A — A est décrite danslabase (¢;) par

@(éj) = Z a;5€;.

1<i<d

On constate qu’exiger que ® soit bijective revient a demander que la matrice
A = (a;5) soitinversible.

2.2.3. Notion de suite exacte et de Ext! dansles catégoriesM Fyy, et M Fy

2.2.3.1. Notion de suite exacte dans |es catégories M Fy et MFy.
Soient A, A" et A” desobjetsde MFyy. Lasuite

0—-AN —-A—=AN" -0

ou les morphismes sont des morphismes dans MFyy, est dite exacte si elle est
exacte en tant que suite de W-modules et si |es suites de W -modul es suivantes

0— Fil"A" = Fil" A — Fil" A" — 0,
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pour r € Z, sont exactes. Elle identifie lors A’ aunoyaude A — A" et A" au
conoyau du morphisme strict A’ — A.

Une suite exacte dans M Fy est une suite exacte d’ objets de M Fyy tués par p.

EXEMPLES (a) Lasuite
0— WFP(R) % WEL(R) —» WFP(R) — 0
(rappelonsqueFil? WP (R) = Opourn = r, s et r + s), est une suite exacte dans
MFw.
(b) Onavu (cf. 2.1.3.3.) que
" (IP~UWEP(R) nFil" WP (R)) c 1P~ YWD (R)

ce qui permet de considerer IP~UW P (R) comme un sous-objet de W{ " (R)
dans M Fy; d autre part

WP (R) /1P~ AW P(R) = O /pOg
La suite suivante est donc une suite exacte dans M Fy:
0 — 1P UwPP(R) - WP(R) — O /pOs — 0.

2.2.3.2. Notion de Ext?

On dit que deux extensions E; et E, de A par A’ dans la catégorie M Fy, sont
isomorphes s'il existe un morphisme de modulesfiltrés de £, vers E, qui rende le
diagramme suivant commutatif

0O - AN - BB - A =0

I ! |

0O - AN - E, - A =0,
et on note Ext}y Fy (A, A') I'ensemble des classes d'isomorphismes d’ extensions
de A par A’. On munit cet ensemble de la structure de groupe suivante: soient
Ey et B deux extensions de A par A’ et [Ej] (respectivement [E»]) la classe
d’isomorphismesde E; (respectivement E5). On veut définir [E1] + [E»]; les deux
extensions permettent d’ écrire la suite exacte

O—-ANodN - E.DE, +ADA— 0O,
dou

0NN = EyxpAEr— A—0,
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ou E1 x E» estle produit fibré de E; et E» au-dessusde A. Alorsle conoyau E3
de |’ application composée

N = NN — ELxp\ B>
z — (z,—x),
est une extension de A par A’ et [E3] = [E1] + [Eo].
Remarques. (a) Une extension est dansla classe nulle si et seulement si elle est
scindée.
(b) Si A et A’ sont dansMFy et si A” est une extension de A par A’ tuée par p,
aorstoutelaclassed isomorphismesde A" est tuée par p. On définit Ext, £ (A A),

le sous-groupe de Exty Fy (A, A") formé des classes d’ extensions tuées par p.

2.2.3.3. Quite exacte longue

PROPOSITION 2.23.3.9 0 — A’ % A — A” — 0 est une suite exacte courte
dans MFy et Ag est un objet de MFyy, alors les foncteurs Homyg,, (Ao, .) €t
Hommeg,, (-, Ao) donnent lieu & deux suites exactes longues, & savoir

(a) HomMFW (A”,Ao) — H0mM|:W (A,Ao) — H0mM|:W (AI,AO)
— EXI%A Fw (A", Ao) — EXtJM Fw (A7 AO) — EXI%A Fw (A,, AAO)7

et

(b) 0— H0m|\/||:W (Ao,A,) — HOl’T]|\/||:W (Ao, A) — HOl’T]|\/||:W (Ao, A")
— EXtJMFW (IX('_)7 A,) — EXtJMFW (AO,A) — EXI%,”:W (IX('_)7 A").

DEMONSTRATION. (a) il s'agit tout d’abord de définir le morphisme
Homug, (A, Ao) — Extiyg,, (A", Ao).
Si u: A" — Ag est un morphisme dans M Fyy, alors e morphisme

AN =A@ A
A= (u(A), —i(A))

est un morphisme strict, qui permet de définir Cokeru = A 1T, A €t on obtient
une suite exacte

0— Ag— AgLIyy A = A" = 0.
L e morphisme cherché est donc I’ application qui a A’ — A associe

[Ao Ixs A] € Extiyg,, (A", Aog).
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(b) Lafleche
Homwme, (Ao, A”) = Extye,, (Ao, A')

est donné par I'application qui a un morphisme Ag — A” associe la classe de
I’'extension A x zn Ag.

La preuve de I’ exactitude des deux suites longues (a) et (b) se fait alors de la
méme maniere que dans le cadre d’ une catégorie abélienne. O

Remarque: de la méme maniére, on obtient deux suites exactes longues en
considérant la catégorie M Fy.

2.3. REPRESENTATIONSZ p»~ADIQUES QUI SONT DES SOUS-QUOTIENTS DE
REPRESENTATIONS CRISTALLINES

Posons

Acris,oo = Ii_m>Wr}LDD(R);
neN

c'est un objet de MFy avec Fil? Agis o = 0; dors, si A est un objet deM FC\,_l de
torsion, on peut considérer le Z,-module défini par

Véris(A) = Homy Fw (A, Acris,oo),

qui est muni d’une action de G, Si A est un objet de M Fsv_l sans p-torsion, on
pose

Vérls LVCI‘IS A/pnA Homyr,, (A7 Acris);

neN

C'est une représentation Z,-adique de G k.
On se propose alors de montrer le théoréme suivant ol MFy, * est la sous-
catégorie pleine de MFD, * dont les objets A vérifient la propriété suivante:

+ s A’ est un quotient de A tel que A’ = FilP~1 A’ alors A’ = 0.

THEOREME 2. Le foncteur Vs restreinta M FW tors PoUr h < p— letavaleurs
dans Repzp,tors(GKo) est exact et fidele. S A est un objet de Iongueur finie, alors

longy, A = Iongzp Veris(A).

De plus, larestriction de Vs & MF{ s, POUr b < p — 2, oubiena M, 1 est

pleinement fidele.
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S Aestlibresur W, alorsV¢s(A) est libresur Z, et on a
rangy, A = rangzp Veis(A)-

Remarque: Ce résultat a essentiellement dga été demontré dans [F-L]; la
démonstration de |’ exactitude et de la fidélité de Vs proposée ici est un peu
différente de celle contenue dans cet article. D’une part, elle est plus directe, car
elle ne repose pas sur la classification des objets simples de la catégorie M Fyy, ce
qui était le cas dans |’ article cité; d’autre part, I’ anneau utilise n’ est pas le méme.
En effet, unanneau S C Wi (R) y est introduit

(S ={z € Wk(R) te quevR(x(f),)l) > np pour n € N},

OUz = ,~~q P"[2n]), qui est également inclus dans Aqis; cette inclusion induit
une application de S/p™S vers Agis/p™ Adis, pour tout n € N. On peut vérifier
que cette application induit un isomorphisme entre |les représentations construites
avec le premier anneau et celles construites avec le second.

2.3.1. Démonstration de |’ exactitude et la fidélite de V ;s

PROPOSITION 2.3.1. Soit & un entier vérifiant 0 < » < p — 1. S A est un objet
de MFY, de torsion, donc un 1 -module de longueur finie d, alors

Iongzp Vais(A) =d

EXt]M FW (A, Acris,oo) == O
Par dévissage, il suffit de considérer le casou A est tué par p.

2.3.1.1. On commence par remarquer quesi A est un objet de MF, tué par p, aors,
comme WP (R) sidentifie au noyau de lamultiplication par p dans Agis oo,

Viis(A) = Homyg, (A, Agisco) = Homug, (A, Wi P (R)).
Par ailleurs,
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En effet, s E est une extension de A par W{P(R), le diagramme suivant est
commutatif, ou les lignes et les colonnes sont exactes:

0 0 0
{ {
0 - W{P(R) - Kerp - A — O
! ! H
0 — Adisco — E —- A — O
xp } i
Agispo  — Imp — 0
{ {
0 0

ce qui permet de définir une fleche de Extye, (A, Acisco) Vers Extye, (A,
WEP(R)); on vérifiefacilement que cette fleche est I’ inverse de lafleche naturelle

Extyg, (A, WP (R)) = Extyg, (A, W P(R)) = Extyg,, (A, Adis,);

elle est donc bijective.
2.3.1.2. On S'est ainsi ramené a montrer |a proposition:

PROPOSITION 2.3.1.2. S A est un objet deM FEfl, alors

dimg, (Homug, (A, WP (R)) = dimy, A

Exthye, (A, WP (R)) = 0.

Cette proposition se demontre en distinguant deux cas: le casou A est un objet
deM Fﬁfl* (¢ est-a-dire qui n’ admet pas de sous-quotient A tel queFilP~1 A = A)
ou bien le cas ol A vérifie FilP"1 A = A. Ces deux cas sont clairement disjoints
et les objets simples de |a catégorie MFY " soit sont dans MF) ™, soit vérifient
A = FilP~L A, Ainsi, par dévissage, on voit qu’il suffit de demontrer la proposition
Ci-dessous.

PROPOSITION 2.3.1.2 (1) S A est un objet de M FEfl*, alors, pour i = 0, 1,
I”application naturelle

Extyr, (A, W1 (R)) — Exty, (A, Ok /pOf)
induite par la suite exacte

0 — 1P UwFP(R) - WIP(R) —» O /pOs — 0
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est injective et ¢’ est un isomorphisme pour 7 = 0.
(2) S A est un objet de MF) * tel que FilP~*A = A, alors, pour i = 0,1,
I”application naturelle
Extyyr, (A, 17 UW{P(R)) — Extiye, (A, WP (R))
est un isomorphisme.
2.3.1.2.1. DEMONSTRATION de (1). Lasuite exacte
0— 1P IWLP(R) - WIP(R) — Og/pOx — 0
permet de se ramener a montrer:
(@ Homyg, (A, TP~ UWIP(R)) =0 et
(b) Extye, (A, IPUW{P(R)) = 0.
(@) Soient u € Homyr, (A, IP~UW[P(R)) et A’ = Ker u. Puisque

A= 3 J(FAIA)

0<rgp-1
on obtient I’ égalité suivante, en utilisant le fait que w commute avec les applications
u(A) = Z o (u(Fil"A)).
og<rgp—1
Comme v ason image dans IP~UW[P(R) c FilP~w{P(R), on déduit que
¢ (u(Fil"'A)) =0 pour r<p-—1
€t, par conséguent,
A =N+ P Y FIPIA).
S A= A/N,onaA = P L(FilP1A), donc dimyA < dimgFilP~1A, d'ol
A = Fil?~1A; comme A est un objet de MF)~**, on obtient A = 0.
(b) Pour montrer que Extye, (A, IP~YW{P(R)) = 0, il Sagit de vérifier
gu’ une suite exacte
0= 1P UWPP(R) s E—-A—0

est scindee.
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Soient (e;)1<i<q UNe base de A adaptée a lafiltration et, pour tout i, r; le plus
grand entier tel que e; € Fil™ A. Choisissons un relevement ¢; de e; dans Fil" E;
aorssi (a;;) est lamatrice représentant les " danslabase (e;), ¢’ est-a-dire s

©ie;) = Y aijes

1<i<d
il existe desélémentsb; € IP~UW{P(R) tels que
©"7(&;) = Y aije;+b; pourtouts, 1<j<d.
1<i<d

On cherche a montrer |’existence d'une section A — E respectant la filtration
et commutant aux ", ce qui revient a montrer |'existence d'&éléments «; de

1P=Uw PP (R) tels que

i€+ aj) = Z a;j(€ +«;) pourtoutj, 1<j<d.
1<i<d

Comme FilP~11lP-UWwFP(R) = 1lP-UWw}FP(R) et puisque ¢" () = O, pour tout
x € Fil"TP-UWwFP(R) et pour tout r < p— 2, on est ramenéarésoudrele systeme

d équations:
> ajjo; =b; pourjtel que r; £p—1,
1<i<d
> aijos = P Hoy) +b; pourjtel que r;=p—1,
1<i<d

qui est équivalent au systeme suivant, ou la matrice (a;;) est lamatrice inverse de
(aij),

p; =b; pouryjtelque r;#p—1,

pi— Y (aj;)’¢" Hp;) =b; pourjtelque r;=p—1

1<i<d

Comme le montre le lemme suivant, la condition x implique que ce systeme a une
unique solution. O

LEMME 2.3.1.2.2. Soit A un objet de M Ff("l n’ admettant pas de quotient A tel
que Fil’~A = A; on se place dans une base (ey, . .. , eq) adaptée a la filtration,
ordonnée de telle sorte que (e, .. ., e,,,) SOit une base de Fil’ 1A, on note r; le
plusgrand entier tel quee; € Fil'VA, A = (a;j)1<i,j<a la matrice telle que

©iej) = Y aije

1<i<d
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et A’ = A~L Alors la matrice B = (a
nilpotente.

ii)1<ij<m €Xtraite de la matrice A’ est

DEMONSTRATION. Si lamatrice n’est pas nilpotente, alors on peut trouver une
base de Fil?~1A telle que dans cette base, lamatrice A’ soit delaforme

C 0
B1 B>
ou C' est une matrice carrée inversibled ordre d’ > 1. B
On définit un objet A de MFP * tel que FilP"*A = A, de base (e1...,éq)
vérifiante; = 31w a;jgopfl(éi) et on va construire un morphisme surjectif de
A vers A ce qui contredira I’ hypothese faite sur A. Soit « |’ application linéaire
définie par

u A — A

p— l
€ — Z zy‘p ez
1<iLd!

u respecte la filtration et il reste a vérifier que v commute bien aux applications
©'1, C'est-a-dire

u(p' (e)) = @' (u(e;)) pourtoutj, 1<j<d.
Puisque A’ est inversible, il est équivalent de vérifier que

> ajju(p’(e)) = > aj;" (u(e;)) pourtouts, 1<j<d.

1<i<d 1<i<d
Comme u est linéaire,
> aju(e’(e)) = u ( > aéjso”(ei)) = u(e;),
1<i<d 1<i<d

d’autre part, puisque ¢"i (z) = 0 pourr; < p — 2tz € A,

> aeliule)) = Y aipPHuler)

1<i<d 1<i<m

et, par choix de labase, pour j tel qued +1<j <m

ulej) = Y agP HeE) =

1<i<d’
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d ou

> aiieii(ule) = Y ajeP M (uler)

1<i<d 1<i<d’

= > ay’ @) = ule). O

1<i<d’

2.3.1.2.3. DEMONSTRATION de (2). La méme suite exacte que précedemment
permet de se ramener a montrer que, pour i = 0, 1

Extiyr, (A, Og /pOg) = 0.

(@ Pour montrer que Homwr, (A, O /pO%) = 0, on montre que

z € FilPY(Ox /pOg) tel que P 1o -0 P! pourtouti € Ny = 0.

-~
1 fois

En effet, FilP 10z /pOj estI'image de

{:v € O tel quew(x) > p;l}
p

et on voit que, pour ; € N,

1 € FlP (O /pOg) te que o -0 oL (&) € FilP(O /pO)

-~
1 fois

est I'image de
{r € Og te quev(z) > (p—1)(I/p+--- + 1/p)}.

On en déduit que

z € FilP10% /pOy tel que ¢P 1o -0 @P~1 pourtouti € N

i?gis
est I'image de
{r € Of tel quev(z) > 1}

c'est-a-dire pOj;.
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(b) Soit £ uneextensionde A par O /pO -, onseplacedansunebase (¢;)1<i<q
de A et on note P 1(e;) = Y 1<i<d Gijei, OU lamatrice (a;;) est inversible. On
choisit &; un relévement de ¢; dansFil?1E, alors

PPHe) = Y aiei + by,

1<i<d

oub; € O /pOf; dire que I'extension est triviale revient a dire qu'il existe des
éléments (7;)1<i<q de FilP 1O, /pO telsque

WPHE ) = Y i@ + ),
1<i<d

c'est-a-dire qui vérifient

¢ Nzj)— Y aym=b; pourtouts, 1<j<d.
1<i<d

Soient a;; un relevement de a;; dans Oc et b;, pour 1 < i < d, des éléments de
Oc; dorsle systeme

=P
Zj

(Cpy—1 Y ayTi=b; pourtoutj, 1<j<d,
1<i<d

admet toujours des solutions dans O¢ (la démonstration repose sur le fait que
I’ algebre

C[X1, .., Xal /(X5 — 2P G X — pP70))1¢<a

1<i<d

est étale, cf. ci-dessous, 2.3.2.4.), d ou le fait que le systeme modulo p admet tou-
jours des solutions. O

On est alors ramené amontrer les deux propositions suivantes
PROPOSITION 1. S A est un objet deMFP~ " alors
dimiA = dimg, Homyr, (A, Ok /pOk),
Extiyg, (A, O /pOf) = 0.
PROPOSITION 2. S A est un objet deMF} " tel queFil? A = A alors,
dim,A = dimg, Homyg, (A, IP-UWEP(R)),
Extye, (A, IP-UWP(R)) = 0.
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2.3.2. Démonstration de la proposition 1 danslecasou h < p — 2

On se place dans une base (e;)1<;<q de A adaptée alafiltration; pour chague i,
soit r; I’ entier tel que e; appartienne aune basede gr’: M, alors

©ile;) = > agei,
1<5<d

ou lamatrice A = (a;;) estinversible acoefficients dans £.

2.3.2.1. Soit u € Homyg, (A, O /pOf); on pose u(e;) = z; € Fil"" Ok /pOg.
On doit alors avoir

Vi, 1<j<d, u(p(e)) =" (zy).

En d autres termes, si I’on choisit des relevementsa;; € W (k) des a;;, Vis(A)
est I’ ensemble des solutions (Z;) 1<i<a € O du systéme de congruence
52 S a3 modpO
- = a;;x; modpUc
(=) 1524

pourtoutj, 1< 7 <d,

ou z; est un relévement de z; dans O et vérifie donc ve(z;) > ri/p.

2.3.2.2. Soit E une extension de A par O /pOj . Pour tout ¢, notons e; un
relevement de e; dans Fil™' E et, pour tout j, soit b; I'élément de O /pOf tel
que

©'1(j) = Y aijei+bj.

1<i<d

Pour montrer que cette suite est scindée, il s'agit de montrer qu’il existe pour tout
i, 1 <i < d,desélémentsz; dansFil" O /pO; tels que

Pl +ag) = Y ai(e + i),
1<i<d

¢ est-a-dire, si b; désigne un relévement de b; dans W (k), de résoudre le systéme
suivant:

~P

X, ~

(_ J)Tj = E a;;T; + bj mod pO¢
p 1<i<d

pourtoutj, 1< <d.

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000108818774

214 NATHALIE WACH
ou z; est un relévement de z; dans O et vérifie donc ve(Z;) > ri/p.
2.3.2.3. Commengons par établir le lemme suivant.

LEMME 2.3.2.3. S (2;)1<i<a € OZ st un d-uplet vérifiant le systeme

p
Lj

S = 3" Gy +b;modpy,  pourtoutj, 1<j<d
p 1<i<d

pour n > p , alorsil existe (1;)1<i<a € O%, oli p; est unique modulo By, tel que
(z; + BT 1i)1<i<a VErifie le méme systeme de congruence modulo lCand

DEMONSTRATION.
Soitn > p; pour 0 < 7 < p — 2, caeulons (z + B u)?/(—p)", oUv(z) > r/p
etz = Bz’ avecz’ € O.

(x&t532”€ = (@' + /)
— P 4P BT A ! (BT ) BT
or
v(pa? BT 4+ pa (BT )P > 14 n;r 5 n;—l
U(ﬁf(n—r)up) Sn—r> n;— 1‘

Danscecas, ou h < p — 2 et par consequent r; < p — 2 pour tout j, les équations
arésoudre sont les suivantes

D
. . —~ x T
Vi, 1<i<d, Y aij(wi+ prp) = —2 by mod g7 +1.
15 (—p)
Puisgue
p
~ xj T n
1<i<d

pour tout j par hypothese, on peut écrire

1<i<d —p)"

x? 7 n
+b; = Brv;
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avecv; € Oc.
Il s'agit maintenant de résoudre

> Giyps = —v;modpy pourtoutj, 1< j<d.
1<i<d

Comme lamatrice (a;;) est inversible, lamatrice (a;;) |’ est également, d’ou I’ ex-
istence et I’ unicité modulo 31 des y;. O

2.3.2.4. Comme O est separé et complet pour la topologique p-adique, donc
(1-adique, le lemme précédent montre que:
e prouver lanullité de Extyr, (A, O /pO ) revient aprouver que le systéme
z" ~
’— = > G;%;+b; pourtoutj, 1<;

d. (1)
(_p)TJ 1<i<d

/N

atoujours au moins une solution dans O,
e prouver que

dimi A = dimg,Homyr, (A, O /pOf)

revient a montrer que le systeme ci-dessus a exactement p? solutions lorsque
les b; sont tous nuls.

Il suffit donc de vérifier que le systéme a toujours p¢ solutions.
Tout d'abord, on constate que toute solution du systeme
ob =pTi Z G+ p'ib; pourtoutj, 1<j<d
j 1741 9] ) X )
1<i<d

/N

dans C¢ est solution dans O¢ du méme systéme, car a;; € W et
C j

W[Xl,...,Xd]/ Xf—pri Z az]Xz —prjgj
1<isd 1<j<d

est une W-algebrefinie. R
On note £ = {(xi)1<ica € C* tel que o} = p'i 31jcq Gijwi + plibs}. Cet
ensemble est en bijection avec les morphismes de C-algebres de 32 dans C, ou

E:C[Xl,...,Xd]/ X?—pri Z aini_prjgj
Isisd 1<j<d
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est une algébre finie sur C de dimension p¢, de base les images de [Ticica Xi"
pour 0 < «; < p — 1. 1l suffit donc de montrer que X est étale, ¢’ est-a-dire que
Qi/c = 0. Soienty € O tel quey? = p et posons X; = y"7Y;; alors

) :C[Yl,...,Yd]/ YP— 3 Gy — b .
sicd 1<j<d

On note y; I'image de Y; dans X, alors Q% Jc &t engendré par les dy; avec pour
relations:

1 . )
pyi “dy; — Y aigy"idy; = 0.

1<i<d

L e déterminant delamatrice, dont les coefficientssont " (4*~"s yi-’ *16@,- —a;j), est
inversible dans Cly, . . . , y4 puisque lamatrice (a;;) est inversible; donc Qi/c =
0. L' algebre X est non ramifiée sur le corps C, donc étale.
, . . oaies . . _2 Lo
L exactitudeet |afidélitedu foncteur Vs : MFY“ — Rep,, (G,) sedéduisent
directement de ce résultat.

2.3.3. Démonstration de la proposition 1 danslecasouh =p — 1

2.3.3.1. On a défini MF) " de la maniére suivante: ses objets sont les modules
filtres A sur k de hauteur < p — 1 et telsque si A’ est un quotient de A vérifiant
A =FilP~1A’  dorsA' = 0.

Le théoreme se demontre de la méme maniéere que dans le cas précédent en
passant par le lemme suivant, dont la demonstration est un peu plus pénible.

LEMME 2.3.3.1. 9 (7;)1<i<a € OZ est un d-uplet vérifiant le systéme (1) modulo
BT, pour n > p, alorsil existe (14i)1<i<d € Og, ol p1; est unique modulo 3y, tel
que (Z; + B1 1i)1<i<a Verifiele systeme de congruence modulo ﬁ{“rl.

2.3.3.2. DEMONSTRATION. Le systeme a résoudre, compte-tenu des remarques
du paragraphe précédent, s ecrit

/ ~p
A”(A' _{_ﬁn ) — ‘Tj _B, modﬁn+l
Z az] xI; 1HMi) = (_ )Tj ] 1
1<i<d p

pour j tel quee; ¢ FilP~1A

"t R
> i (@ + Bru) = (_—)]134 + (—p)"*(pfl)ug —b; mod g1
1<i<d p

pour j tel quee; € FilP~1A,

\
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ce qui S écrit modulo 31

> Gipui = —v; pour jtel quee; & FilP A

1<i<d

> A — i”fp)(pfl)ug = —v; pourjtel quee; € FilP *A.
1<y<d

e Sin > p, onconclutimmédiatement al’ existence et al’ unicité des 1; modulo

B1.

e Sin = p, il reste arésoudre |e systeme suivant modulo (31

Z a;jpi = —v; pour j tel quee; & FilP~1A,

1<i<d

Z Aijphi — u? = —v; pourjtel quee; € FilP71A.
1<i<d

Puisquelamatrice (a;;) estinversible, on peut transformer le systemearésoudre
en le systéme suivant, ol (aj;) = (a@i;) ™
p; =—v; modpB; pourjtel quee; ¢ FilP~1A

pi— Y (@;)Ppl = —v; modBy pourjtel quee; € FilP~TA.

1<i<d

On conclut en utilisant a nouveau le lemme 2.3.1.2.2.: d apres ce lemme, la
matrice (a;j)lgi,jgm est nilpotente. On en déduit I’ existence et I’ unicité des p;
modulo 31 et, par conséquent celle des ;. O

2.3.4. Démonstration de la proposition 2
Il S agit devoir aprésent quesi A est un objet deMFP~* tel queFilP~1A = A alors

dimy, A = dimg, Homyg, (A, IP~YWLP(R)) et

Extwr, (A, [P~IW/P(R)) = 0.
Soit (ei)lgigd une base de A et (ppfl(ej) = Elgigdaijei ou la matrice (aij) est
inversible a coefficients dans k; comme précédemment et comme

FilP~1(1r-Iw [P (R)) = 1P~ UYWL P (R), on serameéne avérifier quel’ ensemble
des solutions dans IP~UW P (R) du systeme

¢ Nzj)= > ayzi—b; pourtoutj, 1<j<d
1<i<d
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olla;; € k eth; € IP~UWLP(R), est de cardinal p¢.
Si p # 2, un dément 2 de TP~ YWFP(R) s écrit souslaforme
z = Z MW avec ™ e R/7oR,

n>p—1

o1 "} est I'image dans W{"”(R) de t{™} = "Wy, .\ (P~ /p) et r(n) et m(n)
sont respectivement lereste et lequotient deladivision euclidienneden par p—1 (cf.
[F94]). Onremarque que P 1 (H") = 0,sin > p — 1, et P~ 1(F P~ 1) = ¢lp—1},

A lasuitede cesremarques, le systemearésoudre s écrit pour tout 7, 1 < j < d,

SDpl( Z x§">f{”})

n>p—1
= Z aj Z a;gn)tN{”} — Z b§n>z{n},
1<i<d n>p—1 n>p—1
cequi revient arésoudre dans R/moR ~ O /pO; le systeme
(a (x?*nyu: 2: amx?*”__é?*”
1<i<d
(3) 0=">1cica aija;gm - ;”’ pour n > p.

On montre comme précédemment que (2) a exactement p? solutions, tandis que
(3), comme la matrice (a;;) est inversible, a une et une seule solution, d'ou le
résultat souhaité.

Si p = 2, unéément z € 1MW P(R) s écrit souslaforme

z=Y 2"7,(t) avec z € R/7R

n>1

ol 3, (t) est I'image de y,,(t) dans IMW{P(R). Le reste de la démonstration est
semblable au cas précédent. O

2.4. DEMONSTRATION DE LA PLEINE FIDELITE DE Vs RESTREINT A MF, **

2.4.1. Pour demontrer lapleine fidélite, on se ramene par dévissage au casou A est
tué par p.

Soit, en effet, 0 — A’ — A — A” — 0 une suite exacte d’ objetsde MFD; * et
N un objet deMF5, ™. Si I'on suppose

Homyg,, (IV, AI) = Homzp[ }(Vzris(Al)uvéris(N)) et

Gk,

Homyg,, (IV, A”) = Homzp[GKo] (Vzris(A”)a Veis(V)),
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il suffit de montrer que I’ application naturelle
Exty, (N, A') = EXt 6, (Veis(A), Véis(N))
est injective, pour en déduire I’'isomorphisme
Homup, (V, A) 2= Homy, (g, 1(Veris(A), Varis(V).-
On seramene ainsi a montrer que

EXt]M Fw (N, A) - EXt%p[ }(Vzris(A)v Véris(N))

Gk,

est injective lorsque A et N sont tués par p. En fait, il suffit de vérifier I’injectivite
de

EXt]M Fi (N, A) - EXtﬂ];p[G }(Vzris(A)avzris(N))-

Ko
En effet, si I’on a une suite exacte d’ objets de M Ff,’jl
O—-A—>FE—>N=0,

OU A et N sonttuéspar p et E n’est pastué par p, dorsVYis(E) n'est pas tué par
p et lasuite

0— Véris(N) - Vzris(E) - Vzris(A) -0

N’ est pas scindée.
Ladémonstration de la pleine fidélité du foncteur

aris M Fﬁil* - RepIFp, aris(GKo)
et del’injectivite de lafleche
EXtJM Fk (Na A) - EXt]}{:p[GKO} (Véris(A)a Véris(N))

vareposer sur la construction d' un quasi-inverse.

2.4.2. Soit T' une représentation modulo p de G i, de dimension finie d. Pour
L, extension galoisienne de Ko, on note Hompr[GKo] (T, OL/pOr) I'ensemble des
morphismesdeT dans O, /pOr,, commutant aG g, et serelevant en une application

f:T — Of commutant a G g,. Alorssi Gal(K /L) agit trivialement sur ', on a

Hom, 1, 1 (T, Or/pOL) = Hom, i, (T, O /pOc).
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Onpose A(T) = Hom]’Fp[GKO}(T, O /pOf); il résulte de ce qui est écrit ci-
dessus que A(T') est un k-espace vectoriel de dimension finie et on se propose de
montrer la proposition suivante:

PROPOSITION. 2.4.2. S T est un espace vectoriel de dimension d sur F,, et muni
d'uneaction de G, alorsdim; A(T) < d.

DEMONSTRATION (a) On commence par seramener au casou 7' est irréductible;
en effet, s

O—=T' —-T—-T"—0

est une suite exacte de F, |G ,]-modules, on obtient, en appliquant le foncteur A,
la suite exacte

0— A(T") = A(T) — A(T"),

et on en déduit que dim; A(T) < dimpA(T") + dim A(T").

(b) On suppose a présent 7" irreductible; s H est le noyau de la représentation
G, — AutT,onnote L = K le sous-corpsde K invariant par H, ky, le corps
résiduel de L, w uneuniformisantede L et w sonimagedans O, /pOy,. Onintroduit
Lo, I’ extension maximale non ramifiée de K contenuedans L, e = [L: Lo] I'indice
de ramification absolue de L et L, I’ extension maximale modérément ramifiée de
K contenue dans L. Alors, Gal(L/ Lo) agit trivialement sur k.

CommeGal(L /L) estunp-groupeet puisque T est irréductible, ona7G3(L/11) —
T et on seramene au casou I’ extension L/ L est modérément ramifiée.

(c) Supposons a présent I’extension L/ Lo modérément ramifiée. L' extension
L/Lg est dors une extension cyclique de degré e premier & p et on note g un
générateur de Gal(L/Lg). De plus, O, /pOr, = O /w*Oy, €t tout éément = de
Or,/pOy, S écrit dors de maniére unique sous laforme

T = Z (M gn

Ogn<ge—1

avec z() € k.

On choisit unebase (¢;)1<i<q de T et on note M, lamatrice représentant g dans
labase (e;)1<i<q- Si v est un morphisme dans A(T') et u; I'image de e; par u, les
€léments u; doivent vérifier

(9(ua), .-, g(ua)) = (ug,..., ua) My.

On écrit pour chaque i,

u; = Z ul(-n)u_)”

Ogn<ge—1
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avec uE”) € ky,.

e On commence par résoudre |e systeme
(g(u1),...,9(uq)) = (u1,...,uq)My, modulo .

Comme le groupe Gal (L / L) agit trivialement sur k;, et que M, est a coefficients
dans,, on obtient

Ce systeme admet des solutions non nulles uniqguement si 1 est valeur propre de
la matrice M,; dans ce cas, puisque T' est irréductible, la représentation est de
dimension 1 et I’ ensembl e des solutions du systeme (4) forme un espace vectoriel
sur k7, dedimension 1.

e On s'intéresse a présent au systeme modulo w™ pour n < e. On écrit
g(@) = awmod&?

avec a € ki,. Comme e est premier a p, on peut supposer e = p” — 1; on a
adorsa € IE”;h et Fyn C kr. Onpose T’ = F,n ®r, T'; C'est une représentation
de Gal(L/Lo) et Homg ¢, (T, OL/pOL) est un sous F,-espace vectoriel de
Homeh[Gd(L/Lo)](T’,OL/pOL). Pour tout m € N, on note d,,, la dimension de
I" espace caractéristique de M, associé aa™. On suppose a présent que I’ ensemble
des solutions du systeme

(9(u1),-..,g(uq)) = (u1,...,ug)M, modulo "

forme un espacevectoriel sur k;, dedimension < do+- - - +d,, 1 € onveut montrer
que |’ ensemble des solutions du méme systéme modulo w™ 1 forme un k1, -espace
vectoriel dedimension< dg + -+ + dj,—1 + d,,.

Si (u4)1<i<a €St une solution dans Oy, /pOr, du systeme modulo w™, on a

(g(u1),...,9(uq)) = (u1,...,ug) Mg +@" (y1,- -, Ya)

avec y; € Or,/pOy, et on cherche une solution modulo w™** sous laforme (u; +

@”ul(-")) 1<i<d- LeSuZ(-") doivent alors vérifier, puisque Gal (L / L) agit trivialement

sur ky,
an(ugn), . ,u((in)) = (u&n), . ,u((in))Mg + (y1,- -, Yd)-

o # 1 puisque L/ L est modérément ramifieeet n < e.
e Si o n'est pas valeur propre de M,, la matrice (o™ — M,) est inversible et
IeSuZ(-") pour 1 < 7 < d, Sils existent, sont uniquement détermines.
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e Sinon, on choisit la base (e;)1<i<q de T" de telle sorte que la matrice M,

S écrive
Ag O . 0 By
o - .. : :
o - 0 A, B,

0

0
Lesmatrices A; — o™, pour 0 < 7 < n— 1, et C — o™ sont inversibles. On en déduit
que
epourl<i<do+ - +dp_1, ul(-”) est uniquement déeterming,
e pour Yicjcnt1d; < 1 < d, les uE”’ sont uniquement déterminés par les
précédents,
e Siil existe des solutions au systeme, on a nécessairement y; = 0, pour
Sicjcndj + 1< i < T1gjentad;, € uz(”) est quelconque dans k7.
D’ou lefait quel’ ensemble des solutions au systeme ci-dessus forme un espace
vectoriel sur k;, de dimension < d,, €t le résultat annoncé.
Onaainsi montré que

dika Home[Gd(L/LOH (T,0r/pOr) < d.
Or, Gal(Lo/Kp) = Gal(ky,/k) agit sur HomI’Fp[Gal(L/Lo)} (T,0r/pOyr) et

Gal(Lo/ Ko

Hom, (Gai(z/20) (T OL/POL) ) = Hom (¢, | (T, O /pOL).

Le résultat se deduit alors facilement du fait que, s W est un & -espace vectoriel
de dimension finie d, muni d une action de Gal(ky,/k), alors WCa(L/k) est un
k-espace vectoriel de dimension < d. O
2.4.3.Onvientdevoir que A(T') = Homy, (T, O /pOf ) est un k-espacevectoriel
de dimension finie < d. On peut le munir d’ une filtration et d’ applications ¢", qui
proviennent de lafiltration et des applications " définiessur O /pO 5. Ona

Fil" A(T) = {f € A(T) telleque f(v) € Fil" O /pO pourtoutv € T'} .
On rappelle que

FI" Og /pOx = B10x /pOk

ol B1 € O /pO estI'image d un &lément 31 € O vérifiant 57 + p = O et que
©" Fil" Og /pOir — O /pOj est!application qui a 7z associe zP.
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Le module A(T') ainsi construit est donc un module filtré sur k& de dimension
finie, dont on ne sait pas s'il vérifie la condition

S (Fil" A(T)) = A(T).

rez

On construit une suite décroissante de sous-modules filtrés de A(T") en posant

pour n € N
Ag = A(T)
Ansr =Y @ (Fl" Ay).

rezZ
Alors Ao, = NA,, est un k-espace vectoriel de dimension finie qui vérifie
Fil Ay = Ao,
FilP A, = 0O,

Ao = 3@ (Fil” Ace).

rez

C'est donc un objet de MFP ™.
PROPOSITION 2.4.3. A, est un objet de MFP~** et le foncteur

x . —1x
Acris- Repl];‘p, cris(GKo) - M FE
T — Ax

est un quasi-inverse du foncteur V.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement que si A est un module filtré sur &,
objet de MFE** et s Afis(T) est le module filtré associé a V§ig(A) par la
recette précédente, alors A C A%is(7). Onendéduit quedimy Ak is(T) > dimg A;
comme la proposition précédente permet de dire que dim; A%(T) < d, onen
déduit I’ égalité des espaces vectoriels, ¢’ est-a-direque A ~ A%(T). O

2.4.4. Remarque. || existe également une version covariante du foncteur Vg et de
son quasi-inverse; pour 0 < h < p — 2, lefoncteur

Vais: MR}, — Rep, Gk,
A = Veis(A) = (Acis @w A)(p:l
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est exact et fidele et induit une équivalence de catégories entre M Fl}, et son image
essentielle. Le foncteur

T — U A
AeMF,

€]
AC(Acris®zpV) Ko

est un quasi-inverse (cf. [N]). Ceci se voit sur les objets tués par p en remarquant
que

Vcris(A) = Vzris(A*)

ou A* est le dual de A, c'est-a-dire A* = Homg(A, k); dans ce cas le foncteur
ci-dessus n’ est autre que le foncteur

T — (Agis(TF))".

3. Représentationsde cr-hauteur finie

Nous allons maintenant prouver le theoreme 1.

3.1. FILTRATION SUR N € T[0®MYE, ol h < p — 1, ET STRUCTURE D' OBJET DE
MF, SUR N/moN

3.1.1. Rappelssur S et Sy

3.1.1.1. On supposeici p # 2. On rappelle que I' = Gal(K ./ Kp), que le sous-
groupe detorsion deI est noté I'; et on pose

Lo =TD/T}.
D’autrepart, S = W{[r]]oun = [¢] — 1 et
So = S'7 = W{[ol] = Wlldll,

olimo = 3 cr, [€]“] g = mo+ p. Lesanneaux S et So sont tous deux munis d'un
Frobenius ¢ et d’'une action de I, qui agit atravers g sur Sp. L' application

0:5 — W,
€] =1

est surjective, commute a p et aT'; son noyau est

Kerf = =nS.
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Larestriction 6y de 6 a Sp est également surjective, elle commutea ¢ et al'p; son
noyau est

Ker 0y = mS0.

En fait, 6 et 6y sont les restrictions respectivement a .S et a Sp de I’ application
définie dans le chapitre précédent et notée également 6: W (R) — Oc.
Soit K1 = K({’/i) et Ok, I"anneau des entiers de K1; alors |’ application
0":S — Ok,,
€] @
est surjective, commute al’ action deT" et son noyau est
Kerg' = ¢8S.

En effet, S ¢ W(R) et rappelons que Fil W (R) = ¢'W(R), ol ¢ = ™ (q) (le
Frobenius ¢ est bijectif sur W (R)); d autre part

FilW(R)NS =Kerf et
Kerd' = o(FIlW(R))NS = ¢qW(R)NS = ¢S.

Larestriction 6 de ¢’ &.Sp est surjective sur W, commute a |’ action de I'g et son
noyau est

Ker 8} = ¢So.

LEMME 3.1.1.2. Soit g € I'g; alors:

(1) g(q) — g = g(mo) — o € gmoSo,
(2) s g est un géneérateur topologique de I,
9(q) — g
q7mo
est une unité de So,
(3) il existe un et un seul génerateur topologique go de ' tel que

90(9) —q =1 mod¢So.
q7mo

DEMONSTRATION: on peut supposer K = Q,; on a alors § = Z,[[x]] et
So = Zy[[mo]] = Zy[[g]]. L'application «: Sog — Z, x Z,, définie par a(z) =
(6o(z),8p(x)), commute al’ action de I'g, qui opere trivialement sur Z,, x Z,,; son
noyau est

Kera = Kerfgn Ker% = qmpSo.
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Par conséquent, Iy opére trivialement sur So/qm0So.
(2) Rappelons que K> = @, ( 3/1). L application
9" S — Ok,

€] — e,

commuteal’ actiondeT’; sarestriction 6 a.Sp apour imagel’ anneau desentiers Oy,
del’unique extension cyclique L de Q, de degrép contenuedans K> et 6" (q) = w
est une uniformisante de L. Alors,

g(w) = w+ Iw?

ou X € Or; comme!’ unique nombre de ramification del’ extension L/Q, est 1 (cf.
[S68], chap. 1V.4), X est une unité de Oy, si g est un générateur topologique de I'g.
D’aprés (1), g(q) = g + pgmo, OU 11 € Sp, Alors

0"(g(q)) = 6"(q) + 0" (ngmo)
=w+ 0" (p)w(w —p)
=w+ wT_Z)Q"(u)wZ

= g(w).

Comme (w — p)/w est une unitéde Or,, 0" (1) est aussi une unité et 1 ne peut étre
qu’une unité de S.

(3) Sait g1 un générateur topologique de I'p; alors, d’ apres ce qui vient d’ étre
VU, On peut écrire

91(q) = q + pgmo

avec u une unité de So, ou bien, de maniere équivalenteil existe c € Z tel que

91(q) = q + cqmo mod ¢?mo.
Par récurrence sur n. € N, on voit que

g1 (¢) = q(1+ moc,) modgmo,
avec

1 n—1
Cp = % = nc ModpZy,.
p

Cette formule est vraie par continuité pour tout n € Z,. Puisque c est inversible
dans Z,, on voit qu’on peut trouver m € Z, tel que c¢,;, = 1 modgqSp; on prend
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aors go = ¢7". O
3.1.1.4. Supposons p = 2. L'équivalent de S est Sy = SY7 = W[[xf]], ol
mh = —2+[e] +[¢] L. Cependant, il n’ est pasintéressant de considérer Sj) et, dans
tout ce qui suit, on convient queT'y = ' &t S = Sp lorsque p = 2. De méme,
mo = m etonposeq = [¢] + 1. Les applications # et #' sont définies de la méme
maniere:
0:5 - w
] —»1 et
.S - W
[e] = e = —1.
On atoujoursKer§ = 7S et Ker 6’ = ¢S. On vérifie facilement que, pour g € T,

g(m) —m =g(q) — q € qrS.
3.1.2. Filtration sur N objet de @MY

Rappelonsque, pour tout i € N, 1"0<1>M20 désignelacatégoriedes(y, I'g)-modules
N de type fini sur Sp, qui sont sans p'-torsion, tels que I'g opere trivialement
sur N/moN et que ¢"N C Sop(N). Pour tout N objet de 1"0<1>M20, on pose
Fili N = {z € N tel quep(z) € ¢"N}.

Alors FiIZN est un sous-S-module de N; FiIZN =Nsr <0, (FiIZN)TGZ
est une filtration décroissante de N, exhaustive (U,cz Fili N = N) et séparée
(Nrez Fily N = 0).

On peut alors définir les applications ": Fily N — N par

o (x) =

r

pour z € Fil" N.

On remarqgue que ces applications sont o-linéaires et que gofplm L= qo" L.
PROPOSITION 3.1.2.: Soit h un entier vérifiant 1 < h < p — 1 et soit N un objet
deTo®MY , alors
1) N= Y ¢ (Fil}N)+mN;

0<r<h

2) N=25S. > ¢ (Fil}N).

0<r<h
Remarquonsd’abord que 1 = 2.
Commencons par établir le lemme suivant.

LEMME 3.1.2. Soit N un (¢, I'p)-module, qui soit un Sp-module de type fini, sans
p'-torsion tel que I’action de I’y soit triviale sur N/moN; soit » un entier vérifiant
1<r<p-—1letxo,z1,...,2,_1 desélémentsde N telsque

Z ¢o(z;)=0 mod ¢"N,

0gigr—1
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alors o(z;)=0 mod ¢ 'N pouri, 0<i<r—L
DEMONSTRATION: La démonstration se fait par récurrence sur r, lecasr = 1
étant trivial.

On supposer > 2; par conséguent p # 2. Soit go un générateur topologique de
I'o commedanslelemme 3.1.1.2., dors

g90(q) = q(1+ moA1),

oU A1 € Sp et A1 = 1 mod ¢Sy et, plus généralement
g0(¢") = ¢'(1 + moAy),

ou \; € Sg €t, si I’on écrit

A= cijd,

JEN
on voit que c;o = < mod p et quec;j € Zy,.

D’ autre part, pour tout € N, il existey € N tel que go(z) = = + moy. On a
donc

go(i2(z)) = @(go(z)) = @(z) + @(m0)p(y) = ¢(x) mod mog” N
puisque () So = mogP 150 (cf. [F91] p. 268-273). Alors, si
Y. dolz) =4z

0gigr—1
avecz € N,
> golad")gole(w:)) = gola")go(2).
0gigr—1
Or
> go(q))golp(zi) =
ogigr—1
o(zo) + D ¢'(1+ moX)p(z;) mod mog? N
1<igr—1
et

90(¢")go(#) = ¢"z mod moq"N;
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en faisant la différence, puis en divisant par 7o, on obtient la congruence

Z ¢ Nip(z;) =0 mod ¢"N,

1<icr—1
ou encore,
. . B .
> ¢ D civnid | e(zire) =0 mod ¢ N,
0<igr—2 jeN

c'est-a-dire, si I'on posec;; = ¢ 1(c;;) (rappelons que ¢ est bijectif sur W),

0gigr—2 0<j<i

Yo ¢ ( > Cj+1,ij@($j+1)> =

= Z qlso ( Z C;'-l-l,i—jmj"‘l) =0 mOd qT—l.

0<igr—2 0<j<i
Par I’ hypotheése de récurrence, ¢ (Soc<i €1 ;75+1) est divisible par ¢" 1" et
o(z;) également, puisgue c;o = ¢ mod p, on voit que c;p est inversible dans z,, pour
1<ig<p—1 O

DEMONSTRATION de laproposition 3.1.2.
Il s'agit de montrer que

N= Y ¢"(Fil}N) +mN

0<r<h
autrement dit

"N =Y ¢""p(FillN) + ¢"moN.

0gr<h
Puisque N est de cr-hauteur < h, on al’inclusion suivante
q"N C So.p(N)

donc, s z € N, il existe des &léments b; de Sy et y; de N en nombre fini, soit s,
telsque

"z =Y bjo(y;)

1<j<s
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On écrit b; souslaforme

bi= > b +4d"c,

0g<igh—1

aveclesb;; € W etcj € So. Sil'onposec; = by, +7rob;- avechy,; € Wetb} € So,
ona

bj = Z bijqi ~I—qh7rob;-.

0<i<h
L’ égalité ci-dessus devient

z= > q Y byely)+q"moy,

0<i<h  1<j<s

oll y est un élément de N. En posant z; = Y1¢j<s0 1(b;j)y; (rappelons que o1
estl'inversede o = ¢, qui est bijectif, puisque k est parfait), on adonc
'z = Y qolx)+ "oy
0<i<h
= Y " Toln) + "m0y
0<r<h
= Z q¢o(x:) + ¢"moy.
0<i<h
Si p = 2, ladémonstration est terminée; si p # 2, en appliquant le lemme, on voit
que p(zn ) € ¢"N, autrement dit z, . € Filj N. O
3.1.3. Basesadaptéesa lafiltration: casou N est tué par p

Soit N un objet de I‘0<I>Mgo tué par p; le Og,-module N est libre, car ¢’est un
module sans torsion et de type fini sur I’anneau O, = So/pSo qui est principal ;
on peut donc considérer unebase (e;)1<i<q de N . Pour chaquei , onnoter; le plus
grand entier tel quee; € Fil;i N (C'est-adiree; € Fill N maise; € Filitt N ).
L’ action de ¢ sur N est donnée par une matrice (a;;) acoefficientsdans Oy, telle
que

plej) =mg D aije;
1<i<d

(on rappelle que ¢ = mo + p , donc ¢ = mp modulo p).

Une base (e;)1<i<q €St dite adaptée a la filtration si la matrice (a;;) est
inversible. On remarque que I’ existence d’ une telle base est équivalente au fait
que X" (Fil; N) engendre N. En particulier, la proposition précédente montre
ques h < p— 1, il existe une base de N adaptée alafiltration et les r; sont des
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entiers compris entre 0 et 4. Ceci entraine, en particulier que Fi IZ“ N C moN.

3.1.4. Sructured objet deMF, sur A = N/moN

Supposonsh < p— 1 et soit N unobjet de'y @M *S‘O. Laréduction A modulo 7w de
N est un W-module de longueur finie, muni de lafiltration image de celle de V:

Fil' A = {z € N/noN telsqu'il existe un relevement z de
z dans N avec 7 € Fily N}
= {z € Atelsqu'il existe un relevement z de x dans
N avec p(z) € ¢"N}.

Onvoit donc queFil° A = A et Fil**1 A = 0.

Comme, dans So, ¢ (o) est divisible par mog? ™, si r < h et si z € Fill A,
n’importe quel relevement  de = dans N appartient a Filj N et I'image ¢" (z)
de " (z) dans A ne dépend pas du choix du relévement. On a ainsi défini une
application o-semi-linéaire

@ Fil" A — A.
Ces applications satisfont a

T _ r+1
S0|Filr+1 A by

puisque g = p modulo . On a donc muni A d’une structure de p-module filtre
sur W.

THEOREME 3. (1) Soit 4 un entier < p — 1. Pour tout objet N de To®ME | le
¢-modulefiltré A = N/moN est un objet de MF,.
(2) Lefoncteur additif

i*:To®ML — MF},

ainsi déefini est exact. Il est fidelepour h < p—2; si h = p—1,il faut serestreindre
4 la catégorie To®MY **, sous-catégorie pleine de T'o®MY *, dont les objets
vérifient la condition suivante

s N est un quotient de N tel que p(N) C ¢P"1N alors N = 0.

(3) i* admet un quasi-inverse et induit donc une équivalence de catégories entre
To®MYL et MFy).

DEMONSTRATION. (1) Lefait que

N= > ¢ (Fil;N) +moN

0<r<h
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implique que
A= Zcp’"(Fil’" A).
rez

Si A est de p-torsion, ceci implique (cf. [F-L]) que A est bien un objet de MFY,.
Danslecasgénéral N =|im _ N/p"N, A = |im _ A/p"A et A estdansM Fi,

puisque ¢’ est un W -module de type fini, limite projective d’ objets de MFY, .
(2) Une suite

O—-A—-A—=AN"—>0

de morphismes dans M FCV est exacte s et seulement si la suite de morphismes de
W -modules sous-jacente |’ est et I’ exactitude de i* provient de ce que tout objet de
To®M{ est sansmo-torsion.

Quant alafidélité, il suffit delaveérifier sur lesobjetstuéspar p; soitu: N — N’
un morphisme dans la catégorie '®M *(‘QEO tel que le morphisme

w:N/moN = A — N'/moN' = N’
soit I’ application nulle. Ceci signifie

u(N) C moN’ ®)
adors, puisque N = Sop. 3_,. N " (Filj; N),onal’inclusionsuivante, pour i < p—2,

= So. ng (Fil; N)) C TN’
reN

Sinon (si h = p — 1), I'inclusion (5) ci-dessusimplique la suivante:
o(u(N)) C TBN" = ab~L.moN'.

On se place dans une base (e;)1<i<q de N adaptée alafiltration et on note (a;;) la
matrice inversible représentant les "7 (e;) danslabase (e;); chercher I'image de
u revient achercher des solutions (y;)1<i<q dans N’ , ol u(e;) = moy;, au systéme
1—
g 7nj‘P(yj) = Z Qi5Yi

1<i<d

ou bien au systeme équivalent, en notant (a;;) lamatrice inverse de (a;;)

—1-r;
yi= Y agmy ey

1<i<d

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000108818774

REPRESENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 233

S h =p — 1, par I'argument habituel (Lemme 2.3.1.2.2.), en utilisant e fait qu'il
N’ existe pas de quotient N de N tel queFilP~1 N = N, on conclut quey; € moN'.

Par récurrence, on peut montrer que u(NN) C «§ N’ pour tout n et , par conséquent
u = 0, puisque N’ est libresur O, et O, est separé pour latopol ogie mo—adique.

3.1.5. DEMONSTRATION de (3). Il suffit de considérer lecasou A est libre sur W
etil s'agit alorsdemontrer quesi (e;)1<i<q €St unebasede A adaptée alafiltration
et s (ai;) est lamatrice des applications ¢" dans cette base, aors le So-module
N = So®w A, muni del’action de ¢ suivante

plej) =q7 Y age;

1<i<d

peut étre muni d’ une action et d’ une seule de I'g commutant a ¢ et triviale modulo
mo. Remarquonsque si p désignel’ unique endomorphismede NV, semi-linéaire par
rapport al’action de go sur So = W{[m]] tel que p(e;) = e;j,ona

p(ple;)) —plplef)) = p (qrj > aijei) —q7 > aije

1<i<d 1<i<d

= (go(q@)"7 — ¢ Z Qs

1<z<d

= ¢"imoc; Y ajjei,
1<i<d

S «; estI'unique élément de Sy telle que
90(¢") = ¢ (1 + mocy;).

Comme Sy est complet pour latopologie mp-adique, il suffit de vérifier lelemme
suivant.

LEMME 3.1.6. Soient n € N et p un endomorphisme de N, semi-linéaire par
rapport a|’action de go sur Sp tel que p(e;) = e; modmg et

p(p(e;)) = p(p(e;)) modmgg™' N

pour tout j; alors, il existe un endomorphisme p’ de N, uniquement déterminé
modulo 7"+, semi-linéaire par rapport a |’ action de go sur So tel que, pour tout j

p'(ej) = plej) modmgN - et
p'(p(e;)) = (P (e;)) modngg"iN.
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DEMONSTRATION. On pose, pour tout j, 1 < j < d

p(p(e;)) — el(ples)) = m5q"7b; (6)

ou b; est un élément de IV et on cherche p' al’aide des équations

p'(ej) = plej) + 76 > gijei,
1<i<d

avec ggj € W. Rappelons que ¢(mo) = umoqP~* avec u une unité de Sp; alors,

P(ele;) = p' (qrj Z aijei)

1<i<d

= go(q"7) Y aip(e)

1<i<d

= p(p(e;)) +9o(q)mg Y arjgixei
1<i,k<d

p(p'(e;) = ¢ (p(ej)+7r8 > géjei)

1<i<d

= plple)) +o(ng) Y olgij)eles)

1<i<d

= w(p(e;)) + m5q" P Du 3" o(gh;)q aires.
1<i,k<d

En comparant avec |’ égquation (6), on obtient les éguations a résoudre pour tout 7,
1<j<d

6" by — whg0(d”?) D akjgieit

1<i,k<d
+r8g" P Dum ST p(gh)q  aie; = 0 modrg g,
1<i,k<d
ou bien
bj — (14 moc;) Z agjgixeit
1<i k<d
_{_q"(l’*l)*rju” Z (P(g;cj)quaikei = 0 mod .
1<i k<d

Comme W est complet pour la topologie p-adique, on commence par résoudre ce
systeme modulo p.
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On voit que pour . > 2 ou bienpour n = letr; < p — 1 (C'est-a-dire A de
hauteur h < p — 2), les équations deviennent

bj = (14 moa;) Z ak;jgixei mod p
1<ik<d

et on conclut en utilisant le fait que lamatrice (a;;) est inversible.
Pour n = 1etsi I'unaumoinsdesr; = p — 1, on conclut en utilisant le lemme

23.1.2.2.
De laméme maniere, on montre qu’ on peut relever une solution de ce systeme
modulo p™ en une solution modulo p™*1, O

3.2. LIEN AVEC LES REPRESENTATIONS CRISTALLINES

3.2.1. Soit h un entier < p — 1; a un objet N de p-torsion de FOQMQO (de
To®M g;&;;s, il est maintenant possible d’ associer deux représentations de G i, @
savoir

e cellequi est associéea N par lefoncteur Vg, C’ est-a-dire
e cellequi est associéeai* (V) = A par lefoncteur V§g, € est-a-dire
Vis(A) = Vi oi*(N) = Homug, (A, ACfiS,OO)-
On se propose de comparer ces deux représentations; plus précisement, lorsque N
est de p-torsion, on va construire un isomorphisme

H0m<I>MSo (N, O¢,, 00) ~ Homyr, (A, Agis o).

THEOREME 1'. Toute représentation de p-torsion de G g, de cr-hauteur finie
inférieure ou égale a h, pour h < p — 1 est un sous-quotient de représentation
cristalline a poids de Hodge-Tate compris entre O et h. Plus précisement, s N €
Lo®MY, (o (respectivement oMY = si b = p — 1), alorsi*(N) = N/xN

est objet de M F\*}\,’tors (respectivement M FS\,}%}’;S) et lesreprésentations associéesa

chacun des deux modules sont naturellement isomor phes, ¢’ est-a-dire
Homgg (IV, O, 00) = Homup, (i* (), Agis,0)-
DEMONSTRATION. Soit N un objet de [o®MY, tué par p”; alors

= Homql‘Mgo (I, Ag/PnAg)
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L'inclusion A € W (R) fournit une fleche encore injective
AL /p" AL = W(R)[p"W (R) = Wy (R),

que nous utilisons pour identifier A% /p™ A% aun sous-anneau de W, (R).

Considérons la catégorie Mg, Fij, dont les objets sont les objets de Mg,
munis d’ une filtration décroissante (Filg N),en par des sous-Sp-modules, et dont
les morphismes sont les morphismes de M g, respectant la filtration. Tout objet
de ®Mg, sans g-torsion est muni d'une structure naturelle d’ objet de @M g, i, S
I’ on définit

Fily, N = {z € N tel quep(z) € ¢"N}.

Ceci s applique en particulier a AL /p" AL et a W, (R). On munit le quotient
Wy (R)/moWy,(R) delafiltration induite.

Comme A¢ /p" AL et W,,(R) sont sans g-torsion, on a un diagramme commu-
tatif

Hom‘I'MSO (Na A:S'i_/pnA:S'i_)

Hom@MSO (Na Wn(R))

Homgg ri (N, Ag /p" Ag) — Homgwm ril(N, Wi (R)).
On dispose ainsi d’une fleche naturelle
Homgwm g Fil (N, Wi (R)) = HoMgng ri (N, Wi (R)/moW,(R)),

et on constate que cedernier groupes identifieaHomyg,, (i*(N), Wiy, (R) /moWy(R)).
D’autre part, onavu que s A est un objet de M F\F}V*l* tué par p™, aors

Homyg,, (A, Agisco) = Homyg, (A, W,SP(R))
= Homyg, (A, WP (R) /1P~ Iw PP (R))
= Homwig, (A, W (R)/ 17 YW, (R))
= Hommr,, (A, Wy (R)/moWp(R))

Pour démontrer |e théoreme, on est donc ramené a montrer que la fleche
Homgw il (N, AS /p" Ag) — Homug, (i* (N), Wy (R) /moWy(R)),

est un isomorphisme.
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Par dévissage, on se ramene au cas ou N est tué par p; dans ce cas
A—is—/pA—is_ = OEsep et So/pSo = OEO = k[[ﬁo]]; ona

Homg g Fil (IV, Opse) = Homame Fil (IV, O pso)
et il s'agit de montrer que

Homgw Fil (V, Ops) = Hommp, (i*(N), R/moR).
L'inclusion Op« C R induit uneinclusion

Homg Fitl(IV, Opsn) C Homgue ril (N, R),

qui est une égalité puisque Homgw Fi (N, Opsp) est dedimension d sur F, .
Il ne reste plus qu’ a montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.2. L'application naturelle

Homq,MOEO(N, R) = Homq,MOEO,F”(N, R) — Homq>MOEO,F”(N, R/moR)

est un isomor phisme.

DEMONSTRATION. La catégorie additive ®M Ok, Fil N’ est pas abélienne, mais
dispose de propriétés analogues a celles considérées dans le paragraphe 2.2.3 au
sujet dela catégorie M Fyy (on peut définir des Ext’ pour i = 0, 1 et on ades suites
exactes longues).

La suite exacte

0— mR — R— R/mR — 0
induit la suite exacte longue

0 — Homg,,_ (N, mR) — Homgw,_ (N,R) —

0,Fll 0,Fll

HOm@MOEOﬁF”(N’ R/moR) — EXt%{"MOEO,F (N,moR) — - --.

On est ramené a montrer que
HomQMOEO,F“(N, moR) =0 et
1 —
EXtQMOEO,FH (N, WOR) — 0.

e Soitu € Homgy,,_ ¢, (IV, o), 0U N estun objet deT'®M *(}Eo. Onseplace
o
dans une base (¢;)1<i<q de N adaptée alafiltration, on note (a;;) la matrice de ®
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dans cette base et on écrit u sous laforme u(e;) = moey; OU ; € R. Alorsles o
doivent vérifier le systéme suivant

. p—r;
@' (moatj) = g Ja? = Z ;T
1<igd
pour tout 7,1 < j < d, C'est-a-dire
p—1-r;
o ]ag — Z Qi 0 = 0
1<igd

pour tout 5,1 < 5 < d et Hom.i,,\,,OE (N, mR) = 0 s et seulement s la seule
»
solution a ce systeme est la solution nulle.

e De méme soit une extension £ de N par moR dans la catégorie @M o, i
définie par une suite exacte

O—->mR—E&—->N—0

alors Ext}},\,Io -, (N, moR) est trivial si et seulement si cette suite est scindée. En
Eg'H

d’ autres termes, Si on note e; un relevement de e; dansFil™ £, ona

©'i(&5) — > aije; € MR

1<i<d
et on pose
©'(€5) — Y aijé; = mob;
1<i<d
ou bj € R.

Il s agit demontrer qu'il existeun morphisme N — £ dans®M Ok, Fil induisant
I’identitésur N par composition aveclaprojection€ — N; oncherchedeséléments
«; de R telsque

Pl (gj + Woaj) = Z aij(gi + 71'00@)
1<i<d

pourtout j, 1< j <d.
Il faut donc montrer I’ existence de solutions dans R au systéme suivant

p—1—r;
o ]Ozg — Z aijai = —bj

1<i<d

pourtoutj, 1< <d.
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e Finalement, il suffit de montrer que le systeme ci-dessus, ou b; € R et
la matrice (a;;) est inversible a coefficients dans O, admet un unique d-uplet
(ai)1<i<a SOlUtioN dans R.

Puisque lamatrice A = (a;;) est inversible, il est équivalent de montrer I’ exis-
tence et I’ unicité des solutions dans R? au systéme

p—1-r; Ip op __
Bi —mo ! Z az’jﬁi =bj

1<i<d
pour tout j, 1< <d,ou(aj;)=A"" 7)
LEMME3.2.3. S (1) 1<i<a €St unesolution du systeme (7) modulo g, alors g; ,,

serelevede maniéreuniquemodulmrgJrl en f; n41, detellesorteque (5;,n+1)1<i<d

soit solution du systéme modulo 7§ .

DEMONSTRATION. On cherche (5;,,+1)1<i<d SOus laforme 5,11 = Bin +
wgﬁgyn. Alors, (6;,,)1<i<q doit &tre solution du systéme

,n
ng —  p=l-r; 'p gp : , n+1
8B, = o > alpl, — Bjn+ bj modulo g
1<i<d

pour tout j, 1< j <d.

Puisque (5;,,)1<i<q €st solution du systeme modulo 7, on peut écrire

p—l—T‘j D AP ) .M
o Z ;B n, — Bjn + bj = 1o Ajn,
1<i<d

ouA4,, € R, dou Bg,n = A, ,, modulo g et le lemme est démontré. O

Il reste a voir I'existence et I'unicité de solutions (5;)1<i<¢ Modulo o au
systeme
) p—1-r; mop g
Bj — g ! Z az‘jﬁi = b;
1<i<d

pour tout j, 1< j <d.

Si h < p— 2, pour tout 4, onar; < p — 2 et par conséquent le systeme se simplifie
en

Bj =bjmodmy pourtoutj, 1<j<d,

d ou le theoreme pour h < p — 2. O
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321 Casouh=p-1

Dans ce cas, le systeme arésoudre s’ écrit

Bj = b; mod g pour j tel quer; <p —1,

Bi— > alfpl =b;modro pour j tel quer; =p — 1.
ri=p—1

On suppose que N n’admet pas de quotient N € I‘<I>M?9E0 tel que p(N) C
1N dors i*(N) n'admet pas de quotient A tel que FilP"1A = A, Cest-&
dire i*(N) € MF{"**. On note T®&MY,_** la sous-catégorie pleine de T&MY; *

formée des objets qui vérifient cette condltlon Par le méme argument que dans
le chapitre précédent (Lemme 2.3.1.2.2), on montre I’ existence et I’ unicité des

(Bi)1<i<d Modulo 7.
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