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La caractérisât ion fondamentale des sous-groupes du groupe additif R des 
nombres réels en tant que groupes ordonnés est la suivante: 

A. Un groupe abélien totalement ordonné G est isomorphe à un sous-groupe de R 
si et seulement si G est archimêdien. 

Nous nous proposons ici de donner une nouvelle caractérisation des sous-
groupes de R qui nous semble présenter un certain intérêt pour plusieurs 
raisons. D'abord elle est très différente de la caractérisation A ci-dessus, bien 
que notre démonstration utilise A. Puis elle ajoute un nouveau théorème de 
r-groupe à ceux déjà connus. Finalement, en employant les caractérisations 
des anneaux de valuation généraux et discrets données dans (1), le théorème 
en question possède quelques corollaires parmi lesquels se trouve le théorème 
de ^-groupe pour un domaine d'intégrité ("s-Gruppensatz" dans la termino­
logie de Krull (5)). 

Cette note est étroitement liée avec l'article (1) auquel nous renvoyons 
pour plus de détails en ce qui concerne les définitions fondamentales relatives 
à la théorie des r-idéaux. 

Soit G un groupe abélien ordonné filtrant qui est noté multiplicativement. 
Désignons par o l'ensemble {x, x > e} des éléments entiers de G (nous sup­
posons que G 9e o. En particulier nous ne considérons ici que des domaines 
d'intégrité qui ne sont pas des corps). On dit que l'on a défini sur G un 
r-système si l'on a défini une application a —> ar des parties bornées inférieure-
ment de G dans l'ensemble des parties de G telle que 

1. a C ar, 
2. a C hr —» ar Q br, 
3. {a}r = a-o, 
4. a-hr = (a-b)r-

a est un r-idéal (fractionnaire) si a = ar et il est dit entier si a Ç o . En dési­
gnant par n un ensemble fini, les quatre r-systèmes suivants se présentent 
d'une manière naturelle 

(1) as = U a-o, (2) av = H a-o, 
a£a aça-o 

(3) aV8 = U nr, (4) aSv = H n,. 
nca aen 
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Si Ton définit une r-multiplication, notée or, dans l'ensemble des r-idéaux 
fractionnaires de G par arorbr = (a-b)r, on sait que la condition suivante 
joue un rôle fondamental en arithmétique des domaines d'intégrité: 

CONDITION DE r-GROUPE. Les r-idéaux fractionnaires de G forment un groupe 
par rapport à la r-multiplication. 

Nous dirons en particulier qu'un domaine d'intégrité satisfait à la condition 
de r-groupe si son groupe de divisibilité y satisfait. Soit G le groupe de divisi­
bilité d'un domaine d'intégrité et soit d le r-système induit sur G par les 
idéaux habituels de Dedekind. Ceci étant, on sait que la condition de r-groupe 
donne respectivement dans les cas r = d, r = v8, r — v, et r = 5 une carac-
térisation des anneaux de Dedekind, des anneaux de Krull ("Endliche diskrete 
Hauptordnungen"), des anneaux complètement intégralement clos et des 
anneaux de valuations discrets de rang un. En général nous allons appeler 
"théorème de r-groupe" un théorème qui caractérise les groupes satisfaisant 
à la condition de r-groupe. 

Il est naturel de se demander si le cinquième cas r = svi donne aussi une 
caractérisation d'une classe d'anneaux bien connus. Nous allons voir que c'est 
en effet le cas en démontrant le théorème suivant: 

THÉORÈME ("Théorème de vgroupe") . Le groupe abélien filtrant G est 
isomorphe à un sous-groupe du groupe additif des nombres réels si et seulement 
si G satisfait à la condition de sv-groupe — c'est a dire si et seulement si les 
s v-idéaux fractionnaires de G forment un groupe par rapport à la s ^multiplication. 

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants. 

LEMME 1. Si G satisfait à la condition de sv-groupe alors o est complètement 
intégralement clos dans G. 

Démonstration. Si les ^-idéaux forment un groupe par rapport à la .^-mul­
tiplication chaque sv-idéal est de la forme a - 1 et est donc un z;-idéal (1, Lemme 
2). Ceci montre que sv = v et d'après le théorème de ^-groupe o est com­
plètement intégralement clos dans G. 

LEMME 2. Si G satisfait à la condition de sv-groupe, G est totalement ordonné. 

Démonstration. Dans le cas où G est le groupe de divisibilité d'un domaine 
d'intégrité i", ceci résulte immédiatement de l'égalité sv = v établie dans la 
démonstration précédente et de (1, Théorème 1), qui affirme que cette égalité 
entraîne que / est un anneau de valuation. Donnons maintenant une démon­
stration qui ne fait pas intervenir le ^-système et qui est donc valable pour 
un groupe abélien filtrant quelconque. 

Supposons que G vérifie la condition de vgroupe. Les ^-idéaux de G 
forment donc en particulier un demi-groupe avec règle de simplification par 
rapport à la ^-multiplication. Mais cette règle de simplification (par rapport 
à l'égalité) entraîne la règle de simplification par rapport à l'inclusion Ç . En 
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effet d'une inclusion ar or br C ar or cr il résulte 

ar or cr = (ar or br) U (ar or cr) = ar o r (6, U cr). 

D'où si la règle de simplification par rapport à l'égalité est valable cr = bT VJ cr, 
et donc br CI cr. Il est clair que pour les s-idéaux nous avons 

(1, a)s Q (a, a^sOs (1, a)s. 

Puisque chaque s-idéal fini est un sy-idéal, il s'en suit que 

(1, a)s, Q 0 , a-1)Sv oSv (1, a )„ 

et, d'après la remarque générale ci-dessus en simplifiant par (1, a)Sv, 

1 € (a,a-l)Sv = (a, a"1),. 

Ceci signifie qu'on a ou bien a Ç o ou bien ar1 Ç o et G est bien totalement 
ordonné. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE ^-GROUPE. Si G satisfait à la condition 
de 5w-groupe les deux lemmes ci-dessus montrent que G est totalement ordonné 
et que o est complètement intégralement clos dans G, ce qui signifie que G 
est archimédien. La caractérisation A montre alors que G est isomorphe à 
un sous-groupe de R. 

Inversement soit R0 un sous-groupe de R. Puisque R0 est totalement or­
donné, chaque «vidéal de R0 est un z/-idéal. Ro étant archimédien satisfait 
à la condition de y-groupe, donc aussi à la condition ce .vgroupe. 

COROLLAIRE 1. Un domaine d'intégrité I est un anneau de valuation de rang 
un — c'est a dire un anneau de valuation à valeurs réelles — si et seulement si 
les sv-idéaux fractionnaires non-nuls de I forment un groupe par rapport à la 
s ^multiplication. 

COROLLAIRE 2. Un domaine d'intégrité I satisfait à la condition de s-groupe 
si et seulement si I satisfait à la fois à la condition de sv-groupe et à la condition 
de d-groupe, ou bien à la fois à la condition de sv-groupe et à la condition de 
vs-groupe. 

Ceci résulte des théorèmes de ^-groupe, de ivgroupe et de s-groupe carac­
térisant respectivement les anneaux de Dedekind, les anneaux de Krull et 
les anneaux de valuation discrets de rang un. Mais il est ici intéressant de 
noter qu'on peut facilement démontrer ce corollaire sans connaître ces trois 
théorèmes. En effet le théorème de s^-groupe entraîne que I est un anneau 
de valuation et par suite s = d (1, Théorème 1). Grâce à la condition de 
5^-groupe la condition de d-groupe coïncide donc avec la condition de s-groupe. 
Même raisonnement si l'on remplace d par vs. 

COROLLAIRE 3. ("Théorème de s-groupe"). Le domaine d'intégrité I est un 
anneau de valuation discret de rang un si et seulement si les s-idéaux fraction­
naires (non-nuls) de I forment un groupe par rapport à la s-multiplication. 
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Le fait qu'un anneau de valuation discret de rang un satisfait à la con­
dition de 5-groupe est évident. Inversement si I satisfait à la condition de 
s-groupe il satisfait d'après le Corollaire 2 à la fois à la condition de ^-groupe 
et à la condition de ^-groupe. La condition de «vgroupe entraîne que / est 
un anneau de valuation de rang un, donc en particulier 5 = d. La condition 
de ^-groupe entraîne d = v. Par suite s = v et I est un anneau de valuation 
discret de rang un d'après (1, Théorème 2). 

COROLLAIRE 4. Il n'y a que le groupe R et ses sous-groupes discrets rZ{r Ç R) 
où chaque sv-idêal est principal. 

Remarque 1. Il est clair que la partie du Corollaire 2 qui ne concerne pas le 
^-système et le Corollaire 3 sont valables non seulement dans le cas d'un 
groupe de divisibilité mais aussi pour un groupe abélien filtrant quelconque. 
Le fait que ces deux cas sont distincts a été montré par P. Jaffard (4), qui a 
construit un groupe abélien filtrant non-représentable comme groupe de 
divisibilité d'un domaine d'intégrité. Mais les démonstrations données ci-
dessus ne s'étendent pas immédiatement aux groupes abéliens filtrants quel­
conques parce qu'elles reposent sur la caractérisation des anneaux de valuation 
discrets et celle des anneaux de valuation généraux par les égalités s — v 
et 5 = vs respectivement, or ces caractérisations sont démontrées dans (1) 
par l'intermédiaire du d-système. 

Remarque 2. Comme l'a montré H. Cartan (3) la caractérisation A est en 
particulier valable sans l'hypothèse que G soit commutatif. Avec des défini­
tions convenables les résultats de cette note sont eux aussi valables sans 
l'hypothèse de commutativité. Pour l'extension non-commutative des résultats 
de (1) nous pouvons renvoyer le lecteur à (2). 
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