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Expression d’un facteur epsilon de paire
par une formule intégrale

Raphaél Beuzart-Plessis

Abstract. Let E/F be a quadratic extension of p-adic fields and let d, m be nonnegative integers of
distinct parities. Fix admissible irreducible tempered representations 7 and o of GL;4(E) and GL;,(E)
respectively. We assume that 7 and o are conjugate-dual. Thatistosay m ~ 7V and 0 ~ oV where ¢
is the nontrivial F-automorphism of E. This implies that we can extend 7 to an unitary representation
7 of a nonconnected group GLy(E) x {1,6}. Define & the same way. We state and prove an integral
formula for €(1/2, ™ X o, 1) involving the characters of 7 and &. This formula is related to the local
Gan—Gross—Prasad conjecture for unitary groups.

Introduction

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, E une extension
quadratique de F et ¢ le F-automorphisme non trivial de E. Fixons deux entiers
naturels m < d de parités différentes et deux représentations lisses irréductibles
tempérées 7, o de GL4(E) et GL,,(E) respectivement. On suppose les conditions
suivantes vérifiées
n~n'oc, o~c'oc

ou " (resp. o) désigne la représentation contragrédiente de 7 (resp. de o) et ou
Paction de c¢ sur E est naturellement étendue a GL;(E) et GL,,(E). De telles représen-
tations seront qualifiées de conjuguées-duales. Jacquet, Piatetskii—Shapiro et Shalika
ont défini dans [JPSS] une fonction holomorphe s — €(s, w x o, 1E). Cette fonction
epsilon dépend d’un caractére continu non trivial ¢y de E. On fixe un caractére
continu non trivial ¢ de F et on pose ¥g = 1 o Tr ol Tr est 'application trace
de Pextension E/F. Le résultat principal de cet article est une formule intégrale
exprimant €(1/2, 7 X o,1¢g). Une telle formule est démontrée ici en vue d’une
application a la conjecture locale de Gan—Gross—Prasad pour les groupes unitaires
[GGP, conjecture 17.3]. On a montré en [B], Pexistence d’une formule similaire
pour une multiplicité apparaissant dans cette conjecture, qui prédit un lien entre cette
multiplicité et certains facteurs epsilon de paires comme ci-dessus. L'existence d’une
telle formule n’est donc pas étonnante, en tout cas si Uon croit a la conjecture 17.3
de [GGP]. Remarquons que la formule montrée ici est aussi 'exacte analogue de celle
obtenue par Waldspurger [W3], dans le cadre de la conjecture de Gan—Gross—Prasad
pour les groupes spéciaux orthogonaux (il s’agissait alors de facteurs epsilon de paires
pour des représentations autoduales de groupes linéaires).
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Enongons maintenant le résultat principal de cet article. Notons J; € GLy(E)
la matrice de coefficients (Jg);; = (—1)"5,;,,1“_1- pour tous i,j = 1,...,d (d;; le
symbole de Kronecker). Notons 6, 'automorphisme de GL4(E) donné par g +—
Id‘c(g)’1 ]{;1. Puisque 7 est conjuguée-duale, on peut 'étendre en une représen-
tation du groupe non connexe GL}(E) = GL4(E) x {1,6,}. En fait, il y a deux
extensions possibles. La théorie des fonctionnelles de Whittaker permet d’en privi-
légier une. Rappelons que I'on a fixé un caractere non trivial ¢p de E. Soit Uy le
sous-groupe de GL,; des matrices unipotentes triangulaires supérieures. On définit
un caractere £ de Uy(E) par la formule

§lw) = w(df tiin)
i=1

pour tout u € Uy(E) et ol les u; ; désignent les coefficients de la matrice u. Appelons
fonctionnelle de Whittaker pour 7 toute forme linéaire ¢ sur E (Pespace de la repré-
sentation 7) vérifiant £ o w(u) = £(u){ pour tout u € U,(E). Puisque 7 est tempérée,
espace des fonctionnelles de Whittaker est une droite. Soit 7* un prolongement de
a GL}(E), l'application linéaire £ — £ o w*(0,) préserve la droite des fonctionnelles
de Whittaker et il existe un unique prolongement de sorte qu’elle y induise 'identité.
C’est ce prolongement que I'on privilégie et on note 7 la restriction de ce dernier a
GL4(E) = GL4(E)f,. On définit de la méme fagon &. Soit V un E-espace vectoriel
de dimension d. Posons G = Rg/p GL(V) (Rg/r désigne la restriction des scalaires
a la Weil) et G la variété algébrique (définie sur F) des formes sesquilinéaires non
dégénérées sur V (linéaires en la deuxiéme variable). La variété G est munie de deux
actions commutantes a droite et a gauche de G. On peut identifier, au moyen d’une
base, GL4(E) a G(F) et GL4(E) a G(F). On fixe de méme un E-espace vectoriel W
de dimension m, on pose H = Rg/p GL(W), H la variété algébrique des formes
sesquilinéaires non dégénérées sur W et on identifie GL,,(E) a H(F) et GL,,(E) a
H(F). Fixons aussi une injection de W dans V, une décomposition V.= W @ Z et
une forme hermitienne ¢ sur Z somme orthogonale de plans hyperboliques et de la
forme hermitienne de dimension 1, (x, y) — 2vc(x)y pour un certain v € F*. On
identifie alors H au sous-groupe des éléments de G qui agissent trivialement sur Z
et on plonge H dans G en envoyant toute forme sesquilinéaire non dégénérée %
sur W sur la somme de % et de (. On doit, pour énoncer la formule intégrale
introduire un ensemble de “sous-tores” tordus de H. Soient W = W’ @& W'/ une
décomposition et ¢/’ une forme hermitienne sur W'’ telle que les groupes unitaires
de "' et "' @ ( soient quasi-déployés. Notons H' la variété des formes sesquilinéaires
non dégénérées sur W' qui est munie de deux actions (a droite et a gauche) de H' =
Rg/r GL(W'). On appelle sous-tore tordu maximal de H' tout couple (T”, T'") ou T’
est un sous-tore maximal de H' défini sur F et T’ est une sous-variété définie sur F
de A’ qui est le normalisateur de T’ et d’un sous-groupe de Borel (pas forcément
défini sur F) B’ contenant T’. Soit (T’,T’) un sous-tore tordu maximal de H’,
alors il existe un automorphisme 6 de T’ tel que &’ = #(t')x pour tous X € T’,
t’ € T'. On note Tj la composante neutre du sous-groupe fixé par § de T’ et on
dit que (T’, T’) est anisotrope si Tj I'est. Soit (T, T') un sous-tore tordu maximal
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anisotrope de H' et notons T la sous-variété des éléments de H qui s’écrivent comme
somme directe d’un élément de T’ et de (’’. On note T 'ensemble des “sous-tores”
tordus T de H obtenus de cette fagon. Soit T € T, la décomposition W = W’ @
W', la forme hermitienne ('’ et le tore tordu (T”, T”) sont uniquement déterminés.
Identifions T & un sous-groupe de H en laissant agir T’ trivialement sur W'/. Alors
Paction par conjugaison de T’ sur T définit un automorphisme ¢ de T et on note
T(F)/6 Pensemble des orbites dans T(F). Munissons T;(F) de la mesure de Haar
de masse totale 1. On peut munir T(F)/6 d’une structure de F-espace analytique et
d’une mesure caractérisées de la fagon suivante: pour tout 7 € T/6, I'application

Tj(F) — T(F)/0
t'—t'f

est un isomorphisme local qui préserve localement les mesures. Notons Normg;(T)
le normalisateur dans H de T. Il contient naturellement U(¢’’) x T’ comme sous-
groupe algébrique (ot U(¢"’) est le groupe unitaire de ¢’’). On pose

W(H, T) = Normy(T)(F)/(U((")(F) x T'(F))

Cest un groupe fini. Pour # € T(F), on a un développement local
O:(fexp(X)) = Y cr0((0,X)
OeNil(g)

pour tout X assez proche de 0 dans g;(F), ou Nil(g;) désigne Pensemble des orbites
nilpotentes dans g;(F) et f(O, - ) est la transformée de Fourier de I'intégrale orbitale
suivant O (il faut pour cela préciser la transformée de Fourier et les mesures, on
renvoie pour cela au corps du texte). On pose alors

o~ 1 J
) = g 2 o
| Nilreg(07)] OcNig(a)

ot Nil,.4(g7) désigne 'ensemble des orbites nilpotentes régulieres de gz(F). On définit
de fagon analogue c;(f). Fixons un ensemble T de représentants des classes de conju-
gaison de J par H(F) et posons

6geom,z/('ﬁ—a 5')

= " el ()| lim / c-(F)cs (F)DP (H)A(F)™* dF
feT 01w

ot DH et A sont certaines fonctions déterminants qui seront définies dans le corps
du texte et o on a noté r entier tel que dim(Z) = 2r + 1. Cette expression a un sens
(¢f. 3.4). Posons enfin

e (m,0) = wr (="M 2w) w, (=) H20) e(1/2,7 x 7, ¢5)

ol wy et w, sont les caracteres centraux de 7 et o et ol [x] désigne la partie entiére
de x. Le but de cet article est alors d’établir le résultat suivant (théoréme 6.1.1).
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Théoréeme 1 On a l’égalité
e(m o) = egeom,y(ﬂ'a G).

Essayons maintenant d’expliquer, briévement, comment on démontre le théo-
réme 1. On suppose pour simplifier que m = d— 1. Notons Hompg/(7, o) 'espace des
entrelacements H(F)-équivariant entre 7w et . Cet espace est de dimension 1. Soit
¢ € Homp(m, o) non nulle. Il existe alors une constante ¢ vérifiant & (j)ofo# (7)™ =
¢l pour tout § € H(F). Cette constante ¢ mesure en quelque sorte le défaut de ¢
d’étre un homomorphisme H(F)-équivariant. On montre en 4.1 que c est égal a des
facteurs élémentaires prés au facteur epsilon €(1/2, 7 X o,1g). On peut définir de

fagon naturelle 'induite lisse de & a é(F ), notée Indg(ﬁ). C’est une représentation
lisse de G(F) et on a un isomorphisme de Frobenius

Hompg(7,6) = Homa(ﬁ', Indg(fi)) .

Linduite Indg (&) se réalise naturellement sur un espace de fonctions de G(F) dans E,
vérifiant une condition d’équivariance a gauche par H(F). Soit fe Cx ( G(F)) une
fonction localement constante & support compact sur G(F). Cette fonction agit sur

Indg(&) comme un opérateur a noyau de noyau
Ki(x, ») =/_ f(y~ hx)G (h) dh.
H(F)

Formellement on pourrait alors écrire la trace de Indg 5(f) comme lintégrale sur

H(F)\G(F) de Tr(Kf(x, x)) . Malheureusement, en général Indg 5(f) nest pas un
opérateur a trace et 'intégrale précédente diverge. On utilise alors la méme idée
qu'Arthur pour la formule des traces locale: on va tronquer 'intégrale précédente.
On définit en 3.1 une suite croissance exhaustive ({2y)n>1 de sous-ensembles com-
pacts de H(F)\G(F) et pour tout N > 1, on note sy la fonction caractéristique
de Q. On pose alors

]N(efraf) :/ KN(g) Tr(Kf(g7g)) dg

H(F)\G(F)

On va évaluer la limite de cette expression lorsque N tend vers 'infini de deux fagons:
I'une qualifiée de géométrique, 'autre de spectrale. L'expression spectrale contient les
constantes ¢ ci-dessus (pour différentes représentations 7), donc les facteurs epsilon
correspondants. De I'égalité entre les deux développements, on déduit le théoréme 1.
Il faut pour cela, suivant un procédé da a Arthur, rendre les distributions obtenus
(d’'un coté comme de l'autre) invariantes puis appliquer I'égalité entre les deux a
un pseudocoefficient de 7. Néanmoins, afin que 'expression Jy(Os, f ) admette
une limite, il nous faut imposer a f d’étre trés cuspidale. On renvoie a 1.9 pour la
définition de tres cuspidale. Indiquons enfin que les preuves et méthodes utilisées ici
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suivent grandement [W3], a tel point que certaines démonstrations, trés proches de
celles présentées dans [W3], n’ont pas été réécrites (notamment lors du développe-
ment spectral).

Décrivons brievement le plan de I'article. Dans la premiére section, on rassemble
les définitions, notations et résultats généraux sur les groupes tordus utiles par la
suite. La deuxiéme section est elle consacrée a I’étude des groupes tordus qui nous
intéressent: les groupes tordus de changement de base des groupes unitaires. La
troisiéme section contient la définition de Jy(Os, f ) et établit le développement
géométrique. La quatriéme section prouve le lien entre la constante c et le facteur
epsilon éludé ci-dessus. Lexpression spectrale de la limite est énoncée et démontrée
dans la cinquiéme section. Enfin, I'application au calcul d’un facteur epsilon de paire
(théoréme 1) se trouve dans la sixieme et derniére section.

1 Groupes tordus
1.1 Notations générales

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 0. On notera respectivement
OF, P, T, kp, valg, | - |r Panneau des entiers de F, son idéal maximal, une uniformi-
sante, le corps résiduel, la valuation normalisée et la valeur absolue (normalisée par
|7elr = |kp|™'). Fixons un caractere additif non trivial ¢»: F — C*. Soit G un
groupe réductif connexe défini sur F. Sauf mention explicite du contraire, toutes
les variétés, groupes, sous-variétés, sous-groupes, morphismes algébriques seront
supposés définis sur F. On note A¢ la composante déployée du centre connexe de G,
X*(G) le groupe des caracteres algébriques (définis sur F) de G, AL = X*(G) ®z R
et Ag = Hom(X*(G), ]R{) . On note g l'algebre de Lie de G et

GXg—g
(g, X) — gXg !

Paction adjointe.

1.2 Définitions des groupes tordus

Un groupe tordu est un couple (G, G) ot G est un groupe réductif connexe défini
sur F et G est une variété algébrique définie sur F vérifiant G(F) # & qui est munie
de deux actions commutantes a droite et a gauche par G qui font chacune de Gun
espace principal homogene sous G. On notera (g, %) € G X G gx, resp. (X,g) €
GXG s Xg Paction a gauche, resp. a droite de G sur G. La plupart du temps on
omettra le groupe G et on parlera du groupe tordu G, le groupe G sous-jacent étant
sous-entendu.

Soit G un groupe tordu. Pour X € G, il existe un unique automorphisme 6; de G
tel que Xg = 0:(g)X pour tout g € G. On déduit de 05 un automorphisme de X*(G),
de Ag, de Ag, etc., qui ne dépend pas de X. On note 0 cet automorphisme. On fait
Phypothese suivante.
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Hypothese 0 est d’ordre fini.
Cette hypothése nous permet d’appliquer les résultats présents dans la littérature
pour les groupes réductifs non connexes. On adopte les notations suivantes:

0z=1

(A & 0z=1

), Ag=Ad
A’fG» = (A%, az = dim(Ap),

ou l'exposant 0 indique que 'on prend la composante neutre. On définit ’homomor-
phisme Hz: G(F) — Ag par Hz(g)(x) = log |x(g)|r pour tout x € X*(G)Ye=1

Le groupe G agit par conjugaison sur G: (g,%) — g&g~!. Pour X un sous-
ensemble de G, on notera Normg(X), resp. Zg(X), resp. Gy le normalisateur, resp.
le centralisateur, resp. le centralisateur connexe de X dans G. Si X = {%}, on
adoptera plutot les notations Normg (%), Zg(%) et G et on désignera par gz I'algebre

de Lie de G;. Pour X un sous-ensemble de G, on notera Nz(X), resp. Zz(X) le
normalisateur, resp. le centralisateur de X dans G pour 'opération (%, g) — 0:(g).

Un élément £ € G sera dit semi-simple §’il existe un couple (B, T') constitué d’un
sous-groupe de Borel de G et d’un tore maximal de B tous deux définis sur F tel que £
normalise B et T. On notera (N}SS I’ensemble des éléments semi-simples dans G. Pour
X e 655, on pose

DO(%) = | det(1 — 05)jq /g, |-

Un élément % € G sera qualifié de régulier si Zg(%) est abélien et Gx est un tore.
On note éreg I’ensemble des éléments réguliers.

On appelle sous-groupe parabolique tordu de G tout couple (P, P) o P est un
sous-groupe parabolique de G (défini sur F) et P est le normalisateur de P dans G
avec la condition P(F) # . Pour un tel couple, P détermine entierement P, on
parlera donc plutét du sous-groupe parabolique tordu P. Soit P un sous-groupe
parabolique tordu, on étend de facon naturelle le module dp a P(F). Une composante
de Levi tordue de P est un couple (M, M ) constitué d’'une composante de Levi M
de P (définie sur F) et du normalisateur M de M dans P. On a alors M (F) # @,
donc le couple (M, M) définit un groupe tordu. On appelle Levi tordu de G toute
composante de Levi tordue d’un sous-groupe parabolique tordu de G. De la méme
faon, pour un Levi tordu (M, M), le deuxieme terme détermine entierement le
premier, on parlera donc du Levi tordu M. Pour M un Levi tordu, on reprend les
notations d’Arthur: P(M) resp. F(M), resp. L(M) désignera 'ensemble des sous-
groupes paraboliques tordus de composante de Levi tordue M, resp. des sous-groupes
paraboliques tordus contenant M, resp. des Levi tordus contenant M. Pour M, L
des Levi tordus et P un sous-groupe parabolique tordu, on remarque que M C L
et M C P entrainent respectivement M C L et M C P. Ainsi il ne peut y avoir
d’ambiguété dans les définitions précédentes. Soit Q un sous-groupe parabolique
tordu. Lorsque I'on notera Q= LU, cela signifiera que L est une composante de Levi
tordue de Q et que U est le radical unipotent de Q. Les Levi tordus se caractérisent
comme les commutants dans G de tores déployés. On a en effet:

https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4

Expression d’un facteur epsilon de paire par une formule intégrale 999

* Si A est un sous-tore déployé de G tel que Zz(A)(F) # & alors Zz(A) est un Levi
tordu de G. B B _
* Réciproquement si M est un Levi tordu de G, alors M = Zz(Ag).

Fixons un sous-groupe parabolique minimal Py, de G ainsi qu'une composante
de Levi Mp, de celui-ci. On pose W6 = Normg(r) (Mmin)/Mmin(F). On appelera
sous-groupe parabolique standard (resp. semistandard) tout sous-groupe paraboli-
que P de G qui contient Py, (resp. qui contient M, ). Un sous-groupe parabolique
semistandard admet une unique composante de Levi contenant M,;, et lorsque 'on
écrira P = MU avec P semistandard, on sous-entendra que M est cette composante
de Levi (et que U est le radical unipotent de P). Posons f’min = Nz(Pmin) et Z\7Imin =
N&(Pmin; Mmin).  Alors Prin €st un sous-groupe parabolique tordu de G et Mmin
est une composante de Levi tordue de celui-ci. De plus, Py, est un sous-groupe
parabolique tordu minimal et Mpin un Levi minimal en un sens évident. On adoptera
la notation £6 = L(]\7Imin).

Fixons un sous-groupe compact spécial K de G en bonne position relativement a
Mumin. Soient M € LG etP = MU € (P(]\7I). On a alors G(F) = M(F)U(F)K. On
définit une application Hy: G(F) — Ajg; par Hp(g) = Hy;(m) olt g = muk est une
décomposition de g avec m € M(F), u € U(F) etk € K.

Un sous-tore maximal tordu de G est un couple (T, T) constitué d’un sous-tore
maximal T de G (défini sur F) et d’une sous-variété T de G (définie sur F) qui est
Iintersection des normalisateurs de T et d’un sous-groupe de Borel B défini sur F
contenant T, vérifiant T(F) = &. Pour un tel couple, la restriction & T de 'automor-
phisme 6; pour £ € T ne dépend pas de % et on notera 07, ou simplement 6 si
aucune confusion n’est possible, cet automorphisme de T. On désignera par Ty la
composante neutre du sous-groupe des points fixes T°.

Fixons un produit scalaire sur Ay, invariant par I'action de W¢. Pour tout Levi
tordu M, on en déduit par conjugaison et restriction un produit scalaire sur Ag.
Fixons une extension de Hg a G(F), Cest-a-dire une application Hg: é(F) — Ag
vérifiant Hx(gxg’) = Hz(g) + Hs(%) + Hz(g") pour tous g, g’ € G(F), & € G(F).
Pour tout Levi tordu M de G, il existe une unique extension de Hy; a M(F) vérifiant

* la composée de Hy; avec la projection orthogonale sur A coincide avec la restric-
tion de Hz a M(F);
e pour tout n € Normgp) (M) et pour tout /1 € M(F) on aHM(nﬁm_l) = Hy(m).

1.3 Mesures

On suppose fixé jusqu'en paragraphe 1.9 un groupe tordu (G, G), un Levi tordu
minimal (Mpin, M,,;,) de G et un sous-groupe compact spécial K de G(F) en bonne
position par rapport a M,;,. On fixe une mesure de Haar sur G(F) et on munit K de
la mesure de Haar de masse totale 1. Soit P = MU € F(Mp,). 1l existe sur U(F)
une unique mesure de Haar telle que

/ (&(mﬁ(u)) du=1
U(F)
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ou P est le sous-groupe parabolique opposé a P. On munit U(F) de cette mesure de
Haar et M(F) de 'unique mesure de Haar de sorte que 'on ait ’égalité

f(g)dg = / / f(muk) du dm dk
G(F) K JM(F) JU(F)

pour tout f € CE’O(G(F)) . Soit T un tore. Si T est déployé, on choisit sur T(F)
la mesure de Haar qui donne une mesure de 1 au sous-groupe compact maximal.
Dans le cas général, on munit Ar(F) de cette mesure et T(F) de la mesure telle que
T(F)/Ar(F) soit de masse totale 1.

Les mesures que 'on vient de définir sur les groupes sont celles qui seront utilisées
tout au long de I'article a I'exception des sections 3.6 a 3.9. Lors du développement
géométrique (sections 3.6 a 3.9), on préférera une autre normalisation qui est la
suivante. On fixe une forme bilinéaire non dégénérée (-, -): g(F) x g(F) — F qui
est invariante par 'action adjointe de G(F). Soit b une sous-algebre de g,

* si la restriction de (-, -) & h(F) est non dégénérée, alors on munit h(F) de la
mesure autoduale pour le bicaractére (X,Y) — ¢ ((X,Y));
¢ sinon, on munit h(F) d’'une mesure de Haar quelconque.

Si H est un sous-groupe de G, on releve alors la mesure fixée sur h(F) en une mesure
de Haar sur H(F) via Pexponentielle. Si T est un tore, notons d.t la mesure de Haar
fixée sur T(F) dans notre premier choix de normalisation, alors il existe un réel v(T')
de sorte que d.t = v(T)dt.

Supposons maintenant fixées nos mesures sur les groupes dans I'une ou lautre
des normalisations précédentes. Si (G, G') est un groupe tordu avec G’ un sous-
groupe de G, la mesure sur G’(F) en détermine une sur espace principal homogene
6’(F). Soit (T, T) un sous-tore maximal tordu de (G, (~;). Notons T(F)/6 'ensemble
des orbites pour ’action de T(F) par conjugaison sur T(F). C’est naturellement une
variété F-analytique et pour tout € T(F)/6, l'application Ty(F) — T(F)/0, t v tf,
est un isomorphisme local. 1l existe une unique mesure sur 7(F)/6 telle que 'appli-
cation précédente préserve localement les mesures pour tout # € T(F) /6. On munit
T(F)/0 de cette mesure. On a alors la formule d’intégration de Weyl

| f@dz= > WG DI TF) : Ty(F)] !
o TeT(8)
x / oty f(g~'tg) dg di
T(F)/8 Ty(F)\G(F)

pour tout f € CSO(E(F)) .

Posons Az, = HE(G(F)) s Aasr = Hva(Aé(F)) , Aé,p = Hom(Ag, 272),
Aj_p = Hom(Aa r,2nZ). Alors Az, Aagr sont des réseaux dans A et Aéf,
A/\«/@, ¢ sont des réseaux dans A%. On munit ces réseaux des mesures de comptage. On
choisit sur Az (resp. Azi;) la mesure de Haar telle que Az/Aa_F (resp. A%/AXE,F)
soit de masse totale 1. Enfin, on pose

* _ * Vv
Aer = As/Agr

https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4

Expression d’un facteur epsilon de paire par une formule intégrale 1001

1.4 (6, M)-familles

Soit M un Levi tordu de G. On peut étendre au cas tordu les notions de (g, Z\:/I )-
familles et de familles de points (G, M)-orthogonaux, cf. [W4, 2.3]. A une (G, M)-
famille (@5)569(1% est associé un nombre (ou un opérateur si la (é, M)-famille est
a valeurs opérateurs) que 'on note en général ¢ ;(0). Cela dépend du choix d’une

mesure sur .Ag? = Ajy;/Ag, choix qui a été fixé au paragraphe précédent.

1.5 Repreésentations de groupes tordus

On appelle représentation de G(F ) tout triplet (7, 7, E;) ot 7 est une représentation
lisse de G(F) d’espace E; et 7 est une application #: G(F) — Autc(E;) vérifiant
7(gxg') = w(g)7(X)w(g’) pour tous g, ¢’ € G(F), &£ € G(F). Deux représentations
(my, @1, Er,) et (ma, 72, Er,) sont dites équivalentes s’il existe des isomorphismes liné-
aires A: E;, — E., et B: E;, — E., qui entrelacent 7, et m, et qui vérifient B, (X) =
7, (%)A pour tout X € é(F ). On dit d’une représentation (r, 7, E) de G(F ) quelle est
admissible si 7 I’est, quelle est unitaire §’il existe un produit hermitien défini positif
sur E; invariant par 'image de 7 et qu’elle est tempérée si elle est unitaire, 7 est de
longueur finie et toutes les sous-représentations irréductibles de 7 sont tempérées.
On définit la représentation duale de (7, 7, E,.): C’est la représentation (7", ¥, E;v)
ou " est la représentation duale de 7 et 7V est telle que (7 (£)v", #(%)v) = (v, v)
pour tous v € E, vV € E,vetX € G(F). Une représentation (7, 7, E;) est dite
G(F)-irréductible si 7 est irréductible. Pour \ € A% ®r €, on définit (7, 7Ty, Ex,)
par E;, = E; et M\(X) = A 7 (%) pour & € é(F). On omettra en général les
termes 7 et E; et on parlera de la représentation 7 de G(F), on notera alors sans plus
de commentaire (7, E;;) la représentation de G(F) sous-jacente.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu de G et 7 une représentation
de M(F). On définit 'induite normalisée notée i$(#) comme suit. La représentation
de G(F) sous-jacente est 'induite normalisée i () qui se réalise sur I'espace EST des
fonctions e: G(F) — E, vérifiant

e eestinvariante a droite par un sous-groupe compact-ouvert de G(F);
o e(mug) = 5p(m)1/27'(m)e(g) pour tous m € M(F),u € U(F),g € G(F).

Laction de é(F) sur EgT est définie comme suit. Soit X € é(F) et fixons /i1 € M.
Notons v € G(F) 'unique élément tel que ¥ = ~#7. On a alors

(i5(7, %)e) (g) = op(m)' 27 (m)e( 0" (g7))

pour tous e € EgT, g € G(F). Supposons que M est semistandard. On peut alors
réaliser la représentation induite sur I'espace K, des restrictions a K des éléments
de EgT. Supposons de plus 7 tempérée. On définit alors une (G, M)-famille qui prend
ses valeurs dans ’espace des opérateurs sur ngT, par

Rpr(1,A) = Rpr p(T) ' Rpy p(7)
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pour tout P’ € P(M) et pour tout A € iAXZ’ ou Rp/|p(7) est Popérateur d’entrelace-

ment normalisé comme en [A2, théoreme 2.1]. On déduit de cette (é, M)-famille un
opérateur R;(7) qui ne dépend pas de P. On définit alors le caractere pondéré de 7
par

IS, ) = Te(Rg (NiS(7, )

pour tout f € C;’o(é(F)). Dans le cas ot M = G, Clest le caractere classique
de 7 et on le note plutdt f — Ox( f). D’apres [C, théoréme 2], ce caractere est
une distribution localement intégrable.

1.6 Representations tempérées et elliptiques des groupes tordus

Soit M un Levi de G et 7 € II,(M). Supposons la condition suivante vérifiée
(1.6.1) T™= ig(T) (P € P(M)) est irréductible.

Posons ~
Wb (r) = {x € Norma(F)(M) : 700z ~T1}/M(F).

Alors la représentation 7 s’étend en une représentation G(F)-irréductible et tem-
pérée 7 de G(F) si et seulement si WC(r) # ©@. De plus, la représentation 7 est
alors unique a équivalence pres. Supposons que ’hypothese (1.6.1) est vérifiée pour
tout Levi M et pour tout 7 € II;(M). Alors en laissant varier M et 7, on obtient
ainsi toutes les représentations tempérées G(F)-irréductibles de G(F). Soient L un
autre Levi et 7/ € TI,(L) tels que WC(r') # & et ' une représentation G(F)-
irréductible et tempérée de G(F) qui étend 7’ = ig(T’) (Q € P(L)). Alors &
et 7/ sont équivalentes si et seulement si il existe g € G(F) tel que glg™! = M
et 7 oad, ~ 7'. Revenons a notre représentation 7 obtenue a partir de M et 7.
Notons WG(T)reg Pensemble des w € WY(7) tels que AY, = Ag. On dit que 7 est
elliptique si WS(7) = WG(T)reg. Cela implique notamment que WS(7) est réduit
a un élément que on note 7. On pose alors ¢(7) = | det(1 — f)lﬂgrl. On définit
I11(G) comme I'ensemble des représentations elliptiques de G(F) aéquivalence pres.
On a une action naturelle de i‘A*G,F sur ITi(G) et on note {II(G)} ensemble des

orbites pour cette action. Soient O € {Heu(é)} et € O. Alors «(7) et le stabilisateur
de 7 dans iA% ne dépendent pas du choix de 7, on les note respectivement ¢(0) et
iAY.

0

1.7 Intégrales orbitales pondérées non invariantes et invariantes

Soit M € £C. Soit g € G(F), la famille (Hf,(g)) Fepan oSt (CN;, M)—orthogonale et on

peut donc lui associer une (5, M)-famille (Vﬁ(g)) 1) par la formule v3(g, \) =

PePp
e 5 our A € iA%. De cette -famille se déduit un nombre v (g). Soient
AHEE) pour A 'A;[ D (G, M)-famille se dédui bre v;(g). Soi
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f S Cfc(é(F)) etx € M(F)N éreg(F), on pose

[, ) = DO(3)1/2 / F(g~'5g)vir(g) dg.

Gz(F)\G(F)

Cest I'intégrale orbitale pondérée de f en %.

On peut aussi définir, grice aux caractéres pondérés et suivant un procédé
d’Arthur, des intégrales orbitales pondérées invariantes. Définissons ﬂ{ac(é(F))
comme 'espace des fonctions f : E(F) — C vérifiant

e f est biinvariante par un sous-groupe compact-ouvert de G(F);
* pour tout X € Ag la fonction f1py_—x est a support compact.

Deux fonctions f, f' € C2°( (~}(F)) sont dites équivalentes si D(f) = D(f’) pour
toute distribution invariante D. On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.7.1 Soient f € Cfo(é(F)) et M € £C. Tl existe ¢A7[(f) € Ha(M(F))
telle que pour tout & € Temp(M) et pour tout X € Hy (1\7I(F)) on ait égalité

/ P exp(—AX)) dA = mes(iA )0 (053Nl x)

M,F

De plus la fonction qbﬁ(f)lHM:X est bien définie a équivalence pres.

Preuve Cela découle de la proposition 6.4 alliée au théoreme 5.5 et aux remarques
5.5(1) et (2) de [W4]. [ |

Soient f € C?O(G(F)) ,M € LOet % € M(F) N éreg(F). On définit l'intégrale
orbitale pondérée invariante I (%, f) par récurrence sur ag — ag par la formule

L& ) =Tg@H— > 1% (D li—m) -

LeL(MsLAG

1.8 Quasi-caracteres

Soit ¥ € GSS(F). En adaptant [W1, 3.1] au cas tordu, on définit la notion de bon
voisinage w C gz(F). On note Nil(gz) I'ensemble des orbites nilpotentes dans gz(F)
et Nil(gz)reg le sous-ensemble des orbites régulieres. Pour O € Nil(gy) la transformée
de Fourier de I'intégrale orbitale sur O est une fonction localement intégrable X +—
7(0,X). Elle dépend évidemment des choix de mesures et de la transformée de
Fourier, mais si ces choix sont faits de fagon cohérente comme en [B, 1.4], alors la
fonction j(O, -) est bien définie. On suppose donc que ces choix ont été effectués
comme en [B, 1.4]. B

Soit © une fonction a valeurs complexes définie presque partout sur G(F) qui est
invariante par conjugaison par G(F). On dit que c’est un quasi-caractere si pour tout
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X € GSS(F), il existe un bon voisinage w C gz(F) et des nombres complexes cg, ¢ (X)
pour O € Nil(gg), tels que

O(fexp(X)) = > c0.0®j(0,X)

O€ENil(gx)

pour presque tout X € w. D’apres [C, théoreme 3], pour toute représentation 7 de
G(F) qui est G(F)-irréductible, le caractére O est un quasi-caractere.

1.9 Fonctions cuspidales et trés cuspidales
Definition 1.9.1 Soit f € Coo(é(F))

(i) On dit que f est tres cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique tordu
propre P = MU de G et pour tout /1 € M(F), on a

/ f(rhu) du = 0.
U(F)

(ii) On dit que f est cuspidale si pour tout Levi tordu propre M de G et pour tout
X € Greg(F) N M(F) ona Jz(%, f) = 0.

Soit f € C® (G(F)) une fonction tres cuspldale On peut lui associer un quasi-
caracteére O ; IR de la fagon suivante. Soit X € Greg(F) et notons M(%) le commutant

de Ag, dans G. C’estun Levi de G et on peut trouver ¢ € G(F) de sorte que gM(%)g ™!
soit un Levi semistandard. On pose alors

O (%) = (~1)%0 DO (R) V2] oo (gig !4 f)

o€ f(x) = f(g~'%g). Le résultat ne dépend pas du choix de g (C’est une conséquence
du [W1, lemme 5.2] adapté au cas tordu). La fonction © 7 ainsi obtenue est un quasi-
caractere: il suffit de reprendre la preuve de [W1, corollaire 5.9] et de 'adapter au cas
tordu.

En remplagant dans ce qui précede intégrale orbitale pondérée par intégrale orbi-
tale pondérée invariante, on peut aussi associer a toute fonction f € C>° (G(F)) une
fonction I®f: pour X € 6reg(F), on choisit g € G(F) tel que gM()Z)g_l € LS eton
pose

10 (%) = (—1)“ ~a5 DG (%)~ i (858 ).

Le résultat ne dépend pas non plus du choix de g (cela découle du fait que les inté-
grales orbitales pondérées invariantes sont bien invariantes et ne dépendent pas du
choix de K). On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.9.1 Soit f € Cf"(@(F)) une fonction cuspidale. Alors IO ¢ est un

quasi-caractére de é(F ).
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Preuve C’est la méme que celle de [W2, proposition 2.5], en utilisant [C, théo-
réeme 3] et la proposition suivante qui est [W4, théoreme 7.1]. ]

Proposition 1.9.2 Soient f € C?O(G(F)) une fonction cuspidale, M un Levi tordu
de G et £ € M(F) N Greg(F), alors

(i) Six ¢ M(Fay Iy, ) = 0;

(ii) Six € M(F)en

D)2 (—1)% % I (%, f)

> UONAY AL O1, (£)Ozy () dA
0c{lla(@) s

ot 1(O) sont certaines constantes qui sont celles définies en 1.6 dans le cas ot G
vérifie les hypothéses de cette section.

On aura aussi besoin des propriétés suivantes: c¢f. [W3, lemme 1.13].

Lemme 1.9.1
(i) Soit f € Cfo((N}(F)) une fonction trés cuspidale. Alors pour tout L € LC, la
fonction ¢y ( ) est cuspidale et on a Pégalité

Op= > [WHWET (=1) " Indf (IO, 7).
Tect

(i) Soit f € Cfc(é(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction treés
cuspidale f' € C?O(é(F)) telle que f et f' soit équivalentes (au sens défini
enl.7).

2 Le groupe tordu de changement de base du groupe unitaire
2.1 Définition et description

Soit E/F une extension quadratique. On notera N et Tr la norme et la trace relatives
a cette extension, ¢: x — ¢(x) le F-automorphisme non trivial de E, xg le caractére
quadratique de F* de noyau N(E*) et ¥y = 1 o Tr qui est un caractere additif
non trivial de E. Soit d > 1 un entier et V un espace vectoriel de dimension d
sur E. Notons GL(V) le groupe des automorphismes E-linéaires de V et G = G; =
Rg/r GL(V) le groupe algébrique défini sur F obtenu par restriction des scalaires a la
Weil (dorénavant on notera Rg/r la restriction des scalaires de E a F). On note V¢
le groupe abélien V' muni de la structure de E-espace vectoriel définie par A.v =
c¢(A)v. Introduisons G=G, = Isom(V, V9*), la variété algébrique définie sur F des
isomorphismes c-linéaires de V sur son dual. Le groupe G agit a gauche et a droite
sur G de la facon suivante

(g, %,8") — (g9 'xg’
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ou g est 'application transposée de g et '¢¢ est 'application 'g vue comme endomor-
phisme de V*. Le couple (G, G) est alors un groupe tordu. On peut identifier G(F)a
Pensemble des formes sesquilinéaires non dégénérées de V' (on adopte la convention
qu'une telle forme est linéaire en la deuxiéme variable): a ¥ € é(F) on associe la
forme (v,v') — (%(v),v').

Soit £ € G(F) un élément semi-simple. On pose x = (%)~ '%. On note V/
le noyau de x — 1 dans V, V/ 'unique supplémentaire x-stable de V!’ et G', G’
les groupes tordus définis de la méme facon que G en changeant V en V! et V'
respectivement. La restriction de £ a V' définit une forme hermitienne et G}’ est le
groupe unitaire de (V/’, %). On définit une fonction A sur éss(F) par

A(x) = ’N(det(l - x)‘vgf) ‘F

Par restriction a V/, % définit un élément de G’ (F) que Pon note encore X.
Lemme 2.1.1 Ona ,
G/~ d'’s d! G =
DY(%) = 2]z *A®E% D¢ (%)
ou d} = dimg(V}’).
Preuve Pour ne pas trop alourdir les notations, on posera V! = V., V' = V! et
d"" = d{’. On a une décomposition

o(F) = gly(V") ® Homg(V", V') & Homg(V', V") @ ¢'(F).

Posons g; = glg(V'') et g, = Homg(V'', V') ®Homg(V',V'’). Alors g1, 6 et ' (F)
sont stables par ;. Pour i = 1,2, notons g; ; le sous-espace de g; ou 05 agit comme
I'identité. On a alors

~ 2
@11 D@ = (IT et = 02)jg o, |1 ) | det(] = 02) gl
j=1

Le dernier terme de ce produit vaut D¢’ (%).

* Calcul de | det(1 — 0s))q, /g, . |F: sur le sous-espace g;, 0 est 'endomorphisme qui

a X € Endg(V'"') associe 'opposé de I'adjoint de X pour la forme hermitienne % /..
2

|, = 1d. Notons g7 le sous-espace de g; sur lequel f; = — Id.

On a alors | det(1 — 0x)|q, /g, |F = \2|2imp(g‘). Soit p € E* un élément non nul de
trace nulle. Alors 'application X +— 7nX est un isomorphisme entre g et g; ;. Par

conséquent on a dimp(gf) = dimg(g;)/2 = d'"*. D’ou

Par conséquent, on a 0;

(2.12) | det(1 — 62) g, /o, lF = 214
* Calcul de | det(1 — 04, /q,.|F : posons

g3 = Homg(V"', V') et g4 = Homp(V', V").
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Alors 0; échange g3 et g4. On a donc
det(l - 9’2)|gz/gz‘i = det(l - 09%6)\93/93.2'

Laction de 9)% sur g3 est donné par X — xoX. Viale choix d’une base de V'"/, on a un
. . 1 . . . .

isomorphisme g3 ~ V¥4 et via cet isomorphisme, 62 agit par x sur chaque facteur.
Par conséquent

(2.1.3) | det(1 = 05) (g, /o r = AD.

Les égalités (2.1.1)—(2.1.3) entrainent le lemme. |

Fixons une base (v;)i=1,

4 de V, cela permet d’identifier G a Rg/p GL4. Pour R
une F-algebre et ¢ € (Rg/r GLg)(R) = GL4(R ®p E), on note g; ; les coefficients de
g 1,7 = 1,...,d (ce sont des éléments de R @ E). Soient By, Uy et Ty les sous-
groupes de Rg/p GLg constitués des matrices triangulaires supérieures, des matrices
unipotentes triangulaires supérieures et des matrices diagonales respectivement. On
pose Ay = Ar,. On notera K, le sous-groupe de (Rg/r GLy)(F) = GL4(E) des
matrices a coefficients entiers dont le déterminant est de valuation nulle. On définit
un caractere 1y de U;(F) par la formule suivante

Ya: u %(dz:l Mi,i+1) .
i—1

Soit ; I'élément de G(F) défini par 6,(v;) = (—DHl@D2lys o pour i =

1,...,dou (v])iz1, g estlabase duale de (v;)i—;,.. 4. On notera aussi 6; 'automor-
phisme de G défini par 6, = 0,(¢)0,. Alors 6, laisse stable By, Uy, T, et preserve le
caractere Y, de Uy(F).

Pour 7 une représentation lisse de G(F), on notera 7 la conjuguée complexe de 7
et ° la composée de 7 et de 'automorphisme de G(F), g = (g;;) — (c(g,-j)) . La
classe d’isomorphisme de 7° ne dépend pas du choix de la base (v;);—1,.._ 4.

2.2 Modele de Whittaker

irréductible de G(F). Appelons fonctionnelle de Whittaker pour 7 toute forme liné-
aire /: E; — C vérifiant Z(ﬂ'(u)e) = a(u)l(e) pour tout e € E; et pour tout u €
U4(F). Lespace des fonctionnelles de Whittaker pour 7 est de dimension au plus 1.
Supposons que cet espace soit de dimension 1. Soit 6,(7) la représentation g +—
W(Gd(g)) . Alors 7 s’étend en une représentation tordue 7 de é(F) si et seulement
si ~ 0;(m). Supposons cette condition vérifiée et soit 7 une G(F)—représentation
tordue qui prolonge 7. L'application ¢ — ¢ o 7(6,) preserve la droite des fonction-
nelles de Whittaker et agit par un scalaire non nul que 'on note w(7, ). Un calcul
de changement de base montre que w(7, 1) ne dépend pas du choix de la base. En
revanche, il dépend de 1. Pour b € F*, on note 9" le caractere défini par 9?(x) =
1(bx). Soit D’ la matrice diagonale de coefficients DY, = b“~" et ¢ une fonctionnelle
de Whittaker non nulle pour v. Alors ¢ o w(D?) est une fonctionnelle de Whittaker
pour 1? et on a 6,(D) (DY)~ = b'—I,.
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(a) On en déduit que w(#,¥?) = w,(b)'~w(7, 1)) pour tout b € FX, ol w, est le
caractere central de 7.

(b) Supposons 7 tempérée. Alors w(#Y, ) )w(#, 1) = 1 ot p~ = 1p~L. Si de plus
7 est unitaire, alors |w(7, )| = 1.

En effet, soit ¢ une fonctionnelle de Whittaker non nulle de 7 pour le caractere 1

et ¢~ une fonctionnelle de Whittaker non nulle de 7V pour le caractére ). D’aprés

[W2, lemme 3.6], il existe un nombre complexe non nul C tel que pour toute € E;

et pour tout e¥ € E;v on ait

(e¥ e) = C/ o~ (mV(g)e”) o(7(g)e) dg
Ug—1(F)\ GLa—1(E)

ou on a identifié Rg/r GLy—1 au sous-groupe des éléments de G qui laissent stables v
etv}. Delégalité (7Y (0,)e", T(04)e) = (e”,e),'on déduit la premiere identité. Pour
la deuxiéme, il suffit de remarquer que si 7 est unitaire, on a

w(f, ) = w(F ) = w(m’, ¢7).
2.3 Representations induites
Soit L un Levi tordu de G. Il existe alors une décomposition

V:Vu@"'@vl@Vo@v—l@"'@v—u

telle que L soit I'ensemble des £ € G qui vérifient £(V;) = VX pour j = —u, ..., u.
Pour x € Z, on notera &; la restrictionde Xa V;, j = —u,...,u. Onaalors

X RE/F GL(V_]) X X RE/F GL(V_M)

Posons d; = dim(V;) = d_;, j = 0,...,u. Pour j = —u,...,u, fixons une base
(V,‘j)izl,...,d] de V;. La famille (v;)i—1 . 4 définie par vj,+...+d;,,+i = vij pour tout j =
—Uu,...,uetpourtouti =1,...,d;, est une base de V. Grace a cette base, on définit
comme en 2.1 un élément 6. On remarque que 6; € L(F). Notons 6y, la restriction
de 04 a Rg/p GL(V). Soit 7 € Temp(L). Conformément a (2.3.1), on peut écrire

T:Tu®"'®’r—u
ou pour tout j = —u,...,u, T; € Temp(GL(Vj)). Puisque 7 s’étend en une

représentation de L(F), on a Ov.(1j) ~ 7_jpour j = 1,...,u. Choisissons des
opérateurs unitaires A;: E,, —E._, tels que

AjTi (v (x))) =T j(x_ )A;
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pour tout x_; € GL(V_;). Notons Go Panalogue de G lorsque 'on remplace V/

par V. Il existe alors un unique prolongement 7, de 79 a GO(F) tel que pour e =
® Qe RVeRe_ ®---®e_, €E,,onait

FOe=A"e , @ - @A e @ Fp(Oy,)er @ Are @+ R Age,

et ce prolongement ne dépend pas du choix des A;. Introduisons la représentation
7 =i$(7) (Q € P(L)). On aalors

(2.3.2) w(f, ) = w(fp, 1))

On peut en effet construire de fagon explicite une fonctionnelle de Whittaker pour 7 a

partir d’une fonctionnelle de Whittaker pour 7. Plus précisément, notons w I’élément
; 4

qui envoie v; sur v;jil_i pour j = —u,...,uetpouri = 1,...,d;. Remarquons que
04(w) = w. On a fixé une base de V; pour j = —u, ..., u, ce qui permet de parler
de fonctionnelle de Whittaker pour une représentation lisse de GL(V;). Fixons des
fonctionnelles de Whittaker non nulles ¢;: E;, — Cde 7 pour j = —u,...,u. On
peut toujours supposer, ce que I'on fait, que'ona¢_;j0A; = ¢;pour j=1,...,u.

Choisissons une suite exhaustive (U (F)y) , .-, , de sous-groupes compacts-ouverts de

N>1
U (F). Définissons 'application linéaire ¢: E, = ES’T — C par la formule

o(f) = lim_ /U (B 0o (F00) B du

Cette expression a un sens et ¢ est une fonctionnelle de Whittaker non nulle pour 7
(cf. [Sh, 3.1]). Cette définition permet d’exprimer ¢ o 7(6;) de deux fagons diffé-
rentes, et on obtient alors la relation (2.3.2).

Comme cela nous sera utile plus tard, déterminons le caractere de 7 en fonction
du caractere de 7 et des caractéres de 7j pour j = 1,..., u.

Lemme 2.3.1 Pour presque tout £ € L(F), on a Pégalité
O:(x) = @7:0(550) ]1;[1 977((—1)‘1*1 t(xi])_lf]) )

Preuve Soient f; € C°(GL(V;)), j = —u,...,u. Définissons fe C?O(Z(F))
par f(x@d) =TI fi(x;), ol on a noté x; la restriction de x a V; pour x € L(F).

j=—u
Lopérateur 7( f) envoie alorse = ¢, ® - -- ® e_,, € E; sur

Tuf)A e @ - @ T(fAT e @ To(fo) To(By, e
@ T 1(fo)Aer ® - @ Ty (fw)Auen.

Soit j € {1,...,u}. La trace de 'endomorphisme de E,, ® E,_; qui envoie ¢; ® e_;
sur T]-(f]-)Aj_le_]- ® T_j(f-j)Aje;j est égale a la trace de I'opérateur Tj(ffj * f;) ol
Jid i) = f-; (9;}}, (x;)) etx est la convolution. Cette trace est égale a

/ O (30 (e-) o) f ) de_ ;.
GL(V;)XGL(V_})
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La trace de Popérateur 7o( fo)7o (v, ), elle vaut

O, (x00v,) fo(x0) dxo.
Go(F)

On en déduit que la trace de Popérateur 7( f) est égale a

Ontato) 1 07 (8, (x-) ) d
)

L(F)

ol on a posé ¥ = xf; pour x € L(F). On vérifie facilement que x,0y, = %, et
xiby_ (x—j) = (—1)4+! ’(xf_j)*lfcj pour tout x € L(F). On en déduit le résultat
annoncé. ]

2.4 Représentations elliptiques
Soit L un Levi tordu de G et reprenons les notations de la section précédente. On a
notamment une décomposition associée a L

V=V, & ViV V_1®---®V_,

et Gy désigne le groupe tordu analogue de G lorsque 'on remplace V' par V. Consi-
dérons un Levi Ly de Gy. Ce Levi admet une décomposition

LQ = RE/F GLd]/ X X RE/F GLdsl

Pour j = 1,...,s, soit p; une représentation irréductible de la série discrete de
GLd){(E) telle que Gd]/(pj) ~ pj;. On suppose que p; % p; pour i # j. Posons

To = igg(pl ®---®ps) (Qy € P9(Ly)). Pour j = 1,.. ., u, soit 7T; une représentation
irréductible de la série discrete de GL(V;). Posons

TE=ET,Q TR0 ®0%T,).

Alors 7 se prolonge en une représentation unitaire 7 de L(F) et C’est une représenta-
tion elliptique de L(F). Posons s(7) = s. Ce terme dépend seulement de 'orbite sous
iA% de 7. Si O € {ILy(L)} est cette orbite, on peut donc poser s(O) = s. On a alors

() = 2759~ ((f. 1.6). Toutes les représentations elliptiques de L(F) s'obtiennent
de cette fagon.

2.5 Facteurs ¢

Soient m,d > 1 des entiers, et posons H = G,,. Soient 7, o des représentations
irréductibles tempérées de G(F) et H(F) respectivement. Posons

e(m x o,¢p) = e(1/2,7 X 0,1E)
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ou la fonction s — €(s,m X o,E) est celle définie dans [JPSS]. On a alors les
propriétés suivantes dont les preuves découlent de la définition ou alors se trouvent
dans [JPSS]. Pour des représentations 7; € Temp(Gy), i = 1,...,t, avecd =
dy +---+d; onnote 7| X -+ x 7; la représentation i$(r, ® --- ® 7,) de G(F)
ou P est un sous-groupe parabolique de G de Levi

Gy % -+ x Gy

1

Proposition 2.5.1 Notons w, et w, leurs caractéres centraux. On a les propriétés
suivantes

() e(r x 0,¢8) = wr(b)"wy(b)4e(m x o,1g) pour tout b € EX;
(ii) e(m x 0, ¢E) = e(m X 0,9E);

(iii) e(mY x 0¥, ¢pe(m X 0,95) = wa(—1)"w,(—1)%

(iv) Sim=7 X -+ X 7, alorse(m X 0,v¢g) = H';.:l e(tj X 0, 9E).

Supposons maintenant que m et d sont de parités différentes et soient # €
Temp(G) et & € Temp(H). Posons

(2.5.1) €,(m,6) =¢€_,(6,7)
= w7, PIW(G, Y)wr (= D"20) w, ((=D™9220) e(n x 7, ).

Ce terme ne dépend pas du choix de ¢: F — C* d’apres (a) de paragraphe 2.2 et
le (i) de la proposition précédente. Soit L un Levi tordu de G que 'on écrit comme
en 2.3. Soit 7 € Temp(L). On peut écrire

TETLR TR0 ®0%(1,).

Le prolongement 7 de 7 détermine un prolongement 7, de 7p comme en 2.3. Posons
u
61/(7:7 &) = E1/(’7:07 &) H wrj(_l)m~
j=1

Supposons que @ = ig(i') (6 € P(L)). On a alors
(2.5.2) €,(7,6) = €,(F,6).

Cela découle en effet de (a) de paragraphe 2.2 et des points (ii)—(iv) de la proposi-
tion 2.5.1.

3 La formule géométrique
3.1 Llasituation

Soit V un espace vectoriel de dimension d sur E. On se donne une décomposition
V =Z@& W ouW et Zsont de dimensions m et 2r + 1 respectivement, m, r € N.

.....
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et groupes tordus G = Rg/p GL(V), H = Rg/r GL(W), Gy = Rg/r GL(Vy), G =
Isom(V,VS*) et H = Isom(W, W*). On identifie H au sous-groupe des éléments
de G qui agissent trivialement sur Z. Fixons v € F* et notons { I'élément de
Isom(Z, Z5*) défini par ((z) = (— 1)’21/2* ott (zf')i=_,.., est la base duale de la
base (zi)i——,..,. La décomposition V = Z @& W induit une décomposition Vo* =
Z5* W, On aun plongement ¢: H < G défini dela fagon suivante: pour £ € H,
1(%) est élément dont la restriction a W est % et la restriction a Z est ¢. En pratique on
ne fait pas de distinction entre X et ¢(X). Considérons le sous-groupe parabolique P
de G qui conserve le drapeau

Ez, C---CEz,®---®DEzy CEz, D---DEzy DV,
CEZ,@"'@EZl@VoEBEZ,1C"'
CEzz®---BPEz1 BV PEz_1DH---PEz_,.

On note A le sous-tore de G des éléments qui préservent les droites Ez; pour i =
+1,...,£r et agissent comme l'identité sur V et U le radical unipotent de P. On
pose M = AGy, Cest une composante de Levi de P. Pour a € A(F), on note g; la
valeur propre de a agissant sur z; pour i = £1,...,£r. On note P le normalisateur
de P dans G et M le normalisateur de M dans P Ce sont respectivement un sous-
groupe parabolique tordu et un Levi tordu de GetonaH C M. On définit un
caractére £ de U(F) par

r—1
s = (D win)
i=—r
ol on a posé w4 ; = (zf,,,uz;) pouri = —r,...,r — 1. Ce caractére est invariant

par 6; pour tout 7 € H(F).

Fixons un Og-réseau R de V qui est somme d’un Og-réseau de W et du réseau
engendré par les z; pouri = 0,+1, ..., £r. Notons K le stabilisateur dans G(F) de ce
réseau. On a alors G(F) = P(F)K. Soit RV le réseau dual de R dans V*. Pour N > 0
un entier, on définit {2y comme le sous-ensemble de G(F) des éléments qui s’écrivent
g = uagokouu € U(F), k € K, a € A(F) et gy € Go(F) vérifient

\Valg(ar)| N et \Valg(a )| < 2N pouri==+1,...,+(r—1),—r,
g ZQET('EZ Ret'gy'zi € m; *NRV.

On note ky le fonction caractéristique de 'ensemble (2. C’est une fonction invari-
ante a gauche par H(F)U (F) et invariante a droite par K.

3.2 Un ensemble de tores tordus
Considérons une décomposition W = W' @ W'’ et notons H' = Rg/p GL(W'),
H'" = Rg/p GLWW"), H' = Isom(W',W'""), H"" = Isom(W"',W"“"). Soient T
un tore maximal anisotrope de H' (i.e., tel que A7, = {1}) et CHA,T € H''(F) une
forme hermitienne non dégénérée. On suppose que les groupes unitaires de (7 et
(ot = C @ Cu.r sont quasi-déployés. Notons T I'ensemble des éléments ¥ € H qui
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envoient W' sur W/“*, W'’ sur W"'“" et tels que la restriction de £ 2 W' appartienne
a T et la restriction de £ a8 W'/ soit égale a Q:H,T. On note T 'ensemble des sous-
ensembles T de H obtenus de cette fagon. Cet ensemble est stable par conjugaison
par H(F) et on fixe un ensemble T de représentants des classes de conjugaison. Pour
T € T on note T I'ensemble des éléments de T’ dont on prolonge I'action sur W
en les laissant agir comme l'identité sur W'/, Cest un sous-tore (en général non
maximal) de H. Les éléments de T définissent un automorphisme ¢ de T et on note
T%, Ty le sous-groupe des point fixe et sa composante neutre respectivement. On a
T% = Ty. On notera aussi T(F)/6 espace des classes de conjugaison par T(F) dans
T(F). Le normalisateur de T dans H(F) contient T(F) x U(fH,T)(F), on pose

W(H, T) = Normy)(T)/( T(F) x U(Cu,r)(F)).

Pour T € T, on notera dorénavant avec un indice T les objets définis dans ce
paragraphe qui dépendent de T: W1, W//, H7., H}, Hy', HY, etc.

3.3 Quelques fonctions nécessaires a la formule géométrique

Soit T € T. On note T; I'ouvert de Zariski des éléments 7 € T tels que les valeurs
propres de t = '(#)~'F sur W/ soient toutes distinctes et différentes de 1. Soient I'
et © des quasi-caracteres de 6(F) et H(F) respectivement. Soit € Tu(F). On a alors
G; = U(EGA,T) x Ty et Hf = U(éHﬁT) x Ty. Par conséquent, on a des identifications
Nil(g;) = Nil(u(fG_VT)) et Nil(h;) = Nil(u(fHﬂT)) . Posons

1
() = o)
’ Nll(u(CG.T)) reg| OeNil%G.’l'))reg
et 1
Y pp— N}
| Nll(u(CH,T)) reg| O ENIlW(CH,))reg

On vérifie facilement que les fonctions cr et cg sont invariantes par conjugaison par
T(F). Elles définissent donc des fonctions sur T'(F)/6.

3.4 Un critere de convergence

Soient T € T, € T(F) et posons t = ‘(f°)"'f € H(F). Notons E’(f), resp.
E’'(F) 'image, resp. le noyau de t — 1 dans Wy. Introduisons les groupes J'(f) =
Rg/r GL(E’(f)) et J"(f) = Rgr GL(E”(f)) . On note 37 le centre de I'algebre de Lie
de J'(f);. On a une inclusion naturelle J'() x J'/(f) C H}. Le tore Ty est alors un
sous-tore maximal de Hif = J'(£); x J"/(f);. En particulier, on a 3; C 1.

Pour X un F-espace vectoriel et i € R, on note C;(X) 'espace des fonctions
mesurables p: X — C vérifiant p(\x) = |A|kp(x) pour tout x € X et tout A € F*2,
On note C3;(X) le sous-espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes sur X
engendré par les C;(X) pour j > i. Soit x: F* — {%1} un caractére quadratique,
pour i € R on notera C; , (X) 'espace des fonctions mesurables ¢: X — C telle que
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©(Ax) = x(V)|A|zp(x) pour tout x € X et tout A € F*. Enfin, C;, (X) désignera
I'espace de fonctions sur X engendré par C; , (X) et les C;(X) pour j > i.

Soit 6: T(F)/6 — R une fonction, on définit alors C>5(T) (resp. C>5’X(T))
comme I’espace des fonctions complexes f définies presque partout sur T(F)/6 et
telles que pour tout € T(F), il existe un bon voisinage w C ty(F) de 0 et une
fonction ¢ € Cx47 (tg(F)/Sf(F)) (resp. p € C25(;)7X(t9(F)/3g(F)) ) vérifiant

f( fexp(X)) = p(X) pour presque tout X € w

ou X désigne la projection de X sur ty(F)/37(F). Rappelons que ’'on a défini en 2.1
une fonction A sur Gi(F). On montre exactement de la méme fagon qu'en [B,
lemme 5.2.2] le critére de convergence suivant.

Lemme 3.4.1 Soit T € T. Posons

5.7 — inf( dim(3;) — dim(tgz) — dim(E"(9)) _ % )

pour tout i € T(F). Soit f € C260,XE(T): alors pour tout s € C tel que Re(s) > 0

Pintégrale
/ fEA®F) di
T(F)/6

converge absolument et de plus la limite
lim fEA(E) di
s—0" T(F)/@

existe.

Soient I' et © des quasi-caracteres de é(F) et H(F) respectivement. Une démon-
stration tout a fait analogue a celle de [B, lemme 5.3.1] montre que la fonction 7 +—

cr(F)co (F)DH (F)/2DC (F) /2 A (F) 1/ est dans C>6,:(T). On peut par conséquent

définir
(341 Jgom(©,1) = 3 2™ W, 1)
TeT
% lim co()er (H)D(H)V2DC (D) 2 A7)~V dF.

s—0" T(F)/()

Si f S C;X’((N;(F)) est tres cuspidale, on pose cj = co, et Joeom (O, f) = Jgeom (O, @J;).

3.5 Le théoréeme

Soient f eCx (5(F)) une fonction trés cuspidale et © un quasi-caractére de H(F).
Pour ¢ € G(F), on définit une fonction ¢ ¢ sur H(F) par

$FE(R) = / F(g™ Fuug)€(u) du.
U(F)
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C’est une fonction localement constante a support compact. On peut donc poser

K&ﬂ@zf

O £ () i
H(F)
pour tout ¢ € G(F). La fonction g +— J(O, f,g) est localement constante et est
invariante a gauche par H(F)U (F). Soit N > 0 un entier. Posons

Maﬁ:/ k(@) 1O, Fg) dg.

H(F)U(F)\G(F)

Théoréme 3.5.1 Lexpression Jn(O, f) admet une limite lorsque N tend vers 'infini
etona

ngnoo ]N(@, f~) = ]geom(97 f~)

La démonstration de ce théoréeme occupera les quatre paragraphes suivants.
Comme on I’a dit en 1.3, on utilise dans ces deux sections une normalisation
différente des mesures. Le théoréme 3.5.1 ne dépend que du choix de mesures de
Haar sur les tores compacts Ty(F), T € T, qui ont jusqu’a présent été normalisées

par mes( Tg(F)) = 1. Ces mesures sont maintenant celles notées v(Ty)dt. 1l faut
donc dans la définition (3.4.1) rajouter un facteur v(Ty) dans chaque terme de la
somme.

3.6 Descente a l'algebre de Lie

Par un procédé de partition de I'unité, on se ramene a la situation suivante: il existe
X € G(F) etw C gz(F) un bon voisinage de 0 aussi petit que I'on veut de sorte que
Supp(f) C (iexp(w)) “_ {gxexp(X)g~ ;¢ € G(F) X € w}. i

Supposons dans un premier temps que X n’est conjugué a aucun élément de H(F).
Cela revient a dire que (V/’, X) ne contient pas de sous espace hermitien isomorphe
a(Z,(). Sitel est le cas et si w est assez petit, il en va de méme de (Vi/éxp(X)’ X exp(X))
pour tout X € w. On en déduit que (£ exp(w))® N H(F) = @. D’apreés une propriété
des bon voisinages, I’'ensemble (%exp(w)) est stable par 'opération qui consiste a
passer a la partie semi-simple. On a donc aussi (£exp(w))® N H(F)U(F) = @.
D’apres la définition, on a alors £ f& = 0 pour tout ¢ € G(F) puis Jy(©, f) = 0
pour tout N. D’autre part, le quasicaractére © 7 est alors nul au voisinage de H(F)
et, par conséquent, Jocom(©, f ) = 0. Ainsi, le théoréme 3.5.1 est trivialement vérifié
dans ce cas.

On suppose donc maintenant que la classe de conjugaison de % coupe H(F).
Quitte a conjuguer, on peut méme supposer que & € H(F). Posons x = '(x°) "% et
onnote V', resp. W/, resp. W/ = V' le noyau de x— 1 dans V, resp. le noyau de x—1
dans W, resp. I'image de x — 1 dans W. OnaalorsV =V"”" V', W =W" @ W' et
la restriction de £a V'’ et W'/ est une forme hermitienne. On désignera par G'/, H'/
et H = G’ les groupes Rg/r GL(V""), Rg/p GL(W''), Rg/p GL(W') = Rg/p GL(V')
respectivement. On a alors Gz = GG}/, Hy = H.H;' et les groupes G}/, H;' sont
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des groupes unitaires. Soit g € G(F), on définit les fonctions Ox,, et $ fgw sur hz(F)
et gz(F) respectivement par

sinon,

Oe(X) = {g)(aiexp(X)) siX € wNbhz(F),

et
flg 'zexp(X)g) siX € w,
0 sinon.

gmmz{

Pour tout X € hz(F) et pour tout g € G(F), posons

$fe,(X) = / ¢ few(X + N)E(N) dN

uz(F)

Jew(©, f.0) = [ Oz, 008 f,(X) dX.
b (F)

Pour tout entier N > 0, définissons

km@ﬂ:/ (@) e, . 9) dg.

H:(F)Ux(F)\G(F)

Notons I’ ’ensemble des tores maximaux anisotropes de H/. La paire d’espaces
hermitiens (V'/,W'’) vérifient les hypotheses de [B, section 4], on peut donc lui
associer un ensemble de tores 7'’ comme dans cette référence. Notons T, 'ensemble
des éléments de T qui contiennent %. On vérifie que I'application T + Ty est une
bijection entre T et T’ x T". Pour T € T, on a défini deux fonctions cg et cjsur
T(F)/0. On définit les fonctions Coxw €t Cfg,, SUr tg(F) comme étant nulles hors
de w et dont les valeurs sur X € w N ty(F) sont

coz0(X) = co(Xexp(X)) et X)) = cf(Xexp(X)) .
On note A’’ la fonction définie sur bz (F) par
A”(X) = |N(detX|/‘2,,,/Wu(X))|F

ou X'’ désigne la restriction de X a W'’ et W'/ (X) le noyau de X dans W' Soit Tz un
ensemble de représentants des classes de conjugaison de J; par Hx(F). SoitI € T’ %
J'" et notons T; € T le tore tordu lui correspondant. D’apres le paragraphe 3.2, il
est associé a Ty une décomposition W = W, @ W/ Notons H{/ = Rg/r GL(W{/) et
Normy, (I) le normalisateur de I dans Hz. On a alors une inclusion naturelle H}f A C

Normp, (I). On pose

W (Hg, I) = Normy, (I)(F)/Hy, <(F)I(F).
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C’est un groupe fini. Posons

Jgom (€, ) = 3 [W (He, D™D lim / 0,50 (X071, (X)DH(X) V2

1€Tx

X DGi(X)l/ZA//(X)sfl/Z ax.

On voit comme en paragraphe 3.4 que cette expression est bien définie. Soit

. —dim(W
C(x) = \2|F DA% Y2DS ()2 A(R) V2.
Proposition 3.6.1 On a les égalités

NGO, f) = C®) INzw(©, f) et Jgeom(O, f) = C() Jgeom 2 (O, f)-

Preuve Il suffit de reprendre la preuve du lemme 3.4 de [W3]. Rappelons pour la
commodité du lecteur comment 'on procede.
Point (1) Soit g € G(F). Par la formule d’intégration de Weyl, on a:
(3.6.1)
je.f9= 3 wan" [ emp ' FE(F) .

femd) T(F)/0 Ty(F)\H(F)

Pour T et T’ deux sous-tores maximaux tordus de H on pose W(T,T') = {h €
H(F) : hTh=' = T'}/T(F). Pour tout sous-tore maximal I de Hz, on note T} son
commutant dans H et Ty = Ti% qui est un sous-tore maximal tordu de H. On a alors
le point suivant.

Point (2) SoientT € T(H)etf € T(F)NH,eg(F) tel que ng(F)\H(F) "8 FE(F) dh # 0
alors

e U U <3Eexp(i(F)ﬂw))w*1.

1€T (Hz) wew (T1,T)

En effet, il existe alors u € U(F) tel que fu € (32 exp(w)) ‘ la partie semisimple de

- . L, .= .= ~ G .
fu étant conjuguée a f on a aussif € (xexp(w)) . Soient donc X € wety € G(F)
tels que yfy~! = Xexp(X). Par restriction, y réalise alors un isomorphisme entre

les espaces hermitiens (V/',7) et ( xexp xexp(X)) Le premier de ces espaces

contient comme sous-espace hermitien (Z, C ) et le deuxiéme est inclus dans (V'/, %)
qui contient aussi (Z, (). D’apres le théoréeme de Witt, quitte a multiplier y par un
élément de GJ'(F) et a conjuguer X par ce méme élément, on peut supposer que y
agit trivialement sur Z. On a alors ’égalité y' () ~'fy~! = xexp(2X). On en déduit
que exp(2X) agit comme l'identité sur Z donc la restriction de X a Z est nulle. Un
élément de g;z(F) dont la restriction a Z est nulle appartient a hz(F), par conséquent
X € bz(F). Lélément y envoie lorthogonal de Z dans (V/',f), qui est W}/, sur
Porthogonal de Z dans V eXp > qui est Wi ). Il envoie aussi Wy sur Wi, .
Puisque W = W/ & W/’ W;exp @ erxp(X)’ on en déduit que y conserve W
donc y € H(F). Quitte a conjuguer X on peut supposer quil existe I € T(Hx) tel
que X € i(F) Nw. Puisque f est supposé régulier, la conjugaison par y~! induit alors
un élément w de W(Ty, T) d’ou le résultat.
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Point (3) Pour T € T(H), I;,I, € T(Hy) etw; € W(Ty,, T), w, € W(Ty,, T) les
deux ensembles w; (x~ exp(i; (F) ﬁw)) wl_1 et w, (x~ exp(i,(F)N w)) wz_1 sont disjoints
ou égaux et §’ils sont égaux ona I} = .

Soient y1,y, € H(F) qui relevent w; et w, on pose y = y;lyl. Si les deux
ensembles en question ne sont pas disjoints, on a y(x~ exp(w)) y~ !N xexp(w) #
@. Donc par une propriété des bons voisinages, y € Zy(X)(F) = Hz(F). Alors la
conjugaison par y envoie Tzl sur TIZ, donc I sur I, et laisse stable w. Ce qui entraine
aussil; = L.

Point (4) Soient T € T(H), I € T(H;) et w; € W(Ty, T). Le nombre d’éléments
wy, € W(Ty, T) tels que WZ(Xexp(i(F) N w)) w;l = wl(ﬁexp(i(F) N w)) wfl est
W (He, D).

En effet d’apres ce qu’on vient de voir et le fait que Ty N Hz = I, 'ensemble de
ces éléments est en bijection avec {y € Hz(F) : yIy~! = I}/I(F) qui est précisément
W (H, D).

Point (5) Soit I € T(Hyg), alors il existe un unique tore T € T(H) tel que
W(T;, T) # @ etonaalors |W(T, T)| = |W(H, T)|.

Lexistence et I'unicité de T sont évidentes puisque T(H) est précisément un en-
semble de représentants des classes de conjugaison de sous-tores maximaux tordus
de H. Soit donc T 'unique élément de T(H) tel que W(T;, T) # O et fixons w; €
W (T;, T). On a alors une bijection entre W(T;, T) et W(H, T) donnée par w +
Wwfl.

Rappelons que d’apres nos choix de mesures, pour I € T(Hz), 'application

i(F)Nw — Ti(F)/0, X xexp(X)

préserve les mesures. Les points (2) a (5) ci-dessus permettent alors de transformer
Iexpression (3.6.1) en I'égalité suivante

J®,f.9= Y IW(Hx,I)rl/ / " < (zexp(X)) dh
i(F) JI(F)\H(F)

I€T (Hy)
x D (fexp(X)) Ox.0(X) dX.

On a DH (JZ exp(X)) = pH (%)D":(X). Par la formule d’intégration de Weyl appli-
quée au groupe Hy, on a

O, f,g) = D) Oru(X)" f* (2 exp(X)) dX dh
H(F)\H(F) Jbz(F)

Notons 11* 'image de 6; — 1 dans 1. On a alors u = u; @ u*. On a fixé une mesure
sur u(F) et on suppose que cette mesure est produit d’une mesure sur uz(F) et d’'une
mesure sur 1t*(F). Soit U*(F) = exp(u’E(F)) que 'on munit de la mesure image par
I'exponentielle (signalons qu’en général, il ne s’agit pas d’un sous-groupe de U (F)).
Pourh € H(F) et X € w,on a

hgff(Xexp(X)) = / / hgf(fexp(X)uv) E(uv) dudv.
*(F) JUx(F)

https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4

Expression d’un facteur epsilon de paire par une formule intégrale 1019
P01.1r u e U;E(E), l’applicajtion U* — U,E\U,.v — GQQLP(XM(V_.I)V est un .isomf)r—
phisme de variétés algébriques et le morphisme sur les F-points a un jacobien
constant de valeur | det(1 — GQELP(XM)H /us|F. Par une propriété des bons voisinages,
ce jacobien est aussi la valeur absolue du déterminant de 1 — 6 ' agissant sur 1/1;.
Notons d(x) ce jacobien. Remarquons que 'image de l'application précédente est
incluse dans Ker £. On a alors

hgff(XeXp(X)) = d(;z)/ / thf(Xexp(X)u) &(u) dudy.
Ux(F)\U(F)  U(F)

Lapplication uz(F) — Uz(F), N — exp(—X) exp(X + N) est un isomorphisme de
jacobien constant égale a 1. On en déduit I’égalité

hgfi(xexp(x)) = d(f) / ( thf;éw(x) dv.
U.

=(F)\U(F)

D’ou

J©.f,g) = DH(f)d(f)/ J2(©, f,vhg) dh dv.
Us(F)

Hz(F)\U(F)H(F)

Puis Jy(O, f) = DH(%)d(%) JzwnN(O, f). I ne nous reste plus qua déterminer la
valeur de d(%).
Définissons les sous-espaces suivants de 1.

y ={NewNV)=0etNV")CV"} et wm={NewNV")cCV'}.

Ces deux sous-espaces sont stables par 6z et on a 1 = 11; § 1. On note 1; ; et 1, 5 les
noyaux de 0z — 1 dans 1 et u, respectivement.

e Calcul de | det(1 — 9;1)|1,1/1,1_X|F. Lespace u; est inclus dans gl(V'’). Sur cet
espace 0; n'est autre que 'application qui a X associe 'opposé de I’adjoint de X
pour la forme hermitienne X|y/-. On a par conséquent 67 = Id. Notons 1} le sous-
espace de 1 sur lequel 6; = —Id. On a alors | det(1 — 0;1)‘111/111_£\F = |2|;l:1m(u’1“).

Soit 7 € E un élément non nul de trace nulle. Capplication N — 1N est alors un

isomorphisme entre 1, ; et uf. On en déduit que dim(u{) = dim(u;)/2. Or, un

calcul indolore nous donne que dim(1t;) = 472 + 2r + 4r dim(W'’). On en déduit
que

2 . 12
(3.6.2) | det(1 — 9;1)\111/111_x—‘F _ |2|12:r +r4+2r dim(W ')

e Calcul de | det(1 — 951)|U2/U2_X,|F. Posons u; = {N € up; N(V"') = 0} etuy =

{N € up; N(V') = 0}. On a alors 1, = 13 @ 1y, Oz(113) = 1y et 5(11y) = us. On
en déduit que

det(l - 992_1)|u2/u2_,~< = det(1 — 0;2)|113/113Af7
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ol 113 ; désigne le noyau de 1—6; dans us. Notons Z, le sous-espace de V engendré
parlesz;,i = 1,...,r. On a alors un isomophisme naturel u; ~ Homg(V’, Z,).
Via cet isomorphisme, I'action de 62 sur u3 est donné par X — X ox~!. Ona
donc un isomorphisme de F[6%]-modules 13 ~ @'_, V' ou I'action de 62 sur le
deuxieme espace est donné par I'action de x~! sur chaque facteur. On en déduit
que

(3.6.3) | det(1 — 0 ") juy . [r = | N (det(1 — x)py/) |; = A®X)".
Des relations (3.6.2) et (3.6.3), on tire égalité
d(a?) — |2|§r2+r+2rdim(W”)A(x)r.

On vérifie facilement que DH(x)d(%) = C(%), cf. lemme 2.1.1, d’ou la premiere
assertion de I’énoncé.

Pour I € T, notons T; P'unique élément de T tel que Tip = I. Pour T, T, € 7,
posons

‘/V(Tl7 Tz) = {h (S H(F);thh_l = Tz}/(Tl(F) X U(éH,Tl)(F)) .

Les propriétés suivantes se montrent exactement de la méme maniére que les
propriétés (2) a (5):
Point (6) Soient T € Tetf € Tﬁ(F) tel que Cjz(f) = 0 alors

fe U U w(ﬁexp(i(F)ﬂw))wil.

1€Tz weW(T;,T)

Point (7) Soient T € T, I; € Tz et w; € W(T;, T) pour i = 1,2. Alors les
ensembles wi(iexp(ii(F) N w)) wfl, i = 1,2, sont disjoints ou confondus et §’ils
sont confondusonal; = L.

Point (8) Soient T € T,I € Tz etw; € W(Ty, T). Alors le nombre d’éléments
w, € W(Ty, T) tels que

w1 (Xexp(i(F) ﬂw))wl_l = Wz(iexp(i(F) ﬂw))w{l

est égal a |W (Hg, I)|.

Point (9) Pour tout I € Ty, il existe un unique T € T tel que W(T;, T) # @ et
pour ce T,ona [W(T;, T)| = [W(H, T)|.

Les points (6) a (9) permettent de transformer 'expression initiale de Jyeom(©, f )
et d’obtenir Iégalité

= 1, - dim(W,)— (%) _
(3.64) Jeom(®, f) = D"(®)/°D°(®)'2 > [2]; W (Hz, D] ~'v(D)

1€T%

x lim C@x’st(X)Cﬂx,’w(X)DH)E(X)l/zDGX(X)I/ZA(}Z'EXP(X)) s—1/2 AX

s—0* i(F)
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SoitI € T%. Pour tout X € w,ona’ [ (ﬁexp(X)) C] _liexp(X) = xexp(2X), d’ou

5 2dim(W'")—2 dim(WT/I') , B
A(zexp(X)) = |2[p A" (X)A(%)

pour presque tout X € w N i(F). Puisque
dim(W}I) + dim(Wﬁ’) =m et IlmAX)’=1,
s—0

on déduit facilement de (3.6.4) la deuxieme égalité de I’énoncé. [ |

3.7 Premiére transformation de J;, n(O, f

D’apres la proposition précédente, on est ramené & montrer I’égalité
Nh—rgo ]X,w,N(@v f) = ]x,w,geom(@7 f)

On a des décompositions en produits Gz = G'GL et H; = H'H/. Les groupes G’
et H}' sont les groupes unitaires des espaces hermitiens (V'/, %) et (W'/, %) respec-
tivement. Pour X € hz(F) = hi(F) @ b/ (F) (resp. X € g:(F) = g4(F) @ g7/ (F)),
on notera X = X’ + X'/ 'unique écriture de X avec X’ € bhL(F) et X"’ € b/ (F)
(resp. X' € gi(F) et X" € g{(F)). Quitte a rétrécir w, on peut supposer que
Ox,, est combinaison linéaire sur w de transformées de Fourier d’intégrales orbitales
nilpotentes. D’apres “la conjecture de Howe”, O, est alors aussi combinaison
linéaire de fonctions j%<(Y, -) pour des éléments Y € Dg reg(F) génériques. Par
linéarité de P’égalité que on cherche & montrer, on peut donc supposer qu’il existe
Se b}c,’reg(F ) de noyau nul dans W'/ et un quasi-caractére js de h.(F) tels que

Orw(X) = 75(X") 7" (S,X")

pour presque tout X € w N hz(F). On a alors pour tout g € G(F),

Jeul©. Fg) = / Jo(X) 7 (8, X718 FE(X) X" dX.
b(F)x b’ (F)

Appliquons la formule d’intégration de Weyl a I'intégrale sur h.(F). On obtient
alors, pour N > 0,

Fewn(©, f) = > [WHLI)™ / ()js(X’)DHx’(X’)
i’(F

I/E‘T(H);/) 1 II(F)HX”(F)U;:(F)\G(F)

x / FES X (X + XY dX ki (g) dg dX.
b (F) '

Le terme intérieur peut se réécrire

/ / / ]AH)?”(&X”)SHgﬁéw(X/-‘rXN)d 17
I'(F)G{" (F)\G(F) JH{'(F)Ux(P)\G{' (F) J;'(F)

x kn(g''g) dg’’ dg.
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D’apres [B, 7.4], on peut exprimer différemment les deux intégrales intérieures de
cette expression. Pour retouver les notations de cette référence, on pose ¢(X'') =
gf},w(X’ + X', k"(g") = kn(g""9), 0" = ij'”(S, -),vi=zipouri =0,...,ret
y_; = z,,'/( (—1)’21/) pouri = 1,...,r. On doit aussi fixer des constantes &; € F*

vérifiant
r—1 r—1
Z Uiy = Zﬁi(ﬁv_i—h uv;)
i=—r i=0

pour tout u € Uz(F). Dans B, section 7], il est défini des éléments = et X. L’élément
E € g//(F) est défini ainsi: il annule W'/ et vérifie Z2(v;4,) = &v; pouri = 0,.. .,
r—1,Zv = —2v&v_1etZv_; = =&v_;j_ypouri = 1,...,r — 1. Le sous-espace
Y de g}’ est défini comme lorthogonal de b}’ @ ;. Soit I’ € T(G{'). On note
i’’(F)S Pensemble des éléments de i’’(F) dont la classe de conjugaison par G2/ (F)
coupe = + S + 3. Comme en [B, 7.3], on peut fixer:

e deux fonctions localement analytiques X'’ € i"/(F)S + ~vx» € G/ (F) et X" €
i"(F)S +— X{ € 2+ S+ ¥ vérifiant X/ = vg,l,X”'yXu pour tout X"’ € i"’(F)3,
¢ une fonction polynomiale non nulle Qs sur i’/ (F),

telles que pour tout compact wy» C 1"/(F), il existe a« € F* et ¢ > 0 vérifiant
* aQs(X")R"” C Ry, C a 'R ouonapos¢ R” = RNV" et Ry, =
d'’—1 i
®1:0 Xé/ Vr’ r
e o(yx) < c(l +log | D% (X”)|) ,

pour tout X"’ € i”(F)S N wy». On peut maintenant appliquer [B, 7.4] a nos deux
intégrales intérieures. On obtient I'égalité

(3.7.1)
]ﬁ,w‘N(@7 f~)
= > v(A) T W(Gs, DI / Js(X)D% (X )DE (X'")!/2
I1€T(Gy) i/ (F)xi’’(F)S

< (Xm0 () dg X" dX”
I"(F)Apr1 (F)\G(F) '

N L g ft
ouonanote® fg

a posé

la transformée de Fourier de £ f; , par rapport a X'’ € gZ/(F) et on

knx () = v(Ap) kn (Yx0ag) da.
AI//(F)

Fixons I = I'I"’ € T(Gs). On a le lemme suivant dont la démonstration est tout
a fait analogue a celle de [B, 8.1.1].

Lemme 3.7.1 Soitwr C 1"'(F) un sous-ensemble compact. Il existe un entier k € N
tel que

11 k k
kv (8) < N*(1+|log D% (X)) " (1+|log|Qs(X")|F|) o)
pour tousN > 1, ¢ € G(F), X" € ' (F)S Nwy».
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Pour € > 0, notons i(F)[> €] 'ensemble des X € i(F) tels que
|detad(X”)‘g,,/in|F > €, |detad(X')|g//i/|F > €, |Q5(X”)|F > €.

Soit (F)[< €] le complémentaire de i(F)[> €] dans i(F).

Lemme 3.7.2 1l existe un entier b > 1 tel que

/i’(F)Xi”(F)S[gNh]

X / |gﬁw(x)|f€N,x~(g) dgdX" dX' < N~!
I'(F)A; 1 (F)\G(F)

]As(X/)|DG‘€I(XI)DG;’(X”)I/Z

pour tout N > 1.

Preuve Considérons I'intégrale intérieure et décomposons la en une double inté-
grale sur Gz(F)\G(F) et sur I'(F)A;//(F)\Gxz(F). Lintégrale sur Gz(F)\G(F) est lo-
calement constante et d’aprés une propriété des bons voisinages, elle est a support
compact. Il existe un sous-ensemble compact w; C i(F) tel que I'intégrale intérieure
soit nulle pour X ¢ w;. D’apres ces deux remarques et le lemme 3.7.1, il existe un
entier k tel que notre expression soit essentiellement majorée par

fs(X/)‘DG’;(X/)DG’;/(XN)I/Z

(3.7.2) N* /
i/ (F)xi""(F)S[KN~]Nwy
_ ’ k
X / (g 1Xg)(l + \logDGf (X”)|)
I'(F)A 1 (F)\G(F)
x (1+|log|Qs(X")[¢] ) "o1(9)* dg dX"" dX’
ouyp € C® ( g,g(F)) est une fonction a valeurs réelles positives et o1 on a posé
or(g) = inf{o(tg);t € I'(F)Ap/(F)}.

D’apres le lemme 7.2.1 de [B] (qui est dt a Arthur), pour tout X € wy et pour tout
g € G(F) tels que (g~ 'Xg) # 0 on a une majoration

o1(g) € (1 + |logDG”'(X)|)
D’apres Harish-Chandra les fonctions
X" | s(X D% (x)'/?
et

X — DO (X)1/2 / p(g'Xg) dX
I'(F)A;// (F)\Gx(F)
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sont localement bornées. Par conséquent, notre expression (3.7.2) est essentiellement
majorée par

N L s, (1 1108D 070 ™ (1 g X 1)

x (1+]log D% (x")]) " dX"’ dX’.

11 est alors aisé de montrer que cette intégrale vérifie la majoration de ’énoncé
pour b assez grand. ]

3.8 Changement de fonction de troncature

Rappelons que I'on a fixé I = I'I'’ € T(Gg). Notons M, le commutant de A;/
dans G. 1l contient I"’G’% et C'est un Levi tordu de G. Ona Ay = Apv. Quitte a

conjuguer X et I'’, on peut supposer que M, est semi-standard. Soit Y € Ay, tel
que a(Y) > 0 pour tout &« € A. Pour P’/ € P(Mmin), il existe un unique w € W tel
que WPpin = P’ et on pose alors Yp: = wY. Pour Q € P(M;), on définit Y5 comme

le projeté sur Ay de Yp: pour n’importe quel P’ € P(Mpyin) vérifiant P’ C Q.
Pour ¢ € G(F), on pose Ya(g) =Y5 - Ha(g) pour tout 6 S ?(Z\Zﬁ) ou 6 désigne

le parabolique tordu opposé a Q. La famille Y(g) = (Ya(g)) 3 est (G, I\7In)—

€ P(M,)
orthogonale et il existe ¢; > 0 tel que si

inf{o(mg);m € My(F)} < ainf{a(Y);a € A},

la famille Y(g) soit (G, Mt)-orthogonale positive. Supposons que ce soit le cas. On
définit alors JA%( . ,H(g)) comme la fonction caractéristique dans ‘AA7[1 de I’enve-

loppe convexe des Y5(g), Qe fP(I\7Ih), et on pose

v(g,Y) =v(Ap) ogu(HM:,H(g)) da.
AI//(F)

On a le fait suivant
Point (1) Il existe c; > 0 et un sous-ensemble compact w; C i(F) tels que pour
tous X € i(F)[> N~?], g € G(F) Vériﬁantgféw(X) # 0, onait X € wy et

o1(g) < ¢;log(N).

En effet, on a vu lors de la preuve du lemme 3.7.2 qu’il existe un sous-ensemble
compact wy C i(F) tel que pour tous X et g comme précédemment, on ait X € wy et
o1(g) < 1+ |logD%(X)|. Or, pour X € w; Ni(F)[> N~?], on a |logD%(X)| <
log(N). D’oti point (1).

Ceci permet de vérifier que le membre de droite de ’égalité ci-dessous est bien
défini.
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Proposition 3.8.1 Il existe unréel c; > c3/c) et un entier Ny > 1 tels que, si N > N
et
inf{a(Y);a« € A} > c;log(N),

on ait égalité
/ S (X (g) dg = / S (XO(g, V) dg
1/(F)A; 1+ (F)\G(F) 1/(F)A; 1+ (F)\G(F)

pour tout X € i'(F) x i"'(F)S[> N~*].

Preuve Soit N > 1 un entier. Posons
Xy = w; Ni(F) x i (F)S[> N7?]

et
Oy = {g € G(F);01(g) < c2log(N)}.

Soient c3 > ¢3/c1 et Y € Ay, vérifiant
inf{a(Y);ax € A} > ¢;log(N).

Ainsi v(Y, g) est bien défini pour tout g € . On va montrer que I'égalité de
I'énoncé est vérifiée si N et ¢; sont assez grands. Notons J(N, X), resp. J(Y,X) le
membre de gauche resp. de droite de I'égalité de ’énoncé. D’apres la remarque (1),
il suffit de montrer I'égalité pour X € Xy et on peut restreindre les intégrales a
I'(F)Ap(F)\Qy. Soit Z € Ay, vérifiant

inf{la(Z);a € A} = c3/c log(N).

Pour tout g € (ly, on définit comme pour Y une (é, Z\7It)-famille orthogonale
" o ~ = ~ 3.
positive Z(g) = (ZQ(g)) Gep ()" Pour Q = LUq € JF(M;), notons O’Mh( ,Z(g)) la
fonction caractéristique dans A i, de la somme de A5 et de 'enveloppe convexe des
Z(g)p, pour P e fP(ZVIh) tel que P’ C Q. On note aussi 75 la fonction caractéristique
de Ai@ o Ag dans Ay; . On a Pégalité

> 02 (02() 75(A - Z(9)g) =1

QEF (M)

pour tout A € Aﬁu‘ On a par conséquent pour tous g € Qy, X € Xy,

(3.8.1) vg,Y)= Y vQY.g)
QeF(M;)

(38.2) inxe(@ =Y knxr(Qg)
QeF (M)
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ol on a posé

W@ Y. =var) [ af (g @.Y0) o (H @).2(9)

Ayri(F) M;
X Ta(HMt(a) - Z(g)a) da

et

v (@) =viar) [ rvrglagod (H (o). 2(9)

Ay (F)

Ta(HMh(a) — Z(g)a) da.

Les fonctions ki x// ((57 et v(é, Y, - ) sont invariantes & gauche par I'(F)A;// (F).
Par conséquent, on peut décomposer J(Y, X) et J(N, X) suivant les égalités (3.8.1) et
(3.8.2). On obtient

J,X) = Y JQY,X)

QEF(M,)

JIN,X)= > J(QN,X)

66?(1\7&)

avec une définition plus ou moins évidente des termes | (6, Y, X)et] ((5, N, X). Mon-
trons le fait suivant
Point (2) Si Z vérifie les inégalités

inf{la(Y);a € A

(3.8.3) sup{a(Z);a € A} < n {a(z) @ }
log(N)?,

ona ]'(é7 Y, X) = ](é, N, X) pour tout X € Xy et pour N assez grand.

La premiere inégalité entraine que I'enveloppe convexe des Z (g)a, Q € P(My),
est inclus dans Penveloppe convexe des Y(g)a, 6 € (P(Z\7Ih), pour tout g € Qy.
Par conséquent v(é, Y,g) = v(g,Z) pour tout g € Qu. Il existe ¢ > 0 tel que
0(g) < cN entraine xy(g) = 1 pour tout ¢ € G(F). Pour X € Xy, on a
o(yx) < log(N). D’aprés la deuxieme inégalité, pour a € A;/(F) et g € Qy,
égalité UA%(HMt(a)’Z’(g)) = 1 entraine o(ag) < log(N)? donc entraine aussi
kn(v5ag) = 1 si N est assez grand. On a donc aussi pour N assez grand
knx(G,g) = v(g, Z) pour tous g € 2y, X € Xy. On en déduit (2).

Fixons a présent Q = LUg € F(My), Q # G. Etablissons la propriété suivante
Point (3) Il existe ¢, > 0 tel que si

(3.8.4) inf{a(Z2);a € A} > ¢;log(N)
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et si ¢; et N sont assez grands alors ](6, N,X) = ](é, Y, X) = 0 pour tout X € Xy.

Remarquons tout d’abord que les points (2) et (3) entrainent la proposition:
pour ¢; assez grand on peut trouver un Z qui vérifie les inégalités (3.8.3) et (3.8.4).
En sommant alors les égalités I(é7 N,X) = ]((5, Y, X) pour (5 € 3"(1\2;), on obtient
le résultat voulu. On a les égalités

I(Q,N,X)z// / Wk 7 (X) ke x o (Q, ailk) dudg(l) dl dk
K J1'(F)Apr/ (F)\L(F) J Ug(F '

J(Q,Y,X) = / / / k7 (X)W(Q, Y, Tlk) dudg(l) dl dk.
K JI/(F)Ayr 1 (F\L(F) J Ug(F) '

Il existe ¢ > 0 tel que pour u € UQ(F) Il € L(F) et k € K vérifiant ulk € Qy,
on ait a(u) or(D), crl(ulk) < clog(N). Supposons que pour de tels éléments on ait

HNX//(Q, ulk) = HNX”(Q, Ik) pour tout X € Xy et v(Q,Y ulk) = v(Q,Y Ik). Alors
il apparait dans les deux intégrales précédentes I'intégrale intérieure

/ ulkft (X) du
Ug(F)

qui est nulle d’apres [W3, lemme 5.5(i)]: Cest ici que 'on utilise "hypothese que f est
tres cuspidale. I suffit donc pour établir point (3), de montrer la propriété suivante.
Point (4) Soit ¢ > 0, il existe ¢y > 0 tel que si

inf{la(Z);a € A} > ¢y log(N)

et si ¢; et N sont assez grands alors HN’XH(Q, ug) = /@viu(@ g) et v(é, Y, ug) =
v(Q, Y, g) pour tout X € Xy et pour tous % € Ua(F), g € G(F) vérifiant

o(n),0(g),o0(ug) < clog(N).
Fixons ¢4 > 0 et montrons que point (4) est vérifié si ¢y, c; et N sont assez grands.

Pour ¢; et ¢4 assez grands toutes les (6, Mu)—familles orthogonales (Tﬁ/)f’/e?(ﬁh) qui

apparaissent par la suite vérifient la propriété suivante: pour tout P’ € fP(]\7Ih), ona
15 € .A-;v,. Montrons d’abord Iassertion sur la fonction v(Q, Y, -). Soit g € G(F)
tel que o(g) < clog(N). Par définition on a

2o

v(Q,Y,g) = v(Ap) o
A1 (F) ;

(Hy(2).9(9)) o (Hy,(2), 2(3))
TG(HJVIh(a) — Z(g)é) da
Les fonctions 0’ ( Z(g)) et 75 ( Z(g)é) ne dépendent que de Z(g)3, pour
P e fP(Mh) Verlﬁant P’ C Q. Par conséquent, elles sont invariantes par translation

a gauche de g par Ug(F). De plus, pour A € Ay vérifiant

(A 2(9) 75(A = Z()g) =1,
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il existe P’ € P(M,), P’ C Q tel que \ € A},. Or, la restriction de 0'1%( . ,y(g)) a
.A;L,/ ne dépend que de Y(g)5, donc est aus~si invariante par translation a gauche de g
par Ua(F ). Cela établit le résultat pour v(Q, Y, -).

Montrons maintenant point (4) pour Ky x (6, -). La fonction
g 01%( -, 2(8)) 7'5( .= Z(g)a)

définie pour o(g) < clog(N) est toujours invariante a gauche par Ug(F). Soit ¢’ > 0.

Pour ¢, assez grand I'égalité O’AQ% (A, 2(9) 7'6(>\ — Z(g)(j) = L A € Ay, entraine
a(A) = c’log(N) pour toute racine o de Ap/s dans 1g. Le résultat est alors une
conséquence du lemme suivant. ]

Lemme 3.8.1 Soitc > 0, il existe un entier Ny > 1 et ¢/ > 0 tels que pour tous
u e Uglh), g € G(F) vérifiant o(n),0(g),o(ug) < clog(N), pour tout a € Ay
vérifiant o(Hy (a)) > c"log(N) pour toute racine o de Ayrr dans q et pour tout
N > Ny, on ait Pégalité

kN (7xhag) = kn (/s auig)

pour tout X € Xy.

Preuve Pour x un réel quelconque, on pose 7§ = 775(’” ou E(x) désigne la partie

entiére de x. Il existe un réel C > 0 qui vérifie les conditions suivantes

(1) ng(g)R CgRC wgcg(g)R pour tout g € G(F)

(i1) o(yxrr) < Clog(N) pour tout N > 2 et pour tout X € Xy

(iii) X¢'RC WECR pour tout X"’ € w; Ni’”(F)S et pour touti = 0,...,d" — 1

(iv) wg logMN) pr1 - Ry, pour tout N > 2 et pour tout X € Xy

(v) m§RCR”"@®R ouR' =RNV’

(vi) 7$R" C R""* C mz°R” ouR""* = x~'R""".

Pour les conditions (ii), (iii) et (iv) on utilise les propriétés des applications X’/ +
~x et X' — X{ rappelées en 3.7. Fixons N| > 2 un entier et ¢/ > 0 et montrons
que la conclusion du lemme est vérifiée si N et ¢’ sont assez grands. Considérons des
éléments a, 7, g, N et X comme dans le lemme. Supposons que k(7 ag) = 1 et
montrons que Ky (7y/,atig) = 1 (cela suffit a montrer le lemme: il suffit de changer g
en 7ig et 7 en %! pour obtenir I'autre inégalité). On a alors a='yx/z, € w5 Ng(R)

. o —N—(c+C)C log(N _
ce qui entraine vy ,a~vxz, € g (rC)ClosMN R Comme XE = g X g

=1 1 -1 —N—(c+C)Clog(N)—C N
commute & yy,sa” 'yxrr, onavyga xRy ., C g 8 Rdou

-1 — —N—(c+C+1)Clog(N)—C
'Yx/l/a I’YX”R” C (c+C+1)Clog(N) R

Puisque vy//a~yx € G, on a aussi

7I_N+(C+C+1)Clog(N)+CR//*

-1 _—1 1%
E C Vx//a "YX”R
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On en déduit que

N+(c+3C+1)C log(N)+4C

™ RC ailR - 7_‘_Efo(ch3:C+l)Clog(N)72CR.

Soit C’ > 0. Si ¢’ est assez grand, on a (ai 'a~' — IR C 75 "R, Combiné

a (3.8), cela entraine
(3.8.5) g_la_lvxuzr — g_lﬂ_la_lvxuz, S FENR
si C’ est assez grand. Par conséquent, on a aussi
g_lﬁ_la_l'yxuzr S WENR
si ¢’ est assez grand. De plus, d’apres (3.8) si Nj est assez grand on a
miNRC g7'aa vy R C mp NR.

Par définition de xy;, (3.8) et (3.8) entrainent KN(’}/;,I, aug) = 1. D’ou le résultat.
|

Proposition 3.8.2 1l existe un entier Ny > 1 tel que, pour tout N > Ny et tout
Xe (i’(F) X i”(F)S) [> N~°), on ait Pégalité

/ $FE (Xnxr(g) dg = st # 41},
I’(F)AI//(F)\G(F) xw N.X g g V(I/)V(AI//)G?,JZ,W(X) SiflOI’l.

Preuve D’apres la proposition 3.8.1, on peut en tout cas remplacer ky x(g) par
v(g,Y) pour Y € Ay, vérifiant une minoration

inf{a(Y);« € A} > log(N).

Soit R C A, s ®Q un Z-réseau. Notons R I'ensemble des éléments A € Ay
tels que A(¢) € 27/ pour tout ¢ € R. Alors d’apres le lemme 4.7 de [W4], il existe
un sous-ensemble fini E C Ay, /iRY, un entier M > 1 ainsi qu'une famille de
fonctions g — cr (A, k,g) pour A € E et 0 < k < M telles que, pour tout ¢ € G(F)
et pour tout Y € R vérifiant une majoration a(Y) > o(g) pour tout & € A, on ait
égalité

vgY)= Y. cr(AkgetYk

AEE 0<k<M

Les fonctions Y — eAMY K ke N, A € iAy /iRY sontlinéairement indépendantes
surlecone {Y € R: 0(g) < qa(Y)Va € A}. Puisque 'intégrale que ’'on considere
ne dépend pas de Y on peut aussi bien remplacer la fonction v(g,Y) par le terme
constant ¢ (0,0, g). On peut bien stir appliquer ce qui précede au réseau %IR pour
tout k € N*. Toujours d’apres le lemme 4.7 de [W4], on a une inégalité

le12(0,0,8) — (1) v (@) < k™' or(g)™
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pour tout ¢ € G(F) et pour tout k € N*. Puisque I'intégrale

/ [ few (0|01 ()™ dg
I'(F)A; 1/ (F)\G(F)

est convergente, on obtient par passage a la limite I’égalité

/ O g) dg = (<" [ (X (o) d.
I/(F)A, 11 (F)\G(F) I/(F)A, 11 (F)\G(F)

Si A;r # {1}, cette derniére intégrale vaut 0 d’aprés (W3, 1.8(2)], sinon d’apreés
[W3, proposition 1.8], elle vaut v(I) mes(I(F)/I’(F)Ap/(F)) @ﬁf}m(X). 11 ne reste

plus qu'a vérifier ’égalité v/(I) mes(I(F)/I’(F)AIH(F)) = v(I")v(Ar:+) pour obtenir
le résultat. u

3.9 Preuve du théoréeme 3.5.1

D’apres P'égalité (3.7.1), le lemme 3.7.2 et la proposition 3.8.2, Jy z. (O, f) admet
une limite lorsque N tend vers 'infini et cette limite vaut

Kzw(©, f) = > v(I")|W(Gg, D| ™!

71" ETa(H{) X T(GZ")

/ 7s(X")D% (X")D% (X" *e%  (X)dX" dX'.
i (F)xi'! (F)$ Fxw

La fonction © J.sw €St un quasi-caractere de gz(F) a support dans w = w’ x w’’.
Un tel quasi-caractere se décompose comme combinaison linéaire de produits d’un
quasi-caractere sur w’ et d’un quasi-caractére sur w’’. On a donc

07X =) 07, (X107, (X")
beB

!
I
ment. Rappelons que 'on a supposé O(X) = j5(X') %' (S, X"") pour tout X € w.
Posons ©' = jset ©' = jf' (S, -). On aalors

Kew(©, ) =Y 1K}’

beB

pour tout X € gz(F)ou®” , O }/ , sont des quasi-caracteres dans w’ etw’’ respective-

ol on a posé

= > u(I’)|W(G;71’)|—1/

D% (X0 (X0} ,(X") dX'
I'€Ta(H)) S

et

K= > |W(G;’,I”)|—‘/

DG’;/(X”)I/Z(L)U (X" dx"
i’ f’b '
I"E“T(Gg”) i’/ (F)S
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D’apres la section 3.6, on a aussi

Igeom,x,w((_)a f~) = Z Il;]b”

beB

ou

//: H{/ I// —1 1'
L= )0 w1t lim

C(—)”(X”)C(-)(’ (X//)DHé’ (X//)l/Z
iy (P e

% DGXf’(X//)I/ZA//(X//)S—l/z ax"!

D’apres [B, lemme 9.1.1 et théoréme 5.5.1], alliés ala proposition 6.4 de [W1], on
aJ;' = K;'. Doul'égalité Kz, (0, f) = Jgeom 5w (O, ).

4 Entrelacements tempérés et facteurs ¢

Pour ¢ € Z, on définit U (F), comme le sous-groupe constitué des éléments u € U (F)
qui vérifient valg((uz;, z},,)) > —cpouri = —r,...,r—1. Soient (7, E;) € Temp(G)
et (0,E,) € Temp(H). Pour e,e’ € E., ¢,¢' € E, etc € Z, on pose

Lrocle ®ee@e) = / (o(h)e' €) (¢, m(hu)e) E(u) du dh.

H(F)U(F).

C’est une expression absolument convergente et elle ne dépend pas de ¢ pour ¢ assez
grand (cf. [W3, 5.1]). Posons

Lro(e@ee®e)=lim L, (¢ ®e' ee)
c— 00 :

pour tous e,e’ € E; et e,e/ € E,. Clest une forme sesquilinéaire symétrique sur
E, ® E, et on vérifie facilement que 'on a

Lro(ohe @' e@m(hu)e) = () Lro(e @€' e@e)

pour tous e,e’ € E;, €,¢' € E,, h € H(F) et u € U(F). Définissons Homy ¢ (7, o)
comme I’espace des homomorphismes ¢: E, — E, vérifiant Lo (hu) = £(u)o(h) ol
pour tout h € H(F) et pour tout u € U(F). D’apres [AGRS, théoreme 1] et [GGP,
théoreme 15.1], cet espace est de dimension au plus 1. Par conséquent, il existe £ €
Homp¢(m,0) et C € Ctels que

Lro(e' @e e@e)=C(€,L(e) (L), ¢)
pourtouse, e’ € E; ete, ¢’ € E,.
Fixons une base (v;)i—1,..n» de W et complétons la en une base (v;)i—;, .,

par Vpyyi = Zp1—i pour i = 1,...,2r + 1. On identifie ainsi G a Rg/r GLy et H
a Rg/p GL,,. Rappelons que I'on avait noté B, le sous-groupe de Borel standard de
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Rp/r GLg et Uy son radical unipotent. Soient By le sous-groupe de Borel opposé a B,
et Uy son radical unipotent. Pour h,k,1 € N, h < k < I < d, on note Uy le
sous- groupe de U, consitué des éléments u € U, tels que pour i, j = 1 yd, i # j,
u; j nest non nul que si (i, j) appartient au rectangle 1 < j < hk < l Fixons
des modeles de Whittaker ¢ et ¢’ de 7 et ¢ comme en 2.2. Pour ¢ € E(,, on définit
W¢: H(F) — C par

We(h) = ¢’ (o(h)e).

On définit de méme W, pour e € E,;. Pour e € E, et € € E,, on pose

Lw(e,e)z/ / W (W)W, (hu)| det(h)|;" dh du.
Uit (F) J U (F)\H(F)

On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.0.1

(i)  Lexpression ci-dessus est absolument convergente.
(ii) Il existe C > O tel que, pour tous e,e’ € E; et €, ¢’ € E,, on ait

Lﬂ',a(e/ & 317 €R e) = CL7T,0'(6/7 e)L‘/r,J(Ea el)-

(iii) Les formes sesquilinéaires Ly , et L , sont non nulles.

Clest le contenu de [W3, lemmes 5.3 et 5.4]. On en déduit en particulier que
Homy ¢(m, o) # {0}. On aura aussi besoin de [W3, lemme 5.6] dont on rappelle ici
I’énoncé.

Lemme 4.0.1 Soit Q = LUq un sous-groupe parabolique de G et T € Temp(L). Pour

tout X € Aj p, on réalise T\ = IQ(T)\) sur Pespace commun JCG Cet espace est muni

d’un produit scalaire qui est invariant par 7y pour tout \. Sozt aussi o € Temp(H).

(i) Soiente,e’ € KSW ete, e’ € E,. Lafonction A\ — L, ,(' @ e, e® e) est C™
sur iAj p.

(ii) II existe des familles finies (€;)j—1,..n> (€j)j=1,...m (©})j=1,
9{8,7 et p;j € C*(iA] p) pour tout j, de sorte que

Ol €j € By e €

D 0iNLn (e @ejej @ e)) =1
j=1

pour tout A € iA] p.

4.1 Apparition des facteurs ¢
Proposition 4.1.1 Soient 7 € Temp(é) et & € Temp(H). On a I'égalité
Lro(€ @7F(P)e,6(7)e@e) =6, (7Y,6)Lro(c’ @€' e@e)

pour touse, e’ € Er, €,€¢' € E, et pour tout j € H(F).
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Preuve Puisquelonal;,, ( e’ @m(h)e’,o(h)e® e) =L, (e’ ®e', e®e) pour tout
h € H(F), il suffit de montrer le résultat pour y = 6,,. D’apres la proposition 4.0.1,
il suffit de montrer que

L?T,U ( 6(9m)6> 77-(9171)6) = eu(ﬁva &)Lﬂ',d(€7 €)
pour tous e € E; et e € E,. Soity € G(F) tel que 0,,, = 6,;7v. On a alors

Lo ( 7 (Om)e, ’ﬁ(om)e)

= [ W R W0 )
(F) JUn(F)\H(F)

Ummt1,mr

| det(h)|;" dh dai.

Apres les changements de variables h — h* et W — %°, on retrouve une expression
qui est calculée en [W3, 5.5]. Le résultat est que

Lro(6(0m)e, ®(0m)e) = w(a, P)w(R, ¥)wy ((—1)4'2) wa(z')e(m X T, 9) Ly o (e, €),

ouz = (=1)*mD/2lpy, et 7/ = (—1)*1+@+D/212, Pour obtenir le résultat, il reste
a vérifier que

w(&, VIW(T, Y)ws ((—1)412) wr(2')e(m X T,9) = €, (7Y, 5).

Puisque 7 est tempérée donc unitaire, on a 7¥ ~ 7. D’apres la proposition
2.5.1(1), on a donc

(M X 0,9) = (T X T,97) = wr(—1)"w, (—1)"e(r x 7,1)).
Puisque 7 est tempérée donc unitaire, on a 7o~ D’apres 2.2 (1), on a donc
W@ ) = w@ 7) = we (=) w7, ).

Comme 7 ~ 7V o ¢, le caractére w;, est trivial sur N(E*), donc wfr‘ rx = 1. Alors

égalité (4.1) est équivalente a
w”( (7 1)2d71+r+[(m+1)/2]2‘y) Wy ( (7 1)m+r+d+[(d+1)/2]zy)
= we ( (—1)”[‘1/2]21/) wr ( (—1)['”/2]2V) ,

identité qu’il est facile de vérifier. ]

5 Le développement spectral

On conserve la situation et les notations fixées en 3.1. On fixe une base (v;)i=1 . 4

de V qui est aussi une base de R comme Og-réseau et on prend pour Levi tordu
minimal My, = Ty.
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5.1 La formule

Posons

]spec(®5af) = Z (_1)aZ|WL| |WG‘_1 Z [l‘/q\(s’l‘A‘I\:/,F]_1

TeLt Oe{lla@}

27O e, (3 ,6) | I, A
iA{F

ou pour toute orbite O € {Hen(f)}, on a fixé un point base p € O.

Théoréme 5.1.1 Ona

ngl;o ]N(@(r, f) == Ispec(@('fa f)

5.2 Utilisation de la formule de Plancherel

Fixons # € H(F). On définit f € C°(G(F)) par f(g) = f(g7). Soitg € G(F).
Fixons un sous-groupe ouvert et distingué Ky de K tel que f soit biinvariante
par K et un sous-groupe compact ouvert Ky C H(F) tel que gKg’g*1 C Ky et

9}7((g')1<g’9}7(g)_1 C Kj. Fixons aussi une base orthonormée Bfg de I'espace des

. . K
invariants E,¢. On a alors

](9&,f7g)=/ 05 (hy) f(g™ huby(g)) E(u) du dh
H(F) U(F)

=2 /H(F)U(F) (e,6(hp)e) f(g " huby()) E(u) du dh.

e€BS

La formule de Plancherel telle que rappelée en [B, 1.7], appliquée a f, s’écrit

f@= > WHWO™ > folg)

LEL(Ag) 0e{IL(L)}

ou fo € S(G(F)) est définie par

fo(g) = [iAY : i-AL,F]_l/ m(1y) Tr(ig (T, g~ ig(ma, £)) dA
AT,
(on a comme toujours fixé un point base 7 € O et un parabolique Q € P(L)). On en

déduit que

J©s, fr0) = > [WHIWET YT > Jiole f,g)

LeL(Ay) Oe{IL(L)} 6eﬁKg’
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ol on a posé

Jrole f.8) = / (6, 6(h)7)e) fo (g_lhuey(g)) &(u) dudh.

H(F)U(F)

On justifie la manipulation formelle ayant permis d’obtenir (5.2) par 'absolue con-
vergence de J o (¢, f,g): puisque fo € 8( G(F)), il suffit de montrer la convergence
de l'intégrale

/ =HW)ES (hu)o (hu)~* du dh
H(F)U(F)

pour un entier d assez grand. Cela découle de la proposition 11.4.5 de [W5] et de
[W3,4.1(3)]. Fixons L € £(Ay), O € {IIL(L)}.
Point (2) Il existe un entier ¢y > 0 tel que on ait Iégalité

/ fo (g~ hubly (¢)) €(u) du = / fo (g~ huy (9)) €(u) du
U(F) U(F).

pour tout ¢ > ¢y, pour tout h € H(F) et pour tout g € M(F)K.

La fonction fo est biinvariante par Ky. Posons K4 = A(F) N Ky N 0;(Ky).
Puisque K est distingué dans K, que A commute a M et que 0;(M) = M, on a
pour tout a € K I'égalité

/ fo(g"huﬂy-(g))f(u)du:/ fo (g haua™"0;(g)) £(u) du.
U(F)

U(F)

D’ou

/ fo(gflhuﬁ);(g)) &(u) du
U(F)

o o y
~ mes(Ky) U(F)fo(g hub; (g)) KAf(aua ) da du.

Or, il existe un entier ¢y > 0 tel que pour u € U(F) — U(F),,, on ait

&(aua V) da = 0.
Ka

On en déduit point (2).
Fixons une base orthonormée Bgf de (Kg)Kf . On a Pégalité

folg)) = iAY 1A Y /A* m(ry) (ma(g e, my(F)e) dA

K
S
e€B 4

https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4

1036 R. Beuzart-Plessis

pour tout ¢’ € G(F), ol on a posé ), = ig(T/\). De point (2) et de I’égalité
précédente, I'on déduit

oe f.) = [ i1 Y0 [ (cathye)
Jeue,

X,
e€B g

X / m(n)(m(huoy-(g))e,m(g)m(f)e) ANE(u) du dh
AL

pour tout ¢ > ¢y, pour tout € € B{:‘“ et pour tout ¢ € M(F)K. A g € M(F)X fixé,
on a une majoration f (7T,\(hu9y~(g)) e, 7r,\(g)7r,\(f)e) f < ZC(hu) pour tous A, h, u,

e € Bgf . D’apres [W3, 4.1(3)], Pexpression ci-dessus est absolument convergente.
Cela justifie la permutation de la somme et de I'intégrale et permet aussi d’intervertir
les deux intégrales intérieures. Apres les changements de variables h — h™! et u —
hu='h~', on obtient

]L,O(€7fag) = [I‘A\(‘/) : I‘AI\:F]_I Z /

o m(m) (o(h)e,5(7)e)
EGBZf F

iAr H(E)U(F)

x (m (05(2)) e, 7 (hug)a( f)e) E(u) dudh dA.
On reconnait l'intégrale intérieure: C’est
Ly oc(€@mi(05(9))e, 6(7)e @ ma(g)ma(f)e) .
Quitte a augmenter ¢y, C’est aussi L, , ( exmx(05(8))e, 6(}7)€®7r>\(g)m(f)e) . Fixons
A € iA] p en position générale. Alors la représentation 7 est irréductible et on peut

trouver un homomorphisme ¢, € Homy ¢(7y, o) et une constante Cy € C de sorte
que l'on ait I’égalité

Lo oler®e, e ®e)=C(e,lh(e) (Iiea)e)
pour tous €1, €; € E,, ey, ¢, € Kg_. Onaalors

> Lao(com(05) e o) @ m@m(fe)

K/
e€B,S

-y C,\(e,f,\(w,\(g)w,\(f)e)) (@(m(ey(g)) e),&(?)e).

K,
c€BE

Puisque ¢, (’R’)\(g)’ﬂ')\(f)e) est invariante par Ké, ona

a(m@mnNeg) = > (e h(m@mine) e

K/
e€B,*
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On en déduit que

(5.2.1) Z Lo (e @ m(05(8) e, 6(Pe® WA(g)m(f)€>

EGB?[
=C\ (A(M(Gy(g)) 6) ﬁ(?)&(m(g)m(f)e)) :

Fixons des familles (¢;)j—1,...4> (€j)j=1,..n €t (€;)j=1,..» Vérifiant le lemme 4.0.1 (ii).
On a alors

D CapiN (€5, baley)) (Lalej),€5) = 1.

j=1

Multipliant cette égalité par (5.2.1), on obtient

> Lao(c@m(05(9) e, 5(7)e @ mA(R)mA(f)e)

K/
4
eeB,

= ZC§@j(A)(€j7€A(ej)) (x(ej),€j) (5,\(77,\(9;7(9)6) 75(}7)€A(7T/\(g)7/\(f)5)) .

j=1

Le produit d’un des facteurs C,, du premier et du troisi¢eme produits scalaires est
égal a

Lro (6 @ (69) .0 (malIm(fe) B ;) =
/ (O(h)ej, 57 (mr(@)ma(f)e) ) (7r)\(0)7(g)) e, m(hu)ej) E(u) du dh
H(F)U(F),

pour tout entier ¢ > 0 assez grand. Le produit du deuxieme facteur Cy, de (¢x(e;), €;)
et de (a(h)ej, &(}7)5,\(77,\(g)77,\(f)e)) est égal a

Loo(6h™'9) 7 ej @ ej,e; @ mA(g)mA(f)e)
:/ (o(ey(h/)h) ej,ﬁ(y)e]-) (e, m(h'u'g)my(f)e) Eu') dud’ db’
HEU(F),/

pour tout entier ¢’ > 0 assez grand. Posons

X jec(6,8) = / / (U(h)ﬁjaﬁ(f)ej) (ﬂ(ey”(h’u'g)) e, 7r,\(hu)ej)
H(F)U(F). JHE)U(F),,
x (e, m(h't'g)mx(f)e) E(u) du’ dh’ du dh.

Cette expression est absolument convergente d’aprés [W3, 4.1(4)]. Alors d’apres ce
qui précede et apres les changements de variables

his 0,(0) " hy w05 (005 (') 05 (h))  hu,
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on obtient I’égalité

Z Lo (6 @ m\(05(9)) e, 6(P)e @ m(g)m(f)e) = Z ©i(MX) e (e, 8)
eG’BfgI =

pour tous entiers ¢,c’ > 0 assez grands. De la méme facon que 'on a montré
point (2), on montre qu’il existe un entier ¢, > 0 tel que I'égalité precédente soit

vérifiée pour tout ¢ € M(F)K, pour tout A € iAj , pour tout e € BO et pour tous
entiers c, > ¢o. On fixe un tel entier ¢y. Posons

JLo(©s, f,g) = [iAY + iAYp] ™! Z Z / mm)%mxxﬁﬁqu(e,g)dA

Kf j=1
pour tout ¢ € M(F)K et pour tous ¢, ¢’ > ¢p. On vient donc de montrer
> Jrole f,8) = JLo(Os, f,8)

K/
e€B,*

pour tout g € M(F)K. Soit C > 0. Pour N > 1 un entier, posons
JLonc(©s, f) = [1AY : A ]!

S / m(r)6;(0) / oo () (1), 7(7)6) E0)

K 1
e 1=

></ (7T/\(9y~(g))e, m(hu)ej) (ej,mr(@)ma(f)e) rin(g) dg du dhdA
G(F)
pour tout ¢ > ¢p. D’apres (5.2) et (5.2),on a
J©s,f,8) = > WHIWO™ Y J0(Os, f.9)
LeL(Ag) OE{HZ(L)}

pour tout g € M(F)K. Par définition, Jy(O5, f) est I'intégrale de J(O5, f, g)kn(g)
sur H(F)U (F)\G(F), ou ce qui revient au méme I'intégrale de

JICIS f, mk) ki (mk)Sp(m) " sur H(F)\M(F) x K.
Proposition 5.2.1

(i) Lexpression J;.onc(Os, f) est absolument convergente.
(i1) I existe C > 0 tel que

NOs, /)= D WHIWET ST JLowne(®s, f)| < N7
LEL(Ay) Oe{ILD)}
pour tout N > 1

Preuve C’est la méme que celle du lemme 6.4 de [W2], en utilisant les majorations
4.1(5), (6) et (7) de [W3]. [ |

Dans la suite, on fixe un tel réel C, un Levi L € L£(A,) et une orbite O € {II,(L)}.
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5.3 Changement de fonction de troncature

Notons A 'ensemble des racines simples de A; = Ar, dans u, et A les restrictions
des éléments de A a A7,. L'ensemble A est en bijection avec 'ensemble des orbites
de ; dans A. Notons o + («) cette bijection. Pour o € A, on définit un poids w,v
par

ot n(a) désigne le cardinal de I'orbite () et les wgv € A} sont les poids classiques.
Fixons § > 0. Introduisons 'ensemble D constitué des Y € Ay, p ® Q vérifiant

e a(Y) > 0pourtout o € A;
o infla(Y);a € A} = dsup{a(Y);a € A}

Soit Y € D. On note ¢*(-,Y) la fonction caractéristique du sous-ensemble des
¢ € Ay, vérifiant

e a(() > 0pourtouta € A;
e wyv(Y —() > 0pourtouta € A.

C’est un sous-ensemble compact modulo Ag. Définissons g +— 4i(g,Y) comme la
fonction caractéristique du sous-ensemble des élément g de G(F) qui s’écrivent ¢ =
kyak, avec ki, k, € K eta € T4(F) tel que " (Hr,(a),Y) = 1. Soit [/ € CfO(G(F))
définie par f'(g) = f(gf) pour tout g € G(F). Fixons un sous-groupe ouvert-

compact K¢/ de G(F) tel que f' soit biinvariante par Ky et une base orthonormée
K ! . . . . 714
By de Kg’T. Fixons aussi une fonction ¢ € C*(iA] p) et deux éléments e’,e’" €

IKS,T. Posons
le,g,g', ) = (ma(0a(@) e mr(g)e’) (¢ mal@ma(f)e)

K ! .
pour toute € B, pour tous g,g’ € G(F) et pour tout A € A7 - Posons aussi

)= 3 [ [ mr)eBles.g’ N dven(p) dg

Kf, G(F) Ji
e€B g

)= 3 [ [ mreose g’ ) dg
k., JG(F) JiA]p
eEBOf

pour tout g’ € G(F), pour tout entier N > 1 et pour tout Y € D.

Proposition 5.3.1

(1)  Les expressions Pn(g") et Py (g’) convergent dans 'ordre d’intégration o elles ont
été définies.
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(i1) Pour tout 0 < n < 1, il existe c; > 0 et ¢; > 0 tels que
|Py(g") — Py(g)] < N7

pour tout entier N > 1, pour tout g’ € G(F) vérifiant o(g’) < Clog(N) et pour
toutY € D tel que

aN" < sup{a(Y);a € A} < oN.

Preuve Il suffit de reprendre celle de la proposition 6.5 de [W3]. En effet, a part
des considérations valables pour tous les groupes tordus, la démonstration de [W3]
n’utilise que les faits particuliers suivants:

¢ La majoration [W3, 4.1(1)] qui est toujours valable ici car G(F) est le groupe des
E-points d’un groupe linéaire.

* Lexistence d’un réel ¢ > 0 tel que o(g) < c¢N entraine ky(g) = 1 pour tout
g € G(F).
¢ Linjectivité de l'application Ag — Ag, X — X — 0(X). [ |

5.4 Une approximation de ®y(g’)

Soit I’ € L6 tel que L C L' et fixons 8’ = L'U’ € P(L’). Notons Agell I’ensemble
des éléments A € iA] tel que igm,(T,\) s’étende en une représentation elliptique
de I’ (F). Pour un tel élément, on fixe un prolongement unitaire py de igm/(n) a
L'(F). Puisque 7, = ig(n) s'identifie a I'induite normalisée de S’ a G de py, I'on
déduit de ce prolongement un prolongement 7 de ) a é(F). Lensemble Ag_ell est
stable par translation par iA} . + iAZ,. On suppose que nos choix ont été faits de
sorte que Py, = Py pour tout x € iA)p et pryy = (Pa)y pour tout x € A%
Posons

D(g') = Z (—1)% Z Qapr—ar,

T'eLGLcL’ AEAL ) /GAY +iAZ,)
/ (Fren(B)e”, Trin(8)e') IS (Brens oA+ x) dix.
iAx
L' F

Proposition 5.4.1 Pour tout réel R > 1, il existe un entier k > 0 tel que 'on ait une
majoration
[Dy(g) — @(g))| < o(g")E ()Y "

pour tout g’ € G(F) et pour toutY € D.

Preuve Il suffit de reprendre celle de la proposition 6.7 et celle du [W3, lemme 6.8].
La proposition 6.7 de [W3] est valable pour tout les groupes tordus, a la seule condi-
tion d’avoir a ¢’ fixé une majoration

|Py(g") — Ty ("] < Y[
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pour tous Y, Y’ € D vérifiant |Y — Y'| > |Y|/2. Mais cela est une conséquence
de la proposition 5.3.1. La démonstration du lemme 6.8 de [W3] n’utilise que les
propriétés suivantes du groupe tordu G:
(i) Toute induite parabolique normalisée d’une représentation irréductible de la
série discrete est aussi irréductible. R
(ii) Pour tout A € A%‘lell’ il existe un unique f € Wt (L)reg tel que 07(1y) ~ 7y et
pour ce f,ona |det(1 — 67) 4,4, | = 271",
Dans notre cas, la premiére propriété est bien connue et la deuxieme découle de
notre description en 2.4 des représentations elliptiques des Levi tordu de G. ]

5.5 Preuve du théoréeme 5.1.1

11 suffit cette fois de reprendre [W3, sections 6.9 et 6.10]. Dans la preuve du lemme
6.9, il faut utiliser la proposition 4.1.1 a la place de la proposition 5.5 de [W3] et
la relation 2.5(2) au lieu de la relation 2.5(2) de [W3]. Enfin dans la section 6.10
de [W3], il est utilisé le fait suivant.

Pour tout Levi tordu L’ € £©, pour tout Levi L € L (Ag) et pour toute repré-
sentation 7 € II,(L) tels que ilé/(T) (Q € PL'(L)) se prolonge en une représentation
elliptique de L(F), ona W' () = {1}.

Cela se voit directement sur la description des représentations elliptiques données
en 2.4.

6 Calcul d’un facteur ¢ par une formule intégrale
6.1 Enoncé

On conserve toujours la situation et les notations de 3.1. Soient I' et © des quasi-
caracteres de G(F) et H(F) respectivement. Posons

€geom,u(F7 0) = 6geom771/((97 r)

dim (W) — (452 F | —
=" S w1
TeT
% lim cr(F)eo (F)D(H)V2DC (1) 2 A (F)~V/2 dF.
s—0* T(F)/O

Tous les termes apparaissant dans cette définition ont été introduits en 2.1, 3.2
et 3.3. La dépendance en v de I'expression précédente est cachée dans le terme
cr(f) qui est défini & partir du plongement de H dans G fixé en 3.1, plongement
qui dépend de v. Cette expression ne dépend vraiment que de I', © et v, Clest-a-
dire qu’il ne dépend pas du choix d’une base (z;);——_,,__, d’un supplémentaire de W
dans V qui permet de construire un plongement H — G. Pour 7 € Temp(é)
et & € Temp(H), on adoptera les notations suivantes: ¢z = cg., ¢ = Co, et

6geom,u(ﬁ-y G) = 6geom,z/((_)ﬁ'; Os).
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Théoréme 6.1.1 Pour tout @ € Temp(é) et pour tout & € Temp(H), on a
Ggeom,u(ﬁ'a G) = €,(7, 7).

6.2 Induction du terme géométrique

Soit L un Levi tordu de G. 1l existe alors une décomposition
V=vV,@---aoVieVedV_1&---dV_,

de sorte que L soit I'ensemble des £ € G vérifiant x(Vj)=VZI,pourj=—u,... u
Pour x € Let j = —u,...,u, on notera %; la restriction de £ a V;. On note Gy =
Rg/r GLg(Vy) et (~;0 = Isom.(Vy, V), les analogues de G et G lorsque 'on remplace V/
par V. Soit I'g un quasi-caractere de Go(F) et pour j = 1,...,u, I'; un quasi-
caractere de GLg(V;). On définit un quasi-caractere T de L(F) par

I = Do) 111, ) ')
)

pour tout X € L(F). On peut considérer le quasi-caractere induit I' = Ind—Lg (Fz) (cf.
[W3, 1.12]). Pour d > 1 un entier, lalgebre de Lie gl;(E) de GL;(E) posséde une
unique orbite nilpotente réguliere Ogr. Si T'" est un quasi-caractere de GL4(E), on
pose

mgeom(FGL) = CroL Og. ( 1 ) .

Proposition 6.2.1 On a légalité

6geom,l/(l—‘z 6) = 6geom,z/(l—‘m 9) H mgeom(l—‘j)-

j=1

Preuve Supposons d’abord dy < m ou dy = dim(Vy). Quitte a conjuguer L, on
peut supposer que Vo, C W. Soit Z; un supplémentaire de V dans W, sa dimension
est 21y + 1 pour un certain entier naturel ry. Fixons une base (zg;)i——,...
définissons un isomorphisme c-linéaire ZO: Zy — Z§ par {‘O(ZOJ) = (71)”121/2074
pouri = —ry,...,rp. En appliquant les mémes constructions qu'en 3.1, on définit
un plongement t: Gy — H et un ensemble T, de sous-variétés Ty C Gy qui sont des
espaces homogenes principaux a droite et a gauche sous certains sous-tores Ty de Gy.
Posons Z'" = Z @ Zy et ("' = C @& (o. Lespace hermitien (Z'/, (") est hyperbolique.
On peut donc fixer une base (z/")i—+1.. 4+, de Z'" telle que "'z’ = z'’*; pour

i =41,...,+r"". Quitte a conjuguer a nouveau L, on peut supposer qu’il existe des
sous-ensembles I; C {1,...,r""}, j = 1,...,utels que pour j = 1,...,u, V; soit
engendré par les z;', i € Ij et V_; parles z’/;, i € I;. La composée des inclusions
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60 C H C G envoie alors 50 dansL. Ona par définition

(6.2.1)
dim(Vy 7, ) —(%5™) -
6geom.,l/(l_‘an)) :€geom~—1/(®aro) = Z ‘2|F 1o |W(G0,T())‘ 1
ToeT,
x lim cr, (F)co (F)DO (B)/2DA(H) 2 A (F) /2 dF,
s—0* TO(F)/0
(6.2.2)
dim »,'4 — % ~1—1 1- ~ - 7, ~
egeoms(T,0) = > ™5 W (H, 1)~ lim / er(Deo (DD (D)
s—0 T(F)/ﬁ

TeT

% DO(E)2A(F) 12 dF.

Puisque Pespace hermitien (Z"',(") = (Z & Zy,{ @ {y) est hyperbolique, on a
T, C T. Montrons le fait suivant

(3) Deux éléments de T, sont conjugués par H(F) si et seulement si ils sont conjugués
par Go(F).

Soient T}, T, € T, et supposons qu'il existe h € H(F) tel que hT;h~! = T;. On
a des décompositions Vo = V{; &V’ pour i = 1,2 relatives a Ty et T. On pose
W/!" = V§" @& Zy,i = 1,2. Pour un élément f € T; en position générale, W/’ est le
noyau de t — 1 dans W ou ¢ = ()~ 'f. Par conséquent, la restriction de h a W/’
réalise un isomorphisme entre les espaces hermitiens (W{’, (i 1,) et (W5, Cu 1, ). Ces
deux espaces hermitiens contiennent le sous-espace hermitien (Zy, (). D’apres le
théoreme de Witt, il existe b’ € U(W;")(F) C Zyr)(T,) tel que la restriction de h'h
a Zy soit I'identité. Quitte a remplacer h par h’h, on peut donc supposer que h agit
trivialement sur Zy. Mais alors h envoie I'orthogonal de Z, dans W/’, qui est V’,
dans I'orthogonal de Z, dans W', qui est V. Pour f € T; en position générale,
Vg ; est Punique supplémentaire ¢-stable de W/’ dans W ot t = (¢)~'Z. Donc h
envoie Vg ; dans Vg ,. Comme Vy = V', @ Vj; pour i = 1,2, on en déduit que h
laisse V| stable d’ou h € Gy (F).

D’apres (3) on peut supposer Ty C J. Montrons

(4) Pour T € T — Ty, le terme indexé par T dans (2) est nul.

Introduisons la décomposition W = W' @ W' relative a T et posons V' =
W' @ Z. Soit f € T(F) en position générale et montrons que cr(f) = 0, ce qui
bien évidemment entraine (4). Par définition de I'induite d’'un quasi-caractére, le
support semi-simple de I" ne contient que des éléments dont la classe de conjugaison
coupe L(F). 1l suffit donc de vérifier que f n’est pas conjugué a un élément de L(F).
Supposons que ce soit le cas. Alors G; contient un conjugué de A;. Puisque f est
supposé en position générale, ona G; = U(V'’) x Ty. Le tore Ty est anisotrope, donc
U(V"") contient comme sous-groupe gAyg~' pour un certain ¢ € G(F). Le sous-
espace g(V1@®---@V,) est alors inclus dans V'’ et totalement isotrope pour la forme
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hermitienne (g . Puisque dim(V, @ -+ @® V,,) = (dy — do)/2, Vespace (V"', {c.r)
contient un sous-espace hermitien isomorphe a la somme directe orthogonale de
(dy — dy)/2 plans hyperboliques cCest-a-dire isomorphe a (Z’/,(’"). D’apres le
théoréme de simplification de Witt, (W '/, fH_,T) contient un sous-espace hermitien
isomorphe a (Zy, {y). Fixons un tel sous-espace W/’ et notons W, son orthogonal
dans W', Tl existe h € H(F) qui réalise une isométrie de (W/’, Cy.1) vers (Zy, (o)
et qui envoie W,’ @ W’ sur V. Quitte a conjuguer T par h, on s’est ramené au
cas ot W/' = (Zy, (o) et W)’ @ W' = V. Onaalors T C Gy. Puisque I'espace
hermitien V' = Z @+ Z; @+ W)’ est quasi-déployé et que Z &+ Z, est somme
directe orthogonale de plans hyperboliques, 'espace hermitien W, est aussi quasi-
déployé. On en déduit que T € T, ce qui contredit 'hypothése.

Fixons maintenant T € Ty. On note Vy = V' @ V{ et (g, 1 la décomposition
et la forme hermitienne sur V' relatives a T. On posera H' = Rp/r GL(V{)), W'/ =
Zyd Ve, V' =ZadW" et CH,T = @ zco,ﬂ éGA,T =(o Q:H,T qui sont des formes
hermitiennes sur W'/ et V'’ respectivement. Etablissons qu’on a

(6.2.3) (W (H, T)| = [W(Go, T)].

En effet, un élément de Normp F)(T) réalise forcément par restriction une isométrie
de (W', Cy 1) sur lui-méme et laisse stable V. Par conséquent

NormH(F)(T) = U(fH,T) X NormH/(p)(T).
De la méme fagon
Normg, ) (T) = U(lg, 1) X Normg () (T).
On en déduit des isomorphismes
W(H, T) =~ Normy s (T)/T(F) et W(Go, T) = Normyp)(T)/T(F)
d’ou Iégalité (6.2.3).

Soit f € T(F) en position générale. D’apres (1), (2), (4) et (5), il suffit pour établir
la proposition de vérifier 'égalité

er(DCDH' = er, HD® ) [2[5 T Mgeom (L))
j=i
ota = (d — dy)/2. Rappelons que

1
T P cro(f)
’NII(U(VH))reg’ oeNil%/”))reg

et

1
e —— Z cry,0(f).
T NGO o oenitin

re;

Soit O € Nil(u(V”)) . La proposition 1.12 de [W3] permet d’exprimer cr ¢ (f) en

fonction de I'L. Explicitons la formule dans notre cas particulier. On reprend pour
cela les notations de [W3].
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(7) Lensemble X (f) est réduit a un élément que 'on peut supposer étre f.

Rappelons que I'ensemble XL(f) est un systéme de représentants des classes de
conjugaison par L(F) des éléments dans Z(F) qui sont conjugués par G(F) a f. Soit
g € G(F) tel que gfg™! € L(F). Tout comme dans la preuve du point (4), cela
entraine g~ 'Ayg C U(V"’). On en déduit que les espaces g~V sont inclus dans V”/,
sont totalement isotropes et que g~ 'V; est en dualité avec g~'V_;. Or Cest aussi
le cas de la famille de sous-espaces (V;)j—+1,...,
U(V")(F) C G;(F) qui envoie la premiére famille sur la deuxiéme. Donc quitte a
multiplier g a droite par un élément de Gz(F), on peut supposer que gV; = V; pour
j = +1,...,£u. Puisque gfg™! € L(F), onagig 'V, = V*, = #(V;). Onen
déduit que ’g(V;f) = V7 pour j = %1,...,£u puis par dualit¢ que g(Vy) = Vo.
L'élément g conserve donc les sous-espaces Vi, j = —u,...,u donc appartient a
L(F), ce qui prouve le point (7).

Lensemble I'; de [W3, 1.12] est le groupe Zg(f)(F) = U(V'")x T(F)? = U(V"")x
Ty(F) = G;(F). La deuxiéme somme ne comporte donc elle aussi qu'un seul terme
que Pon peut supposer étre g = Id. La derniére somme porte sur les orbites nilpo-
tentes O’ de [z(F) telles que O soit dans I'induite de 'orbite de ©’, condition que 'on
écrit [0 : O'] = 1. Une telle orbite est forcément réguliere. Le morphisme qui a
g € L; associe sa restrictiona V,, & - - - & V; & V,, définit un isomorphisme

(624) Lf ~ RE/F GL(VU) X e X RE/F GL(V]) X Gof
= Rg/r GLg, X -+ % Rg)p GLg4 XU(VOH) x Ty
d’ot 'on déduit une identification

Nil(1(F)) g = Nil(glz(V)) g XX Nil(gl(V1)) e % Nil (u(Vy") g
Les ensembles Nil(gIE(Vj)) e’ j
note O;. On vérifie alors sur la description des orbites nilpotentes régulieres dans

les groupes unitaires, donnée en [B, 3.2], qu’il existe une unique orbite O, €
Nil( u(VO”)) g de sorte que

= 1,...,u sont réduits a un élément que I'on

[O:Oux-~-><(91><(90]:1.
Posons O’ = O, X --- x O; x Op. Le lemme 1.12 de [W3] nous donne alors
cr0(F) = DO V2DHE) e o, ().

Par définition, le terme CFZ,O/(f) se calcule a partir du développement local de

X — Ff(f exp(X)) au voisinage de 0 dans [;(F). Soit X € [;(F) assez proche de 0.
Via 'isomorphisme (6.2.4), X se décompose en Xy + Z;':l X;ou Xy € goi(F) et
Xj € gly(E), j = 1,...,u. Posons x = fexp(X). On a alors %) = fexp(Xp) et

’(JZC_]-)_IXJ- = exp(2X;). Par définition de Ff, ona

I (Fexp(X)) = Ty (Fexp(Xy)) 11 Tj(exp(2X,)) .

j=1
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D’apres les propriétés d’homogénéités des fonctions j(O;, - ), on en déduit que

CFI,o/(f) == |2|§73CF0,(90(£) H mgeom(rj)
j=1
oub = — Z;‘:l dij(d; — 1). On vérifie, toujours a partir de la description [B,
3.2], que lapplication qui a O associe Qg est une bijection entre Nil(u(V’ ! )) g €t
Nil(u(VO”)) . Par conséquent, on a

re;

e (F) = [215DS ()~ 2DHE) Pery (7) T] mgeom(T)).
j=1

On vérifie facilement que
DH(#) = 210%™ ()

otuc=2(d}+---+d2). Puisque b + £ = a, cela établit I'égalité (6.2).

Passons maintenant au cas dy > dw. Adoptons pour cela une notation bien
commode. Soient (6;);— ., une famille de quasi-caracteres de GLdj/ (E) et ©¢ un
quasi-caractere de édo/ (F) ou édé est le groupe tordu définit de la méme fagon que G
en remplacant V par un espace de dimension dj. Alors on peut appliquer la construc-
tion faite au début de ce paragraphe pour obtenir un quasi-caractere de Gy (F) o
d' =d{+---+d]. Onnote ©y x O] X --- x O, ce quasi-caracteére. Il ne dépend
pas des différents choix effectués, ce qui retire toutes ambiguités a la notation. En

particulier, on a
F:F0XF1X"'XFM.

Soient ©' un quasi-caractére de GL,,; (E) et '’ un quasi-caractére de GL; (E) tels que
Mgeom(O') = Mgeom(I'") = 1 (il en existe). Puisque €geom,,(I', ©) = €geom,—1(0,T),
d’apres le premier cas, on a I'égalité

6geom,l/(r‘a @) = 6geom,fl/((a X 9/7F)~
Puisque €geom,—1 (O X O, ') = €geom, (I, © x ©'), d’aprés le premier cas on a aussi
Pégalité
€geom,—1 (O X O, T) = €geom, (' x I, 0 x ©).

Puisque ' x I/ =T x --- x ', x IV, on a, toujours d’aprés le premier cas,

u
egeom,v(r X F/a O X 61) = 6geom.,l/(l_‘m © x 6/) 1_[1 mgeom(Fj)
j=

= 6ge()mA,lz(l_‘Oa O) H mgeom(rj)~
j=1

Ce qui nous permet de conclure. ]
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6.3 Preuve du théoreme 6.1.1

On démontre le théoreme 6.1.1 par récurrence sur la dimension de V. On distingue
deux cas pour la représentation 7: le cas ou 7 est une induite parabolique tordue
d’une représentation tempérée et le cas ou 7 est une représentation elliptique.

6.3.1 Le cas proprement induit

Supposons qu’il existe un parabolique tordu propre Q = IUQ, Q # G, et une

représentation 7 € Temp(f) tels que @ = ig(%). On écrit L et 7 comme en 2.3. En

particulier, le prolongement de 7 a (~?(F ) détermine un prolongement de 75 a (~?0(F ).
D’apres 2.5 (2),on a

€(7,5) = (70, 5) [] wr,(~1)"
j=1

D’autre part, on a ©; = Indg((af). D’apres le lemme 2.3.1, on a ©; = T avec les
notations de la section précédente ot on a posé I'y = Oz et I'; = wT].(—l)d“@T]
pour j = 1,...,u. On déduit de la proposition 6.2.1 I'égalité

u
-~ ~ o~ d+1
€geom (71, 0) = €geom (70, 0) [ ] wr,(=1)" 11geom(O7,).
j=1

D’apres un résultat de Rodier [Ro], le terme mgeom (©7,) vaut 1 si 7; admet un modele
de Whittaker et 0 sinon. Comme T; est une représentation tempérée, elle admet
un modele de Whittaker. Donc geom(©;,) = 1 pour j = 1,...,u. On a aussi
(=% = (—1)" puisque d et m sont de parités différentes. Par hypothese de
récurrence appliquée au couple (éo, H),onae,(7f),5) = €geom, (7o, 7). Comparant
(6.3.1) et (6.3.1), on obtient 'égalité €, (7, 5) = €geom . (T, F).

6.3.2 Le cas des représentations elliptiques

Supposons maintenant que # € Ig(G). Soit f € C?O(é(F)) une fonction tres
cuspidale. D’apres les théorémes 3.5.1 et 5.1.1, on a P'égalité

]geom(@fn f) = ]spec(®("77 f)

Par définition, on a Jgeom(Os, f) = €geom(© 3 ©5). Reprenons les notations du
paragraphe 1.7, on a la décomposition

;=Y WH W~ (=1) IndF (10, 7))
LeLt

ot la fonction ¢5( f) doit étre interprétée comme la somme localement finie

Z IHZ:<¢2(IE)-

CeALp
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D’apres la proposition 1.9.2, on a aussi
0= > 2 clO)mes(iA; DO (Lip=cor()) 11=6;
CEATr Oc{lla@)}

ol p € O est un point base. Tout comme dans le paragraphe précédent, on
peut appliquer la proposition 6.2.1 pour calculer €geom,, ( Indg (11,=¢O05), @5) . Pour
¢ # 0, au moins un des quasi-caracteres I';, j = 1,...,u, est nul au voisinage de 1
ce qui entraine Mgeom(I';) = 0 et par conséquent le terme que I'on cherche a évaluer
est nul. Seul le terme pour ¢ = 0 est possiblement non nul. Posons f; = 1. —0¢7(f)

et7(p) = ig(ﬁ) ((3 e P(D)). D’apres (6.3.2) et ce qui précede, on a

€eom (10, (77,0) = Y mes(iAL )e(0)Oz (fi)egeom, (7(p), 6)
0e{lla@}

PourL € LG et {Heu(f)}, posons
Xgeom(za 0) = mes(i.AiF)c(O)@,;v (]Ef)egeomJ/(ﬁ'()a): 5') .
D’apres (6.3.2) et (6.3.2), on a
Igeom(G('mf) == Z ‘WL‘ |VVG|71(71)“Z Z Xgeom(za O)
TeLt Oe{lla(@)}
D’autre part, d’apres le paragraphe 5.1, on
]spec(®<“17 f) = Z |WL| |WG‘_1(_1)HZ Z Xspec(z7 O)

Lest Oe{lla(D)}

ol on a posé

Xopee L, 0) = c(Oe,(p,3) | JE(pY, ) aA.
Az,

D’apres la proposition 1.7.1, on a I’égalité
/ F(p3, f) dX = mes(iAS )Opv (f).
iAx ;
L.F

D’apres 2.5 (2) et le cas proprement induit, si L # G, on a donc
Xgeom(zy 0) = Xspec(za 0).

Légalité (6.3.2) peut donc se réécrire

Z C(ﬁ,)@(ﬁ’)v (f)(‘fgeom,l/(ﬁ/a G) — eu(ﬁ'/a 5)) =0.

7!/ €llan(G)

D’apres [W4], la théorie des pseudo-coefficients est valable pour les groupes tordus.
En particulier, il existe une fonction cuspidale f € C> (G(F)) (et que 'on peut
méme prendre tres cuspidale d’apres le lemme 1.9.1) telle que
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. @ﬁv(f) =1L B
©:/(f) = 0 pour toute #’ € Iy (G) telle que 7' % #V.

En appliquant I’égalité (6.3.2) a un tel pseudo-coefficient, on obtient I'égalité
€,(7,6) = 6geom,u(ﬁ'a 7).

Remerciement Je souhaite remercier ici Jean-Loup Waldspurger pour m’avoir pro-
posé ce sujet ainsi que pour sa disponibilité constante et ses relectures rigoureuses du
présent article.

Références

[AGRS] A. Aizenbud, D. Gourevitch, S. Rallis, et G. Schiffmann, Multiplicity one theorems. Ann. of
Math. (2) 172(2010), 1407—1434.

[A1] J. Arthur, The trace formula in invariant form. Ann. of Math. 114(1981), 1-74.
http://dx.doi.org/10.2307/1971376

[A2] , Intertwining operators and residues I. Weighted characters. J. Funct. Analysis 84(1989),
19-84. http://dx.doi.org/10.1016/0022-1236(89)90110-9

[B] R. Beuzart-Plessis, La conjecture locale de Gross—Prasad pour les représentations tempérées de
groupes unitaires. Prépublication, 2012.

[C] L. Clozel, Characters of nonconnected, reductive p-adic groups. Canad. J. Math. 39(1987),

149-167. http://dx.doi.org/10.4153/CJM-1987-008-3

[GGP] W. T. Gan, B. Gross, et D. Prasad: Symplectic local root numbers, central critical L-values and
restriction problems in the representation theory of classical groups. Astérisque 346(2012).

[JPSS] H. Jacquet, I. I. Piatetskii-Shapiro, et J. Shalika,Rankin—Selberg convolutions. Amer. J. Math.
105(1983), 367—464.  http:/dx.doi.org/10.2307/2374264

[Ro] F. Rodier, Modele de Whittaker et caracteres de représentations. Dans: Non commutative
harmonic analysis (éds. J. Carmona, J. Dixmier, et M. Vergne), Springer Lecture Notes in
Math. 466(1981), 151-171.

[Sh] E. Shahidi, On certain L-functions. Amer. J. Math. 103(1981), 297-355.
http://dx.doi.org/10.2307/2374219

[W1] J.-L. Waldspurger, Une formule intégrale reliée a la conjecture de Gross—Prasad. Compos. Math.
146(2010), 1180-1290.  http://dx.doi.org/10.1112/50010437X10004744

[W2] _, Une formule intégrale reliée a la conjecture locale de Gross—Prasad, 2° partie: extension

aux représentations tempérées. Astérisque 346(2012).

[W3] , Calcul d’une valeur d’un facteur € par une formule intégrale. Astérique 347(2012).
[W4] , La formule des traces locale tordue. Prépublication, 2012.
[W5] , La formule de Plancherel pour les groupes p-adiques, d’apres Harish-Chandra. J. Inst.

Math. Jussieu 2(2003), 235-333.  http://dx.doi.org/10.1017/51474748003000082

Institut de Mathématiques de Jussieu, 2 Place Jussieu, 75005 Paris, France
courriel: rbeuzart@math.jussieu.fr

https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4 Published online by Cambridge University Press


http://dx.doi.org/10.2307/1971376
http://dx.doi.org/10.1016/0022-1236(89)90110-9
http://dx.doi.org/10.4153/CJM-1987-008-3
http://dx.doi.org/10.2307/2374264
http://dx.doi.org/10.2307/2374219
http://dx.doi.org/10.1112/S0010437X10004744
http://dx.doi.org/10.1017/S1474748003000082
https://doi.org/10.4153/CJM-2013-042-4

