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INTEGRATION DU SOUS-DIFFERENTIEL PROXIMAL:
UN CONTRE EXEMPLE

JOEL BENOIST

RESUME. Etant donnée une partie D denombrable et dense de R, nous construisons
une infinité de fonctions Lipschitziennes définies sur R, s annulant en zéro, dont le
sous-différentiel proximal est égal a]—1, 1] en tout point de D et est vide en tout point
du complémentaire de D. Nous déduisons que deux fonctions dont la différence n’ est
pas constante peuvent avoir les mémes sous-différentiels.

1. Introduction. Pour unefonction localement Lipschitziennef: R" — R (i.e., pour
tout R > 0, il existeK > Otel que|f(X) —f(y)| < K||x—y|| desque||x|| < Ret]ly]| <R)
et pour x € R", on définit le sous-différentiel proximal [9] def en x, noté a ™f (x), comme
' ensemble convexe formé des vecteurs ¢ de R pour lesquels il existe une constante
o > Otelleque

f(y) > 09 +(€.y—x) —olly—x|? poury proche dex

(0 ™f peut &tre défini plus généralement pour desfonctionss.c.i., mais cette généralité est
inutileici). Notons|’importance de ce sous-différentiel puisqu’il est lié ala construction
geomeétrique du fameux sous-différentiel de Clarke (voir [1]), noté 9 °f, par la formule
(voir Rockafellar [9])

(1) 9% (x) = co{& € R" : Iy — x. I¢n — € avec &, € 07 (xy) ).

ce dernier jouant un role clef dans le domaine de I’ Analyse non lisse. Remarquons
gue I’ on peut facilement estimer ce sous-différentiel dans les quatres situations simples
suivantes:

ProPOSITION 1.1. Nous avons:
(1) sif estconvexe, o™f coincide avec le sous-différentiel del’ Analyse convexe;
(2) sif estdeclasseC?, 9™ (x) = {Vf(x)}, ot {Vf(x)} désignele gradient def enx;
(3) sif est differentiableenx, 9™ (x) C {VI(X)};
(4) s 09 = || (resp. f() = x| %), a7F(0) = 0.
Mais beaucoup d autres propriétés espérées sont encore mal connues; en particulier,

I"'information principale sur la «taille» du domaine du sous-différentiel, noté domo ™f =
{x e R": 97f(x) # ()} setrouve dansla proposition suivante.
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PROPOSITION 1.2. doma™f est dense dans R".

En particulier doma™f est au moins dénombrable. Le Théoréme 2.1 montre que |’on
ne peut pas faire mieux, puisqu’il existe desfonctions ot doma™f est dénombrable. Ce
résultat est d’ autant plus surprenant quel’ on peut choisir demaniérearbitrairel’ ensemble
denombrable en question, en prenant Q par exemple! Signalons que I’ existence d'une
fonction de R dans R de classe C? telle que doma ™f soit de mesure nulle (voir Clarke,
L edyaev et Wolenski [4]) allait dgja dans ce sens.

Un probleme d’ actualité (voir par exemple dans!’introduction de Poliquin [7]) est de
savoir si, pour deux fonctions localement Lipschitziennesf et g, laconditiono™f =9 7g
entraine quef — g est constante. Nous pouvons répondre positivement dans|es situations
simples et bien connues suivantes:

- f et g sont convexes (voir Rockafellar [8]);

- f etgsont concaves(car, par laformule(1) du sous-différentiel deClarke, 9 f = 9°g
ce qui entraine (voir Clarke [2]) 9°(—f) = 9°(—g); on retombe alors dans le cas
précédent);

- f et gsont declasseC! (car alors, gracealaProposition 1.1 (3) et laProposition 1.2,
les gradients coincident);

- 9™ et 9™g sont non vides presgue partout (un théoréme de Rademacher (voir par
exemple [11]) nous dit qu'une fonction localement Lipschitzienne est différen-
tiable presque partout, donc, par la Proposition 1.1 (3), les gradients coincident
presque partout; il suffit alors d’intégrer pour conclure).

Citonsaussi lestravaux récentsde Clarke et Rednheffer [3] et de Poliquin [7] qui répondent
aussi positivement et partiellement a ce probleme (dansle cadre desfonctionss.c.i.). Par
contre, sans adjonction d’ hypothese, le Corollaire 2.6 répond négativement au probleme
posé.

2. Enoncésdesreésultats. Lerésultat principal de ce papier est le suivant.

THEOREME 2.1. Soit D une partie denombrable et dense de R; il existe alors une
infinité de fonctions Lipschitziennes f: R — R, s'annulant en zéro, telles que 0 ™f (X) =
1-1,1[,six € D, et 9™ (x) = (), sinon.

Lapreuve est donnée dansles sections 3 et 4.

REMARQUE 2.2. Une premiére idée pour démontrer ce théoréme serait de reprendre
le contre-exemplesuivant, donné par Rockafellar [10]: si A est une partie mesurablede R
telle quel’intersection de A et I’ intersection du complémentaire de A avec tout intervalle
ouvert non vide de R ont une mesure non nulle, et si f(x) = [ 1a(t) dt alors

2 a°f(x) =[0,1], pourtoutx € R.

Mais le calcul du sous-différentiel proximal de f a1’ aide de la géométrie de A semble
difficile et reste un probléme ouvert.
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REMARQUE 2.3. Les fonctions Lipschitziennes construites dans la preuve du Théo-
reme 2.1 sont de méme nature que celle donnée dans le papier de Jouini [6]. Dans cet
article, I'auteur donne une construction géométrique, de type fractale, d’une fonction
vérifiant la relation (2). Remarquons que si une fonction f satisfait aux hypothéses du
Théoreme 2.1, alors % vérifie aussi cette relation.

Choisissons une fonction f satisfaisant les conditions de I’ énoncé du Théoreme 2.1
associée a une partie D dénombrable et dense de R. En considérant alors la partie
D"=Dx--- x D, leconvexeC" =]—1,1[ x --- x ]—1.1[ et lafonction f™: R" — R
définie pour tout (xy, ..., %) € R" par f'(xq..... %) = f(x1) + - + f(xy), nous avons

pour tout (Xy. . . . , %) € RM:

™ N(Xa. ... Xn) = 07F(X1) X -+ X 97F(Xn).

Nous obtenons alors une version affaiblie du Theoréme 2.1 dans R".

THEOREME 2.4. || existe une partie D" denombrable et dense de R", un convexe C"
de R" et une infinité de fonctions Lipschitziennes f": R" — R, s annulant en z&ro, telles
que o "f"(x) = C", si x € D", et 9 "f"(x) = (), sinon.

REMARQUE 2.5. Un convexe vérifiant les conditions du Théoréme 2.4 est nécessai-
rement borné et contient au moins deux points (non vide par la Proposition 1.2, non
réduit & un point et borné grace a[3]). Une question encore ouverte et trés fine est de
savoir si le Théoréme 2.4 reste encore valable pour toute partie dénombrable et dense de
R" et pour tout convexe borné de R" contenant au moins deux points.

Nous sommes maintenant en mesure de répondre a un probléeme posé au début des
années 90.

COROLLAIRE 2.6. |l est possible d exhiber deux fonctions Lipschitziennes dont la
difference n'est pas constante mais qui ont en tout point le méme sous-différentiel
proximal.

3. Plandelapreuvedu Théoreme2.1. CommeladifférencealgébriqueZ — D est
dénombrable, il existe un réel x N’ appartenant pasaZ — D, soit D + {x} NZ = (). Par
translation, on peut donc se ramener au casou DN Z = {).

Une fonction candidate f sera définie comme limite d’ une suite de fonctions ( fn)nen
1-Lipschitziennes. Chague fonction f,, est associée a une suite de réels (ank)kez, le
tout étant défini par récurrence avec les conditionsinitiales agx = k, pour tout k € Z et
fo=(1— %) idg, OU £ est un entier naturel, supérieur adeux, qui joue le rdle de parametre.
Lechoix d’' uneinfinité devaleurspossiblespour le paramétre £ nouspermettradetrouver
une infinité de fonctions satisfai sant les conditions du Théoreme 2.1.

Nous prendrons dans la suite les notations suivantes.

NOTATIONS.

NOTATION 1. On numérote les @émentsde D souslaformeD = {d; : i € N}.

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-013-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1998-013-0

INTEGRATION DU SOUS-DIFFERENTIEL PROXIMAL: UN CONTRE EXEMPLE 245

NoTATION 2. OnposeA = {ank : (n,k) € NxZ}et,sin € N,Dp = {ayk : anx € D}

NOTATION 3. Si (n, k) € N x Z, ryk désigne le reste de la division euclidienne dans
Z dek par 7.

NOTATION 4. Si, pourn € N, I d’esignel’intervalle} , notons

1 1
(n+e+D)*° (n+(+1)% {

1 _ 1
P = {1— n—} +1 (r%p. P, = [—1+m} +|n) .
sin>1,eP = {1—n71€} (resp. Py =), sin = 0. Cespartiesreprésenteront I’ ensemble
des pentes positives (resp. négatives) admissibles pour f,; on a aors le lemme suivant
gui nous sera utile dansla section 4.

LemMME 3.1. Pour tout n € N, supP;, < inf P}, (resp. supP,,, < inf P;); deplus,
nousavons!’inclusion Py C 3, 1] (resp. Py C |—1.—3]).

PrReuvE. Nous avons, pour n > 1, P, = —P}; le résultat sur les pentes négatives
sera alors une conséquencede celui sur les pentes positives.
Nous allonstout d'abord démontrer I’inégalité suivante, vraie pour tout n € N,

1 . 1 <1 1 1
n+¢ (n+(+21)4 n+{+1 (n+(+2)%*

EnposantN =n+ ( +1 > 3, celarevient & prouver

©)

1 1 . 1 <1 1 1
N—1 N4 N (N+1)4*
ou de maniére équivalente
1 1 1

W+(N+1)4< N(N—1)"

En remarquan?que(,_W#l)4 < N—14 el <&l w_ffitdevérifierque% < &, S0it2 < N%
cette derniére inégalité est évidente vu que |’ entier N est supérieur & 3.

Grace alarelation (3), nousavons, pourn > 1,
4 supP} < inf P,
De plus, en appliquant larelation (3) pour n =0,

. 1 1 1 1 1
A A (5 e
et larelation (4) est encore vraie pour n = 0.
Pour la deuxiéme partie du lemme, ¢’ est immédiat si n = 0; supposonsdésormais que
n > 1. nous avons tout d'abord I'inclusion évidente P} C [inf P}, supP}]. Or, par la
relation (4), supP;, < infPf, < letinfP; > supP; ; >1— = >1-1> 1.
Ainsi nous concluonsP? }% 1}, sin>1. .
Nousimposeronsaussi les conditions suivantes, nécessaires pour effectuer lescalculs
sur le sous-différentiel proximal (n € N etk € 7).

=inf Py,
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(C1) CONDITIONS PORTANT SUR LA SUITE (8nk)kez -

(i) ank < anks;

(i) sin>1,an7 = an-1t
(iii) Si rpk est pair nonnul, alorsany € D; sinon an ¢ D;
(V) [Bnkes — Bnkl < F-

(C2) CONDITIONS PORTANT SUR LES FONCTIONS fp,.
(i) f, estcontinuesur R;
(ii) f, est affine sur chague intervalle de la forme [an, ank+1], de pente pn telle que
Pk € P} iy est pair et poy € Py, sinon;?
(iii) s n> 1, fa(a-1k) = fa-1(@n-1x);
(iv) Caslin> letpop1k € P_;.
(@ fn > faq sur [an . anesl;
(b) fa(X) > fa(ane6) — 3(X — @n7ire) SUF [@n 73, Bn7is6];
(€) pourn > 2, f(X) > fr-1(an-1.k) +SUPP;_5.(X — @n—1k) SUI [An—1k- Bn—1ke1];
(d) fr1(@n-1k) < fo <fro1(@n-1k+1) SUr [An-1ks Bn-1 k1]
Cas2:n>1letp,_1x € P_;.
(@ fn > fo1 sur [an 74, @n 7]
(0) fa(X) > fa(@n7ce1) + (X — Bn7ie1) SUF [Bn 7ics1. Bn ksl
(c) pourn> 2, fy(X) > fo1(@n—1k+1) +inf Po_o.(X — @n—1k+1) SUF
[An—1.k Bn—1k+1];
(@) fa1(@-1ke1) < Fo < fa1(@n-1k) SU [@n-1ks Bn-1xe1]-
(v) 3Caslin>1letp, 1k € P ;.
(@ a2 = Argmin{i € N : di € (D \ Dy-1) N Jan 7 @n7ea[ }:
(b) an7kes = Argmin{i € N : dj € (D \ Dn-1) N [an 7. Bn7kes| -
Cas2:n>letpy1k € Py
(@ anaes = Argmin{i € N :di € (D \ Dp_1) N |an 1. Bnzicea };
(b) an7e+s =Argmin{i € N:d € (D\Dn1)N }an.7k+4- an.7k+7[}-

REMARQUE 3.2. Enfait, larestriction delafonction f, al’intervalle [an_1 k. an_1k+1]
est construite a partir de la fonction f,_; par un procédé tres simple que I’on avisualisé
sur lafigure 1.

4. Preuvedu Théoréme?2.1.

4.1. Construction d'une suite de fonctions (f,)nen. Nous allons procéder par récur-
rence. Tout d’abord, remarquons que la fonction fy et la suite (agx)kez Satisfont les
conditions (C1) et (C2) donnéesdans la section 3. On suppose maintenant construit des
fonctions fp, ....f,—1 (h > 1) ainsi que des suites associées (ag)kezs - - - » (Bn-1.x)kez

1 Entre deux points consécutifs de la suite (an—1,K)kez ON gjoute Six autres points pour obtenir |a suite
(an.k)kez'

2 Entre deux entiers relatifs consécutifs les pentes sont alternées en commengant par une pente positive;
par contre au passage d' un entier la pente reste inchangée et positive.

3 Cettecondition permet d’ obtenir tousles&émentsde D parmi lesvaleursdelasuitedouble(an ) n keNx7-
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an-1k an7k+3  An7k+6 An—1k+1 an-1k An7k+l  An7k+4 An—1k+1

Cas 1. Cas 2.
FIGURE 1

telles que les deux conditions (C1) et (C2) soient satisfaitesjusqu’al’ ordre n — 1. Nous
allons alors construire une fonction f,: R — R ainsi qu’ une suite (a, k)7 telles que les
deux conditions (C1) et (C2) soient encore satisfaites al’ ordre n. Nous allons utiliser le
lemme suivant.

LEMME 4.1. Lafamilled'intervalles (a1 @ 1k+1 Dkez forme une partition de R.

PREUVE. Commelasuite (a,_1k)kez €St strictement croissante (condition (C1)(i)), la
famille considérée est une partition de intervalle L. L'[, ot L = limy__, @y 1 et L’ =
liM_+00 @n—1k- EN remarquant que, d’aprés la condition (CL)(ii), k = agx = ap_1m-1¢
pour tout k € Z, on déduit que tous les entiers relatifs sont des valeurs atteintes par la
suite (an_1x)kez €t doncL = —oo et L' = +oo0. n

Dans la suite de cette section 4.1, nous nous plagons sur un intervalle de la forme
[@n—1.k @n—1k+1], @veck fixé, et nous supposonsque pn_1x € P;_;, lecaspy_1x € P
setraitant de fagon similaire. Nous allons alors définir larestriction de f,, a cet intervalle
ainsi quelesvaleursa, 7. an i1 - - - » an 7k+7- Enfaisant ensuitevarier k dansz, on définit
alorstoute la suite (an k)kez @nsi que, grace au Lemme 4.1, lafonction f,.

On pose bien sOr:

a7k = An—1ks
An 7k+7 = An—1k+1-
La construction va se faire maintenant en trois étapes.

4.1.1. Etapel. Ondéfinittout d’ abord unefonctiong sur[an_1k, an_1x+1], afinepar
morceaux, dont le graphe est |’ union destrois segments non dégénérés[Ko, K], [Ks, Kg]
et [Ke, K7], les points Ko, K3, Kg, K7 &tant définis de maniére unique par lesrelations:

Ko = (8n-1k- fr-1(@n-14) );

K7 = (anfl,k+l- fo-1(@n-1k+1) );

la pente des deux demi-droites [KoK3) et [KeK7) est 1 — =L;
| la pente de lademi-droite [K3Ke) est — 1+ =

( (Ko. Ka. K7. Kg) est un parallélogramme non aplati, dont le centre est noté |5.
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FIGURE 2

Ceci est possible car, d'aprés le Lemme 3.1, la pente de la demi-droite [KoK3) est
strictement supérieur ap,_1x qui est la pente de la fonction f,_1; le point K3 se trouve
donc strictement au dessus du graphe de f,—1, i.e., au dessus du segment [Ko, K7]. Nous
sommes dans la configuration indiquée sur lafigure 2.

Dans la suite, on notera (X;, y;) les coordonnées de K; (i = 0, 3, 6 et 7). Remarquons
gue lafonction cherchéef,, seraprochede g sur I'intervalle [an_1 k, @n—1.k+1]-

L es quatre propriétés suivantes sont satisfaites.

PrROPRIETE 1. Nous avons:
(i) la pente de la demi-droite [KoK3) appartient a P}, et est strictement supérieure a
celledef,_1;
(i) Lapentedelademi-droite [KsK7) appartient a P;;
(iii) Lapentedelademi-droite [K3Kg) appartient & P;, et estinférieure a —%.

PReUVE. C'est une conséquencedu Lemme 3.1. ]

PROPRIETE 2. Lademi-droite D passant par Ko et de pente supP;,_, est strictement
en dessousdu graphe de g, pour n > 2.

PREUVE. Considérons les trois demi-droites D, [KoK3) et [KoKs) qui coupent la
droite verticale passant par |7 respectivementenl, I3 et lg.

Nous savons dé&ja que la demi-droite D est en dessous de |a demi-droite [KoK>) car,
d'apresleLemme3.1, supP;,_, <inf P;_; < pn_1x. Il suffit alors de vérifier que

(i) I7le <l7l3;
(II) 1713 < I71.

Par |e théoréme de Thalés nous avons

I7lg = 17J < I713,
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ou le point J est défini comme |’ intersection de la droite (K3K7) et de ladroite verticale
passant par |17; I'inégalité (i) est donc vérifiée. L'inégalité (ii) est équivalente a

1 1 1
(1_n+€)_(1_n+€—1+6n) < (1_n+£—1+6")

N
n+{—2 (n+(—1)%)"’

ol |en| < ﬁ En d'autres termes, en posant N = n+ ¢ — 1 > 3 (puisque n > 2 et

0>2)
e 1,1 2 2
MTNESN+1 N-1 N NNZ—1)
Il suffit alors de vérifier que:

_2 1.2
(N+1)* N* ~ NN2—1)’

1 1 1 1 ; Apifi
ou encore en remarquant que mr < 17 & Rp < e il suffit de vérifier que

3 2
NS N
Ceci est équivalent a N > % relation trivialement vérifiée puisque N est un entier
supérieur a 3. ]
PROPRIETE 3. Le point K3 satisfait aux deux conditions:

3Xg + X7 Xo + X7
N

() ys<yr et (i)

PREUVE. En projetant sur la deuxieme coordonnée I’ égalité vectorielle KoK7 =

KoKs + KoKg, nous avons
Y7 =Y3+(Ys — Yo);

la pente de la demi-droite [KoKg) étant supérieure acelle de D (voir la propriété 2), elle
est strictement positive et donc ys > Yo ou de maniére équivalentey; > vys.

Par définition du point K3, nous avons xz < %. La droite horizontale passant par
I7 rencontre la demi-droite [KoK3) en L3 et enfin notons Lo (resp. lo) I’intersection de la
droite verticale passant par L3 (resp. 17) avec la droite horizontale passant par Ko. Nous
sommes dans la configuration indiquée sur lafigure 3.

La pente de la demi-droite [Kgl3) est strictement inférieure a un; la pente de la demi-
droite [Kol7) appartient aP;,_,, donc est supérieurea % par le Lemme 3.1; donc % < %
Par |e théoréme de Thalés, on déduit:

Lolo _ Lals 7z 1

Kolo Kolz I3l ~2°

Donc I abscisse de L est strictement plus grande que 3%"7 et il en sera de méme pour
I'abscisse de K3, car K3 € [Ls, I3]. n

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-013-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1998-013-0

250 JOEL BENOIST

Ks

L3 I7

Ko Lo lo

FIGURE 3

PROPRIETE 4. Le point Kg satisfait les deux inégalités

X0+ X7 Xo +3x7
2 %<3

PREUVE. Cesdeux inégalitéssont une conséquencedelapropriété 3 si I’ on remarque
guel; est le milieu de [K3, Kg]. n
Pour des raisons de continuité et comme D est dense dans R, quitte & déplacer
localement les points K3 et Kg, Nous pouvons supposer en toute généralite quexs ¢ D et
Xs € D, en conservant bien sOr les propriétés 1, 2, 3 et 4. Nous posonsalors an 7x+3 = X3,
an7k+6 = Xg € on choisit la fonction g pour restriction de la fonction f, a I'intervalle

[@n, 7k+6 @n,7k+ 7]

4.1.2. Etape 2. Définissonsdans cette étape les points a, 7x+1 €t an7x+2 ansi que la
restriction def, al’intervalle [an 7, an7k+3]. Pour cela, on choisit tout d’ abord I’ &lément
de D d'indice minimal appartenant al’intervalle }amk, an77k+3[ et qui n’a pas encore été
choisi, i.e., I'élément

Argmin{i € N : di € (D \ Dp_1) N |an 7. 8n7wea] )

(ceci est possible car D est dense dans R). Cet &ément sera choisi pour &tre an 7x+2.
Ensuite, pour des raisons de continuité et en utilisant la propriété 1(i), en modifiant
Iégérement lafonction g sur I'intervalle [ay, 7, an 7x+3], On montre facilement I’ existence
d'une fonction h, définie sur le segment [a, 7, @, 7«+3], dont le graphe est la réunion
des segments non dégénérés[Ko, K], [K1, K2] et [K2, Ks], ot les points K; = (X1, y1) €t
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FIGURE 4

Ko = (X2, y2) Vérifient lesrelations:

les pentes des deux demi-droites [KoK ;) et [K2K3) sont égales et
appartiennent a P} ;
{ la pente de |a demi-droite [K1Kp) est — 1+ =1;;

'l le point K, se trouve strictement au dessus du graphe de la fonction f,_1;
Y1 <Ys.

Nous sommes dans la configuration indiquée sur lafigure 4.

Pour des raisons de continuité et comme D est dense dans R, quitte & déplacer
localement le point K1, nous pouvons supposer en toute généralite que x; ¢ D et quela
propriété suivante soit aussi satisfaite:

[ X2 = an7k+2;

PROPRIETE 5. Nous avons:
(i) Lespentesdesdemi-droites [KoK1) et [K2K3) appartiennent a P;;
(i) lapente de lademi-droite [K1K3) appartiennent & Py, ;
(iii) le point K, setrouve au dessusdu graphe de f,—1;
(iv) y1 <ys.
On pose alors an 7+1 = X1 €t on choaisit lafonction h pour restriction def, al’intervalle
[@n,7k- @n7k+3]-

4.1.3. Etape3. Laconstructiondelarestriction def, surl’intervalle [an 7x+3, @n 7x+6]
ainsi quelaconstruction des pointsay, 7x+4 €t an 7x+5 sefont par un procédésimilaire acelui
del’ étape 2; décrivonslade maniere précise. Pour cela, on choisit tout d’ abord I’ & ément
de D d’'indice minimal appartenant a I'intervalle ]a, 7«3, an 7l €t qui N'a pas encore
été choisi, i.e., I'élément Argmin {i € N : di € (D \ Dy1) N ]an 7. 8n7irs| } (Ceci est
possible car D est dense dans R). Cet élément sera choisi pour &tre a, 7+4. Alors, pour
des raisons de continuité et en utilisant la propriété 1(iii), en modifiant Iégérement
la fonction g sur I'intervalle [a, 7k+3. @n.7x+6], ON Montre facilement |’ existence d'une
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FIGURE 5

fonction h, définie sur le segment [an 7x+3, 8n.7k+6], dont le graphe est la réunion des
segments non dégénérés [Ks. Ky], [Ka, Ks] et [Ks, Kg], ou les points Kg = (X4, Ya) €t
Ks = (X5, Ys5) Vérifient lesrelations:

X4 = an,7k+4;

les pentes des deux demi-droites [K3K,) et [KsKg) sont égales et
appartiennent & P;,’;

la pente de la demi-droite [K4Ks) est 1 — -L;;

le point K4 se trouve strictement au dessus du graphe de la fonction
définie par X — Y5 — 5(X — Xg);

Y5 <Ys.

Nous sommes dans la configuration indiquée sur lafigure 5.

Pour des raisons de continuité et comme D est dense dans R, quitte & déplacer
localement le point Ks, nous pouvons supposer en toute généralité que xs ¢ D et quela
propriété suivante soit aussi satisfaite:

PROPRIETE 6. Nous avons:

(i) les pentesdes demi-droites [K3K,) et [KsKg) appartiennent &P ;

(ii) lapente de lademi-droite [K4Ks) appartient aP};
(iii) le point K4 se trouve strictement au dessus du graphe de la fonction définie par
X Y6 — (X — Xe);
(iv) y5 <ys.
On pose alors an 75 = X5 €t on choaisit lafonction h pour restriction def, al’intervalle
[@n,7k+35 @n7k+6] -

4.1.4. Etape4. Nous alons vérifier que les conditions (C1) et (C2) sont satisfaites
al’ordren.
(CL)(i)ii) Evident par construction.
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(C1)(iii) Considérons un &ément a,, \; en effectuant la division euclidienne dans Z
dek' par 7,il existek € Zetr € {0,.... 6} tels que

(5) K'=7k+r.
On montre alors facilement que
(6) Mk = -1k tT.

Sir =0, par lesrelations (5) et (6), anx = an—1k €t rnw = 7rn—1k; danscecas, en utilisant
la condition (C1)(iii) al’ordre n — 1 (qui est réalisée par I’ hypothése de récurrence), la
conclusion est immédiate.

Supposons déesormais que r # 0O, et en particulier, par larelation (6), rn # 0. Nous
avons adistinguer deux cas suivant que rp s est pair ou impair.

Cas1: rny estpair.

Dans ce cas, il faut vérifier que anw € D. Si pr—1x € P},_;, en utilisant la condi-
tion (C2)(ii) al’ordren— 1 (qui est réalisée par I’ hypothése de récurrence), r,_1 x est pair
et larelation (6) entraine quer est pair. Alors, en remarquant que anx € [an—_1.k» An—1k+1]
et en se plagant sur le segment [a,_1.k, @—1.k+1], ON déduit, par construction de la fonc-
tion f,, que an 7er = anw € D (voir les étapes 1, 2 et 3). Un raisonnement anal ogue peut
étrefait si pp_1x € P_1.

Cas2: r,y estimpair.

Dans ce cas, il faut vérifier que a,w ¢ D. Le méme raisonnement qu’au cas 1 peut
étre appliqué.

(CH(iv) Montrons que, pour tout k' € Z, |ank+1 — anw| < zi En effectuant la
division euclidienne dans Z de k' par 7, il existek € Z etr € {0,..., 6} tels que

' = 7k + r. Par croissance de la suite (an )kez, 1€S points an v €t an+1 appartiennent au
segment [an_1 x, 8n—1k+1], donc grace al’ hypothese de récurrence

1
) an-1kr1 — An-1k| < o1

Nous alons supposer que p,-1x € P;_; (une preuve similaire pourra étre faite si
Pn-1k € Py_1). Nous posons:

3u; + Us U +Us u; + 3us
U1 = 8n 7k, Us = 8n7ke7, U2 = ,Ug = etug = .
4 2 4
Par construction de la fonction f,, (voir les propriétés 3 et 4 de I’ &ape 1), nous savons

que
an7k+3 € [Uz, Ug];
an7k+6 € [Us, Ug].
- S r=0,10u 2, par croissance de la suite (ank)kez, 1€S points an €t anp+1
appartiennent au segment [an 7k, 8 7k+3] qQui est inclus dans [us, ug]; donc, par la

relation (7),
1

1
lank+1 — ank| < us— | = §|U5— | < on
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- S r =3,40ub, par croissance de la suite (a,k)kez, 1€S points any €t anx+1
appartiennent au segment [a,, 7x+3, @ 7k+6] QUi est inclus dans [uz, uy]; donc, par la
relation (7),

1 1
|ank+1 — @nw| < |Up — Ua| = §|U5 - < on
- Sir =6, par croissance de la suite (&, x)kez, €S points a, v €t a, k+1 appartiennent
au segment [us, Us]; donc, par larelation (7),
1 1
|ank+1 — @nk| < |Us — Ug| = §|U5 - < on

(C2)(i) BEvident par construction de la fonction fy,.

(C2)(ii) On se place sur un intervalle de la forme [an k. any+1]. 1l est clair par
construction quelafonctionf,, est affinesur cetintervalle. Nousallons maintenant vérifier
cette condition sur les pentes, en reprenant les notations utilisées pour vérifier (C1)(iii).

Casl: r,y estpair.

Sirn_1kestpair, aorslarelation (6) entraine quer est pair etl” hypothésederécurrence
entraine que pr_1k € P;_,. Donc, par construction de la fonction f, sur I'intervalle
[@n7k+r> Bn k1], Pk € Py (propriétés 1(ii), 5(i) et 6(ii)). Si ry_1x est impair, aorsla
relation (6) entraine que r est impair et I" hypothése de récurrence entraine que pn_1x €
P,_;. Donc, par construction delafonction f, sur I’ intervalle[an 7k+r » @n 7ktr+1], Prx € P

Cas2: r,y estimpair.

La preuve est laméme (utiliser entre autre les propriétés 5(ii) et 6(i)).

(C2)(iii) Evident par construction de lafonction f,.

(C2)(iv) Nous avons supposé que nous étions dansle cas 1 (I’ autre cas setraitant de
la méme maniére).

(@) C'est une conséquencedes propriétés 1(i) et 5(iii).

(b) C'est une conséguencedes propriétés 1(iii) et 6(iii).

(c) C'est une conséquencede la propriété 2 et des conditions (a) et (b) ci-dessus.

(d) C'estuneconséquencedespropriétés3(i), 5(iv) et 6(iv) ainsi quedelacondition (c)
ci-dessus.

(C2)(v) Evident par construction delafonction f,,.

4.2. Propriétés de la suite (ank)kez. Nous avons tout d'abord le lemme suivant qui
nous sera utile dansla suite.

LEMME 4.2. Pour x € Retn € N, il existek € Z tel que x € [ank, @nk+1]-
PREUVE. Sil'on note E(X) la partie entieredex, ona
Qe = EX) < X< E(X) +1=aggx+
ou de maniére équivalente, grace ala condition (C1)(ii),
X € [@n7E(x)» 8n,EX)+7] -
Comme la suite (ank)kez €St croissante, il existe un entier relatif k € {7"E(x),...,

T"E(x) + 7" — 1}, tel que X € [ank. Bnk+l- u
PropPosITION 4.3. Nous avons!’inclusion D C A.
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PReUVE. Nous allons raisonner par |’ absurde; supposons que D ¢ A. Il existe un
élément de D n’appartenant pas a A; choisissons un tel éément d; dont I'indice i soit
le plus petit possible. En particulier, nous avons {do. . . . . d_1} C A Gracealacondi-
tion (C1)(ii), il existe un entier mtel que

(8) {do, N difl} C D,
D'aprésleLemme4.2, il existek € Z tel que

C)] di € [amk, amks]

Deux situations sont alors possibles.
Casl: pmk € Py,
Nous allons utiliser les deux lemmes suivants.

LEMME 4.4. Pour n > m, ppm-mge1)—1 € P
PREUVE. Par lacondition (C2)(ii), rmk est pair et |’ égalité
Mmieny—1 = 70 o+ 70— 1

permet de dire que I, 7-m(e+1)—1 €St aussi pair. A nouveau, par la condition (C2)(ii), nous
obtenons que pp7n-m+1)—1 € Pp. n

LEMME 4.5. Pour n > m,

(10 di € [an7m-m(kr1)—1, Bn -me1)]-

PReUVE. Nous allons demontrer ce lemme par récurrence. Grace alarelation (9), la
relation (10) est vraie al’ordre n = m. Supposons larelation (10) vraieal’ordren — 1
(n > m+1). Aveclanotation k' = 71"k + 1) — 1, d; € [an 7. @n7w+7] €t Aussi, grace
auLemme4.4, py_1x € P;_;.

- Si di € [an7¢, 8n7iv+3], Nousavons d’une part (remarquer qued; ¢ A)

(11) d € (D\Dp1)N ]an,7k’~ an.7k’+3[~
et d’autre part, gréce alarelation (8) et alacroissance de la suite (Dj)jen.
(12) do.....di1 & (D\Dn1)N [anac- 8nrical -

En combinant lesrelations (11) et (12) et en utilisant la condition (C2)(v) cas 1(a),
on obtient d; = a, 7w+2, Ce qui contredit le fait qued; ¢ A.
- Si di € [an7w+3. @n7k+6], NOUS Obtenons de la méme fagon une contradiction.
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Ainsi di € [an7c+6: Bn7+1)] = [Bn7-m(r1)—1, 8n 7v-mge)] €t la relation (10) est vraie a
I’ordren. n

Grace au Lemme 4.5, en faisant n — +oo danslarelation (10), on obtient d; = amk+1
car [@n m-mke1)—1 — 8nm-meny] < 3 — O (voir condition (C1)(iv)) €t @n 7n-mke1) = Bmke1.
Ceci est impossible puisque d; ¢ A.

Cas2: pmk € P

Nous procédons de la méme maniéere en remplacant la relation (10) par

di € [an7m-mk, an7m-mice1]

et en obtenant finalement la contradiction d; = an. n

4.3. Convergencedela suite (f,)nen Versf. Nousalons montrer que la suite de fonc-
tions (f)nen converge uniformément sur R vers une fonction, notéef.

Soitx € Retn > 1; d apresleLemme4.2, il existek € Z tel quex € [an—1k, n—1k+1]-
Nous supposerons dans la suite que pn_1x € P;_;, un raisonnement analogue pouvant
étrefait si p,—1x € P,_4. Alors, d apreslacondition (C2)(iv) cas 1(d), ona

(13 fr-1(@n-1k) < fa(X) < fo1(@n-1k+1)-
D’ autre part, puisque f,,—1 est croissante sur I’intervalle [an_1 k, &n—1.k+1],
(14) frot(@n-1k) < fo1(¥) < foo1(@n-1ke1)-
En combinant les relations (13) et (14), on déduit:
[ fa(¥) — foo1(¥)] < | fr-1(@n-1k01) — Fr-1(@r-1)] < |@n—1k01 — Bn-1k]-

ladeuxiemeinégalité étant réalisée puisque, gracealacondition (C2)(ii) et leLemme 3.1,
la fonction f,_; est 1-Lipschitzienne. Grace a la condition (C1)(iv), on obtient
| f0(X) — fr-1(X)| < zir, cequi permet o écrire

sup{| fa(¥) — fo-1(¥)] : x € R} < %

Lasérie Y n>1(fn — fn—1) converge donc normalement sur R; les sommes partielles étant
égales af, — fp, on conclut que la suite de fonctions (f,)nen CONverge uniformément sur
R vers unefonction, notéef, qui est elle aussi 1-Lipschitzienne.
4.4. Premierespropriétésdef. Nousallonsétudier les propriétés élémentairesdef qui
nous seront utiles dans la suite.

LEMME 4.6. Soit C € R; si, pour un entier naturel n et deux entiers relatifs ki, ko
aveck; <k, ona

fr > C (resp.fy < C) sur [ank,: ank.l-

alorsonaaussi f > C(resp.f < C) sur [an, . 8nk,]-
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PREUVE. Pour montrer ce résultat, il suffit de prouver par récurrence que, pour tout
q Z ny

(15) fa>C (resp. fq < C) sur [an, - ank,l-

Lerésultat est vrai par hypothése pour g = n. Supposonsle résultat vrai jusgu’ al’ ordre
g—1(g>n+1). Comme

7911
[Ank,» Bnk,] = U [Ag—1k: Bg—1k+1]-

k=79-"-1k,
il suffit de vérifier larelation (15) sur chaqueintervalle [ag_1 k. 8g-1.k+1], K € {79 k.
... 171k, — 1}, Par hypothese de récurrence, nous avonsfq_; > C (resp. fi_1 < C)
sur I'intervalle [ag—1 . 8q—1x+1]. Alors, grace a la condition (C2)(iv)(d), on déduit que
fq > C(resp.fy < C) surl’intervalle [ag_1 k. ag—1k+1]. Larelation (15) est donc satisfaite
al’ordreg. ]

LEMME 4.7. S, pour un entier naturel n > 2 et deux entiers relatifs ky, ky avec
ki <ks,ona

fa(X) > ax+ 3 sur [ank, ank,]

ol « € [inf P,_;,supP,_,] et 8 € R, alorson a aussi

f(X) > ax+ 3 sur [ank,. ank,]-

PREUVE. Pour montrer le résultat, il suffit de prouver par récurrence que, pour tout
q Z nl
(16) fq(}) > ax+ B sur [an k. @nk,]-
Lerésultat est vrai par hypothése pour g = n. Supposons e résultat vrai jusgu’al’ ordre
g—1(g>n+1). Comme

7 teo—1
[Ank-8nk]l = U [8g-1k 8g-1k+1]-

k=7a-1-1k;

il suffit de vérifier larelation (16) sur chaqueintervalle [ag—1k. 8g-1k+1], K € {79 k.
.o, 771k — 1}, Par hypothése de récurrence, nous avons

a7 fq-1(¥) = ax+ 3 sur [ag—1k, ag-1k+1]-

Nous allons maintenant distinguer deux cas.
Casl: pg-1k € P;_l.
Nous avons, d'aprés la condition (C2)(iv) cas 1(c), pour X € [ag—1k, 8g—1,k+1]

(18) fq(x) > fq-1(ag-1k) + SUPPy_o.(X — 8g-1):
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car g > n+ 1> 3. En combinant I'inégalité (17) pour X = agq—1« €t I'inégalité (18), on
obtient, pour X € [ag—1, 8g-1.k+1]s

fq(X) > aag—1x + 3 +sup Pa—z-(x — 8g-1k)-

Or, X — ag-1x > O €, d'aprés le Lemme 3.1, supP; , > supP; ; > o (puisque
g— 2> n- 1), donc, pour X € [8g—1 k- 8g—1k+1]

fo(X) > cag-1k + 8+ a(X — ag-1k) = ax+ 3.
Cas2: pg-1k € Py 1
Nous avons, d' aprés la condition (C2)(iv) cas 2(c), pour X € [ag—1k, 8g—1,k+1],
(19) fo(¥) > fq-1(ag-1.k+1) +inf Pg_o.(X — 8g—1.k+1),
car g > n+1 > 3. En combinant I'inégalité (17) pour X = ag—1x+1 €t I'inégalité (19), on
obtient, pour X € [ag—1k. 8g-1k+1]
fq(X) > o@g-1ks1 + B +inf Pe_p.(X — 8g-1k+1)-
Or, x— ag-1k1 < Oetinf P, <infP_; < o (puisqueq— 2 > n— 1), donc, pour
X € [ag-1k» 8g-1.k+1]
fq(¥) > adg-1k1 + 6 + a(X — ag-1k1) = X+ 3.
Larelation (16) est donc satisfaite al’ ordre g. ]

LEMME 4.8. Pour tous entiers naturelsq et ntelsque q > n et pour tout k € 7,

fa(@nk) = f(ank)-

PReEUVE. Gréace ala condition (C2)(iii), on montre facilement par récurrence que,
pour tout g > n, fg(ank) = fn(ank). En faisant g — +oo dans cette égalité, on obtient
alorslerésultat souhaité. ]

4.5. Calcul du sous-différentiel proximal def.

4.5.1. Calcul ded™(X) si X £ A. Nousallons montrer par | absurde que d ™f (X) = (.
Supposons que 3 ™f (X) contient au moins un &ément noté . 1l existe un voisinage V de
X etil existec > 0tel que

(20) f(y) > fR +&(y =X —aly — X2,
poury € V.

D’apresle Lemme 4.2, pour tout n > 1, il existe k, € Z (qui est bien sOr unique) tel
que

X e ]anfl.kns an71,|<n+1{ = }an.7kn~ an.7kn+7[ .
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D’aprés la condition (CL)(iv), [@n—1k,. 8n—-1k+1] C V pour n assez grand; en toute
généralité, nous pouvons donc supposer que la relation (20) est vraie pour tout y €
[an-1k,. @—1k+1]. D'autre part, on peut trouver un unique entier rn dans {0, 1,... . 6}
tel que

(21) X€ }anjk,ﬁrn-, an,7kn+rn+1{

Al'ordren > 1, il y asix situations possibles.
(S1);: Pno1k, € P;_jetrne{0.1.2};
(S : Pr-1k, € Pr_ietrn € {4,5,6};
(S2)5: Pno1k, €P;_jetr, € {3,4,5};
(S2)y : Pro1k, €Prietrne{1,23};
(S3n: Pn-ik, €EPr1€trn =6
(S3)r : Pne1k, EP,_,€tr,=0.
Nous sommes alors dans I’ un des cing cas suivants.
Cas 1: il existeuneinfinité d’entiers n telle que nous soyons dansla situation (S1);,.
Quitte a extraire une sous-suite, NOUS pouvoNS sUpposer en toute généralité que, pour
tout n > 2, nous soyons dansla situation (S1);,. D’ apreslarelation (20),

22) { f(an-1k,) > F(X) + £(Bn-1k, — X) — 0(X — @n-1k,)%
f(an—1k+1) > F(X) + E(@n-1k+1 — X) — O(An—1441 — X)*.

Comme la pente de lafonction fo—1 sur [an_1,. an—1.,+1] €st par définition pn_1 , (voir
la condition (C2)(ii)), on aaussi

{ fa-1(@n-1k,) = fr-1(X) + Pr-1k,-(Bn-1k, — X);
fr1(@n-1k+1) = fr1(¥) + Poo1k,-(Bn-1k+1 — X),

ce que I’ on peut écrire, grace au Lemme 4.8,

{ fan-1k,) = fro1(¥) + Po-vk,-(@n-1k, — X);
f(@n—1k,+1) = fr1(X) + Pr-1k,-(@n-16,+1 — X),

En combinant les relations (22) et (23), nous obtenons

(23)

(24) { fa-1(X) + Pn—1k,-(@n1k, — X) = F(X) + E(Bn-1k, — X) — o(X — Bn-1..)
fe1(0) + Pr-1k,-@n-1ke1 — ¥) > T + E.(@n-1k41 — X) — 0(@n-1k 11 — X2

Or, d’ apres la condition (C2)(iv) cas 1(a), fn > fo—1 SUr [@n 7k, @n.7k.+3], Ce qui entraine,
par leLemme 4.7,
f Z fnfl

sur [an 7, 8n.7k,+3]; €N privilégiant le point X dans cette derniére inégalité, on déduit
(25) f(¥) > fa1(x)
En combinant les relations (24) et (25), on obtient le nouveau systeme

(Pn-1k, — £)-X— @n-1k,) < 0(X — @n—1k,)*;
(€ — Pr—1k)-(Br—1k,+1 — X) < o(@n-1k+1 — >_()2-
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ou de maniere équivalente, puisqueX ¢ A,

(i) Proik, — & < o(X— an—1k,);
(26) (i) € — P < @ 1ke1— X).

En faisant n — +oo dans les relations (26) et en remarquant que liMy—+00 Pn-1k, =
1, on déduit que £ = 1. En reportant maintenant cette derniére information dans
I'inégalité (26)(ii), on obtient alors

1
5 S8~ Ptk SO5

n+/(¢—

ce qui contredit le fait que Zi est négligeable devant % au voisinage de I'infini.
Cas 2: il existe uneinfinité d entiers n telle que nous soyonsdansla situation (S1), .
Il suffit de reprendre les arguments du cas 1, en considérant I'intervalle
[@n 7i,+4- Bn.7k,+7] @U lieu de I'intervalle [an 7, @n7,+3] pour justifier la relation (25)
et en montrant ensuite que nécessairement ¢ = —1. Pour obtenir une contradiction, il
faut utiliser larelation (26)(i) au lieu de larelation (26)(ii).
Cas 3: il existe uneinfinité d’entiers n telle que nous soyons dans la situation (S2);,.
Quitte a extraire une sous-suite, NOUS pouvons supposer en toute généralité que, pour
tout n > 2, nous soyons dansla situation (S2);;. D’ aprés larelation (20),

27) () @) =) +E(anm, —X) — o(X— an7,)%
(i) f@anm+6) = F(X) + E.(@nzes — X) — 0(@n7k46 — X2

D’ apréslacondition (C2)(iv) cas1(d) et leLemme4.8, onafy > fr_1(@n-1k,) = f(@n-1x,)
Sur [an—1k,, 8—1.k,+1] CE QUi entraine, par le Lemme 4.6,

f>flan-1k) SUr [@n-1k,» Bn-1k+1]-
En privilégiant le point X dans cette derniére inégalité, on aen particulier
(28) f(Q) > f(an-1k,) = f(@n7,)-
En combinant les relations (27)(i) et (28), on déduit
(a7, — X) < o(X— ann)?

et, puisqueX ¢ A, £ > —o(X — an 7). Enfaisant n — +oo, on conclut que £ > 0.
De méme, d apres la condition (C2)(iv) cas 1(b) et le Lemme 4.8, on a f, >
fr(@n7k,+6) = f(an 7, +6) SUT [@n 7k +3- 8n.7k,+6] CE QUi entraine, par le Lemme 4.6,

f > f(anzk+6) SUN [@n7k+3: @n 7k +6) -
En privilégiant le point X dans cette derniére inégalité, on a en particulier

(29) f(X) > f(an7i,+6)-
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En combinant les relations (27)(ii) et (29), on déduit
£ (@n 706 — X) < 0(@n 746 — X)?

et, puisqueX ¢ A, ¢ < o(anx,+6 — X). En faisant n — +o00, on conclut que ¢ < 0.
Ainsi ¢ = 0; nous allons maintenant montrer que O ne peut pas étre dans le sous-
differentiel proximal def en X. D' apres la condition (C2)(iv) cas 1(b), nous avons, pour

X € [ 7k,+3 Bn,7k,+6]

1
fa(X) > fn(an7x,+6) — E(X — An7k,+6):
ce qui entraine, par le Lemme 4.7 (grace au Lemme 3.1, on a bien —% €

[inf Py SUpP;_,], SN > 2), pour X € [an7ies: Bnigsels

1
f(X) > fa(an,+6) — E(X — 80, 7k,+6)-

En privilégiant le point X dans cette derniére inégalité, on aen particulier

(30) f(X) > fn(an7,+6) — %(i— 8,7k, +6)-

En combinant les relations (27)(ii) et (30), on déduit, (ne pas oublier que ¢ = 0)

1_
_E(X — Bn7k+6) < 0(@n 7,46 — X)°

etdonc 1 < o(an7,+6 — X). En faisant n — +oo, on aboutit &la contradiction < 0.

Cas4: il existe uneinfinité d entiers n telle que nous soyons dans la situation (S2), .

I suffit de reprendre les arguments du cas 3, en considérant le point a, 7,+7 au lieu du
point a7, le point ay 7, +1 au lieu du point a, 7,+¢ €t en utilisant la condition (C2)(iv)
cas 2 au lieu de la condition (C2)(iv) cas 1.

Cas 5: apartir d'un certain rang ng > 1, nous sommes dans la situation (S3);, ou
(S3);-

Supposons que pour N = Ny, Nous soyons dans la situation (S3);; (resp. (S3);,). Nous
allons alors demontrer par récurrence que nous sommes aussi dans la situation (S3);:
(resp. (S3);,), pour tout n > ng. Plus précisemment, montrons que, pour tout n > n,

nous avons ] .
(i) Pro1k, €P;_,€tr,=6

(31) . (resp. Py, € Py €trn =0);
(i) kn=7"""o(ky, +1)—1
(resp. kn = 7" 0ky,).
Le résultat est trivialement vrai al’ordre ng. Supposons le vrai &l’ordre n (n > ng).
Comme r, = 6 (resp. r, = 0), d'aprés la relation (21), X € [8n7k,+6: 8n.7k,+7] (rESP.
X € [an7k,» 8n7k,+1]) €t donc kns1 = 7k, + 6 (resp. knw1 = 7ky). La partie (i) est donc
satisfaitedl’ordren + 1.
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Comme pr_1k, € P;_, (resp. P;,_;), nous avons, par la condition (C2)(ii), rn—1, est
pair (resp. impair). L’ égalité

ket = M1k, T 6 (r€SP. Mk, = Trne1k,)

permet d'affirmer que rpy,, €st pair (resp. impair) et donc, par la condition (C2)(ii),
Prk., € Pn (resp. P;). Onachévelapreuvedu (i) al’ ordre n+ 1 en remarquant que nous
sommes soit dansla situation (S3)}.,; ou (S3).4.

Grace alarelation (31) et la condition (C1)(ii), nous avons, pour n > ng,

— 1

X € [8n7i+6: Bno—1k +1] € |8n 7,46 — ano—l.kn0+1| < >n

_ 1
(resp. X e [anofl.kn0~ an7i+1] € |an7ie — anofl.kn0| < %) .

En faisant n — +oo, on conclut X = a1, +1 (F€SP. X = @n,—1, ), Ce qui contredit le
fait quex ¢ A.

En conclusion, aucun des cing cas n’est possible. On arrive a une contradiction et
ainsi ™ (x) = 0.

45.2. Calculdeo™(X)siXx € A. Supposonsqued ™f (X) contient au moinsun &lement
noté &. 1l existe un voisinage V de X et il existe s > 0 tel que

(32) f(y) > (9 +E(y —X) — oy — X%

pour y € V. Comme X € A, il existe (mk) € N x Z tel que X = any. D'aprés la
condition (C1)(ii), on peut aussi écrire X souslaforme

(33) X = @,

pour tout n > m. Notons Py = P zm-mk—1, P2 = Pn,7v-mk, Y1 = Bnm-mk—1 €L Y2 = @ 7n-mie1;

nous avons, d'aprés larelation (33), X € [y1. y2] et deplus|y; — yo| < 2—1,1 Donc, pour

n assez grand, (y1,Y2) € V x V. Pour un tel entier n, par Iarelation_(32), nous avons,
pouri =12

Fyi) > () + €.y — %) — (i — X)%.
Or lafonction f, est affine sur I'intervalle [ y1, X] (resp. [X.y»]) de pente p; (resp. p2),
donc, pouri = 1,2

f(yi) =fa(¥) =fa() +pi(Yi =) =) + pi(yi — %)

(utiliser le Lemme 4.8 pour la premiére et la troisieme égalité). En reportant dans la
derniére inégalité, on obtient:

(€ —p).X—y1) > —o(X— y1)?;
(P2 —&).(y2 — %) > —a(y2 — X)%.
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Apres simplification, on déduit:

(i) &—p1=—0o(X—y);
34 .
9 () p2— € = —o(y2— .
Nous allons maintenant &tre obligé d’ envisager deux cas complémentaires.
Casl:x ¢ D.
Par la condition (C1)(iii), I entier rmy est nul ou impair.
- Sirmk =0, on ales égalités:

rnm-mg =0 (donc pair);
fhm-m1 =7"—1 (donc pair),

ce qui entraine, par la condition (C2)(ii), p1, p2 € P;. Alors, en faisant n — +oo
dans lesrelations (34), onobtient (i) ¢ —1>0et(ii) 1—& >0, so0it & =1. En
injectant cette égalité danslarelation (34)(ii), il vient
1 o
- >p—-1>- —X) > —=,
2P lz-a(y =X 2 -
ce qui contredit le fait que 2—1n est négligeable devant % Dans ce cas, on a donc
™ (x) = ().

- Si I'entier rp est impair, on ales égalités:

rnm-mg = 7" "k (doncimpair);
rnmm—1 =7 "rmk—21 (donc pair),

la deuxieme égalité étant vraie puisque 7""r, > 0. Ceci entraine, par la condi-
tion (C2)(ii), p1 € P} etpz € P, . Alors, enfaisant n — +oo danslesrelations(34),
onobtient (i) ¢ —1>0et(ii) —1— & > 0, cequi est absurde. Dans ce cas, on a
donc ™ (X) = 0.

Cas2:x e D.

Par lacondition (C1)(iii), I entier rp,k est pair et non nul. Danscecas, on aleségalités:

Fnm-mk = 7 "rk (donc pair);
Mnmm—1 = 7" Mrme—1  (doncimpair),

la deuxieme égalité étant vraie puisque 7" "rx > 0. Ceci entraine, par la condi-
tion (C2)(ii), p1 € P, et p2 € P;.. Alors, en faisant n — +oo dansles relations (34), on
obtient (i) £ +1 > 0et (i) 1 — ¢ > 0, soit ¢ € [—1, 1] (cette conclusion était prévisible
puisquelafonction f est 1-Lipschitzienne).

Montrons maintenant que £ = 1 (resp. £ = —1) n’est pas possible comme & ément
du sous-différentiel proximal de f en X. Sinon, en injectant cette égalité dans la rela-
tion (34)(ii) (resp. (i), il vient

(o
—msz—lz—a(yz—Y)z—ﬁ
Y s ey > O

ey —n3r—1° pr=> —o(X—y1) = on )
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ce qui contredit le fait que 3 est négligeable devant .
Ainsi 0™f(X) C ]—1, 1[; montrons qu’'inversement ]—1, 1] C d"f(X). Pour cela, soit n
un entier supérieur a max(m, 1);
- D’apréslacondition (C2)(iv) cas 1 (c), pour z € [an 7n-m, @n 7n-mk+1], ON &
fr1(2) > fa(@n7-mk) + SUP P71 .(Z — @n 7n-m).
Donc, par les Lemmes 4.7 et 4.8 et larelation (33),

f(2) > f(X) + SUpP;_y.(z— an7m-m)

> 1®) + (1 - 2 aammd).

i)
n—1+/¢

- D’apréslacondition (C2)(iv) cas 2 (C) , pour z € [an 7n-mk—1, 8nm-mi], ON A&

fn+1(Z) > fq (anjn—mk) +inf P;_l.(z — anjn—mk).

Donc, par lesLemmes 4.7 et 4.8 et larelation (33),

f(2) > (%) +inf Py 1.(z — 8n7m)

> @+ (14 1)~ anmm).

Finalement sur laréunion de ces deux intervalles, i.e., [an 7n-mk_1, @n 7n-mi+1], ON @
f(@ > f(X) +1.(z— an 7).

desquet € [-1+ —5~.1— —=]. En prenant ¢ = 0 dans la définition du sous-

différentiel proximal, on obtient finalement

1 B 1
n—1+¢’ n—1+/¢

-1+ C 9™ (X).

En faisant n — +o0o, on conclut ]—1. 1] C 9™ (X).

4.6. Conclusion. D’aprésle paragraphe 4.5, nous avons obtenu unefonction f: R — R
1-Lipschitziennetelle queo ™ (X) = ]—1. 1[ six € AN D et "f (X) = () sinon. Lafonction
f satisfait donc bien les conditions du théoreme 2.1 puisque, d’ apres la Proposition 4.3,
DNA=D.Or, dapréesle Lemme 4.8, pour tout k € Z,

f(k) = f(aok) = fo(aok) =fo(K) = (1_ %) k.

En particulier, f sS'annuleen zéro et, si I’on fait varier le paramétre ¢, toutes lesfonctions
obtenues sont distinctes au point 1. C'est pourquoi il existe une infinité de fonctions f
satisfaisant les conditions du Théoreme 2.1.
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