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FONCTION DE GREEN ET SURFACES NODALES
DES FONCTIONS PROPRES DE

L’HAMILTONIEN — % A+ V

J. VAUTHIER

1
On étudie, dans ce travail, I’hamiltonien H = 2 A + V suivant deux

points de vue distincts. Le premier, dans le paragraphe 1, consiste a faire
une hypotheése de nature asymptotique sur le potentiel V' : on suppose
qu’en dehors d’une boule B, il est a croissance au plus polynomiale. On
¢étudie la fonction de Green de H dans le complémentaire de la boule B

. . , 1
précédente. La méthode consiste a utiliser le processus de générateur EA

stoppé sur le bord de B avec V jouant un rdle de création ou
d’annihilation. On projette par une fonction d’exhaustion et on utilise un
théoréme de comparaison. C’est par un calcul élémentaire sur une
équation du second ordre que l'on calcule les poids des espaces entre
lesquels opeére la fonction de Green du complémentaire de B définie par
H.

Le deuxi¢me paragraphe traite, au contraire, de la situation a distance
finie: on suppose que V est dans Llf;c, p > n/2 et on prouve grace a
I’exponentielle de Kac, un résultat concernant la représentation sur un

1 1
compact K des solutions f'de Hf = 0 qui sont dans L¢"¢R"), — + ‘_I =
P

1, € > 0 et qui sont nulles sur le bord K. Dans [5], Gaveau obtient un
résultat analogue avec p = 2, ¢ = 0, f dans L{;C, et V dans Ly,.. On peut
ainsi, en passant, trouver un résultat de régularité pour la solution f: ceci
est plus faible que le théoréme de Carmona [4] ou Simon [11] ou encore
que les résultats géneraux sur les opérateurs elliptiques [10], mais la
méthode employée ici, quoique tout a fait élémentaire, permet d’accrocher
déja la continuité de f. Le résultat central concerne la taille des surfaces
nodales: on donne une estimée du diameétre d’une telle surface en fonction
de la grosseur de la norme L” de la partie négative de ¥ — A (A valeur
propre correspondante). On trouve aussi, de maniére ¢lémentaire, en
laméliorant si V' = 0, le résultat de Madame Berthier [1] sur le spectre
compact de H : il est nul si p > n — 2 (nous avons p > n/2). Si
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V' < 0, notre condition fait intervenir le diametre du support (ce dont
Madame Berthier n’a pas besoin) mais p > n/2 ce qui si mieux que p > n
— 2. La question se pose évidemment de savoir ['on peut construire des
potentiels “trop gros” pour le compact qui permettait pour n/2 < p <n
— 2 P’existence de solutions compactes non identiquement nulles.

Je remercie MM. P. Malliavin et B. Gaveau pour les conversations que
j’al eues avec eux concernant ce travail.

1
1. Etude de la fonction de Green associée a _EA + V.

1.0. Soit K un compact de R". On note A le laplacien euclidien

82

A=2§7[_2

et V une fonction de classe C' sur le complémentaire de K et satisfaisant
pour a = 0,
1.0.1 V(x)= —C( + |x])4, x € R'\K.
Soit R > 1tel que K C {|x] < R}.

1.1. On note xﬁ le processus sur {|x| = R}, stoppé sur { |x| = R} et de
générateur infinitésimal —;—A — V. pR@, X, y) désigne la loi de xf et

GR(x, y) la fonction de Green associée

+ oo
GR(x,y) = f{) Pt x, y)dt = +oo.

Dans ce premier paragraphe, on va montrer que G® définit un opérateur
continu entre des espaces L' avec poids, ce qui prouvera en particulier
qu’elle n’est pas infinie.

1.2. Fonction d’exhaustion. On pose

q(x) = exp[ (1 + x)'] avech = = + 1

N

(donc b = 1). On a alors par un calcul direct

N
12.1. |grad ¢ = ¢*P*(1 + |x])** 7% = a(q)
Ag = gb*(1 + x)** 72 + gb(b — 1)1 + |x])'?

= gb*(1 + |x])* 2 = B(g)(car b = 1).
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Donc
A 1 B
—L—=- -
— q a
lgrad g|?
Sup —Vix) _ € o
1.2.2. )=t e V(é)
lgrad ¢

on posera k = C/b.

Pour obtenir un opérateur GR entre deux espaces a poids a partir du
noyau GR(x, y), on peut essayer (cf. [12]) pour des fonctions A
convenables définies sur R", d’obtenir une majoration du type

fGR(x,y>A<q<y)> = B(q(x))
avec B explicite.

1.3. Définition. On note b, le bownien usuel de R" de générateur

1
infinitésimal EA' On pose

S =inf {z; |b,| = R}
(premier temps de rencontre de 'ouvert Og = {x; |x| > R}).

1.4. LEMME. Avec les notations précédentes, on a pour toute fonction A
positive et tout x de Oy I’égalité

f GR(x, »)A(q(y) )dy = E, f Z exp ( f 0 - V(bw)ds)A(qu))dz.

Preuve. Egalité classique qui se démontre en utilisant la définition de GR
et de § griace a '’exponentielle de Kac.

On utilisera dans la suite le lemme de comparaison suivant (voir P.
Malliavin [7], [8], [9], pour un lemme de comparaison général).

1.5. LEMME ( [6], p. 120). Soit b,, le brownien sur R et soient &, et & des
solutions sur R de

d£,~ = ai(t, &I‘)dl + dbw (l = 1, 2)

satisfaisant £1(0) = &(0) = x. Si, pour tout t Z 0 et x, on a ay(t, x) <
a(t, x), alors

&) = &)

presque surement pour tout t = 0.
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1.6. Definition. Soit I'opérateur différentiel

a(i) d d -
L = — 1 — + al
et DR@ +al®
ou a et B sont définies en 1.2.1. On note g(&, n) la fonction de Green de L
sur [R, +o0o] donnant la solution g(f) de 1’équation

L)) =/
g(f-r =0
lim g(f) = 0.
¢—+oo

1.7. Définition. Si 2n — 3 > /8k (k défini en 1.2.2) on pose
r= = —@2n — 3) = V(@2n — 3)* — 8k
1.8. LEMME. Si 2n — 3 > /8k,

g€ ) = V@n——;)—z——fﬁ; [ (%) - (g) ;(%

Preuve. L’¢quation différentielle

%y” +(n— HBY + aVy = f

équivaut a
) .
%—y” + (n — D& + ky = l 2
2 «
aprés multiplication par £/a. On la transforme en I'équation linéaire
suivante par le changement § = €¥, z(u) = y(§) :
! ( 3) VAN
- z7 + — =)z 4+ kz == (e")e .
2 " 2 « (eD)e
D’ou la solution annulant a linfini et pour £ = R si 2n — 3 > /8k en
utilisant 1.7:

o L) -GV P

1.9. LEMME. Pour toute fonction A positive décroissante sur [R, +oo [, on
a la majoration suivante

S 4
19.1. E, fo exp (~ o V(bw(s))ds)A(q(gw(t)))dt
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() (e[
S Ven -3 —sk 7R 1 1 n

Preuve. Le changement d’horloge

* -1 " 2 ,
t*=r, (1) = 0 lgrad ¢ (éw(s) )ds

transforme

S 4
ﬁzafmm(~0wmwMPWanw

: 5 T V(bo(s*))
§=E, /“ exp (_fo H‘——ds

lgrad q(bw) |*

en

AQBLr))

- 2
lgrad g(b, (*)) I
On note r,, = |b,| le processus de Bessel défini par I’équation différentielle
stochastique

n—1

dr, = db, + di.

r

Le lemme d’Ito ([6], p. 24) permet de calculer la différentielle
stochastique de g(b)

—
dg(by) = b(1 + r) 'q(dbw + I dt)
- -~ r

+%Wh—nu+m“%m

+ b1+ ryh 2q(r) Jdr.
Le changement d’horloge 7, donne alors

dq(éw(Tw)) = déw

n— 1 1 b —1 1 b1
+ + +5b(l+r) dr.

ry ElJrrw
Comme
b — 1
+ b(1 + r ! >0,
1 +r ( )
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quel que soit r, le Lemme 1.5 s’applique, et on a

tnp — 1

G(b(10)) = u(t) = q(x) + by(1) + /o )

L’expression & est majorée par (4 decroit)

§* r*
&= Ey /0 exp ( fo V(uw(s)ds)

y A1) ”

. - b}
1nfq(lz“.) = uw(l*)|grad q(,lzw) |_

Un nouveau changement d’horloge

, - Lodt
r=o, ([):/001(7)

donne en posant v, = uy (o t)). S = o;](S*),

N 4
6= Ey) f ) EXP ( . V(u(s))a(vw)ds)

L AGLD) alvy)

. - 7
lnfq(lzw)sz(f'”grad q(éw) ,‘-

On remarque que

. — p)
(a(vw)/lnfq(/Lw)i"w lgrdd ‘](ljw) |h) ) = 1.

La fonction

S’ r
Wb = E f . exp( . V(m(s)>a<vw<s>)ds)A<vw<t'> )i
est la solution de Ly = A4 qui s’annule a l'infini et en £ = R. Donc

+ 00

Yé) = g(A)(§) = / x &E& mA(dy

est donnée par 1.8 que ’on majore facilement pour obtenir 1.9.1.

1.10. Définition. On appelle & la classe de fonctions A4 telles que A soit
décroissante, positive sur R et que I'integrale suivante converge:

fm A®E T T ldE < +oo.

R

On pose B(§) = ¢
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1.11. THEOREME. Pour tout A dans &, pour n = 2 et

b = max (2\/—C £1+1>

2n — 32

G(\ ) ) définit un opérateur continu de lespace a poids L' (B(q)A "“"(q) ) dans
lespace a poids L' (A(q)B' ~'(q) ) pour 1 < r < +o00 avec

g(x) = exp (1 + |x[)".

Preuve. On utilise un résultat standard d’analyse fonctionelle grace a la
majoration

/ GR(x. y)A(q(y) )dy = Cre- B(q(x))
obtenue a partir de 1.9.1 ([12]).
On a ainsi plus particuliérement avec 4 = & ¢

1.12. Corollaire. Pour tout € > 0 sous les hypothéses de 1.11 GR(x. y)
définit un opérateur continue de

Lr(q(x)(z_”’~ +te(r—1) ) dans Ll‘(q(x)(2~r)r. 9,1 < r < oo;

en particulier si r = 2, de L*(q(x)%) dans L*(q(x) ).

2. Etude du spectre compact. Surfaces nodales.

LEMME 2.1. Soient K un compact de R" et V.= 0 un élément de L"(K)
avec p > n/2. 1l existe une constante C(n, p, V') telle que pour tous a et t > 0
vérifiant at < C(n, p, V) on ait

sup Er[ea.[()[/(b“(s) Mx(bels) )ds] < +oo.
xek

Preuve. Théoréme 11.2, p. 117 de [11].
LEMME 3.2. Soit V a support dans un compact K, V dans L¥(K), p > n/2.

Soit {V;} une suite extraite de fonctions continues d support compact
convergeant vers V dans L' (K). Alors, pour tout a« > 0, tour t < c¢/2a,
(¢ = ¢(n, p, V) du Lemme 1), et tout x de K il existe une suite extraite
Vi, de V; pour laquelle on a :

' a
lim Ex /‘) Vi(bu(s))ds _ e*fOV(hw(s) )ds _

Jj—+oo

Preuve. Par I'inégalité de Holder on a

« 1
E [ e—afoV(bw)dS]
X

t
e fo(V_;_ V)(bo(s))ds __ 1
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' 2a\ 1/2 fr ) 1/2
< (E\ e*f(,(‘/,*l/)ds 1 ) (E\ ela oV a'.\')

avec V'~ = sup (—V, 0). Ce dernier terme est borné si

2at = C(n, p, V7).

Pour controler le premier terme, on remarque que si g(x, y) est la fonction
de Green usuelle de R”, et 1g l'indicatrice du compact K,

14
Ey /0 [V, = Vids = |, 8(x. 1) [V — VI(»)dy

= (ﬁ,lV, - le(y)dy)”p<  8(x. ,V)"dy)w

1 1 n
avec — + - = 1. Comme p > —,
P9 2

dy

Ck indépendante de x. Donc

1
E. fo |V, — Vlds tend vers 0,

1 1
et presque sirement / Vi(by(s))ds a pour limite / V(by(s))ds. V;
étant une suite extraite de la suite V. Donc, presque stirement

e f(P( V/A —V)(bu(s))ds _ 1 =2

et le théoreme de convergence dominée achéve la démonstraticn.

LEMME 2.3. Soit V a support dans K, V élément de L*(K), p > n/2. 1l
existe t, tel que pour toute fonction F € C* a support compact dans K et tout
t = t, on ait pour tout x de K

fx) = Ex[e*f LS (b1 )]

+ E[f; e‘ff)(”’wdu)(%Af— Vf)].

Preuve. Soit {V;} suite de fonctions continues convergeant vers V' dans
L7(K). On écrit la formule de Dynkin ( [5]. Lemme 8) pour f et Vi

f(x = Ex[e",/;'/fd"f(bw(t))] + E[/; e"foV/"“ (%Af— Vf)].

Comme f'est bornée, en utilisant le Lemme 2.2, le premier terme converge
vers
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E\.[ef WARgs f(b (1) ’]'

Pour le second. on étudie

ol fu ot ()]
+ E,\.[f;e‘f%V(V — V,-)f].

Définition 2.4. Soit K un compact et Tk le temps d’arrét de la diffusion,
partant de x € K, sur 9K:

Tx = inf {1]b(r) € 0K}.
1
On pose H = EA — V, Vdans LP| (R").

X ) 1 1
LEMME 2.5. Soit f dans LITYR™), e > 0,- + — = 1, et solution au sens
P9
des distributions de I'équation Hf = 0. Alors f(b(Tx) ) a un sens.

Preuve. Comme f'est dans LY ¢, Vfest dans un L' 7€ (K) pour un ¢ > 0.
Un argument standard d’ellipticité montre que puisque Af est dans L' "¢
(K), f est dans I’espace de Sobolev W' ¢ (K). fest donc continue sauf sur
un ensemble de capacité nulle et (b (Tk) ) est défini.

ProOPOSITION 2.6. Soit p > n/2 et V dans LF\,(R"). Pour tout € > 0 toute
X X 1 1 X
fonction f de LITY(R"), — + —~ = 1, solution de Hf = 0 et telle que
P q

J(b(Tx)) = 0 p.s., se met sous la forme
(p-p-x € K)Vt>0)

n ,\TK .
J(x) = E. [exp(*_/o V(bw(S))dS)/(bw(tATK))}

Preuve. Soit f;, une suite de fonctlons C? a support compact dans K telles
que {f;} tends vers f dans W(z) (K) (cf. Lemme 2.5) et {fi(x) } tend
vers f(x) presque partout. On utilise la formule du Lemme 2.3 pour
chaque f, et Vllg:

fir = Efexp( [ Viletbuts) s ) fibuto))

+ E_r[f; exp( —f:) V1 (by(s) )ds)fk(bw(s) )ds].

Soit a(e) conjugé de 1 + €, i.e
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1 1
_ F —_—
a(e) Im + €

Soit 1(¢) et C, associés par le Lemme 2.1 a la constante a(e). Alors d’une
part:

Bt~ [, vas) - 0

{(Efi = fI(b(tATk) ]1+e'}l/l+(’

1 T 1/a(e)
X {E\. exp (a(e) /0 Vds} .

Comme ¢t < t(¢), tATx < t;(€) et cette derniére esperance est bornée par
(C)V4_ De plus

Elfy = 1" btrTk)) = Ellicr fi = f1' (1)) ]
+ Elz7 fi = fITT0LT)) ).

Ce deuxiéme terme est nul par hypothése et le premier est égal a

[{ PO x I fie = 1T )y

ot p'®) désigne la loi du brownien stoppé sur 9(K). Comme p'*) opere
continiment de L'(K) dans lui-méme, ceci tend vers 0.
D’autre part

g, "ew (<[ V)0~ Ao s

/:[K[EX exp (a(c) /:) Vf) ]l/a(c)

[ 1/14+¢€
< | EdH( o) |'+‘] ds

(/ Z E, exp (a(e) f 0 V‘)ds] o

ey R VAR
<[ B - pea]

et pour ¢ < ty(e), ce premier terme est borné par

A

lIA

t:/”(e)C:/a(E) (voir Lemme 2.1).

Le second est majoré par

¥ @i - pi-ea.
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G* désignant la fonction de Green du compact K, soit:
+o0

Gk(x, y) = f , PAx ).

Comme GX opére continiiment de L}( dans L}O on en déduit que ce terme
tend vers 0.

En extrayant une sous-suite on obtient la formule de représentation
annoncée pour ¢t = f(e) et presque tout x. On commence par se
débarrasser de la borne t;(¢). Entre t/(e)nTx et 2t;(e)pTy, on a, en
conditionnant par la tribu du passé de #1(e) N\ Ty

few (= [0 Viceaas) rben o)
_ Ex[exp (—f;"TK V(bw)les)E(,,w(,l o)
< exp ([, " Vieds) roo o]

= g (= [, " Vikos) £ )

= f(x)
ceci se reproduit de 2ty ATg a 3ty ATk . .. et on a ainsi prouvé la formule
p-p-enx.

COROLLAIRE 2.7. Toute [classe de] fonction de L€ (R") solution de
Hf = 0 et telle que f(b(Tx)) = 0, a un représentant continu sur K.

Preuve. Pour prouver la continuité en x on écrit V' = V; + R ou Vj est
continue et

IRlIP k) < a.

On pose

X (w) = exp (—f; Vig (by(s) + x))ds

13
Y, (w) = exp (_[0 Rlg (b(s) + x))ds.
X, (w) est continue en x, w fixe et
“Xx”Lw(QxK) < M.

On a donc a étudier (1/a + 1/b = 1)

1/a 1/b
= (EoiXx - Xx"a) (Eo( |Y\|b))

Eo(Xx Yx - Xx’ Yx’)
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1/a, 1/b
=(mx%) @m&—nﬁ).

Le premier terme tend vers 0, et le second aussi parce que prenant a; =

+OO, b] = l,
13 14
E, |exp (4,/'0 Rlg(x + b,)ds — exp (_./0 R1lg(x" + b,)ds
ot (41)/( t k t k
= E| > —— U Rlg(x + bw)ds] - U Rlg(x' + bw)]
k=1 k! 0 0

1A

El [E(f; Rlg(x + by(t))dt,

<RI+ b i)

4 4 !
+ E, /ORIK(X/ + b,(t)) )dt, f[ ./l Rlg(x" + by(1;) )t
1 k=1
et par le méthode du Lemme 2.1, on majore ces espérances par
”R||lz”(]()(6q,n)kt(l ik

qui est plus petit que 8, 8 < 1, si a est assez petit. La somme de la série
est majorée par C, d’ou le contrdle du deuxiéme terme.

Remarque. Un résultat de régularité plus fort est prouvé dans [4] prop.
(3.3) et Corollaire 25.8, p. 262 de [10].
1
THEOREME 2.8. Soit [ une fonction propre de 3 A + V. On suppose

1 1
que V est dans IP1,.(R"), p > n/2 et [ dans LY (R"), e > O,; + 5 = 1.

On suppose de plus que [ (b(Tx) ) = 0 (Lemme 2.5) pour un compact K et f
non identiquement nulle sur K. Si X est la valeur propre correspondante, on a
lestimation suivante du diamétre de K:

(diam K)" )P =y, |[(V = N7 |7 k)
ou

_ 1 _ 2p — n\ V4

_ 211/2 lI‘(Q _ 2)7 _ l/q( )

Yp.n 2 P (on I) p— 1
6, désignant l'aire de la sphére unité de R".

Preuve. Prouvons ce théréme par contraposition. Posons V' = V' — A. 1l
revient alors a montrer que si
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. 1 _
IV Nrxy < — (diam K)" =277
Yp,n

alors toute solution de Hf = 0 dans LI™4(R") satisfaisant /' (b(Tx) ) = 0,
est identiquement nulle sur K. Découpons I’espace de probabilité suivant
les deux événements {r << Tx} et {t = Tx}. On a donc (prop. 2.7)

s = £ exp (= [} 700 Feburion) |

+ E, [exp (—f; VIK(bw(s))ds)F(bw(t))1{,§TK}].

Le premier terme est nul par hypothése sur f. Le second est majoré, en
utilisant deux fois I'inégalité de Holder, par

(EX [eXp (_Pf; I711<(bw(S))afs)])l/p(EX|f|q+<)q/q+e
X (P(1 = Tg))“a

Le deuxiéme terme est uniformément borné en r = 1, le troisiéme tend
vers 0 quand ¢ tend vers +oco. Il suffit donc que le premier terme soit
uniformément borné en ¢. Nous le controlons grice au résultat de [2]
(Théoreme 1). On a

t
sup sup E, [exp (—p/o V1 (by(s) )ds) ] < +oo0.
t>0 x€K
Si
sup [ Gx )PP dy = a < 1,
xek

G(x, y) désignant le noyau de Green usuel de R". C’est ici que nous faisons
intervenir notre hypothése de depart: nous savons que

~ 1 _
IV llzrxy < — (diam K)"— 27
Y,

p.n
or
- _ 1/q -
ﬁG(x,y)p(V(y)) dy = (ﬁ(G"(x,y)dy) IV ller k)
1/q
< (diam K)("_2p)/p(fk GI(x, y)dy) )
Ypn
Comme
n2—1nr E _ )
2 1(2 2
G(x,y) = ,

’X _ y|n—2
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on a

(o) =205 =2) ([ =)
k Ceondy | =200 G =2 J =y

= v, (diam Ky —m/p,

Ce qui prouve que

sup ﬁ( Gl )p(V () dy = a < 1

et termine la démonstration.

Au cours de la démonstration, nous avons prouvé le résultat suivant (cf
().

THEOREME 2.9. 1) Les solutions compactes de Hf = 0 qui sont dans
L7 YRn) avec V = 0 et V dans I'1,(R")p > n/2 sont identiquement
nulles.

2) Si V est quelconque dans L7\, (R"), p > n/2, fest identiquement nulle
sur K si Hf = 0, f dans LIT¢(R") et

1. B
”V”Lp(]() = - (diam K)"~)'p,
P

SN
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