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MINORATIONS DE COMBINAISONS LINÉAIRES 
DE LOGARITHMES DE NOMBRES ALGÉBRIQUES 

A la mémoire du Professeur Theodor Schneider 

MICHEL WALDSCHMIDT 

RÉSUMÉ. On sait que la méthode classique de Schneider (en une variable) permet de 
minorer des combinaisons linéaires de deux logarithmes de nombres algébriques avec 
des coefficients algébriques. Nous généralisons cette méthode en plusieurs variables 
pour minorer des combinaisons linéaires de plusieurs logarithmes. 

ABSTRACT. It's well known that Schneider's classical method (involving functions 
of a single complex variable) yields lower bounds for linear combinations of two log
arithms of algebraic numbers with algebraic coefficients. We extend this method to 
functions of several variables and deduce an estimate for linear combinations of sev
eral logarithms. 

1. Introduction. La méthode de Gel'fond-Baker (voir par exemple [B]) permet de 
minorer des nombres de la forme 

n 

quand a, et /?/, (1 < i < n), sont des nombres algébriques, avec, disons, (3n = — 1. Cette 
méthode fait intervenir des systèmes d'équations de la forme 

(1.1) L-£ • • -ï1/>A„...,A. " Ë t a + A„/3,-)T' fi a]* = 0, 
A1=0 An=0 i=l i=l 

0 < T | < r , ( l < i ' < n - l ) , 0<h<H. 

On interprète le membre de gauche de ( 1.1 ) en disant que, quand | A| est petit, il est proche 
de la dérivée d'ordre Cn,.. . , rn_i) de la fonction 

L,-l L„-l n-\ 

(i.2) E - E p v A n ^ t U h 

A1=0 A„=0 i=l 

au point (h log a\, • • •, h log orn_i). La méthode transcendante commence par la construc
tion de nombres (rationnels, ou algébriques)p\ = p\u...,\n, non tous nuls, tels que, pour 
des valeurs convenables des paramètres L\,... ,Ln, T et H, les valeurs de toutes ces 
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dérivées en tous les points considérés soient petites. Les inégalités de Liouville entraînent 
alors que le système d'équations (1.1) est satisfait. 

Un lemme de zéros avec multiplicités (voir [P], ainsi que [PW2]) montre que le 
système (1.1) n'a de solution non triviale p\ que dans des cas essentiellement 
"dégénérés". Par exemple si 

TnXH<Lx-'Ln, 

alors la situation est dégénérée, puisque le système (1.1) possède plus d'inconnues que 
d'équations. 

Dans le cas n = 2, il s'agit de minorer une forme linéaire homogène en deux loga
rithmes et la méthode esquissée ci-dessus est celle de Gel'fond [G] ; on peut l'étendre à 
plusieurs variables pour traiter le cas général n>2. 

Cette présentation évite toute extrapolation si on construit la fonction auxiliaire en 
utilisant le Théorème 3.1 de [W2]. Quand on effectue les calculs, on obtient une mino
ration de | A| de la forme 

|A| > exp{-C(n)D?(logB/-nlogAl • • - logAj, 

où Ai, . . . ,An, B sont des nombres > e, avec B > DlogA/, (1 < i < n), log A/ est un 
majorant de la hauteur logarithmique absolue de a, et aussi de | log at\, ( 1 <i < n), log B 
est un majorant de la hauteur logarithmique absolue de chacun des nombres /?i ,...,/?„, et 
D est le degré du corps de nombres Q(ai , . . . , an, (3\,..., f3n). La definition de la hauteur 
logarithmique absolue h(a) d'un nombre algébrique a est rappelée au paragraphe 2 avant 
le Lemme 3.5. Enfin C(n) est un nombre positif qui ne dépend que du nombre n de 
logarithmes et peut être entièrement explicité. 

Le fait nouveau essentiel dans la méthode de Baker (par opposition à celle de 
Gel'fond) consiste à exploiter le fait que les points de C"_1 en lesquels on a dérivé la 
fonction ci-dessus sont tous situés sur une même droite complexe. On peut donc utiliser 
une formule d'extrapolation valable pour les fonctions d'une seule variable complexe et 
la démonstration comporte une récurrence permettant d'augmenter progressivement le 
nombre de zéros de la fonction auxilliaire. On obtient ainsi : 

|A| > exp{-C(n)ir+2(}ogB)2logAl • • - logAj. 

Les meilleures estimations actuellement connues (cf. [B], [Wl], [BGMMS], 
[LMPW], [PW2], [Wu]) sont de la forme : 

|A| > exp{-C(n)lT+2logBlogAl • • logAj . 

Pour obtenir cette amélioration, on remplace (1.2) par une fonction de n variables : 

A0=0 À„=0 /=! 
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La dérivée d'ordre (TO, .. •, rn_i) de cette fonction au point (/i, h log a i , . . . , h log an-\) 
est proche du nombre algébrique 

(1-3) ï • ' • ï'p W- n
 A° ! ^ ^ ff(A.- + A^-r f [ orf'*. 

A0=0 A„=0 ( A o - ^ O ) ! ,= i j=i 

Si on effectue les estimations brutalement, on trouve log B log log B là où on attend log B ; 
pour obtenir le dernier raffinement on utilise les polynômes de Fel'dman. 

Nous voulons ici obtenir des minorations de | A| par une généralisation de la méthode 
de Schneider [S]. Le principe est exposé dans [W3] et dans le paragraphe 1 de [W4] : on 
transpose le système d'équations. Commençons, pour simplifier, par transposer (1.1) : 
nous sommes amenés à considérer le système d'équations suivant : 

( 1 -4) E • • • E S <7T,,...,X„_„* n (A,- + A„ft)T' f[ «•'* = 0, 
r ,=0 T „ _ , = 0 / Ï = 0 1=1 i=\ 

0 < A/ <U, (1 <i<n). 

Pour n — 2 on reconnaît la méthode de Schneider, qui nous a déjà permis, dans 
[MW 1,2,3], de donner des résultats numériques beaucoup plus précis que ceux que l'on 
déduit de la méthode de Gel'fond-Baker, mais seulement pour des formes linéaires ho
mogènes en deux logarithmes et avec une dépendance en la hauteur des fy en (log/?)2. 

Le lemme de zéros (sans multiplicités, mais en version multihomogène) de 
Philippon [P] permet d'affirmer que (1.4) n'a pas de solution non triviale en dehors de 
cas "dégénérés", tels que 

TnlH>Li-Ln. 

Il faut noter que le lemme de zéros correspondant à la situation ( 1.4) est plus simple que 
celui de (1.1), puisqu'il n'y a pas de dérivations dans (1.4). Les principaux arguments 
pour le démontrer se trouvent déjà dans le travail inaugural de Masser [Ma] (voir en 
particulier p. 94). 

Il faut encore construire des entiers qTu...jTn_uh — #T> n o n tous nuls, satisfaisant (1.4), 
sous l'hypothèse que /3\,... ,f5n-u ot\9...,(xn sont algébriques et que |A| est petit. On 
introduit la fonction de n — 1 variables 

7-1 7-1 H-\ n-\ 

¥>(zi,...,z„_,)=E-" E E^I lz?«?* . 
1Ï=0 rn_j =0 / i=0 Ï = 1 

et on interprète le membre de gauche de (1.4) en écrivant qu'il est proche du nombre 

<£>(Ai + A„/3i,..., An_i + An/3„_i). 

Les minorations de | A| que l'on obtient en développant ces arguments par la méthode de 
[W2] sont les mêmes que celles que donne la méthode de Gel'fond en plusieurs variables 
et donc moins bonnes que celles de la méthode de Baker. 

Pour transposer l'astuce de Baker dans l'étude, par la méthode de Schneider, des 
formes linéaires en plusieurs logarithmes, on reprend le principe de construction de la 
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fonction auxiliaire de [W2], mais on considère plus soigneusement le rang du système 
d'inégalités que Ton résout par le lemme de Siegel, comme cela est expliqué dans [W3]. 

On obtient alors la minoration avec (log#)2. Pour n — 2 on retrouve la situation de 
[MW1,2,3]. Le raffinement qui reste à introduire pour obtenir log B consiste à transposer 
(1.3). L'identité 

(!)WH|)W. 
nous amène à travailler avec une fonction de n variables 

T-l T-\ H-\ n-\ 

M*, ...,*,_,)=£••• E E **%**> n z?of. 
r0=0 rn_! =0/2=0 /=! 

et à considérer les nombres 

/ d \xo 
if(P,X\ +A„/3i,...,Aw_i +Anj8n_i). 

Pour produire notre fonction auxiliaire nous utilisons les constructions générales 
de [W3]. 

Le théorème principal (Théorème 2.18) est énoncé dans le paragraphe 2. En voici un 
corollaire. 

COROLLAIRE 1.5. On désigne par ai,...,an des nombres algébriques non nuls ; 
pour i = 1,...,«, on choisit une détermination log af du logarithme complexe de ai et 
on suppose que les nombres log a\,..., log an sont linéairement indépendants sur Q. On 
pose 

D = [Q(au ...,<xn):Q]etg= [R(loga!,... ,loga„) : R]. 

Soient A\,..., An, A, E etf des nombres réels positifs vérifiant 

log At > h(ai), (1 < / < n), A — max {Ai,... ,An} 

et 

Soient b\,..., bn des nombres entiers rationnels avec bn ^ 0. On pose 

M — max i*ni + . n 
l<j<n\\0gAj \0gAn 

ZQ = maxJ7 + 31ogn, - l o g ^ l o g T — - j | , G0 = max{4«Zo ; logM} 

et 

Le nombre 

Uo = max{zyiogA,Z>"+2GoZblogAi • • -logAn(\ogE)~n~1}. 

K — b\ log ai + • • • + bn log an. 
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est alors minoré par 

|A| > expj-1500^n-222Vn+5(l + | ) V 0 } . 

Dans [LMPW] et [BGMMS] la dépendance en les b[ faisait intervenir un terme cor
respondant à notre paramètre M, mais avec l'hypothèse log Ai < • • • < logAn ; ici nous 
n'avons pas besoin d'une telle hypothèse. Le Corollaire 1.5 conduit à une amélioration 
du Théorème 2 de [LMPW] : dans la définition de F, le terme (\og(EDV+_{)^ peut y 
être remplacé par log(EDV+_{). 

Dans le présent texte, après avoir énoncé le théorème principal (Théorème 2.18), nous 
introduisons quelques lemmes préliminaires (paragraphe 3), nous construisons la fonc
tion auxiliaire (Proposition 4.1), puis nous énonçons le lemme de zéros de Philippon 
(paragraphe 5) dans le cas particulier des groupes algébriques linéaires. Nous choisis
sons ensuite les paramètres (paragraphe 6), et nous utilisons la fonction auxiliaire pour 
résoudre non trivialement le système d'équations (1.4) (paragraphe 7). La conclusion 
de la démonstration du théorème principal est donnée au paragraphe 8, tandis que le 
Corollaire 1.5 est déduit du Théorème 2.18 dans le paragraphe 9. Enfin quelques autres 
corollaires sont énoncés et démontrés au paragraphe 10. 

Dans une version antérieure de ce texte [W5], le paramètre M était défini par 

I M 1 max - — - , 
ifi (logAjj 

qui donne un résultat moins précis ; la démonstration de [W5] demanderait aussi de rem
placer le terme g/f dans la conclusion par ng/f. L'amélioration a été obtenue en adap
tant une idée de Dong Ping Ping [DPP] (voir la démonstration ci-dessous de la Proposi
tion 4.1). 

Il est intéressant de comparer le résultat obtenu ici avec celui de [W4], qui reposait sur 
une autre méthode. La différence principale vient de la définition des deux paramètres 
ZQ et M, qui fournissent ici un énoncé plus précis. 

Les autres différences avec [W4] sont mineures ; plusieurs des arguments introduits 
ici peuvent être adaptés à [W4]. Ainsi on peut améliorer la majoration C(ri) < 22n+2ln4n 

de [W4] pour obtenir une estimation du même ordre de grandeur que dans le Corol
laire 1.5. Pour cela il faut raffiner la construction de la fonction auxiliaire (Corollaire 3.2 
de [W4]), d'abord en introduisant le paramètre g, puis en reprenant l'argument de Dong 
Ping Ping que nous venons de mentionner. Ensuite il faut remplacer l'inégalité de Li-
ouville (Lemme 2.3 de [W4]) par la minoration plus précise donnée au Lemme 3.5 ci-
dessous. 

Dans les applications, par exemple pour résoudre explicitement certaines équations 
diophantiennes, il est important de disposer de minorations explicites précises ne con
duisant pas à des calculs de longueur prohibitive. Jusqu'à présent les estimations les plus 
efficaces dans ce contexte étaient celles de [MW1,2,3] pour les combinaisons linéaires 
de 2 logarithmes, celles de [BGMMS] pour n logarithmes avec n > 3. 
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Les valeurs numériques que nous obtenons ici sont particulièrement intéressantes 
pour les petites valeurs du paramètre n. Notons à ce propos qu'une variante de notre 
démonstration permet d'améliorer sensiblement la constante, à condition de remplacer 
le facteur GoZo de la définition de UQ par GQ. Pour cela on exploite le système d'équations 
(1.4) (c'est la méthode de Schneider à l'état pur : il n'y a pas de dérivation). 

Pour obtenir un énoncé améliorant tous ceux que donne la méthode de Baker il faudrait 
remplacer dans la minoration de | A| le terme n3n par n2n, et même par nn quand les a, sat
isfont une hypothèse forte d'indépendance, précisément quand le corps Q(y /ô7,... , y/cc^) 
est de degré 2n sur le corps Q(a\,..., an). En l'absence de formule d'interpolation, la so
lution de ce problème pourrait venir d'un raffinement du lemme de zéros. Il est d'ailleurs 
remarquable que le résultat final soit sensible à la qualité du lemme de zéros, ce qui n'est 
pas le cas pour la méthode de Baker. 

Notons pour terminer que les constructions de fonctions auxiliaires dans [W3] permet
tent aussi d'éviter l'extrapolation dans la méthode de Baker sans perdre sur la dépendance 
en les coefficients bi dans l'estimation finale, mais en perdant seulement sur la 
dépendance en n (on trouve nn au lieu de nn). 

2. Le théorème principal. Dans tout ce texte excepté la dernière section (§ 10), on 
désigne par ct\,..., an des nombres complexes algébriques non nuls ; pour 1 < i < n 
on choisit une détermination log a, du logarithme complexe de a, et on suppose que les 
nombres log a i , . . . , log an sont linéairement indépendants sur Q. On désigne par D le 
degré du corps de nombres K engendré sur Q par ai,..., an et on pose 

1 si log a i , . . . , log an sont tous réels, 
2 siR(logai,. . . , loga„) = C. 

On se donne d'autre part des nombres entiers b\,...,bn, avec bn ^ 0 et on désigne 
par A le nombre complexe 

n 

i=\ 

On introduit des nombres réels positifs Ai, . . . ,An, M,f et E vérifiant 

(2.1) Ai>l, (1 </</!), ± ~ < n , 
i=l log A; 

(2.2) M > m a x ' | 6 n | - ^ 
\<j<n\ logAj \0gAn 

et 

JL I loga,| nD 

On choisit des paramètres v, w, 77,/x, tous réels > 0, co,cf
0,ce,cf

6 réels > 1 et 
ci, C2,..., C5 réels > 2, vérifiant une collection d'inégalités que nous allons expliciter. On 
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prend aussi des nombres réels G, Z et U, auxquels on impose les conditions suivantes : 

(2.4) Z > log(4 max j ^ , l ) +4e), Z > g ( l + log JE), 

(2.5) G > c 5 , G > l o g ( c 0 ^ ^ + c ) , G > ^ ( l + l o g E ) , 

f ^ D2GZ) 
(2.6) 1/ > max I c5DZ,D log £,D2 logmax{Ai,... ,A„}, - — - . 

Dans les paragraphes 6 et 7, nous ferons les hypothèses (2.7) à (2.12) suivantes : 

2c/î f Ci 1 
( 2 / 7 ) C 0 ^ ( c 3 - l ) ( c 4 - l ) m a X l C 2 ' M Z Ê Î ' Co>4,C3C5, 

(2.8) n(l +/x)2w < C3C4M(I - — Y 

(2.9) f | > n + l, rj > ^ logmax)c 3c^ n ; ^ 
2c2f/ 

logA„ 
2nD / x Dlog9 

(2.10) T) > — l0g((/X + 1)WI/) + —jf~, 

( 107c4 \ l (\ 1 \ „ 
(2.11) v > /xw + I ci + c4 + T7TT- - + nc2 - + — + 3r? 103c5/g ^Vg ./EJ 
et 

/ 107c4 \ 1 c\ C4 n 
(2.12) w = ci + c4 + — — + nc2 - + — + — + -c2 + 3TJ. 

V 103c5 ' g % c6 f 
Dans le paragraphe 8, il faudra en outre supposer 

(2.B) ^ > , * c ; n . a < , • < » ) , 
logE ( c 4 - 2 ) ( c 3 - l ) 

DZ ci 
(2-14) 7—= > l o g £ ~ (C3-1XC4-1) ' 

(n + l)2C4Cs n 

(2.15) G > \ Z, 
n(cic5 - 1) 

(2.16) 1/ > maxJ^-^logmaxjA!, . . . ,An},ir+2Gz(f[ log A,) (log £)"""'} 

et 

an, <5ci(1-^)(I-^y>(,+1y.(|y«w-. 
avec 

_ f 3 si n = 2, 

\ 2rc si rc > 3. 

Voici l'énoncé du théorème principal de cet article. 

THÉORÈME 2.18. Sous les hypothèses (2.1) à (2.17) ci-dessus, on a |A| > e~vU. 
Un mode d'emploi de ce théorème est donné au début du paragraphe 9 quand nous en 

déduirons le Corollaire 1.5. 
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3. Lemmes préliminaires. Nous utiliserons les notations et résultats du 
paragraphe 2 de [W4], à l'exception de la notation Z"(L), qui ici désignera l'ensemble 
des (Ai,.. . , Xn) G Tn vérifiant |À,| < L/, (1 < i < n) quand L = (Lu... ,Ln) G R", 
U > 0. Si O est un sous-groupe de Zn, on note encore O(L) = O n Zn(L). Avec ce petit 
changement la démonstration du Corollaire 2.8 de [W4] donne l'énoncé suivant : 

LEMME 3.1. Soient K un corps de caractéristique nulle, a\,...,an des éléments 
non nuls de K engendrant un sous-groupe multiplicatif de K* de rang > n — 1, O un 
sous-groupe de Tn, et L\,..., Ln des nombres réels positifs. Alors 

Card{a^ • • • ^ ; A E O(L)} > CardO(L)/ max {ALt + 1}. 

Nous rappelons aussi le Lemme 2.7 de [W4] que nous utiliserons plusieurs fois. 

LEMME 3.2. Soient ip: G\ —• G2 un homomorphisme de 1-modules et C un sous-
ensemble fini de G\ ; on note Q Vensemble des À — À', (À G C A' G C). Alors 

Card x/j(0 ' Card(Ç H ker ^) > Card C 

Nous aurons besoin de deux lemmes supplémentaires, faisant intervenir les polynômes 
de Fel'dman : 

A(z;s) = (z + l)--(z + s)/sl 

pour z G C et s entier positif, avec A(z ; 0) = 1. 

LEMME 3.3. Soient R et S deux nombres réels positifs et z\,... ,zm des nombres 
complexes. On suppose 

R > max \zi\. 
\<i<m 

Alors pour tout a G Nm avec \\a\\ < S on a 

n|Afc;a,.)|<(^f + l)>" 

et aussi 
Pr, , fmR \WI c 
JH |Afc ; aù\ < (— + l) es. 

DÉMONSTRATION. On reprend la démonstration de [Y] Lemma 2.4 p. 128. Comme 
A(z ; 0) = 1, on peut supposer cr, > 0 pour 1 < i < m. On a 

|Afc ; <T/)| < (— + l ) ^ ^ , pour 1 < i < m. 
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On majore Yt\ o{ log(f + 1) par ||a|| log(f | + 1). Donc 

n |Afc ; *ù\ < {S + 0 «w. 

En posant t = \\a\\/mR et T = S/mR, on a 0 < t < T. La première inégalité résulte 
maintenant de la majoration 

et la seconde de 

(1 + I )V<( . + I)V 
(le membre de droite est une fonction croissante de T). m 

Dans le lemme suivant, on utilise la notation, pour z G C et T, r, s entiers > 0 : 

LEMME 3.4. Soient T\, T^ T, S, H des entiers positifs, avec T = T\T2 et psh des 
nombres complexes. Considérons le polynôme exponentiel en une variable 

s=0h=0 

Alors, pour 0 < T\ < T\ et 0 < r2 < Ti on a 

£A(TI ; r1,T2,r)(^-)>(0) = £ E W ! A ( H T ! ; TUT2,S). 

De plus, si 
S H 

YJY,Pshs\A(h + Tl;TUT2,s) = 0 
s=0h=Q 

pour 0 < r\ < T\ et 0 < T2 < T% on a 

(|)V(o) = o 
pourO < T <T, c'est-à-dire que *¥ a un zéro d'ordre au moins 7 + 1 à l'origine. 

DÉMONSTRATION. On utilise la relation 

(voir à ce sujet [W3] Lemmes 3.1 et 7.6). On a 

A(z + r 1 ; r 1 ) T 2 - E A ( T i ; ^ i , T 2 , T ) z T , 
T=0 

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1


LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES 185 

donc 
A ( / I + r 1 ; r 1 , r 2 , , ) = i ( | y ( A ( z + r 1 ; r 1 ) ^ = A 

= \J:KTi-,TUT2,T)(^)Ttfeh%=(i. 

La deuxième partie de l'énoncé résulte du fait que les polynômes 1 et A(z + T\ ; T\Y2, 
(0 < r\ < T\, 1 < r2 < T2) forment, d'après le Lemme 2.2 de [W4], une base de 
l'espace des polynômes de degré <T. m 

REMARQUE. Dong Ping Ping a corrigé une erreur que j'avais faite dans une version 
antérieure de ce Lemme 3.4. Quand on omet la valeur (0,0) pour (T\,T2) en remplaçant 
la condition 0 < r2 < T2 par 1 < r2 < T2, on ne peut pas conclure que ¥ a u n zéro 
d'ordre au moins T à l'origine. 

Enfin l'inégalité de Liouville qui suit est un petit raffinement du Lemme 2.3 de [W4]. 
L'idée d'utiliser ce raffinement ici a été suggérée par Sinnou David. 

Soit a un nombre algébrique et soit K un corps de nombres contenant a ; pour chaque 
place v de K, on note Kv le complété de K en v et dv le degré local dv — [Kv : Qv]. Pour 
chaque place vo de Q on a Ev|Vo dv = [K : Q]; on normalise les valeurs absolues de telle 
façon que la formule du produit s'écrive : 

]Tdvlog|a|v = 0 si a ^ 0. 
V 

La hauteur logarithmique absolue de a est alors définie par 

^ a ) = 7F~T^E^vlogmax{l, |a |v}. 
LA : <uj v 

LEMME 3.5. Soit P G Z[X\,..., Xq] un polynôme en q variables, de degré au plus Nj 
en Xj, (1 <j<q), et de longueur L(P). Soient <Xj, (l <j<q) des nombres algébriques, 
K un corps de nombres contenant a\,...,an, D le degré de K sur Q, VQ une place de K, 
et dVQ le degré local de K en vo ; on pose D' — D/dVQ et 

n„ _ f Df — 1 si vo est archimédienne, 
\ D' si vo est ultramétrique. 

Si le nombre P{cc\,..., ocq) n 'est pas nul, alors 

\og\P(au...,aq)\Vo > -Df'lozIW-D'f^Njhiaj). 

DÉMONSTRATION. Comme P(a) n'est pas nul, on a, par la formule du produit, 

dVo\og\P(a)\VQ = - £ dv\og\P(a)\v. 
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Pour v ^ vo, on majore log |P(a)|v par 

i i n / xi / V ^ » M n i IT \ logL(P) si v est archimédienne, 
log P(a) v <^iV / - logmax{l , o / v }+ n • * ,, 

1 1 p[ J i \ J\ J | Q si v est ultrametnque. 
7=1 

On majore ensuite 

J2 dv^Njlogmax{l9\aj\v} parDj^Njh(aj). 

Enfin si vo est archimédienne on a 

Y:<iv=D-dV0, 
vjoo 
v^v0 

tandis que si vo est ultramétrique on a 

^dv = D. m 
v|oo 

4. La fonction auxiliaire. Dans toute cette section, nous utilisons les notations 
suivantes : K désigne soit le corps R, soit le corps C, g est le degré de K sur R (donc 
g = 1 ou 2), d est un entier positif, Ào,..., Xd-\ sont des formes linéaires sur Cd_1 à co
efficients dans K et L une forme linéaire sur C^ à coefficients dans K. Quand ro, . . . , r^-\ 
sont des nombres réels positifs, on désigne par D(0, r) le polydisque fermé de Cd de centre 
0 et de polyrayon r = (ro,. . . , rrf_i) : 

0(0, r) - { z e C d ; \zt\ < n pour 0 < i < rf - 1} ; 

s i / est une fonction analytique dans D(0, r) (c'est-à-dire continue sur le polydisque et 
analytique à l'intérieur), \f\L désigne sup{|/(z)| ; z G D(0, r)}. Ensuite D, //, M, 5, T\, 
72, r seront des entiers positifs, £, E, P, n , . . . , r^_i, r7, 7?o,... ,Rd-u Uo, Vo, £/, V, L 
des nombres réels positifs avec E > e, et £5^, (1 < £ < D, a = ( 0 0 , • >&d-\) £ Nrf, 
||a|| < S, 0 <h <H) seront des éléments de AT. On suppose aussi 

L > max sup{|A/(zi,...,Zrf_i)| ; \zt\ < r,-,(l <i<d- 1)}. 
1 SJ<d— 1 

Le but de cette section est de construire la fonction auxiliaire suivante : 

PROPOSITION 4.1. On suppose 

UQ + V0>2, T=T{T2, L> ——- , 

P + log(2£)<0(£/o + Vo), 
P + 2Jlog((l +^)(t/o + Vo)) +log9 < Q(U0 + VO), 

l«=l||a||<5/i=0 J 
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et 
gd(\ + Q)\U0 + Vo)2 <(S + d- 1)Z)(//+ l)PlogE. 

Alors il existe des entiers rationnels non tous nulsp^h, (1 < 6 < D, a G Nd, \\a\\ < S, 
0 < h < H), majorés par 

ma* \psah\ <eP> 
c,a,h 

tels que, pour tout (u\,..., u^-x) G C^-1 vérifiant 

\ui\ < ru (\<i<d-l)et \X0(u)\ < r\ 

et toutr\, T2, avec 0 < T\ < T\, 0 < r^ < T2, on ait 

, D H ,d-\ 
E E E PbahidahàiH + T\ ; T\, T2, <T0) ( H 

l6=l \\a\\<Sh=0 V i - l 
E E E P ^ ^ A ( A + T i ; r 1 , r 2 , a o ) ( n A ( A / ( i i ) ; a / ) ) ^ ( " ) < ^ V o . 

L'outil essentiel pour la démonstration de cette Proposition 4.1 est l'énoncé suivant, 
que nous allons déduire du Corollaire 2.7 de [W3]. 

PROPOSITION 4.2. On suppose 

U + V>2, P + log(2£)<£([/+V), Ri=Erh (0 < i < d), 

P + log9 + 2dlog((l + g)(£/ + V)) < e(£/ + V), 

et 

gd(l + e)2(£/ + V)2 < (5 + d - l)MPlog£. 

Soient ipaflf (a G Nrf, ||o"|| < 5, 1 < /x < M) des fonctions analytiques d'une variable 
complexe ayant des développements de Taylor à l'origine à coefficients dans K, telles 
que les fonctions fafl — i/V/i ° ^ soient analytiques dans le polydisque D(Q,R) de Cd et 
vérifient 

H<S^=1 V ^ J 

Alors il existe des entiers rationnelspafl, fa G Nd, \\a\\ < S ; 1 < ji < M), non tous nuls, 
majorés par 

max|/v^| <ep, 

tels que la fonction 

M ,d-\ 

| |<5/i=l V«=l 

vérifie 

F(z)= £ E ^ ^ ° ( l l A ( A , ( Z ) ; < T , ) k , ( z ) 
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DÉMONSTRATION. Quand g = 2, on applique le Corollaire 2.7 de [W3] aux fonc
tions 

W(Z) = 4 ° ( l l A(A;(Z) ; (T,-))/^), 

en prenant/ = f = 0, n = d, m = 1, 7 = 1, L = (5+^_1)M, 7 = 1, A = P, g' = g, 
V — Cd, W = 0. On majore £ a £^ |</vltf P ^ ^ e n utilisant le Lemme 3.3 et une des 
conditions sur U. Enfin 

Quand g = l, on remarque que dans le Lemme 6.1 de [PWl ] {cf. Lemme 2.1 de [W3]), 
si les Uy sont réels, on peut remplacer l'exposant 2g de l'hypothèse par g. Il en résulte que, 
dans l'hypothèse (2.8) du Corollaire (2.7) de [W3], on peut omettre le facteur 2 à gauche 
quand on suppose que les fonctions analytiques considérées ont un développement de 
Taylor à l'origine à coefficients réels. • 

COROLLAIRE 4.3. On suppose 

f /+V>2, P + \og(2E)<g(U+V), r0<(d-l)L, 

P + 2dlog((l + £)(£/+ V)) + log9 < Q(U + V), 

U>EH\L\^Slog\e2((d~^LE^l))+log[f: £ £ | ^ | l 
y V «J J ) ^=l||a||<5/i=0 j 

et 
gd(\ + g)2(U+ V)2 < (S + d- l)D(//+ l)Plog£. 

A/ors // emte des entiers rationnels non tous nulsp^ah, (l < è < D, a G Nd, \\a\\ < S, 
Q < h < H), majorés par 

max\p6(Th\ < / , 
8,a,h 

tels que, pour tout (ZQ, . . . , Zd-i) G &d vérifiant \z.i\ < n, (0 < i < d — l), on ait 

, D H 7°o ,d-\ x , 

E E Ew^foAfn A(A,w ; ^ V H < .-v. 
'6=1 ||a||<5/i=0 ^01 V l y I 

DÉMONSTRATION. On utilise la Proposition 4.2 avec // remplacé par (<5, /i) et M par 
D(// + 1), pour les fonctions de d variables/^(z) = 1 / ^ o X(z) avec 

rl>6*h(w) = -^&a*ew \ d < « < A a G Nd, ||a|| < 5, 0 < h < H). 

On majore |XUpar E\L\LetRa
0°/a0\ par ( l+(rf- l)LE/S)a°es (car ^°/cr0! < e5). Ceci 

termine la démonstration du Corollaire 4.3. • 
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DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. Nous notons (abusivement) | A01L pour 

sup{\X0(z)\;\zi\<rh 1 < i <rf— 1} 

et nous distinguons deux cas. 

PREMIER CAS. Supposons |Ao|r < r'. 

On va démontrer un résultat légèrement plus fin (ce sera utile pour le second cas) : 
dans la minoration de Uo, on remplacera le terme 

S ^ f - ' ^ - 3 ^ i) ) „,,*,{«»( W^H + , ) } . 
On applique le Corollaire 4.3 avec 

U=U0- TlogU^- + 2)1, V = Vo + U0 - U 

et L(zo, •. . ,z<t-\) = zo + A0(zi,... ,Zd-\\ r0 = T/EH. Pour utiliser le Lemme 3.4, 
écrivons 

D H 7°o ,d-\ v 

la quantité que l'on veut estimer n'est autre que 

E A ( r 1 ; r 1 , T 2 , r ) ( : ^ ) V ( 0 ) . 

Les inégalités de Cauchy donnent 

f — ï ¥(0) 
V<W 

r ï < —1 |vp| 

et le Corollaire 4.3 fournit la majoration |*F|,-0 < e v. On majore rî/rg par (EH)T et on 
remarque que les coefficients À(rj ; T\,T2,T) sont > 0 ; on a 

r 
£ A ( r , ; Tx,T2,T)(EH)T = A(£ff + TUTXp, 

que l'on majore, grâce au Lemme 3.3, par 

+ 2 eT. 
Tx ) 

Enfin on a 

W r < ^ + | A o | r . 

Ceci termine la démonstration du premier cas. 

DEUXIÈME CAS. Supposons | \Q\L > rJ. 
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L'argument que nous utilisons pour traiter ce deuxième cas est inspiré de [DPP]. 
Ecrivons Ào(w) = v\U\ + • • • + v^-iw^-i- Quitte à modifier la numérotation, on peut 
supposer \v\\r\ > |v,|r; pour 1 < / < d — 1. On a donc 

7 = 1 

On effectue le changement de variable 

V2 V ^ _ \ 

Û\ — U\ + —W2 + • • • + Wrf-1, Ûj — Uj, (2 < / < d — 1), 
Vl Vi 

et on définit des formes linéaires Ào,..., Xd-\ par 

Xi(u) = A; (Mi W2 Ud-\,U2,...,Ud-\ . 
V vi vi / 

En particulier on a Âo(«) = viwi. Choisissons 

n = *7|vi|, r, = r,, ( 2 < Î < J - 1 ) . 

On a 

|Âo|f = |vi|rï = r'. 

Posons 

L = max \\i{ÏÏ)\r. 
\<i<d-\ 

Montrons que l'on a L < (2d — 3)L. Pour w G Cd~l vérifiant \ût\ < n, (1 < / < d — 1), 
on peut écrire \j(iï) = Xj(u) où w E C ^ 1 vérifie \m\ < r,, (2 < i < d — 1), 

\ux\<rx+(d-2) max ( Y^- ) et h < —- < (d - l)ru 
2<i<d-\[ \V\\ J |vi | 

donc \u\ | < (2d — 3)ri, ce qui démontre la majoration annoncée pour L. Le premier cas 
avec r* — ^ nous permet alors de construire les entiers pèah tels que 

D H ,d-\ 
Z ) Z Z PèahÙahHft + Ti ; r i ,T 2 ,Cr 0 ) ( I J A ( ^ / ( " ) \ °i) K Mo(") 

6=1 \\(T\\<Sh=0 Ki=\ 

<e-Vo 

pour tout (iï\,..., ûd-\) £ CJ ! vérifiant |w,| < r*, (1 < / < d — 1) et tout TJ, T2, avec 
0 <T\ < T\, 0 < r2 < T2. On en déduit le résultat voulu. • 
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5. Le lemme de zéros. Nous donnons ici un corollaire du lemme de zéros de [P] 
dans le cas particulier d'un groupe algébrique linéaire. Nous en déduisons ensuite le 
corollaire qui nous permettra au paragraphe 8 d'exploiter la construction transcendante 
du paragraphe 7. 

Soient K un corps de caractéristique nulle, do et d\ deux entiers > 0 avec d — do+d\ > 
0. On note G0 = G*>, Gi = G*, et G = G0 x G{. Ainsi G(K) = Kd« x K*di. 

Nous noterons K[G] l'anneau K[X\,..., Xd, 1 /Xdo+\,..., 1 /Xd] ; c'est le sous-anneau 
du corps des fractions rationnelles K{X\,...,Xd) obtenu à partir de l'anneau des 
polynômes K[X\,..., Xd] en inversant Xdo+i,..., Xd. 

Pour u — («i , . . . , ud) G Kd, on définit une dérivation Du sur K[G] par 

do $ d g 

/=1 C A / i=j 0 + i «A/ 

Quand w\,...9wt sont des éléments de Kd et r un élément de N', on écrit w = (w\,..., wt) 
et 

DT — DTx • • • DTt 

X V W X^W\ ^ W , ' 

Etant donnés un sous-espace W de Kd, un point w G G(AT), un élément P de K[G] et un 
entier T > 0, si les équations 

D^Piu) = 0 pour tout \\T\\<T 

sont vérifiées pour un système générateur w du A -̂espace W, alors elles sont vérifiées pour 
tout système générateur w de W; on dit alors que P a un zéro au point u de multiplicité 
> T dans la direction W. 

L'espace tangent TG(K) de G à l'origine est le ^-espace vectoriel des dérivations D 
de l'anneau K[G] qui sont invariantes par translation : 

(DQ)(u + X) = DQU(X) pour tout Q G K[G], u G G(K), 

où, pour Q G K[G] et w G G(K) on a noté QU(X) = Q(u+X) : 

QU(X\,...,Xd) = <2(«i + ̂ i > • • • » udo + Xrf0, «</0+i A ^ 0 + 1 , . . . , udXd). 

L'espace vectoriel TG(K) est de dimension d sur jfir, une base étant donnée par les d 
dérivations 

3Xi " " ' 3XJo '
 0+

 3À^0+1 ' 3X/ 

Soit G' un sous-groupe algébrique connexe de G. Alors G' s'écrit Gf
0 x G'j, où G- est 

un sous-groupe algébrique connexe de G/, (/ = 0,1). On dira brièvement que G' est de 
codimension 6 = 5o +6\ pour signifier que et est la codimension de G- dans G/. Alors G'Q 

est défini par <$o équations linéaires à coefficients dans K, 

s\jZ\ + • • • + ^ z ^ = 0, (1 < j < <50), 
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ce qui fait que Gf
0(K) est un sous-espace vectoriel de Kd° de codimension èo tandis que 

G[ est défini par è\ équations monomiales à exposants dans Z : 

La condition de connexité se traduit par le fait que le sous-groupe de Zd engendré par 
les S\ éléments Sj — (sdo+\j,... ,sdj), (1 < j < S\) est saturé. Ceci permet d'identifier 
d'abord G/G' avec Ĝ ° x G£|, ensuite TG(K) avec la somme directe TG(K) 0 TG/G,(K). 
Quand E est un sous-ensemble de G(K) on désigne par (E + G')/G' son image dans le 
quotient G(K)/G\K). 

PROPOSITION 5.1. Soient E\,...,Ed des sous-ensembles de G{K) contenant 
l'origine, W un sous-K-espace vectoriel de TG(K) de dimension t et T, S, H des en
tiers positifs. On suppose qu 'il existe un polynôme non nul de degré total < S en les dç, 
premières variables et de degré total < H en les d\ dernières variables qui s'annule avec 
une multiplicité > T le long de W en chacun des points de l'ensemble 

E\ + - • • + Ed = {x\ + • • • + Xd ; xt G Et, 1 < / < d}. 

Alors il existe un entier s et un sous-groupe algébrique connexe G' de G de codimension 
S = <50 + ô\, pour lequel, si on note r = dim^ W/WH TG>(K), on ait 

—fits' (<"•- »/«M «(«•eve) < ï$rf 
avec 

Ks <è <d. 

REMARQUE. Quand on suppose Card E\ > • • • > Card E^ on peut remplacer la 
conclusion par 

(do-Soy.idi-SiV. ^ C a r d ^ + G V G ' ) ^ ^ ^ ^ . 

Le fait que l'on prenne différents ensembles E\,...,Ed constitue un petit raffinement par 
rapport aux lemmes de zéros classiques {cf. [P] Théorème 2.1 ; dans [Wu] on demande 
Ei = - - - = Ed). Un tel raffinement était suggéré dans [W4], mais une hypothèse y a été 
malencontreusement inversée : la condition ao > • • • > ad > 0 doit être remplacée par 
0 < ao < • • • < ad ; heureusement dans [W4] on utilisait seulement le cas ao = • • • = ad, 
et de même ici on n'appliquera la Proposition 5.1 que dans le cas E\ — • • — Ed. 
L'argument nécessaire pour obtenir ce raffinement est néanmoins expliqué en annexe 
dans un cas particulier. 

DÉMONSTRATION. On plonge K dans C (ce que l'on peut faire sans restriction) et 
G dans l'espace affine de dimension d de la manière habituelle, et on identifie l'espace 
tangent 7G(C) avec C^ en posant 

expG(z!,..., Zd) = (zi, • • •, Zdo, eZd^ ,...,eZd). 
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On pose A — expG W. Comme les groupes algébriques considérés ici sont linéaires, les 
constantes c\ et c*2 de [P] peuvent être prises égales à 1. S'il existe un polynôme non 
nul Q vérifiant les conditions de la Proposition 5.1, avec les bornes indiquées pour les 
degrés, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G' de G, de dimension disons 
d — <5, avec 0 < è < d (c'est-à-dire G' ^ G), tel que 

KT- "JS^ST")-(^>/0<)^;s.m<*c;s.», 

où s est un entier dans l'intervalle 1 < s < 8, et où la fonction H (G' ; S, H) satisfait, 
d'après le Lemme 5.4 de [P] : 

(do-6o)l(di -ôi)l 

et 

^ ( G ; S , t f ) = - ^ S ^ . . 
doldil 

EXEMPLE. Nous explicitons ici un exemple d'application de la Proposition 5.1 avec 
d\ = t - 1. 

Soient do > 1, n > 1 deux entiers, 6\,..., 9n des éléments de Kd°, O un sous-groupe 
de Zn, et ot\,..., an des éléments non nuls de K. D'autre part soient S, H,T, Li , . . . ,Ln 

des entiers positifs. Rappelons que O(L) est l'ensemble des À = (Ai,... , Xn) G O qui 
satisfont |A/| < L/, (1 <i<n). 

On définit une dérivation 
3 d 

suri' anneau K[Xo,... ,X</0_i, F], de telle sorte que, dans le cas K — C, pour tout polynôme 
Q dans cet anneau, la fonction de do + 1 variables complexes 

F(zo,...,zdo) = Q(zo,z\,...,Zd0-i,^z</0) 

vérifie 

—F(z) = (DOGXZÔ, z i , . . . , Zdb-i, **%>). 

On veut savoir s'il existe un polynôme non nul Q G AXXo,... , ^ 0 - i , F], de degré total 
< S en Xo,... ,Xrfo_! et de degré < / / en F, satisfaisant 

(5 2) ( D5Ô(A^i + ' ' • + AA,<*}' • • •<#) = 0 
IpourtoutrGN avec 0 < r < Tet tout (Ai,..., A„) G O(L). 

Si ^ est un sous-espace vectoriel de Kd°, de dimension i/9 on note d'une part 
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la surjection canonique et 

I = {(Xxe{ + . . . + A A ^ • • -o^) ; ( A L . . . ,A„) G *(L)} c K*> x r , 

d'autre part 

la surjection canonique et 

E - {(A^i + • • • + À A ) ; (Ai,. . . , Xn) G <D(L)} C Kd\ 

On choisit des nombres réels ao» • • • > fld0 vérifiant 0 < «o £ • • • < ^ 0
 e t flo+* • '+ad0 < 1 ; 

pour 0 < i/ < do, on pose 

Z, = {(Aifli + • • • + A A , «t1 * * ' ««") ; (Ai,. . . , A„) G <D(a„L)} C K*> x r 

et 

2 l = {(Ai0i + --- + A A ) ; ( A i , . . . , A n ) G * ( a I / L ) } c ^ . 

Noter que l'on a 
z 0c---ci : 4etXo + --- + ̂ 0 c i . 

COROLLAIRE 5.3. S'il existe un polynôme non nul Q G K[Xo, . . . , Xd0-\, K], de degré 
total < S en XQ, . . . ,Xj0_i ef de degré < H en Y, vérifiant les conditions (5.2), alors il 
existe un sous-espace vectoriel W de Kd°, de dimension v, tel que Vune au moins des 
conditions suivantes soit réalisée 

1) 
TC<xdpwÇLu) < (d0 + \)2Sd^vH. 

2) OnaO <v < do, W ne contient pas (1,0, . . . , 0), et 

r C a r d s ^ C E ^ ) < ( d b + | } S*»"". 
v + 1 

3) Le sous-espace *W contient (1 ,0, . . . , 0), il est différent de Kd° et on a 

C a r d ^ ( ^ + i ) < ^ ^ S ^ . 
v + 1 

DÉMONSTRATION. On applique la Proposition 5.1 avec d\ = \,d — do+1 &Ed-u = 
^i/, (0 < v < do). On prend pour W la droite 

ZdQ ~ ZQ, Z\ — • • • = Zdo-l = 0 

de Cdo+1. On peut minorer [(7 - l)/(d0 + 1)] + 1 par T/(do + 1) car T est entier. La 
Proposition 5.1 fournit un sous-groupe algébrique connexe G' de G de codimension S — 
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<So +<5i > 0. On a G' = W x {1} ou G' = WxGm, avec *W sous-groupe algébrique de 
Gd° (sous-espace vectoriel de Kd°) de dimension i/ = do~8o.De plus 

r = dimK(W/Wn TG,(K)) = ( ° s i G' D G" x W" 0 " 1 x G -v 11 sinon. 

Si G' = W' x {1} o n a r = l,£o = <$ — l,<$i = 1» donc d — 8 = v ; comme 

(d-8)\ _ _v\_ _ 
(do-8o)\(dx-8\)\ ~^TÔ! " ' 

on trouve 

—^— Card((I, + G')/G') < (do + l ) S ^ t f , 

ce qui donne la première des conditions. 
SiGf = WxGmona80= 8,8{ = 0, donc d - 8 = i/ + 1 et 

= i / + 1 ; 

de plus W ^ Kd°, donc i/ < do. Alors si TV ^ (1,0, . . . , 0) (c'est-à-dire r = 1) on trouve 

(^ + 1)—^7 C a r d ^ ( i ; + 1 ) < (J0 + DS*-", 
ao + 1 

ce qui est la seconde condition, tandis que si <W 3 (1,0, . . . , 0) on a r = 0 et on trouve 

(i/ + 1)Card^CE,+1) < (do + l)Sd°~\ 

ce qui est la troisième condition. • 
Dans ce texte nous utiliserons uniquement la conséquence suivante du Corollaire 5.3. 

COROLLAIRE 5.4. Soient s, d et n des entiers avec 0<s<netd + s = n, S, 
T, H, L\,...,Ln des entiers positifs et b\,...,bn des éléments de K avec bn ^ 0 et 
pgcd(Z?i , . . . ,&„)= 1 ; déplus soit V un sous-espace vectoriel de K71 de dimension d con
tenant le point b — (b\,..., bn). On désigne par sy\ IC1 • KJ1 jV la surjection canon
ique, par (e\,...,en)la base canonique de Kn, et on suppose que Srj/(e\ ) , . . . , Sq/(es) est 
une base de K"/*]/. On note <5> = ZnnVt0n pose L't = Lt/(d + 1), (1 < i < n), et on 
suppose que b n'appartient pas à Zn(2lJ). On suppose de plus 

S> l+4max{L /
1,...,L^}, ^-^-S < T < 2(d + l)SH 

et 

(5.5) rCardO(L') >(d+ \)2SdH. 

Enfin soient a\,..., an des éléments non nuls de K engendrant un sous-groupe multipli
catif de K* de rang >n — \.S'il existe un polynôme non nul Q G K[XQ , Xs+\,..., X„_ i, Y], 
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de degré total < Sen les d variables Xo,Xs+\,..., Xn_i et de degré <H en Y, satisfaisant 
BoQ(&) = 0 pour 0 < r < T et pour tout a dans Vensemble 

I = {(0, Xs+ibn - Xnbs+U..., Àn_ A - Xnbn-u «Î1 • • • Û£") ; A G O(L)} C Kd x r , 

a/ors // emte «n sous-espace vectoriel V de Kn, de dimension r avec 2 < r < d — 1, 
contenant b et contenu dans <]/> tel que, en notant s^r.fC1 —• K71 /1/' la surjection 
canonique, on ait 

Card^,(0(L')) < -Sd'r. 

DÉMONSTRATION. Posons 

To = {(0, Xs+lbn - Xnbs+u..., Xn-Xbn - \nbn-x) ; A G O(L')} C Kd 

et 

I 0 - {(0, Xs+lbn - Xnbs+U.. •, Xn-Xbn - \nbn-u ax^ • • • a£") ; A e O(L')}. 

Par hypothèse le polynôme Q satisfait les conditions (5.2) avec 

ex = . . . = es = o, 
0^1 = (0, *„ , . . . , 0,0) 

0„-i = (O,O,...,O,W 

0„ = (0,—&J+i,...,-én_i). 

f 
On utilise le Corollaire 5.3 avec Jo = rc —seta^ = l / (d+l) , (0 < i/ < d). Il nous assure 
de l'existence d'un sous-espace vectoriel *W de Kd de dimension disons v satisfaisant 
l'une au moins des trois propriétés suivantes : 

CAS 1. 

rCard/^CIo) < (d + l)2Sd'vH. 

CAS 2. On a 0 < i/ < d - 1, ^ ne contient pas (1,0, . . . , 0), et 

r C a r d ^ ( 2 b ) < W±*Lsi-v. 
v + 1 

CAS 3. Le sous-espace IV contient (1,0,. . . ,0), sa dimension v vérifie 1 < v < 
d — 1 et on a 

Cards^CEo) < ^ - S d ' \ vy v + 1 

Nous allons étudier ces trois possibilités successivement, pour obtenir le résultat désiré. 
Montrons pour commencer que le premier cas ne peut pas se produire. 
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Comme b appartient à V mais pas à Z"(2Z/), les éléments de l'ensemble £o, et à plus 
forte raison ceux de Zo» sont deux-à-deux distincts. Si W — 0, alors Cardp^CEo) = 
CardO(L') ; la condition (5.5) montre que le premier cas est impossible avec v = 0. 

Supposons maintenant i/ > 1 ; d'après le Lemme 3.1 on a 

Cardp^(Lo) > Card{a^ • • • cfr ; A G *(L')} 

> CardOCL7)/ max (4L' + 1) ; 
~" ' \<i<n 

or on a supposé 5 > 4L- + 1, ce qui permet de déduire de (5.5) les minorations 

rCardO(L') >(d + \fSd~xH max {4L; + 1} 
1 <i<n 

et 
rCard/7^(Z0) >(d+ \)2Sd-vH. 

Donc le premier cas est exclu. 
Nous allons vérifier la conclusion avec 

V = {zeV;3zoe K,(ZQ,Zs+lbn-Znbs+U.-.,Zn-lbn-Znbn-l) G <W], 

et r = v + 1 dans le deuxième cas, r = v dans le troisième. 
Dans le deuxième cas, on a v > 1 : cela résulte de (5.5) et du fait que H est > 1. 

D'autre part pour r > 2 on a 

r ~ r 

car T > (d + l)2S/d. Enfin, toujours dans le deuxième cas, comme Cards^CEo) > 1, 
on a v < d — 2. 

Dans le troisième cas, on a i/ > 2 : en effet, si on avait i/ = 1, cela donnerait W = 
#( l ,0 , . . . ,0) ,e t 

Card^(<Eo) = Card£o - CardO(L') > (d+ l)2SdH/T > ^ y ^ 1 

grâce à (5.5) et à l'hypothèse 2(d + l)Stf > L. 
Il reste à vérifier d'une part que V est de dimension v + 1 dans le deuxième cas et v 

dans le troisième, d'autre part que l'on a 

Card^,(0(L')) < Cards^CEo). 

Soit 7r: ^ —• Kd~l la projection sur les d — 1 dernières composantes. Quand W D 
ker 7T = K(l, 0 , . . . , 0) (troisième cas), l'image W — 7T(W) a pour dimension i/ — 1 et 
TT"1 ( ^ ) = ^ tandis que quand W 7S ker 7r = ^(1 ,0 , . . . , 0) (deuxième cas), l'image 
<W = 7r( W') a pour dimension v. Soit j ^ , : ^ - 1 —> Kd~l / W la surjection canonique 
et soit 

<^ = 7T(ïb) - {(A,+1fc„ - AA+1, • . . , Xn-lbn ~ KK-l) î A G 0(L')} C tf*"1. 
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On a évidemment 
Cardj^CEj) < Cardj^(2i)). 

Notons ensuite if;: V —> Kd~l la surjection qui envoie (zi,. . . ,zn) £ ^ sur fe+i^n — 
znbs+\, • • •, Zn-i^n — ZnK-i) ; son noyau est MT, ce que l'on voit grâce à l'hypothèse que 
Sfi/(e\\..., syies) est une base de K"/ V. La définition que nous avons donnée de V 
s'écritaussi V = ij;~l(Wf). Ainsi V est un sous-espace de V de dimension l+dim*W^ 
qui contient b. Enfin o n a î J = i/^OCL')), ce qui donne 

Card 

Le diagramme est le suivant : 

Kd 

Kd/W 

U 

S<W 

TT 

y 

(2 j ) )=Cards v , (* (L ' ) ) . 

Kd~l J- V 

Kd-l/W ^- VjV 

u u 
s^,(%) ^ , (0 (L ' ) ) 

6. Les paramètres. On se place sous les hypothèses (2.1 ) à (2.12) du paragraphe 2, 
et on suppose en outre 

|A| < e-vU. 

On va définir des entiers positifs H,S9L\,..., Ln, T\, T2, T et des nombres réels positifs 
L, P, P0, Pu Pi, I/o, Uu U2, t/3,1/4, Vo, Vu MO, v0, q et g. 

On pose 

H - [c3DG/ log El, 5 = [C4U/DG], 

Ti = mini [ - ] ; f - ^ - 1 ), T2 = [dU/DZT,], T = 7 ^ 
UC5J LC5DZJJ 

et 
U = [c2U/DHlogAt] (1 < / < n). 

Il est intéressant de comparer avec le choix fait au paragraphe 6 de [W4] : les rôles de G 
et Z sont permutés. 

Posons ensuite q — jiw — (77/g), de manière à remplacer (2.8) par 

puis 

n{\ + n)2w2 < c^c^q, 

( WCA\U 
P = qgU/D, Po=[V+J^L)^+nU, Px=P + PQ-nU, P2 = P + P0. 
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Posons aussi 

ci CA nc2 ( 107c4\ 1 
UQ = — + — + - r + K i +C4 + -TT— 7 :+2?7 , 

c£ c6 / V 103c5/£> 
/ 107c4 \ /1 1 \ nc2 

de telle sorte que (2.12) s'écrive 

I l 

et choisissons UQ = WQ£/, Vb = VQ£/, VI = vf/. Enfin prenons 

wo + vo = w + ^ + ryj^- - - j , 

tfi = ( 4 + " F ' ^ = (ci + c 4 ) - , U3=P2 + U2 + -±r +*/7v 
cf

6 c6J *'D JE 

' - - l ) ( P i + t f 2 ) + - ( 
g J g 

UA = ( - - l ) ( P i + î / 2 ) + - ( C 2 + l)f/ 

et 
L = max ( —-, max {LA + L„|fc/|}L Q = 

M ( D - g ) + D 
On note aussi dj = [0(0}) : Q], (1 <j< «), et on choisit une base £1 , . . . , £o 

sur Q, formée d'éléments de la forme a"1 • • • o*1, avec 0 < uj < d} et u\ + • • • + un 

LEMME6.1. On a 

(6.2) U0 + V0>2, E>e, T=TiT2, 

( 6 3 ) \ P + 2«log((l+e)(t/o + Vo))+log9<e(£/o + Vb), 

/ D \ 107 
(6.4) P0 > log(Sn(H+ 1) £ 1^1) + j^STu 

107 
(6.5) P, > P + —ST, + log(DSn(H +1)), 
(6.6) Ui>(S+T)(l+logE), 

(6.7) f/0 > Po + Ui + U2 +EHJ2Li\ loga,| +LnEH\A\, 

(6.8) gn(l + g)2(t/0 + V0)
2 <(S+ \)D(H + l)PlogE, 

(6.9) U2>S\og{e(^ + l))+T\og{2e^+2)), 

(6.10) t/3 > log(2L„//) + P2 + U2 + Ê A# | log a,-1, 
1=1 

(6.11) f/4 > f- - l)(Pi + t/2) + - Y,(L,H + d,)h(ad, 

(6.12) (/4 + log2<V 0 , t/3 + t / 4 + l o g 2 < Vj. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1


200 MICHEL WALDSCHMIDT 

VÉRIFICATION DE (6.3). Commençons par verifier 

(6.13) iigw = DQ(U0 + V0) et (1 + /i)w = (1 + Q){U0 + v0). 

La définition de Q s'écrit 

1 + /Z 1 + Q 

donc les deux formulations de (6.13) sont équivalentes. Elles se déduisent de 

wo + vo = H4 1 + M # ( - - ^ ) ) e t D g ( l + / z - — J = /xg. 

Enfin on a log(2£) < rjU/D car U > DlogE et 77 > 2. Il ne reste plus qu'à utiliser 

(2.10) avec la définition de q — fiw — (rj/g). 

VÉRIFICATION DE (6.4) ET (6.5). On majore d'abord logmax^=1 |&| par 

nD2 log max { A i , . . . , An} < nU, ensuite H+ 1 par c^D{G + 1) < C3DG2, et on trouve en 

utilisant (2.9) : 

DSn(H+l)<c3dlUn<e1lU'D. 

Enfin ST\ est majoré par C4U/C5D. 

VÉRIFICATION DE (6.6) ET (6.9). Il s'agit de vérifier d'une part 

(6.14) e ( ^ + l)<eG*eE <€>*'<*, 

d'autre part 

(6.15) 2el — +2) <ez et eE < eDZ/c*. 

On majore Libn + Ln\bi\ par 

c
 U ( bn 1 l fr'l 

C2D//UogAf- logA„ 

Notre Définition (2.2) de M permet de majorer (\bt\/ logAn) + (bn/ log A/) par M. On 

minore ensuite H par (c3 — l)DG/ logE et 5 par (c4 — \)U/DG, ce qui permet de ma

jorer C2U/DHS par C2 logZs/(c3 — l)(c4 — 1)D. On en déduit, grâce à la première des 

conditions (2.7), 

Libn + Ln\bi\ c2M log E c0M\ogE 

S ~ (c3 - l)(c4 - l)D ~ 2n2eD ' 

D'autre part T/HS est majoré par c\ XogE/ic^ — l)(c4 — \)DZ ; de nouveau la première 

des conditions (2.7) entraîne 

T ci l o g £ coMlogf1 

/ /ES ~ (c3 - l)(c4 - \)DZE ~ 2n2eD ' 
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ainsi on trouve 
2n2L CQM log E 

S ~ eD 

L'inégalité (6.14) résulte ainsi du choix (2.5) de G. 
Passons à (6.15). Si G < U/DZ, alors Tx = [G/c5] ; pour x > 1 on a [x] > x/2, 

donc T\ >G/2cs et on a 
H_ 2c5H 2c3c5D 
¥i - G ~ logE ' 

Si G > U/DZ, alors T\ — [U/c^DZ], et la condition U > c$DZ nous autorise à minorer 
T\ par U/2c$DZ ; alors l'hypothèse U > D2GZ/ log E donne 

H 2c5DZH ^ 2c3c5D
2GZ ^ „ 

— < — < —— < 2c3c5. 
Tx - U UlogE ~ 

Dans les deux cas on obtient, en utilisant la seconde des conditions (2.7), 

Compte tenu de (2.4), ceci démontre (6.15). 

VÉRIFICATION DE (6.7). Pour 1 < i < n, on majore EHY%=i U\ \ogat\ par nc2U'// 
à cause de (2.3). 

Montrons que l'on peut majorer LnEH\ A| par £/. Il s'agit de voir que l'on a (*) 

(6.16) c2£|A| <DlogA„. 

Si an est une racine de l'unité, alors 

^ ^ n i ^ «£>logAn 

^ < | l o g a „ | < — ^ - . 

Sinon, on a 
1(TD < * ( « „ ) < / ! logA„. 

D'autre part on a £/ > D log E et 

ne? / no \ ne? 
V> " ^ + 6 > l+log —^ , V> — - + 6 > l+log(10/!C2), 

/E V7T/E/ 2 
ce qui permet de vérifier 

7T/EJ-
^ > £ ^ > m ; 2 £ m a x ( l O D , — 1 

~ I 7T/Ï 

L'inégalité (6.16) résulte ainsi de l'hypothèse |A| < e vf/. 
Pour compléter la démonstration de (6.7), on majore (r]/D) + n + 1 par 2r/. 

(*) Une correction, due à T. Okada, dans la verification de (6.16), a été inclue lors de la lecture des épreuves. 
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VÉRIFICATION DE (6.8). C'est l'hypothèse (2.8), en tenant compte de (6.13) et de 
l'inégalité 

(S+l)(H+l)>c3c4U/\ogE. 

VÉRIFICATION DE (6.10). On utilise les majorations (cf. (2.9) et (2.3)) 

2LnH < -r2— < exp{»?[//D} et £ L , # | loga,| < nc2U/fE. 
LJ\OgAn i=x 

On conclut en utilisant la définition de U3. 

VÉRIFICATION DE (6.11 ). L'inégalité (6.11) résulte des majorations 

J2DLiHh(ai) < nc2Uet f^dMad < nDmax{logA;} < nU/D. 
i=\ i=l 

et de la définition de U4. 

VÉRIFICATION DE (6.12). On commence par majorer log 2 par U. Pour la première 
inégalité, on majore (n/g) + 1 par 77 et on utilise la définition de vo ; pour la seconde, on 
majore (r]/D) + (n/g) + n + 1 par 3r/ et on utilise la définition (2.11) de v. • 

7. Résolution d'un système d'équations. On reprend les hypothèses du 
paragraphe 6 ; en particulier les contraintes (2.1) à (2.12) sont satisfaites, et on a 

|A| < e -vU 

On se donne un entier s, 0 < s < n—2 et un sous-espace vectoriel V de Cn, de dimension 
d — n — s avec 2 < d < n, qui contient (b\,..., bn) et qui est défini par des équations 

On suppose donc 

Zj= E »?Zi d<j<s). 
i=s+\ 

bj= E «% (l<j<s). 
i=s+l 

(Le cas "générique" est celui où s = 0, d = n.) On définit des nombres #,, (s+1 < / < n), 
par 

s 

Ainsi, pour (z\,..., zn) £ ^ , on a 

J2 Zitii = z\ log ai + • • • + zn log an. 
i=s+\ 

En particulier 

(7.1) E Mi = - M « + A. 
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PROPOSITION 7.2. // existe des entiers rationnels qsah 
(l < 6 < D, a = 

(do, crs+i,..., <7rt_i) G Nd, \\a\\ < S, 0 < h < H), non tous nuls, majorés par 
ma&\q6ah\ < / ' , 
6,a,h 

tels que 

D min{r,5} H / T \ n-l n 

E E E • • • E E1MÙ h™° I] A(A;fc„ - Xab, ; <x,) II a* = 0, 
«5=1 a0=0 os+\ an_! h=0 \a0/ |=J+1 ,= 1 

/?<9wr0 < r < T et pour tout (Xu ... 9 Xn) E Zn(L)fï 1 .̂ 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.2. 

PREMIÈRE ÉTAPE: CONSTRUCTION DES qSah. On va appliquer la Proposition 4.1 avec 

À0(W) = (ÏÏs+lUs+i + • • • + Ûn-lUn-Ù/bn, 

Xi(u) = M/, M/ = À/èn — Xnbi, rt = L/̂ „ + L„|&;|, (s + 1 < / < n — 1), 

&* = HTiftô, 
n 

r = ^L/ | loga/ |+L n |A | , 

où, pour k entier positif, i/(k) désigne le plus petit commun multiple des entiers 1,2,...,/:. 
En utilisant l'inégalité log i/(k) < 101k/103 du Lemme 2.2 de [W4], on trouve, grâce à 
(6.4), 

E E E l & k r i r < s ^ 
6=1 ||cr||<5A=0 6=1 

Les conditions (6.2) à (6.9) permettent de vérifier les hypothèses de la Proposition 4.1. 
On en déduit l'existence d'entiers rationnelsp$ah, avec 

max \p6ah\ <ep, 
6,a,h 

tels que, si on pose 

Ç6ah = v(Tlf0P6<Th, 

on ait 

E E E ^ & A ( / i + T i ; r i , T 2 ^ 
6=1 \\a\\<Sh=0 i=s+\ 

pour tout T\ , T2, Ai, . . . , Xn entiers avec 

0 < n < Tx, 0 < r2 < T2 et (Ai,..., A„) G Zrt(L) H ^ . 

Notons que l'on a, grâce à (6.5), 

(7.3) E E Ekfo*l<A 
«=1 ||<T||<SA=0 

< e - v 0 
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et aussi 

(7.4) £ £ Y,\qsM <* 
S=\ \\a\\<Sh=0 

Pi 

DEUXIÈME ÉTAPE: MAJORATION D'UN NOMBRE ALGÉBRIQUE. Pour chaque (n + 
2)-uplet (ri,T2,Ai,...,À„) d'entiers rationnels avec 0 < T\ < T\, 0 < r2 < T2 et 
(Ai,...,A„) G Z n (L)Reposons 

D H n-\ n 
yr\ = E E Z) qbahibKh + Tx ; ri,r2,a0) n A(A*^ - AA- ' a<) II af,h-

è=l\\a\\<Sh=0 i=5+l i=l 

Nous allons vérifier la majoration 

D'après (7.1), on a, pour tout A G Z", 

donc pour A G Zn H 0/, 

n-l 
çiXibn-XnbiWth/bn _ p-XnhA/bn J^ ^ h 

On va maintenant utiliser l'inégalité 

TT e(XibH-XnbMh/bn _ e-XnhA/bn TT aXi 

1=5+1 1=1 

^ - 1 
kz — 1| < — -—kl pour \z\ < R. 

R 

D'après (6.10) et (6.12) on a LnH\A| /&„ < L n / /e V l < 1, donc 

\e-
x»hA/b»-l\ <2LnHe-y\ 

Il reste à constater que la quantité 

2L„//£ £ J] k^^A(/i + n ; T!,^,^)! Il |A(Â „ - A -̂ ; at)\ f[ \at\ 
6=1 \\a\\<Sh=0 i=5+l /=l 

A,/i 

est majorée par eu\ comme le montrent les conditions (6.10) et (7.4), jointes aux majo
rations 

(7.5) |A(fc + n ; ri,r2,<7o)| < (y +2)T(2e)T 

(cf. Lemme 2.2 de [W4]) et 

n-\ , AJ J 

(7.6) I ] IA(Aibn - \nbi ; (Ji)\ < ( — + 1 e5 

1=5+1 V ^ 7 
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{cf. Lemme 3.3). 

TROISIÈME ÉTAPE: MINORATION D'UN NOMBRE ALGÉBRIQUE (LIOUVILLE). Fixons 
TI>7"2> Ai , . . . , Xn comme au début de la deuxième étape et montrons que, si le nombre 
algébrique vT\ n'est pas nul, alors il est minoré par 

En effet, vT\ est la valeur d'un polynôme en 2n variables X\,..., Xn, Y\,..., Yn, évalué au 
point ( a i , . . . , a„, a f* , . . . , a~l). Les coefficients de ce polynôme sont entiers rationnels, 
car les nombres q^ah sont divisibles par v(T\f0 {cf. [W4] Lemme 2.2). Le degré en Xt de 
ce polynôme est au plus LtH + di si A/ > 0, et di si A/ < 0, tandis que le degré en Yj est 
au plus 0 si Xi > 0, et L[H si Xt < 0. Les conditions (6.9), (7.3), (7.5) et (7.6) permettent 
de majorer la longueur de ce polynôme par exp{Pi + Ui). 

Soit vo la place archimédienne du corps Q(«i, . . . , an) correspondant au plongement 
de ce corps dans C associé au fait que les a7 sont des nombres complexes. Montrons que 
l'on peut supposer dVo = g. Si g = 1, alors a, = exp(log aj) G R et dVo = 1. Si dVo = 1, 
alors ai,...,an sont réels et log ay = log |a,-| + iirkj avec kj G Z. Alors 

n 

A = E fy log \(Xj\ + link 

avec k G Z. Comme EjLi fy l°g \aj\ £ ^ l'hypothèse |A| < e~vU assure k = 0. Dans ce 
cas, quitte à remplacer log OCJ par log |o/|, on peut supposer g = 1. 

Ainsi on peut utiliser le Lemme 3.5 avec dVo — g ; la condition (6.11) fournit la 
conclusion. 

QUATRIÈME ÉTAPE: CONCLUSION. Grâce à (6.12), les deux étapes précédentes mon
trent que l'on a vr\ — 0 pour tout 0 < T\ < T\, 0 < ri < T2 et pour tout (Ai,..., Xn) G 
ln{L) H V. Posons, pour 0 < a0 < S et 0 < h < # , 

Paoh = - ^ Ê E • ' ' E *fo*& ÏÏ A(A^n - AA ; ad f\ a*>h. 
&0- <Ç=1 as+l an-\ i=s+l i=l 

On a donc 

r̂A = E E / W ^ o î A ^ + n ; 7 ,i,r2,a0). 
ao=0h=0 

On utilise la seconde partie du Lemme 3.4 : 

min{S,T} H T ' 

E E^T—7Ti h T ~ a o = ° 

pour 0 < r < r et (Ai,..., An) G Zn(L) Pi 1 .̂ Ceci termine la démonstration de la 
Proposition 7.2. • 
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8. Démonstration du Théorème 2.18. On va utiliser la construction précédente 
une première fois avec d = n\ elle permettra de conclure dans le cas n — 2. Dans le cas 
n > 3, cette construction produit un sous-espace vectoriel V de Cn, de dimension d ; on 
utilise une deuxième fois la machine transcendante pour terminer la démonstration du 
Théorème 2.18. 

Commençons par exploiter les inégalités du paragraphe 2 pour vérifier les hypothèses 
du Corollaire 5.4. 

LEMME 8.1. Sous les contraintes (2.1) à (2.17), on a 

(8.2) S> max (4L;+1) , 
\<i<n 

(8.3) T>^^S, 
n 

et 

(8.4) T<2(n+\)SH\ 

de plus, si on pose Lf = (Lj, . . . ,L'n) avec L\ — Li/a, (l < i < n), alors 

(8.5) rCardZ n (Z / ) > (n + l)2SnH ; 

enfin pour démontrer le Théorème 2.18 il n'y a pas de restriction à supposer 

(8.6) pgcd(*i, ...,bn) = \etb& Zn(2L). 

DÉMONSTRATION, a) Vérification de (8.2). On minore S et on majore U : 

( 2\ U c2U 
S - 1 > c4 - — ) et L, < . 

- V 4 c'6)DG l-DH\ogA( 

Il s'agit donc de vérifier 
/ 2 \ 4c2G 

, 6 , log A; 

Comme 

H > (c3 - -
1 \ DG 

c6J\ogE 

il reste plus qu 'à minorer ce et c'6 par 1 et à utiliser (2.13). 
b) Vérification de (8.3). De l'inégalité Tx < U/c5DZ on déduit 

r ^ U
 T -> U f l \ 

c5> 

alors, grâce à l'hypothèse (2.15), on a 

V 1 c5J DZ - n DG - n 
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c) Vérification de (8.4). L'inégalité (2.14) permet de minorer HS par T/2(n + 1), car 

HS > (c3 - l)(c4 - 1 ) - ^ - > „, Cl*^ > T 

logE - 2(n+l)DZ ~ 2(n+l) 

d) Vérification de (8.5). On a 

"(2Li 
C a r d Z w ( L / ) > n ( — - l ) 

avec 

c3D
2G log Ai 

En minorant £/log£ par D2GlogA; avec (2.16), on déduit 

On déduit ainsi facilement (8.5) des hypothèses (2.16) et (2.17). 
e) Vérification de (8.6). Si b appartenait à 2n(2L) l'inégalité de Liouville (Lemme 3.5) 

donnerait 

log |A| > -Dlog2 - 2DJ2LMai). 

Mais alors les inégalités 

Dlog2 < riU, 2DJ2LMai) < -^rU9 v > - ^ - +17 
itï C3 - 1 C3 - 1 

montrent que la conclusion du Théorème 2.18 est satisfaite. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.18. Supposons que la conclusion du 
Théorème 2.18 ne soit pas satisfaite. 

PREMIÈRE UTILISATION DE LA MACHINE. NOUS utilisons la construction transcen
dante conjointement avec le lemme de zéros pour montrer qu'il existe un sous-espace 
vectoriel V de C", de dimension v avec 2 < v < n — 1, contenant (b\,..., bn) et vérifiant 

(8.7) C a r d ^ ( z n ( L / ( « + 1))) < -Sn~\ 

On remarquera que l'inégalité (8.7) est trivialement vérifiée dans le cas V = Cn, mais 
il s'agit de la montrer avec un sous-espace V de dimension < n. En particulier cette 
première étape termine la démonstration du Théorème 2.18 dans le cas particulier n = 2. 

Pour démontrer (8.7) on utilise la Proposition 7.2, avec d = n, s = 0, V — Cn : il 
existe un polynôme non nul 

T , Y cm! V;_i / 
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de degré < 5 en Xo, Xi , . . . , X„_i et de degré < H en Y, tel que la fonction 

¥(£0, Z\,. . . , Zn) = Q(ZJO, Z\, • • • , Zn-U ^ Zn) 

vérifie 

( — ) V(0 , \Xbn - XnbU . . . , Xn^bn - \nbn-u ^ " * * <*»") = ° 

pour 0 < r < T et pour tout À 6 Zn(L). Ce polynôme Q satisfait donc l'hypothèse 
principale du Corollaire 5.4. Les autres hypothèses de ce corollaire sont vérifiées grâce au 
Lemme 8.1 ; en particulier la condition (5.5) résulte de (8.5). Ce corollaire nous permet 
de trouver un sous-espace vectoriel V de Cn, de dimension v avec 2 < v < d — 1, 
contenant b = (b\,..., bn), et satisfaisant 

Cards v( ln(Ll{n+ 1))) < -Sn'\ 

DEUXIÈME UTILISATION DE LA MACHINE. On peut donc maintenant supposer n > 3. 
On remarque que Zn (L/(n +1)) contient Zn(L/2n). On choisit pour d le plus petit entier 
dans l'intervalle 2 < d < n — 1 tel qu'il existe un sous-espace vectoriel V de Crt, de 
dimension d, contenant (&i,..., &„) et vérifiant 

(8.8) Cards^(Zn(L/2n)) < ?-Sn-d. 

La codimension de 1/ dans Cn est s — n — d : on peut donc trouver un sous-ensemble / 
de { 1 , . . . , n} ayant s éléments tel que V soit intersection de s = n — d hyperplans 

de plus, comme bn ^ 0 et que (b\,...,bn) appartient à V, on peut supposer n $ J (noter 
qu'il n'est pas utile de connaître la majoration fournie par le Lemme 2.5 de [W4]). Pour 
utiliser la construction du paragraphe 7, on supposera J — { 1 , . . . , 5}, ce qui simplifie les 
notations, mais ne restreint pas la généralité. 

Les hypothèses de la Proposition 7.2 étant vérifiées, on dispose d'un polynôme non 
nul 

C(Xo,x**i,...,x„_i,y) = £ £ £ ^ A x ? ( n A « ;*«•))**, 
K a h CTO- v;-d.i / 

de degré < S en Xo, Xs+\,..., X„_ 1 (dans la somme sur <r, on a a — (<TO, (JS+\ , • • •, 0n-1 ) £ 
Nrf avec ||a|| < S) et de degré < H en F, tel que la fonction 

* ( Z 0 , ^ 1 , • • • ,Zn) = Q(Z0,Zs+l,. . . ,Zn-l, e^Zn) 

vérifie 

l -\ j U ^ ^ + F n ^n^s+l» • • • > 'Vi—l"n 'Vi^'n—l»wi *¥((),\s+ibn- \nbs+u...,\n-\bn - A A - i , » . 1 •••<V) = 0 
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pour 0 < r < T et pour tout À G Tn(L) D V. Par conséquent Q satisfait l'hypothèse 
principale du Corollaire 5.4. Il faut encore vérifier (5.5). En utilisant le Lemme 3.2, on 
trouve 

Card(®(L/n))Cardsv(ln(L/2n)) > CardZn(L/2n)9 

ce qui, joint à (8.5) et (8.8), donne 

TCard(®(L/n)) >(n + ïf-^H. 

A plus forte raison on a 

rCard(o(L/(d+ 1))) >(d+ l )V/7 , 

ce qui est la contrainte (5.5). 
On trouve ainsi en utilisant le Corollaire 5.4 un sous-espace V de V de dimension 

r, avec 2 < r < d — 1, contenant b = (b\,..., bn) et satisfaisant 

C a r d ^ , ( o ( L / ( J + 1))) < - 5 ^ r ; 

le Lemme 3.2 permet maintenant d'écrire 

Cards^f(2
n(L/2n)) < Cards^(<&(L/n))Cardsv(ln(L/2n)) 

J r 

< -s-\ 
r 

contredisant la minimalité de d. Ceci termine la démonstration du Théorème 2.18. • 

9. Démonstration du Corollaire 1.5. a) Mode d'emploi du Théorème 2.18. Avant 
de procéder à la démonstration du Corollaire 1.5 nous donnons quelques explications sur 
le choix des paramètres que nous allons faire pour vérifier les hypothèses (2.1) à (2.17). 

Certains choix se reflètent dans l'énoncé du Corollaire 1.5 ; par exemple nous con
staterons plus loin que nos paramètres ci et es satisfont Ac^c^ < e6n3 — 4 ; on peut donc 
prendre cf

0 — e7n3 — 4e pour satisfaire la seconde partie de (2.7), et, à cause de (2.4), 
c'est ce terme qui est directement à l'origine du 7 + 3 log n dans la définition de Z$. Dans 
cette même définition, le terme (g/D)\ogE vient de ce que nous allons prendre (c'est 
un choix arbitraire) c'6 = g ; la deuxième condition de (2.4) nous amène naturellement à 
prendre Z = 2ZQ. 

Nous verrons que la condition (2.15) impose essentiellement G > 2(n + XfZjn (car 
C4 sera voisin de 2c\) ; il est alors naturel de prendre c^ — 2(n + l)2cf

6/n. Nous avons 
demandé Go > 4HZQ ; nous pouvons donc choisir G = (1 + l/n)2Go ; Les contraintes 
(2.5) et (2.6) vont nous amener à choisir es = 4g(n + l)2/n, tandis que (2.7) sera satisfait 
avec co = 2e. Dans les applications, on peut généralement choisir les paramètres C5, c& 
et cf

6 plus grand, ce qui améliore légèrement les estimations. 
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Quand on écrit (comme dans le paragraphe 7 b de [W4]) les termes prépondérants de 
(2.8), (2.12) et (2.17), et que l'on cherche à minimiser v dans (2.11), on trouve qu'il est 
naturel de poser 

c3 = 7 3 - , c2 = 7 2 2 2 V V ! - 1 ( l + f )" _ 1 , 
6 J 

puis 

ci = 7 i ( l + ^)c 2 , c4 = 7 4 ( l + j)c2, w = 7o(l + j)-c2, 

avec des nombres réels 7o, 7 i , . . . , 74 à déterminer. Ce recentrage des paramètres a pour 
avantage que les 7/, (0 < / < 4) vont pouvoir être choisis dans des intervalles bornés 
fixes(*), à savoir : 

1 < 7 0 < 2 . 1 , 0.5 < 7 i < 0.54, 8 e 2 < 7 2 < 1 3 0 , 4 < 73 < 10, 0 . 8 7 < 7 4 < 1 , 

alors que w et les c,-, (1 < / < 4) tendent vers l'infini avec n. On réécrit maintenant les 
contraintes (2.8), (2.12) et (2.17). Il se trouve que nos paramètres vérifieront 

2g(\ + /x)27o > 7374, donc 2gn(l + /x)2w > c3c4 ; 

alors (2.8) représente une majoration de w, par conséquent on peut remplacer l'égalité 
dans (2.12) par une minoration de w. Maintenant on pose 

1 = 2rc+ — log^l + - j , ci 10/ 
103c5 ' 

*.>-L 

n 
2(«+l) 2 

(2 + a)nc3 

et on choisit 

Ê2 > , e3 > U + 7 . e4 > + r 

de manière à remplacer (2.8) par 

(9.1) (l + / i ) 27o<Ml37 4 ( l -e 2 ) , 

tandis que (2.12) devient 

(9.2) 7o = 1 + -7 i + - J ^ 1 7 4 + e3 

et que (2.17) s'écrit 

1 \ 2 / a \ n 
7i 72(1 - e4) > ( l + - ) (^)n7275+ 12-2 n . 

(*) Précisons que ces intervalles ne sont pas imposés : dans certaines applications il peut être préférable 
d'utiliser d'autres bornes. La connaissance préalable des ces encadrements sert seulement à vérifier que les 
choix de 6, ej et 77 sont licites. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1


LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES 211 

En tenant compte de (9.1), on demandera 

W(±Y (i+M)2w+27g+1 

(9.3) 72 > ( i + ~ y 
\2nJ 22n^+llll4(l-C4-(n+l)e2y 

La stratégie est la suivante : on choisit 7i, 74 et /i, on calcule 7o par (9.2), puis 72 par 
(9.3) (on ne connait pas encore les valeurs exactes des et, mais il suffit de les minorer 
pour satisfaire (9.2) et (9.3)) ; enfin on pose 

7i 74 / , 107 \ 
75 = 1+M70 + —+ —(1 + T T ^ - J + C 3 , 

103c5> 

de manière à pouvoir prendre 

et vérifier (2.11). 
On obtient ainsi la conclusion du Théorème 2.19 sous la forme |A| > e~cu° avec 

C = Tg-n-222nr?n+5(\ + ^ et T = 2(l + i ) 2 7 5 7 2 . 

Le choix de 7i, 74 et fi est fait de manière à rendre F aussi petit que possible. 
b) Choix des paramètres. Pour plus de clarté nous rappelons les choix que nous venons 

de faire et nous les complétons. Nous posons d'abord 

Z=2Zo, G = ( I + - ) G 0 , £/ = 2( l + - ) I/O, 

ensuite 

c0 = 2e, CQ = e7n3 - 4e, c5 = 4g(n + l)2/n, c'6 = g, c6 = 2g(rc + 1)2/AZ, 

puis 

On choisit maintenant des nombres réels 7i, 74, M de la manière suivante : pour 2 < n < 
4, on prend les valeurs dans le tableau ci-dessous tandis que pour n > 5, on pose 

1x = \, 74 = l - ^ e t * * = l . 

On pose ensuite, pour n>2, 

< 2 l+e i (l+/i)27o 
7 o = l + - 7 i + L74+e, 73 = \ f \ 

et 

-fn M W (l+/i) 7° 
2 V «7 V2/i/ 22^w+17i74(l-A24eV 
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Voici le choix des paramètres 7i, 74 et \i pour n — 2,3,4, avec les valeurs correspon
dantes de 73, 7o et 72, d'abord pour g = 1, puis pour g = 2 ; nous donnons aussi les 
valeurs pour n = 5 qui résultent des choix ci-dessus. Pour 7i, 74 et /i, les valeurs sont 
exactes (sauf 74 pourn = 5, où la valeur exacte est l — e/29cs avece/29c5 < 2-10~18), 
tandis que pour 73, 7o et 72, les valeurs sont arrondies. 

n 

2 

3 

4 

5 

7i 

0.54 

0.53 

0.53 

0.50 

74 

0.87 

0.88 

0.90 

1.00 

M 

0.73 

0.79 

0.83 

1.00 

73 

9.65 

7.78 

6.80 

5.68 

S=l 

7o 

2.05 

1.69 

1.52 

1.42 

72 

99.84 

130.98 

110.06 

94.89 

73 

9.60 

7.75 

6.78 

5.67 

8 = 2 

7o 

2.04 

1.68 

1.51 

1.42 

72 

98.76 

128.78 

108.37 

93.45 

Pour n > 5 on a 

4 < 7 3 < 4 ( l + - Y 1 <7o < 1 + - et 8e2 < 72 < 8 e 2 ( l + - Y 
V n) n V n) 

On prend maintenant 

c3 = 73- , c2 = l22
2"n^g-n-l(l + I)""1, 

ci = 7 i ( l + ^)c 2 , C4 = 7 4 ( l + ^ )c 2 

puis 

107 \ f . 8 \ n i n M /\ lu/ \ 
w = 7o 1 + 7 -C2, 75 = 1 + M ô + — + — 1 + 7777- + C ffg 

\\2 

'-"('+ï)h r=2K) 7572 

et 
c = rg-^222V"+5(i + |V . 

Un petit calcul fournit les majorations suivantes : 

* = 1. 

* = 2, 

« = 

r< 
r< 

2 

1450 

1430 

3 

1320 

1290 

4 

910 

890 

>5 

750 

740 

et 
10> 

T < 2 V ( l + —)pourn>6. 
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c) Vérification des contraintes (2.1) à (2.6) et (2.13) à (2.16). Les conditions (2.1), 
(2.2) et (2.3) sont vérifiées par hypothèse. Comme Z = 2ZQ avec d'une part 

Zo > logmax j l , -—-} etZo > logfco + 4e), 

d'autre part 

Zb>glog£>§. 

les inégalités (2.4) sont satisfaites. Ensuite on a 

U 2 . / . 1\2 

donc 

enfin 

G = (l + - ) G0 > 4/i(l + - ) Zo > c5, 

r 4« 
Go > max log M, — log£, 4n log(co + 4e) 

G > fl + -JGo > log max {M, l} + logmaxj ——, i l +log(c0 + e) ; 

l\2. 
G>2n(l + -) Z > ^ ( l + l o g £ ) , 

V n) D 

ce qui démontre (2.5). 
Comme D log At > log£, on a % > D2GQZQ/ logis et 

„>?^>(1 + i ^ D Z K) log£" V «/ log£ 
avec 

DGo ^ . DZo 
;—^ > 4/i- > 4ng, 
logE log£ 

et c'est pourquoi nous avons pris c$ = 4gn(l + l/rc)2. Finalement (2.6) résulte des 
inégalités U$ > D2 log A > Dlog£. 

Les conditions (2.13) et (2.14) proviennent des majorations 

4c2 < (c4 - 2)(c3 - 1) et ci < 2g(c3 - l)(c4 - 1). 

Pour démontrer (2.15) on constate que l'on a C4C5 < 2(c\c$ — 1) car 72 > 58 et 

7 4 < 2 7 i - — < 2 7 i ( l - — Y 

Enfin (2.16) provient des définitions de U et U$ grâce aux inégalités DZ > 2g log E et 
Dlog£>logA,. 

d) Vérification de (2.7). Grâce au choix CQ — 2e, la première inégalité CQ > 
2en2C2/(c3 — l)(c4 — 1) résulte de la minoration 

7 3 ( l - - ) > 474-4-v Q / n1 
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En utilisant l'inégalité de Liouville, nous allons montrer qu'il n'y a pas de restriction à 
supposer 

(9.4) M(log£)3 > 2nn3n+4D3G0Zo. 

En effet, si la conclusion du Corollaire 1.5 n'est pas satisfaite, alors, en posant A* = 
max {Ai,. . . , An_i}, on a 

|A| < exp{-2n+Vn+5£/0} < exp{-2n+1^n+5D4GoZ0logA*logAn(log£)-3} ; 

par ailleurs, en appliquant le Lemme 3.5, on trouve 

|A| > \\a\< • • -ab
n" - 1| > 2 - ° e x p ( - D Î > y l log A,-), 

avec \bj\ log A, < MlogAn log A* ; la minoration 

D3G0ZologA*logA r t(log£r3>l 

suffit pour conclure que (9.4) est bien satisfaite. Ceci démontre la minoration de cç> dans 
(2.7). La minoration de cf

0 s'écrit, en tenant compte des définitions de C3 et C5 : 

1673"(tt+l)2 <e6n3 -4. 

On constate en effet que l'on a toujours choisi 73 < 11. 
e) Vérification de (2.12), (2.8) et (2.17). Nous avons ramené la vérification de (2.8), 

(2.12) et (2.17) à celle de (9.2) et (9.3). Un calcul simple montre que notre choix de e, 
avec 62 = €3 = e et 64 = (n4 — n — l)e convient. 

f) Vérification de (2.9) et (2.10). Notons déjà que DlogAn > 1 et 2c2U < c3c
n
4U

n. La 
définition de U et les hypothèses sur Go et ZQ permettent d'écrire 

E > 5^5 > 2 ( 1 + l ) 2 D G o Z o > 8 ( " + 1 > 2 D Z Q ^ Q>+ D2 

D ~~ logE ~ V n) logE ~ nlogE 
donc 

E v o J n + 1 ) 2 

D 
On a aussi 

V «/ log£ rclog£ n 

> 8 g ( " + 1 ) (7 + 3 logn) > 134gn. 

C/= 2( l + - ) C/o >2Z)log£ 

et 

" a « ^ ^ >- ̂ Mêë) >- *->*<&)• v log El V log J 
ce qui entraîne U > AD log DctU > 2D log £/. On a choisit 77 de manière à vérifier 

'b\1~ 2 / > l o S c 3 + w l °g c 4et — ^ - « j >2nlog((/z+l)w) + log9. 

g) Vérification de (2.11) et conclusion. Le Théorème 2.9 nous permet de conclure 
| A| > e~vU, où v est soumis à (2.11 ). On majore 1 / (fE) par 1 / / (on pourrait faire mieux si 
on imposait une minoration à/) , ce qui justifie la définition de 75 et fournit la conclusion 
\A\>e-cu». 
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10. Autres corollaires. Dans cette dernière section nous énonçons et nous 
démontrons des conséquences du Corollaire 1.5. Le premier énoncé supprime l'hypothèse 
d'indépendance linéaire des log a,. Le second enlève la condition Go > AnZ$. Le 
troisième raffine un résultat de [LMPW]. Enfin nous donnons un exemple de minora
tion de \a\x -"Ocb

n
n - 1|. 

COROLLAIRE 10.1. Dans le Corollaire 1.5, on peut supprimer Vhypothèse d'in
dépendance linéaire des log ary, à condition de remplacer la définition de Go par 

Go = max{4«Zo ; log M ; logD}. 

Ce corollaire repose sur le fait que des logarithmes Q-linéairement indépendants de 
nombres algébriques satisfont une relation de dépendance avec des coefficients que l'on 
sait majorer {cf. par exemple le Lemme 4.1 de [Wl]). 

Pour les trois derniers corollaires, on désigne par a\,..., an des nombres algébriques 
non nuls ; on pose 

D = [Q{au. • •, an) : Q] et g = [R(log au..., log an) : R] ; 

on considère des nombres réels positifs Ai , . . . , An, A et A* qui vérifient 

logA/ > h{at), (1 < / < n), A = max {Ai,... ,A„}, A* = max {Ai,... ,An_i}. 

De plus soient b\,...,bn des nombres entiers rationnels avec bn > 0. 
Pour les Corollaires 10.2 et 10.3, on pose 

B/ = max{2,|*i|, . . . , |ftn_1 |}; 

on choisit des déterminations log ct\,..., log an des logarithmes des nombres a\,...,an 

et on choisit un nombre/ avec 

l o g A / ^ l l o g a / l , (1 < i < * ) ; 

on suppose que le nombre 

h — b\ log <*! + ••• + &„ log an 

n'est pas nul, et on désigne par E, ZQ et ZQ des nombres réels positifs satisfaisant 

sv^ • IAD AD nD{^\\og(Xi\Yl\ 

Zo >max |7 + 31og« ; - l o g £ ; l o g ( - — - J | , 

et 
Zo = max{4«Zo ; 1 + logD ; log£}. 

Enfin C{n) désigne la constante du Corollaire 1.5 : 

C{n) = Tg-n-222nn3n+5(\ + ÇX, 

où r a été estimée au paragraphe 9. 
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COROLLAIRE 10.2. Posons 

X = C(n)D"+zZbZb log A! • • logA„(log£)-

Alors on a 

|A|>(fen + r^ r+2) *. 
V \OgAn J 

COROLLAIRE 10.3. On définit 

Y= l3n2C(n)(l + ^Dn+2ZoZo 

I l+log£> + log(̂  ^B
E )JlogA1---logA,I(log£) 

Soi7£ tm nombre réel avec 0 <S < 1/2. A/ors 

\M>e-SB\S/bnf. 

Par conséquent, si e est un nombre réel, 0 < e < l, tel que 

0 < |A| < e~tB', 

alors 

B < T l o g ( — ) . 

Le Corollaire 10.3 raffine le Théorème 2 de [LMPW] ; en particulier, dans Y, la 
dépendance en A* fait ici intervenir au plus log A* log log A* au lieu de log A*(log log A*)2. 

Le Corollaire 10.1 fournit aussi des minorations de la différence 
nous donnerons ici seulement un exemple : 

COROLLAIRE 10.4. On suppose 

On pose 

£ = max{2,|&i|,...,|&n|}. 

Alors 

\ab
{
1 • • • ( # - 1| > exp{-C'0i)Dn+2(l +logD)(log£ + logD)logA1 • • -logAn}, 

avec 
, f 24n+18n3n+* sig = 1, 

LW~ J26"+3V"+6 si g = 2. 
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DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.1. Par récurrence sur n on peut supposer que 
le Q-espace vectoriel engendré par log a i , . . . , log an est de dimension n — 1. Il existe 
alors une unique relation linéaire 

î\ log ai + • • • + tn log an — 0 

avec des entiers rationnels t\,...9tn premiers entre eux dans leur ensemble. Le 
Lemme 4.1 de [Wl] donne la majoration 

max{|f i | , . . . , | f n |}<r 

avec 
T < (9nD3max\ogAj)n~l, 

j 

où le maximum est pris sur l'ensemble des indices), 1 < j < n, pour lesquels tj ^ 0. 
Nous distinguons alors deux cas : 

PREMIER CAS. tn ^ 0 et T < (9nD3 logA„)n~ . On élimine bn en écrivant 

tnK = M o g a i + • •• + £„_! loga„_i 

avec bj = tnbj — bntj, (l <j <n— 1). Comme tn ^ 0, les nombres log a i , . . . , log a„_i 
sont linéairement indépendants sur Q, et on peut utiliser l'hypothèse de récurrence : 

\tnA\ >exp{-C(n-l)Û0}, 

avec 

Ûo = max{D2logA ; Dn+lG0Z0\ogAl • • .logA„_i(log£r"}, 

Go = max{4ftZo ; log M, log D} 

et 
M<2T(M + D max |è.-|). 

l < / < n - l ' 

Pour 1 <j <n— l o n a \bj\ < MlogA„, ce qui donne 

M < (9nD3 XogAnfM. 

On majore log |/„| par log T < Oo,dt telle sorte que 

| A | > e x p { - ( C ( r t - l ) + l ) & 0 } . 

On utilise les inégalités suivantes : 

D log An > log £, Go > n log(9n), G0 > log M, 

G0 > log A DGo > logE, \ogAn > loglogA„. 
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On trouve ainsi 

\ogM + n\og(9n) + 3n\ogD + n\og\ogAn < (4n + 2)DG0\ogAn(\ogE)~l 

et par conséquent 
G0 < (4n + 2)DG0logAn(log£)-1. 

Comme C(n) > (An + 2)(C(n - 1) + l) , on a 

(C(n- l )+l )&o<C(/ i ) t f 0 . 

DEUXIÈME CAS. Quitte à changer la numérotation de log a i , . . . , log aw_i, on peut 
supposer que Ai est le plus grand des A7-, (1 < j < n — 1), pour lesquels t-} ^ 0. On 
suppose ici soit tn — 0, soit An < A\, de telle sorte que l'on ait 

r<(9nD 3 logAi) n _ 1 . 

On élimine b\ en posant bj = t\bj — b\tj, (2 <j < n) : 

11A = ï>2 log a2 + • • • + bn log an. 

On utilise l'hypothèse de récurrence : 

kiA| > e x p { - C ( n - l ) £ / 0 } , 

avec 

Û0 = max{Z)2logA ; Dn+xG^\ogA2 • • • logAn(log£)""}, 

Go = max{4rcZo ; log M ; log£)}. 

On majore M de la manière suivante : 
a) Si tn — 0, alors bn — t\bn et 

M< max | J ^ + J£L)<r,na* ( - \ + -M- + JM_ )< 2 7 M . 
2</<n-l l logA/ l ogA n J 2</</i-l [ logA; logA„ logA„ J 

b) Si /„ ^ 0 et bn ^ 0 alors 

VlogA7 log A, logAn logAJ 

Comme tn ^ 0 on a An < Ai et |&i| < MlogArt < MlogAi ; d'autre part la minoration 
log A, > 1/D, donne \b\\/ logA, < DMlogAi et 

M < 7 M ( 2 + DlogAi). 

c) Enfin si tn ^ 0 et bn = 0 on choisit un indice m, 2 < m < n — 1, pour lequel 
bm^O: 

M< max l - ^ + - ^ L ) < 4 D r m a x { | ^ i | , . . . , | ^ _ 1 | } ; 
2<j<n-\ \ \0gAj 10gAmJ 
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mais, pour 1 <j < n — 1, on a \bj\ < M\ogAn < MlogAp 
Ainsi on a toujours 

M<(9nD3\ogAi)nM. 

Les mêmes estimations que dans le premier cas permettent de vérifier 

logM < (4/i + 2)DG0logA1(log£)~1 

et de conclure. 

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.2. On considère deux cas : 
a) Si 

(1 + logD)\og(bn + ^ j - + 2) > 4«Zo, 
logAn 

il suffit d'utiliser le Corollaire 10.1 avec 

B' 
G0 = max{l + logD ; logE}\og(bn + -—— + 2). 

En effet on a alors Go > log M car bn/ \ogAj < Dbn pour 1 < j < n. On utilise enfin les 
majorations 1 + log D < ZQ et log E < Zo ; cette dernière sert à vérifier 

Z^ZoZologA! • • -logAnilogE)-"-1 > D3Zo\ogA(logE)-1 > D2\ogA. 

b) Dans le cas contraire, on prend Go = max{4rcZo,logD}. On a alors Zo > Go > 
log M, et le Corollaire 10.1 fournit de nouveau le résultat annoncé. 

REMARQUE. On peut obtenir une valeur de X légèrement plus petite en utilisant 
l'inégalité de Liouville (cf. (9.4)) quand bn + (B'/ logAn) + 2 est petit ; un exemple se 
trouve dans la démonstration du Corollaire 10.4 ci-dessous. 

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.3. On commence par montrer que le 
paramètre Y vérifie 

do.5) r > M t o g ( _ ) . 

où X a été défini dans le Corollaire 10.2. En effet, on a d'abord 

On vérifie ensuite les inégalités 

4n(7 + 3 logn)2 < e2"2 et ( r + 1)22V"+5 < e9"2!1, 

puis 

logC(n) < ^n 2 ( l + 1 ) et l o g ^ ^ ^ j < 2n2(l + 31ogD), 
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donc 

'<^)<-lPM)h^<-^f))-
On obtient ainsi (2.5). Nous allons en déduire l'inégalité 

K l o g 2 ^ l o g ( , ^ ) -

Il suffit pour cela de noter que X/ \ogAn est toujours supérieur à 3 • 105, donc 
log(X/logA„)> 12.5, et 

x \2{°z2-1
 1A1 / X \ 

> 10 log . 
l o g A j ë VlogAj 

Pour conclure la démonstration du Corollaire 10.3 il ne reste plus qu'à établir le lemme 
suivant (avec i — log An, B — B', b = bn) : 

LEMME 10.6. Soient X, F, l, B des nombres réels positifs avec Y >X > l et 

yio g 2>xiog(y) . 

Soit b un entier > 0. On pose 

M=b+^ + 2. 

Alors pour tout nombre réel 6 vérifiant 0 <è < 1/2, on a 

X\ogM<èB + Y\og(-Y 

DÉMONSTRATION DU LEMME 10.6. Etant donné que la fonction réelle de variable 
réelle positive x i—• xB — F log* atteint son minimum au point x = Y/B, nous sommes 
amenés à distinguer deux cas : 

1. Pour B < 2 F on doit vérifier 

X\ogM< ~B+Y\og(2b). 

Or on a d'une part b+2 <3b< 3Z?F/£,carF> £, et d'autre part Bj t < 2Y/1 < 2bY/E, 
donc M < 5bY/L On ajoute les inégalités Flog2 > X\og(5Y/0 et FlogZ? > Xlogb 
pour obtenir 

Flog(2fc) > X l o g ( - ^ ) > XlogM. 

2. Si B > 2F on doit vérifier 

bB 
X l o g M < F + F l o g ( — ) . 

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1


LOGARITHMES DENOMBRES ALGEBRIQUES 221 

On a cette fois-ci 

no8(g)>x,0 
car bB > B > 2Y ; on ajoute cette inégalité à Y log 2 > X\og(5Y/ £) et on trouve 

D'autre part, comme B > 2F > 2£ et que b > 1, on a b + 2 < 3& < 3bB/2£ et 
5 /£ < &#/£, d'où M < 5bB/2£. Finalement 

nog(y)>xiogM. 

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.4. Il n'y a pas de restriction à supposer 
qu'aucun des b[ ne s'annule. On numérote les A/ de telle sorte que An = A soit le plus 
grand. Commençons par le cas plus facile g = 1 ; on peut alors supposer que les nombres 
réels a\,...,an sont tous positifs. On prend les logarithmes (usuels) ; on a 

| logeai < h(at) < D\ogAh (1 < i < n), 

ce qui permet d'utiliser le Corollaire 10.1 avec/ = l/e,g = 1, E = e et 

ZQ = (7 + 3logrc)(l + logD), Go = max{4rcZo ; log(2DB)} ; 

on obtient 

\a\x ---ofy - 1| > -|Z?ilogai + ••• + £„ logeai > exp{-C(n)f/0} 

avec 

et 

I/o = ^ ,+zZbGologAi...logAII 

C{n) = (T + 1) • 2Znn3n+\l + e)n. 

a) Si \og(2DB) > 4rcZ0, on obtient le résultat annoncé car \og(2DB) < 2 \og(DB) et 
C'(n)>2(l + 3logn)C(n). 

b) Si 2é>5"D3 < 2DB < e4nZ°, on majore G0 par 

4 
Go = 4nZo < 4n(l + 3 log/î)(l + logD) < -n(7 + 3 logrc)log(DB) ; 

l'inégalité | (T + l)(7 + 31og«)2(l +é0" < 22n+18 montre que la constante C'(n) satisfait 

4-n 
Cf(n)>—(l + 3\ogn)2C(n). 

c) Enfin si tf^"/)2, on a 

DB e5n
 3 C\n) 3 

< —£>3 < ——D3 . log(DB) ~ 5n ~ 5n 

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1993-010-1


222 MICHEL WALDSCHMIDT 

On utilise l'inégalité de Liouville sous la forme 

\ab
i'---a

h
n"~l\>2]'De-nDB^A; 

il ne reste plus qu'à verifier 

D\og2 + nDB\ogA < C'(n)Dn+\l + logD)(logD + log£)logA1 • • -logA„ 

pour B < e5nD2 ; or le membre de droite est supérieur à Cf(n)D3 (log D + log B) log A, et 
l'inégalité désirée résulte de la majoration ci-dessus de DBj \og(DB). 

Venons-en au cas g — 2. Désignons par log a, la détermination principale (de partie 
imaginaire G [—n, TT[) du logarithme de ctj (l <j < n). On a 

| logO/l2 < 7T2 +(l0g|a7-|)2 < (7T2 + l)(Dl0gA;)2 , 

ce qui amène à choisir/ = 1/eVir2 + 1 pour que 

llogo/l < —DXogAj. 

On peut supposer que la distance du nombre a\' • • • ocb
n

n à 1 est inférieure à 10~3 ; il existe 
alors un entier pair bo G 2Z tel que le nombre 

A = iirbo + b\ log ai + • • • + bn log an 

satisfasse 
|A| < 2 | « * ' - - - o ^ - - l | . 

On a de plus 
D n lAl 21 

l*o| < - 7 E N l o ê A + — < -^nDBXogAn 
nef j=l 7T 20 

carAy < An, l/rcef < 1.0495 et |A| < TT • 10~3. On va encore utiliser le Corollaire 10.1, 
mais avec n remplacé par n + 1, et 

logAo = l/D, ao = — 1, logao = iir, E = e, 

Z0 = (7 + 3 \og(n + 1))(1 + logD), G0 = max{4(n + 1)Z0 ; logM}. 

Montrons que le paramètre M, défini par 

M = max 
0<Kn-l 

+ UogA„ log At y 

est majoré par ^nDB. En effet, on a 

\bi\l logAn < DB, bn/ logAi <DB, (l<i<n- 1), 

w
+^<g+ , )D f i . logA„ logAo V 20 
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On déduit donc du Corollaire 10.1 la minoration 

\a\l • • • a ^ - l | > - |feilog«!+••• + &„logan| > exp{-C(n)t/0} 

avec 
Uo = Dn+3ZoGologA0--'\ogAn 

et 
C(n) - ( r + 1) • 2-n~3 • 22n+2(n+ l)3/î+8(l + 2eVir2 + l)n+1 . 

On reprend les arguments du cas g = 1 : 
a) Si log(|£wZ)2?) > 4(n + l)Zb, il suffit d'utiliser les inégalités 

log(^/ iD*) <21og(Z)£) 

et 
C'(n) > 2(7 + 3 log(n + \))C(n). 

b) Si £ > e5nD2 et | ^ D £ < e4(n+l)Z°, on a 

G0 = 4(n+l)Zb < 4(n+l)(7+31og(n+l))(l+logD) < ^(n+l)(7+31og(n+l))log(DB) ; 

l'inégalité 

V + 1)(7 + 3log(/i + l))\n + l)3n+9(l + 2 e A 2 + l)"+1 < 25n+33n3n+6 

montre que notre constante C'(ri) satisfait 

C\n) >\(n+ 1)(7 + 3 \og(n + \))2C{n). 

c) Enfin si B < e5nD2, on utilise comme ci-dessus l'inégalité de Liouville avec la 
majoration 

Dlog2 + «D£logA < C'{n)Dn+2{\ +logD)(logD + log£)logAi • • logA„. • 

REMARQUES FINALES. 1. Insistons sur le fait que, pour une application numérique 
concrète, si on veut une estimation numériquement précise, il est certainement avan
tageux d'utiliser le Théorème 2.18 plutôt que l'un des corollaires, pour lesquels nous 
n'avons pas cherché à obtenir des estimations très fines. 

2. On peut espérer améliorer le lemme de zéros (Corollaire 5.4) {cf. le calcul d'une 
valeur optimiste des constantes au paragraphe 7 c de [W4]) ; si on pouvait y remplacer 
la condition L- = Li/(d + 1) par L- = L/, on pourrait prendre a = 1 dans (2.17) ; 
cela permettrait de gagner un facteur (2n)n et de remplacer 22nn3n+5 par 2nn2n+5 dans la 
conclusion du Corollaire 1.5. 
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