
THEORIE DU BONUS

CONSEQUENCES DE L'ETUDE DE MR. LE PROFESSEUR FRECHET

E D . FRANCKX

Belgique

La theorie du bonus n'en est qu'a ses debuts et, afin d'en etudier
une premiere approximation, Monsieur le Professeur Fre"chet a
utilise' la the'orie des chaines de Markoff-Poincare; la premiere
synthese de cette theorie a ete donn^e dans son livre ,,Recherches
the"oriques modernes sur le calcul des probabilites —• 2eme livre —
Gauthier Villars".

Nous trouvons que l'idee de Monsieur Frechet, pre'cise'e dans
un cadre bien defini d'hypotheses, est particulierement int6ressante
et nous voudrions, quant a nous, essayer de d^gager pour les actu-
aires les consequences qu'une telle hypothese introduit. On pourra
en d^duire une marche a suivre pour verifier dans quelle mesure
cette hypothese cadre avec la realite.

L'hypothese fondamentale de Monsieur Frechet consiste a
admettre:

i°) l'existence d'une probability pour qu'un vehicule ayant eu
i sinistres au cours de l'anne"e calendrier, subisse / sinistres au cours
de l'exercice suivant;

2°) que cette probability est independante de la voiture et de
l'annee consid^e.

Si nous conside'rons les possibilit^s reduites a r = 3 cas (de facon
a simplifier l'expose, ce qui ne limite en rien le raisonnement),
les possibilit6s seront completement d6finies par le tableau ou
matrice de la chaine de Markoff-Poincare" (voir page suivante).

L'existence d'une chaine de Markoff-Poincare entraine un certain
nombre de consequences, developpees et demontrees dans l'ouvrage
cite de Monsieur Frechet.
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A. On peut conside"rer la probabilite pour qu'un vehicule,
ayant eu i sinistres au cours de l'anne"e de reference un, (anne"e
d'inscription), subisse / sinistres au cours de l'ann^e de reference n
— c.a.d. n ann^es apres l'inscription — et cela sans prendre en
consideration le nombre des sinistres eVentuellement encourrus
au cours des anne"es interm^diaires. Si on de*signe par p"(l cette
probabilite, on obtient la matrice [Af J

PI
P:,

PI
PI
P».

Des formules imm^diates

on d^duit la propri6te gen6rale des chaines, ecrite sous forme
matricielle

M J (i)

d'ou on d^duit que les matrices markoviennes constituent un groupe
permutable et que

[MJ = [Af,]" (2)
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B. Ce qui est plus important en pratique est le comportement
asymptotique de la formule pre'cedente, c.a.d.

lim [Mn]

On sait, par exemple, suite a l'etude de Poincare, que le battage
des cartes est repr^sentable par une chaine de Markoff avec 52
etats (places au depart, places a l'arrivee, apres chaque battage)
et Poincare a d^montre que

lim [Mn] =

1 . . . . 1

52 52

ce qui est un des aspects du principe ergodique: apres un grand
nombre de battages, chaque carte a, quelle que soit la position de
depart, la meme chance d'arriver a une place arbitraire. C'est une
methode de fabrication du hasard et une justification de notre
comportement habituel en jouant aux cartes. Remarquons que n
ne doit pas etre tellement grand, pour que nous ayons le sentiment
que le jeu soit ,,bien battu".

II est par suite assez interessant de soulever l'aspect correspon-
dant de la question dans le cas de la chaine de Markoff qui est a la
base de l'assurance auto.

Avant tout, les matrices n'y ont pas le caractere d'etre double-
ment stochastiques comme dans le cas de Poincare — (car cela
reviendrait a dire qu'un assure aurait autant de chance d'etre,
apres quelques annees, dans la cate'gorie 0 ,,des bons conducteurs",
1 des ,,malchanceux", 2 des ,,mauvais conducteurs".

Cependant, on peut pre"ciser par la pratique courante la nature
de la chaine de Markoff. En effet, si on reduit la chaine a ces trois
categories, les frequences observers, en statistique, pour chacune
de ces 9 possibility de la matrice M, sont strictement positives
(il n'y a pas de ze"ro dans la matrice Mx).

Des lors, il re"sulte d'un thdoreme fondamental de Markoff que
Ton se trouve dans le cas dit ,,regulier" et que:
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lim [Mn] =
Pi Pi Pi
P

2 (3)

c.a.d. que la matrice limite [Mo] comporte trois colonnes identiques
et si nous d6signons par V = [P-i -P2 P»\ ^e vecteur ayant les com-
posants de la colonne, on a de plus:

[MJ V = V (4)

ce qui prouve que F est le vecteur propre de la matrice [M{\ cor-
respondant a la valeur propre s = 1, ce qu'on ve'rifie aisement
en se reportant a la note de Monsieur Fr6chet.

Quoi qu'il en soit, il est utile au point de vue de l'assurance auto-
mobile de d6duire les consequences de ce th6oreme de Markoff.

Ce theoreme ergodique se traduit comme suit:

Quelle que soit la classification des conducteurs la premiere annee —
c.a.d. leur appartenance aux classes conventionnelles ,,bon",
,,malchanceux", ,,mauvais" — il y a apres tin grand nombre d'annees
des probabilites pratiquement invariantes

1 i J.

Po d'etre parmi les ,,bons",
Px d'etre parmi les ,,malchanceux"
P2 d'etre parmi les ,,mauvais".

avec Po + P1 + P2 = i,

Ce serait en quelque sorte le principe de la stabilisation des pro-
babilites d'appartenance a ces categories dans le temps.

Cela implique la prise en consideration de deux pe"riodes dans
la succession des ann6es:

i°) au cours des premieres anne"es on a des probabilites fluctuantes,
donne"es par la suite des matrices [Mn], qui de"finissent en quelque
sorte le regime transitoire.

2°) apres un nombre determine' d'annees, on constate le passage
au regime permanent avec ses probability stabilisers.

On voit done que l'hypothese d'une chaine de Markoff, introduite
par Monsieur Frechet, est particulierement interessante pour l'ac-
tuaire et qu'il vaut la peine de se pencher sur les statistiques pour
verifier dans quelle mesure cette hypothese fondamentale est
valable.
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Une question sera inevitablement posee: ,,Qu'entendez-vous par
n grand?" On a le sentiment, comme c'est le cas dans de nom-
breux problemes de calcul des probabilites, que n ne doit pas etre
tellement grand. Rappelons qu'il suffit de quelques battages de
cartes pour qu'un jeu soit ,,bien battu".

Peut-on s'attendre a ce qu'apres quelques annees le regime per-
manent soit atteint ?

Le probleme consiste a evaluer la rapidite de la convergence vers
la matrice limite [Mo]. On sait d'apres Markoff que cette conver-
gence est au moins aussi rapide que celle d'une progression ge"o-
metrique decroissante.

On pourrait, a mon avis, utiliser la methode pratique suivante,
grace aux calculatrices modernes:

Partons du vecteur initial

Vo = [H H

et calculons la suite des vecteurs iteres

Vx = [ M J Vo •••• Vn = [M{\ Vn-x
on a que

Pi
lim Vn =

car Vn = [Mx\" Vo e t e n vertu de la propriete A et B:

Vn = [Mn] Vo

lim Vn = [Mo] V = V

Or en partant de Vo = [s i s]. d'apres la theorie de l'information,
on se trouve dans le cas le plus defavorable, par suite de la suc-
cession des vecteurs

Vo Vx V2 . . . . Vn . . . . - > V

donnera des indications precieuses et concretes sur le sens precis
qu'il faut accorder a 1'eXpression ,,quelques anne'es". La rapidite
avec laquelle cette suite convergera permettra de dire qu'apres
. . . . anne'es le regime permanent est pratiquement atteint.

*

https://doi.org/10.1017/S0515036100007509 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100007509


n8 THEOKIE DU BONUS

Suite a l'intervention de Monsieur Depoid et d'autres actuaires
de l'auditoire, on a souleve la difficulty pratique de determination
des matrices [M,,]. I l y a lieu, en effet, de tenir compte des departs
des assures.

Nous avons fait remarquer qu'il est aise de modifier les hypo-
theses de Monsieur Frechet de maintenir la structure d'une chaine
de Markoff-Poincare, en introduisant un etat supplementaire a,
que Ton atteint lorsque l'assure quitte la compagnie.

La matrice M serait alors la suivante:

ar
ri

ve
e

E
ta

t 
d

0

M

Armee en
cours

Annee
suivante

aucun
sinistres

un seul
sinistre

deux sinis-
tres au moins

ne plus etre
assure

Etat de depart

0

aucun
sinistre

¥00

?01

?02

?O0C

1

un seul
sinistre

?n

?u

?i«

2

deux sinis-
tres au moins

1m

?21

?33

?sa

ne plus etre
assure

0

0

0

1

car une fois que l'assure a quitte la compagnie, on n'y revient pas.

Par suite, il est certain qu'on reste a l'etat de ,,non assure",
c.a.d. a l'etat a et p^x = 1, d'ou des zeros pour tous les autres
elements dans la derniere colonne.

Mais une telle matrice definit, par l'introduction des zeros, une
chaine de Markoff tres differente.

En effet, d'apres la terminologie des chaines de Markoff, l'etat a
est un etat final, les etats o, 1, 2, des 6tats de passage.

On peut, de meme, definir les probabilites q" et les matrices
[A/,,].
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Dans ce cas, le principe ergodique se traduit comme suit:

lim [M,,] =

car on le verifie aisement puisque Ton a
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0

0
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0

0

0

I

Le theoreme ergodique exprime alors le simple fait:

Qtielle que soit la cate'gorie initiate la le anne'e — bons, malchan-
ceux, mauvais, police resiliee — an bout de quelques annees, tous les
assures finissent par quitter la compagnie.

Cette constatation, presque evidente, n'est plus interessante pour
l'actuaire, car pour le rating ce qui l'interesse c'est le probleme
tel qu'il a ete de"fini par Monsieur Frechet.

Nous nous trouvons devant la situation suivante:

— au point de vue pratique, on peut definir les matrices du
type q — Monsieur Depoid a specifie qu'il sera possible de de'finir
statistiquement les valeurs de:

97,

pour n = i, w =

— au point de vue theorique, il faudrait retablir les matrices
de Frechet — les matrices du type p—-c.a.d. des p"r

Or, c'est la un probleme de probability relative et on verifie que

; = 1. 2, 3
ft + ft +11

De cette maniere, nous pourrions retrouver la suite des matrices
de Markoff-Frechet, susceptibles d'etre mises a la base de la theorie
de Tassurance automobile.

*
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Monsieur Philipson a specific qu'il est difficile d'admettre que
les matrices soient ind6pendantes de l'annee d'assurance consi-
deree. II est un fait Evident que la situation actuelle n'est plus
comparable a celle d'il y a vingt ans. On trouvera une autre preuve
de la dependance dans la communication de Monsieur Depoid,
ou on releve la chute de frequence des accidents lors de 1'affaire
de Suez, ce qui met en lumiere l'influence de la densite de circu-
lation.

Pour modifier les hypotheses de Frechet, il faut admettre que
les matrices du type p ou du type q sont des fonctions du temps
et de prendre par exemple une suite

\M1 (T)] [M1 (T + I)] . . . .

La chaine de Markoff n'est plus constante, et cela revient a
introduire des systemes variant d'apres l'annee d'entree en assu-
rance. Mais dans ces conditions, on court le risque de subdiviser
a tel point le materiel statistique que les chiffres obtenus perdent
leur signification. II n'empeche que meme dans ce cas, on pourrait
envisager 1'existence d'un regime transitoire d'une part, permanent
d'autre part.

Ecrit a posteriori quelques jours apres le Congres de La Baule,
ce compte-rendu reprend assez fidelement, nous le pensons, la
suite de nos interventions.

Nous croyons utile d'y ajouter une remarque donnant une inter-
pretation de la suite iteree des vecteurs F« (qui converge vers le
vecteur propre V qui caracterise la ma trice limite).

Nous avons indique que cette suite peut utilement servir de
test pour estimer apres combien d'annees on atteint le regime per-
manent.

Dans un tout autre ordre d'idees, et quoique l'hypothese de
Bayes Laplace soit fortement d^criee en statistique, admettons a
priori le raisonnement suivant: faute d'autre critere de classement
nous admettons a priori que tout nouveau client qui possede, a
priori, autant de chance d'etre dans I'une des trois categories: bon
conducteur, malchanceux, mauvais conducteur.

Quelle est alors la probabilite pour qu'il se trouve dans l'une
de ces categories apres i an, 2 ans, . . . . n annees.
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Designons par
PI p\ p\

p» p« TJn

les probabilites correspondantes.

On obtient immediatement:

ou sous forme matricielle

\ PlO + i 2̂0

i 1̂2 + I 2̂2

P:

il en re"sulte Pl
0 P\ Pl

2 sont pre'cise'ment les composants du vecteur pj .
Un raisonnement identique prouve imme'diatement que les com-

posants du vecteur F« sont: P" P" P" et nous obtenons de la sorte
une interpretation de la suite vectorielle iterative indique'e plus
haut.

Ne pas admettre l'hypothese de Bayes Laplace et, pour fixer
les ide"es, tenir compte d'un fichier statistique propre a la compag-
nie, done supposer une autre repartition a priori — revient a
choisir un autre vecteur initial VI-

Or, la demonstration de la convergence de la suite [Vn] est
valable, quel que soit le vecteur initial j/J; le vecteur final est touj ours
le meme, c'est le vecteur propre F d^fini par l'equation (4) —• (c'est
la une consequence du principe ergodique), c'est le meme regime
permanent qui est atteint, et ce resultat nous semble important.

En finale, on constate que la question principale posee par le
travail de Monsieur Freshet, est de savoir si le principe ergodique
est statistiquement acquis ou non.

Si oui, les actuaires seraient amends a:
— subdiviser la pe"riode d'assurance en deux phases: une periode

transitoire, sorte de p6riode de selection, suivie d'une periode de
regime permanent ou la selection ne jouerait plus;
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— a rechercher a partir de quel moment le regime permanent
est acquis.

Les considerations prece"dentes montrent l'importance du travail
de Monsieur le Professeur Frechet et nous devons lui savoir gre
d'avoir pose" la question sous cette forme au Congres de La Baule.

Nous esperons que le travail de Monsieur Frechet, l'eminent
savant qui est a la base de 1'analyse ge'nerale et de la theorie des
espaces abstraits, sera le point de depart de nombreuses etudes
dans le domaine de l'assurance des risques non viagers.
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