
Etude sur le Triangle et sur certains points de
Geom^trographie.

PAR M. EMILE LEMOINE.

Cette note que j'ai l'honneur de presenter a la Societe Mathe-
matique d'Edinburgh, par 1'entremise aimable de M. J. S. Mackay,
contient, ou des resultats que je crois nouveaux, ou des dheloppe-
menti sur des sujets que j'ai deja souvent abordes dans la Geome'trie
et qui concernent: la transformation continue dans le triangle et
dans le tetraedre, les formulas entre les ittments du triangle, et la
Oiomitrograpliie. Pour abreger, je passerai rapidement sur les
points que j'ai deja developpes ailleurs, me contentant de renvoyer, si
Ton desire plus d'explications, aux me'moires ou la chose a ete faite.

L'idee de la transformation continue n'est autre qu'une explici-
tation, pour le triangle et pour le tetraedre, du principe de continuity
de Carnot; elle permet de transformer les theoremes, les formules, les
equations qui determinent les elements de ces figures ou expriment
leurs proprietes, de fagpn a ce que, sous le nouveau vetement qu'elle
leur fait prendre, on obtient des theoremes, des formules, des
equations nouvelles, mais qui ne sont, au fond, que des formes
d'une rneme verite.

Notations pour le triangle ABO et ses elements.
Nous nommons a, b, c ; A, B, C ; p, p - a, p - b, p - c; S ; R ;

»•> »•„, n> »"c; 8> 8«> s» 8c; ">; K, K K; L, k, h; L', h\ K respeotive-
ment les trois cotes BC, CA, AB ; les trois angles ; les quantity's
\{a + b + c), | ( 6 + c - a ) , §(c + a- b), i(a-fb-c); l a s u r f a c e ; le
rayon du cercle circonscrit; les rayons du cercle inscrit et des trois
cercles ex-inscrits ; les quantites 4 \i + r, -ill - ?•„, 4R - rb, 4R - rc;
l'angle de Brocard; les trois hauteurs; les trois bissectrices interi-
eures ; les trois bissectrices exterieures.

J'appelle x, y, z les coordonnees normales trilineaires, par rap-
port au triangle de reference ABC.

J'appelle a, /3, y les coordonnees barycentriques par rapport a
ce meme triangle; et X, Y les coordonnees cartesicnnes, qucls qui
soient les axes de coordonnees et leur angle.

i Voici un tableau qui domic le moyen d'operer dans tous les cas,
la transformation continue soit en A, soit cu B, soit en C, dans les
theoremes, les formules, les equations.
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Si, dans une formule ou dans une equation se rapportant au
triangle ABC et contenant les elements marques dans la premiere
colonne de ce tableau indiquee par le mot: quantite, je remplace
ces elements par ceux qui leur correspondent dans une des trois
colonnes suivantes, j'aurai opere respeetivement la transformation
continue en A, en B, ou en C.

Dans une transformation continue :

I. La droite de l'intini se transforme en eile-meme; done, deux
droites paralleles restent paralleles dans la figure transformed.

II. Les points circulaires de l'infini se transforment l'un dans
l'autre.

III. Le degre et la classe des courbes se conservent dans les
courbes transformees.

IV. L'homographie, l'homologie, et l'orthologie ainsi que l'invo-
lution, se conservent.

V. Deux droites ou deux courbes qui sont orthogonales resteiit
orthogonales.

VI. Si les longueurs de deux droites sont dans un rapport
numerique independant- des elements du triangle, ce rapport se
conservera.

La transformation continue faite en A, en B, et en C successive-
nieut presente les quatre cas suivants :

a. Elk ne change rien a la formule, a I'equation, au thdoreme
que Von considere, qui se reproduit.

Exemples : acosB + icosA = c.

Les trois hauteurs d'un triangle se coupent au meme point
dont les coordonnees sont

1 1 1
cos A cosB cosC
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h. A chacune ties trois transformations correspond un risultat
different.

Exemples : Au point qui a pour coordonnees

PZ±,LZ*,ZZ1 (point de Nagel)
a b c

correspondent respectiveraent les trois points :

p p -c p -b, p-c p p — a#

a be

— Y , avec des propri^tes analogues a celles

L'axe anti-orthique (droite qui passe par les pieds des trois
bissectrices exterieures et a pour equation x + y + z = Q)
devient par transformation continue en A, la droite qui
passe par les pieds des bissectrices interieures partant de
B et de C et par le pied de la bissectrice exterieure partant
de A; son equation est - x + y + z = 0. On appelle
souvent cette droite l'interbissectrice relative a A. Ee-
sultats analogues par transformation en B et en C.

c. Une des transformations conserve le risultat primitif, les deux
autres le changent en un antre risultat, mais unique pour
ces deux transformations.

a

p-b p
a

du point

b

- a
b

de

c

V
b

Nagel.

Exemple : La formule S = . ' ' se reproduit par transfor-

mation en A, mais transformee soit en B, soit en C, elle
donne

arr,, arr,.
4R - rb - rc ra-r

d. La transformation continue faite soit en A, soit en B, soit en
C donne un mime risultat different de celui qu'on trans-
forme.
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Exemple : La conique inscrite qui a pour un de ses foyers le
point d'ou Ton voit les trois c6tes sous le mSme angle
(Conique de Simmons: voir J. J. Milne, Companion to the
Weekly Problem Papers, p. 165), conique qui a pour
equation

Jxsiu(A + 60°) + N/ysin(B + 60°) + Vzsin(C + 60") = 0,

se transforme soit en A, soit en B, soit en C, en

x/.rsin(A - (50°) + •Jys.int^ti - (!0°) + v/ssin(C - 60°) = 0.

Je n'ai pas trouve de cas ou l'une des transformations reproduise
la formule et oil les deux autres la modifient mais chacune d'une
fagon differente.

La transformation continue s'applique au tetraedre. Nous allons
donner seulement le tableau que permet la transformation des
elements de la figure.

NOTATIONS.

1°. Je designe par A, B, C, D lei sommets du tetraedre.

2°. Les faces ALiC, BCD, CDA, DAB seront Fd, Fa, F4, F,.,
nous poserous ¥„ + F6 + Fc + Fd = S.

3°. Les angles plans des faces

BDC, CDA, ADB

CAB, DAB, DAC

ABC, ABD, DB :

J-JCA, BCD, DCA

4°. Les longueurs des cotes BC, CA, AB, DA, DB, DC seront
it, b, c, a', b', i''.

5°. Les angles diedres qui ont pour aretes BC, CA, AB,

DA, DB, DC seront a, b, c, a, b', c .
Les angles qnefait une arete avec les deux faces qui ne la contien-

nent pas seront designes cliacun par le lettre qui repre'sente
suivie de la lettre qni repre'sente la face considere'e.

seront

D" '

B,,, Brt

c«,

A,

B,

C
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II y aura done les douze angles

aFc, ^F s , ^F, , , ^

6F., b¥ai b%, b%

rfb, cFa, 7$d, c%

6°. Lis hauteurs seront: ha, hb, hc, hd.

7°. Les rayons et les centres de la sphere inscrite et des spheres
ex-inscrites de PREMIERE ESPicE seront:

r, rm rb, rc, rd ; o, o,,, ob, oc, od.

Les rayons et les centres des sphkres ex-inscrites de SECONDE
on spheres inscrites dans les combles du tilraedre seront

r,,' et 0^' ; r / et ob ; rj et oc' appartenant respectivemenl a la sphere
inscrite dans l'un des combles qui ont pour aretes DA ou BC ;
DB ou CA ; DC ou AB.

(On sait qu'il n'y a qu'une seule sphere pour deux combles
oppose"s.)

Le tetraedre general possede toujours ces huit spheres tangentes
aux quatre faces; quand une sphere ou deux spheres, ou les trois
spheres inscrites dans les combles manquent, ce qui peut arriver, car
lorsque la somme de deux faces qui ont me"me arete est e"gale a la
somme des deux autres, la sphere des combles correspondant a ces
arfites a un rayon infini; ce ne sont plus alors des te'traedres
ge'neraux puisqu' il y a une ou plusieurs relations entre les faces, et
la transformation continue n'est plus applicable, au moins sans dis-
cussion prealable.

8°. Le volume du tetraedre et le rayon de la sphere circonscrite
seront: V et R.

0 sera le centre de cette sphere.

9°. Les angles de DA avec BC; de DB et de AC ; de DC
et de BA seront : a, /?, y.

10°. Les longueurs des droites qui joignent les milieux de DA et
de BC ; de DB et de AC de DC et de BA seront: I, m, n.
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De raeme que la trarwfurmcUion continue en A, dans le triangle,
revient a changer a. b, c en a, -b, — c, la traiisformation continue,
en D, dans le tetraedre, revient a changer a, b, c, a, b', c' en
a, b, c, — a, - b', - c.
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V et R. se changent en : - V et - R dans les quatre transforma-
tions.

a, ji, y deviennent: 77-a, TT - ft, IT - y dans les qu.atre trans-
formations.

I, TO, n ne changent pas.
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Xous avons vu par le tableau relatif au triangle qu'a nn point
donne M(.-«, y, z) dans le plan du triangle peuvent corresponds
trois transformes conlinus Mn, M6, Mr dont les coordonnees sont

~ ^ay y»i za y •?•!,•, — y'i,y zfl; xri >jc, — zc

en affectant des indices a, b, c les quantites qui representent ce que
deviennent les coordonnees quand on les transforme en A, en B, et
en C. Par rapport au tetraedre un point M(.r, y, ~, t) peut avoir
sept transformed continus dont les coordonnees sont

1°. Quatre transformes de premiere espece

••>*,» y,» -,/. -f,,\ - •-«,„ ?/,„ -,„ f.,; n, - y« -,„ h; xn ya - ;,., tc

2e. Trois transformes de seconde espece

~ ^.lii! i/d'll ~.(.r) ~ '.((I ' •''.(ft! ~ .'/.('.! '*.(',> ~ (til. ! 3'iln Vilct ~~ ~.(r! ~ ^lie

xd designant ce que devient x par transformation continue en D,
xda designant ce que devient x si Ton fait d'abord la transformation
continue en D sur lui, ce qui donne xd • puis la transformation
continue en A sur x,n ce qui donne xda, etc.

Pour les demonstrations et l'exposition de liv transformation
continue nous renvoyons aux memoires suivants : Association Fran-
raise pour I'advancement des Sciences, Coiigres de Marseille 1891 ;
Mathesis, 1892, pp. 58-64 81-92; Nouvelles Annales de Matlit-
matiques, Janvier 1893, etc; et pour ^application au tetraedre,
Association Francaise, Congres de Besancon, 1893.

Nous allons dormer maintenant quelques exemples des applica-
tions de la transformation continue. Cela nous fournira en meiue
temps l'occasion d'attirer l'attention sur l'emploi de formules
symetriques entre les elements du triangle, emploi qui est tres
avantageux pour effectuer beaucoup de calculs qui, a premiere vue,
paraitraient inextricables.

Je me propose, d'abord, de calculer les huit rayons des cercles
qui sont tangents aux trois cercles decrits des sommets A, B, C d'un
triangle comme centres avec BC = a, CA = b, AB = c comme rayons.

Prenons la question generale de la recherche des rayons des
cercles tangents a trois cercles donne's de centres A, B, C et de
rayons que j'appelle R(>, RM Rc. Ce que nous allons faire ainsi est

https://doi.org/10.1017/S0013091500031382 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0013091500031382


11

une nianiere de traiter ie ce'lebre probleme d'Apollonius, maniere
qui, je crois, n'a pas encore ete considered Pour fixer les idees nous
supposons, sur la figure (Fig. 1) qu'il s'agit de chercher le rayon p
du cercle de centre o qui a les trois cercles donnes a l'exterieur.

Joignons oA, oB, oC que nous appelons X, Y, Z ; pour tout
point du plan on a la relation

2a2X4 Z(ft2 + c! - a?)(a?X- + Y2Z2) + cfbV = 0

entre les distances X, Y, Z d'un point quelconque aux trois som-
mets.

D'ailleurs, comme on a :

on peut t;crire

RJ- + (p+ Rlt)'(p + Rcf} + a%\f = 0

Si Ton deVeloppe cette equation en l'ordonnant par rapport a p,
on voit tres facilement que les coefficients des termes en p* et en p"
sont nuls identiquement et il vient

(I) ^ [ 6 « 2 R / - (b°- + c*- a2){a2 + (R, ]

+ 2p 2[2«2R/ - (ft5 + c- - <?){aRa + R, Rc (R4 + Rc)}]

+ « W + 2 {<i2Ro
4 - (62 + c2 - s 1 ) ' ^ , 1 + R6

2RO
2)} = 0

Cette equation donnera deux valeurs p' et p" correspondant aux
cercles qui touchent les trois cercles donnes en les ayant tous les
trois a l'exterieur, ou tous les trois a l'interieur.

Pour revenir au problerae que je me proposais de resoudre, il faut
faire : Rn = a, R6 = ft, Rc = c
et calculer le coefficient de p*, celui de p, et le terme independent
de p. Appelons L, M, N ces coefficients, il faut evaluer main-
tenant

L = 2[6a4 - (ft2 + c2 - a2) {a2 + (6 + c)2 + 2ftc } ]

M = 2[2a' - (ft- + c2 - os){a3 + 6c(6 + c)}]

N = a W + 2{a« - (ft2 + c2 - a^a* + 62c2)}.
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Culcul de L. On peut ecrire

L = 62rt4 - 2(«2 + b- + c" - 2rt2j(a- + If + c" + ibc), ou

L = G2«4 - 2(«2 + i2 + c2)2 + 22rt2(«2 + /»2 + e2) -

+ 82a2&c, ou

L = 6^'t4 - 3(«a + If + r2)2 + 2(a" + lr + <-2)iVr - 4(<i2 + lr + r"-)17«!

+ 8o/ic-«, ou

L = 62a4 - 2(

Mais les formules dont je parlais tout a l'heure (voir Mnthesii
1892, loco citato) donnent

Srt4 = -2{p- - }•(>)- - 4S2}, a- + h- + c2 = 2(p2 - ?•«)

on si d'ailleurs, «/»- = 4KiS et f>=j>r.

Substituant et effectuant los calculs, on trouve tn'-s facilement

L=16r"(«--4;r)

Calcul de M. On a :

M = 22«" - 2(i2 + c- - (c)a'1 - w6c(ft + r)(l,2 + c" - a1), OU

M = 22«' - ^(a2 + i'2 + c2 - =l<r)<c - ~Zbc(b + <•)(„.- + lr + <r - 2«2), ou

M = 42a5 - (a- + If + c2)lV - (or + lr + <"-)1hc{h + c) - 2abr^(b + c)a, ou

M = 42«5 - (a- + b"' + c5)2rt:i - (a- + lr + c-)^bc(n + b + c - a)iabclbc, ou

M = 42n5 - (a" + tf + c2)2rt:1 - 2^(a2 + If + c2)26c + 3abc(a2 + b2 + c2)

Les formules deja citees donnent

2a3 = 2p(p- + 6Rr - SrS) = 2^{p2 - 3r(2R + r)}

2a5 = 2p{pl - 10/>V(R + r) + 5r2S(2R + r)}

Substituant et reduisant, on trouve

M = Glpr>{S(2R + r) - 2j»2}
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Calcul de N. On a

N= a W + ^{«li-(62 + c--tt-)(a4 + 6V-)j ou

N= a W + 2a6-2(a2 + 62 + c2-2«-)(a4 + 6V) ou

N = a W + ^a"-(a- + b- + c'i)^ai + 2^.a^(ai + bi + c-pb-c-
+ 22a26V ou

N = 7 a W + 32a" - (a- + 62 + e2)2rt4 - (a2 + b"- + c2)26V

On trouve dans nos forinules

26V = {)? - rS)- + 4S-

On n'y trouve pas -a? mais il peut se calculer aisement en partant
de. 2a4 etde 2a2.

On a en effet

(a + c4)(a2 + b- + c") = 2rt(i + -«J(i4 + c4)
= y.a" + 1'6V(63 + c2) ou

4.[ (/32 _ rSf - 4S2} (p" - rS) = Sa" + ̂ V(«- + i- + <r - a")

- IV + 2( ;r - J-8)1'&V - SdVc- ou

4 (//- - rSf - H>/,-f-(ir - >•&) = 2a" + 2(//- - ro){(jr - rS'f + 4S"}

d'oii 2a« = 2(/<2 - r5

Substituant on trouve

Remarquons, en passant, que Ton a

p- - (2R + r'f = 4R2cosAcosBcosC.

L'oquation qui determine p devient alors

•(& - 4yr) + 4/v{ 6(2K + r) - 2,,2} - Atr{f - (211 + rf} = 0

2 Vol. 13
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On en tire, toutes reductions faites :

r - p) „ 2p(2R + r -
P =" •2p-8 r 2p + 8

La fonnule (1) lorsque les racines sont reelles donne toujours les
rayons avec un signe, naturellement ; mais il faut interpreter
geoinetriquement ce signe. Ainsi, avec les deux formules precedentfs,
si le triangle est equilateral, on trouve

, V O — .
P = nT

et ce sont bien, mais en valeur absolue seulement, les valeurs des
rayons qui conviennent pour ce cas, corame la geometrie le montre
imme'diatement. (Voir la note additionnelle a la tin du memoire.)

Si l'on applique la Transformation continue en A aux formules
(2), il vient

2{p-a) + 8a

qui donnent les rayons du couple de cercles tangents aux trois
cercles donnes, le premier tangent a l'interieur du cercle de centre
A et a l'exterieur des deux autres, le second tangent a l'exterieur
du cercle de centre A et a l'interieur des deux autres; on aurait de
meme les rayons des cercles des deux autres couples par transforma-
tion continue en B et en C.

Ces calculs paraissent fort longs surtout parceque nous les avons
deVeloppes, dans le but de montrer, pour des cas analogues, notre
maniere d'operer, mais ils sont tres symetriques, tres aises, et nous
ne savons d'ailleurs pas comment on aurait pu arriver a ces resultats
sans nos formules et sans la Transformation continue ; il ne serait
probablement meme point facile d'y arriver synthe'tiquement en
supposant ces resultats connus. et en cherchant alors a les demontrpr.
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REMARQUES.

L'axe de similitude externe des trois circonferences

A(a), B(6), C(c) est la droite u'x + b-y + c"z = 0.

On en conclut, par transformation continue en A, que la droite
(coordonnees normales) — a2x + b-y + c'z = 0 est l'axe de similitude
qui passe par les centres de similitude interne de A(a) et B(i), et
de A(a) et C(c). Nous designons par M(R) un cercle de rayon R
et de centre M.

Le centre radical de ces trois circonferences est le point dont les
coordonnees normales sont:

cosA - cosBcosC, cosB - cosCcosA, cosC - cosAcosB

c'est un point que Ton rencontre assez souvent dans la Geometrie du
triangle et qui est le symetrique de l'orthocentre par rapport au
centre du cercle circonscrit.

On trouve tres simplement les ccordonnees de ce centre radical ;
en effet (Association frangaise, 1888, Congres d'Oran, p. 170 vi.) il a
pour coordonnees normales

aiccosA — a'J + J:icosC + c3cosB, etc.

Mais 6'cosC + c'cosB - a:l = 4RS(cosA - 2cosBcosC);

elles deviennent done

4RScos A + 4RS(cosA - 2cosBcosC), etc

ou cosA - cosBcosC, comme nous l'avons dit.

La remarque permet de placer tres simplement ce point dans le
triangle ABC.
Pour cela je trace les trois cercles A(a), B(6), C(c) op : (OĈ  + 3C:!)
et comme ces cercles se rencontrent deux a deux, il suffit de tracer
dei'x de leurs intersections op : (4Rj + 2RO)
qui se coupent au point cherche.
En tout op : (4Rj + 2R2 + 9C, + 3C3)

Simplicite 18 ; exactitude 13 ; 2 droites, 3 cercles.
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Sans entrer dans d'autres details j'enoncerai encore les applica-
tions suivantes de la transformation continue et de nos formules.

Les points <o, w qui ont pour coordonne'es normales respec-
tivement

«+ ?\, b + r,, c + /',. a - ?•„ b - r,, c - rc

a b c a o c

sont des points qui jouissent de proprietes remarquables et que j'ai
souvent rencontres, ainsi que leurs transformes continus en A: <o,,, ID,,'

a + r b + rc c + r,, a - r b — rc c — rb

a o c a b c

en B : o>b, <ab\ etc.
Ces huit points to, «>', o>(1, taj, etc., sout les centres des quatre
couples de cercles tangents savoir :

a), u>' aux cercles A(p - a), B(p - b), C(p - c) tangents deux a

deux ;

"ai (u./ a u x cercles A(p), B(;^ - c), G(p - a);

b>b, <o 4 ' etc.

On peut trouver les rayons de ces cercles en appliquant la for-
mule generale que nous avons donnee plus haut pour resoudre le
probleme d'Apollonius. II suffit de faire :

pour to et w' , Ra = p — a, Rb=j> -b, Rc=j>-c

pour <oa et o>J, 11,, = p , Rj, = p - c, Rc=p-b

et de reduire les coefficients de l'equation en /o2 par une uietliode
analogue a celle que nous avons donnee. On trouvera pour les
cercles de centres w et to'

S , S
, etc.2p-S
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On a : W 2 = 16S2 ̂ ' _~3£~
(4/r - S2)-

et par transformation continue en A

Les coordonne'es cartesiennes du centre O du cercle inscrit par
rapport a H B pris pour axe des x et a H A pour axe des y sont,
comme il est facile de le voir, (H etant l'orthocentre)

ccosB - (p - h) rsinC - (p - 6)cosC
sinC sinC

En appliquant la transformation continue en A, en B, en C a ces
expressions de coordonne'es on a imrLediatement les coordonnees, par
rapport a ces mSmes axes, des centres On, 0,,, O,. des cercles ex-
inscrits.

ccosB - (p - c) r,,sinC + (;; - c)cosC
Oa : x = ^ - j ^ , y —

sinU

_ ficosB — p
0 6 : * =

r,,sinC

sinC

- ^cosC
sinC

+ (?> - «)cosCccosB + (p-a)
e ' sinC ' sinU

Liquation, en coordonnees norraales, de l'ellipse qui a pour fo)7ers
deux sommets du triangle, B et C par exemple, et passe par le
troisieme en A, est

p(p - a)(62.//2 + c " ) + bcyz{p2 + (p- af} + abcx(b + c)(y + s) = 0

Si on la transfonne en A, elle se reproduit, mais si on la trans-
forme soit en B, soit en C, on obtient l'&juation de l'hyperbole qui
a pour foyers B et C et passe en A

(p-b)(p- c)(by + eV) - bcyz{(p - bf + (p - cf} + abcx(b - c)(y - z) = 0
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Je vais donner quelques explications sur la fa^on dont j'ai
obtenu les nombreuses formules auxquelles je fais souvent allusion
ici, et que j'ai employees, sans les de"montrer ; elles deYivent des
formules connues

S = pr, etc., »•„ + rb + rr = 4R + r,

p(p-a) = rbrn (p-b)(p-c) =rrn, etc.

et de quelques autres que j'ai rencontrees, et qui ne l'etaient pas ou
du moins dont on n'avait pas remarque la fecondite\ Je citerai par
exemple les trois suivantes

2K

a2 + b* + c"- = 2(pl - rS)

6c + ca + ab=

La premiere peut se demontrer ainsi.
Soient x, y, z les perpendiculaires abaissees du centre du cercle

circonscrit sur les trois cdte's, on a :

(1) x + y + z = R + r

C'est un theoreme de Carnot dont M. J. S. Mackay a donnê  de
nombreuses demonstrations dans son inteYessant memoire The
Triangle and its Six Scribed Circles (Edinburgh Mathematical
Society, 1883).

Si nous transformons l'equation (1) continument en A elle
devient

(2) -cc + y + s= - R + r,,.

De (1) et de (2) on de"duit

_2R + r - r , ,
~ 2

Mais x = RcosA ; done

C O s A = 2 R 2 R ~ r " -

Je ne vois pas de moyen de demontrer les deux autres for-
mules par des considerations ge'ome'triques simples sur une figure,
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et ce serait a desirer, mais voici la facon de les obtenir ensemble.
On a

d'oii + + -
b + c - i t c + ti — b K + / ) - <

puisque S = rn(p-a), etc.

De la je tire

a- -(b- cf + b- - (c - af + c?-(a- bf 4S;>
1GS- = ~

d'ou 22/;c - ^a2 = 4Sr

Mais on a identiquetnent

d'oi Ton tire

26c = f + rS et ?a2 = 2(p- - »-S)

Je bornerai la ce que je veux dire de ces formules, mais puisquo
c'est M. J. S. Mackay qui me fait l'honneur de presenter' cetto note
a la Societe Mathematique d'Edinburgh, je veux aussi njouter
quelques observations relatives a la Geometrographie qu'il vous a
fait connaitre, il y a quelques mois, en l'appliquant devant vous a In
recherche du symbole, de la simplicite et de l'exactitude des con-
structions donne'es dans l'Euclide, employe presque universellement,
en Angleterre, pour l'etude des elements de Geometrie.

Nous sommes sur le sujet, tout a fait d'accord, nous ne diff'erons
que sur des details tres peu importants au fond; seulement en dehors
de l'avantage serieux d'avoir partout identiquement les memes nota-
tions, je pense que celles que j'emploie, sont plus clans l'esprit de la
m^thode telle que je l'ai congue, et je vais essayer brieveinent de le
convaincre.

Je rappelle que l'essence de la Geometrographie est speculative,
elle ne s'applique aux constructions a efi'ectuer que—si jiarva licet
componere magnis—comme la Mecanique rationnelle s'applique a
l'art de l'lngenieur. Voici mes notations
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1. Faire passer le bord d'une regie par un point place,
c'est Voperation (R,)

done, spdculativemetil, faire passer le bord d'une

regie par deux points places, c'est op : (2R,)

2. Tracer la droite qui suit le bord d'une regie, c'est op : ( R2)

3. Mettre une pointe d'un compas en un point place,
c'est op : ( C,)

done, specnlfUivement, prendre avec le compas une
longueur placee, c'est op : (2C,)

4. Mettre une, pointe en un point indetermine d'une
ligne tracee, c'est op : ( C»)

.5. Tracer le cercle, c'est op : ( C3)

Monsieur Mackay supprime l'operation C2 qu'il assimile a Clt

parceque, dit-il, quand on met la pointe en un point inde'termine'
d'une ligne on vise d'abord le point ou l'on veut placer la pointe,
c'est a dire qu'on la met reellement en un point determine'; enlin Ton
a ainsi l'avantage d'avoir plus de syme'trie dans les symboles, puisque,
supprimant mon symbole C2, il appelle Ct ce que j'appelle C3 et
que Ton a : R1; Ra symboles pour la droite, C,, C2 symboles pour
le cercle.

Monsieur Mackay a raison, Ton vise effectivement, en pratique,
un point avant d'y poser la pointe, mais peu importe ; au point de
vue speculatif de la Ge'ometrographie, mettre une pointe en un point
determine et mettre une pointe en un point inde'termine' d'une ligne,
sont deux choses essentiellement differentes; c'est pour cela que je crois
preferable de conserver les notations C, et Ca afin de marquer la
difference, puisque, d'ailleurs, il n'y a aucun inconvenient a la chose.
Quant a l'avantage de la symetrie, il serait grand, si Ton avait a
faire des calculs avec les symboles comme avec les expressions
alg^briques, mais comme le symbole final est siinplement un tableau
qui ne sert qu'a lire des resultats, il suffit qu'il soit clair et la
suppression du symbole C2 n'y apporte, pas plus de clarte" et fait
disparaitre un detail des phases de 1'opeVation. La synie'trie pour
l'oeil, a un point de vue en quelque sorte esthetique, n'est dans ce cas
qu'une illusion, car elle ne s'appliquerait qu'a une partie de la
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Gebmetrographie, celle qui etudie les constructions canoniques de la
regie et du compas, elle disparaitrait avec l'adjonction des symboles
nouveaux qu'amene l'emploi de l'equerre, ainsi que je l'ai developpe
dans un memoire presente au mois d'Aout cette annee au Congres
de l'Association Franchise, a Caen. Ajoutons que la question reste,
en realite, presque du domaine de la theorie, car le symbole C2 se
rencontre assez raremerit dans les constructions et generalement par
faibles unites dans celles ou il se rencontre.

Enfin nous avons apprecie differemment dans un cas—ties peu
important egalement—la maniere de compter les symboles.

Pour tracer deux droites AB, AC passant par un meme point,
je ne tiens pas compte de ce qu'elles passent par le meme point et
j'evalue le trace 4RJ + 2K., comme s'il s'agissait de deux droites
differentes AB, CD. Cela, par la raison qu'on ne peut maintenir la
regie en A (une fois qu'on a trace AB). Pour tracer AC on
recommence simplement l'operatiou sans que la nouvelle operation
profite en quoique ce soit de ce qu'on a fait pour la premiere.
Monsieur Mackay compte 2R1 + R.J pour la premiere et seulement
Ri + R2 pour la seconde, comme si la regie avait tourne autour de
A. Je m'aperqois tres bien que je m'appuie sur deux ordres de
raisons qui semblent se contredire; en effet pour justifier l'emploi
de C2, je m'appuie sur l'essence speculative de la Geometrographie
et, pour justifier mon evaluation du trace successif de deux droites
qui ont un point commun, j'invoque la manoeuvre pratique que Ton
execute. Cela est fort naturel cependant, parceque, quoique specu-
lative, la Geometrographie a en vue l'application possible de ses
speculations, elle a done deux faces et, si elle doit rester tout a fait
speculative lorsque cela n'a aucun inconvenient,— e'est ainsi que pour
tracer le cercle O(6) immediateinent apres avoir trace le cercle
O(«), je ne compte que C3, si je n'ai pas eu a deplacer la pointe
lixee en O, mais seulement a ouvrir ou a fermer la branche du
compas, parceque je puis operer ainsi—il me semble utile de con-
descendre a la pratique dans le cas oil j'ai a tracer deux droites
successives ayant un point commun puisque le contraire aurait un
inconvenient et que je suis, de plus pres, la manoeuvre du trace.

Je ne m'etendrai pas sur l'emploi que j'ai fait de l'equerre en
appliquant la Geometrographie a la Geometrie descriptive, je renvoie
pour cela a mon memoire deja cite, presente au Congres de Caen.
Je vais seulement definir les nouveaux symboles que j'ai adoptes en
les ajoutant nux tuiciens.
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Je suppose que Ton emploie l'equerre seulement pour tracer les
paralleles et jamais pour tracer les perpendiculaires ; je ne suis point
habitue a la pratique du dessin, mais je sais que cette maniere
d'operer est proscrite dans toutes les e'pures exactes. Par exemple
les instructions donnees aux dessinateurs des services de la ViUe de
Paris .recommandent de ne jamais tracer de perpendiculaires avec
l'equerre; si Ton a plusieurs perpendiculaires a tracer a une me'me
direction, on determine la premiere avec la regie et le compas et les
autres avec l'equerre, comrae etant paralleles a celle-ci.

Nous admettons cependant que Ton se serve d'un te dont la
direction donne les paralleles a la ligne de terre sur la feuille collee
sur la planche, et alors, que Ton puisse mener, a l'equerre, les lignes
de rappel relatives a cette ligne de terre, apres avoir verifie l'exacti-
tude du trace une fois pour toutes.

On n'a done, pour 1'usage de l'equerre, que les operations nouvelles
suivantes (sans compter celles ou l'equerre sert comme servirait
la regie seule, operations qui conservent le symbole adopts).

—Mettre nn bord de la regie ou de Ve'querre en coincidence avec une
droite d<!ja trace sur la figure. Nous pourrions assimiler cette
operation a faire passer le bord par deux points et compter alors
2R], mais il nous seiuble utile—et sans aucun inconvenient—de
distinguer, legerement, cette nouvelle operation, afin de pouvoir
apprecier, d'un coup d'oeil jete sur le symbole final de la construc-
tion, le degre de frequence'dans Pemploi qu'on y a fait de l'equerre ;
aussi nous l'appellerons op :

Nous ne comptons pas l'acte tout mecanique de placer l'equerre
contre la regie ou reciproquement.

—Paire glisser l'equerre jusqu' a ce que son bord passe en un point
place op : (E)

R/ et E sont les seuls symboles nouveaux a employer et, toute
operation faite avec le compas, la regie et l'equerre, aura pour
symbole :

Op : (^R, + ;2R/ + 13R2 + Z4E + ?A + lfi2 + l,C3)
lj + L+ . . . . + lj sera le coefficient de simplicity
h + h + h + h + h le coefficient d'exactitude
I:. sera le noinbre de droites tracees
'- eelui des corcles.
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Je veux terminer en vous donnant les resultats d'une experience
que la complaisance de M. Jung, le savant professeur de Milan, m'a
permis d'executer et qui montre jusqu' ou peut aller la simplification
que la Ge"ometrographie introduit dans une construction, simplifica-
tion qui est due surtout a l'idee fondamentale de la Ge'ome'tro-
graphie, c'est a dire a la recherche mitlwdique des simplifications ;
car la Geoine'trographie n'innove rien en Geometrie, elle se sert
d'elements connus, et, a la rigueur, toutes les simplifications aux-
quelles elle conduit, auraient pu theoriquement etre faites sans elle :
mais on n'y songeait pas, parceque Ton manquait de criterium et
parceque le mot de simplicity ne s'appliquait qu'a l'exposition
theorique de la solution d'un probleme et non a sa construction
effectuee.

Voici l'experience dont il s'agit. Je voulais prier un geometre,
tout a fait etranger a la notion de Geometrographie, de m'ecrire en
detail, sans faire Pepure, comment il s'y prendrait pour executer,
avec la regie et le compos, le plus simplement qu'il le pourrait, selon
les regies connues de la construction des expressions algebriques,
une construction quelconque que je lui indiquerais au hasard.
D'apres cela je pourrais evaluer sa construction par le symbole
geometrographique, puis reprendre, moi, le meme probleme en y
apportant les simplifications methodiques de la Geometrographie ;
enfin evaluer ma construction et comparer les deux symboles. Je
ne pouvais faire facilement la chose a Paris car les mathematiciens
qui y sont de mes relations connaissent, au moins vaguement, la
Geometrographie, et je n'aurai pas eu la construction dans les con-
ditions qu'il me fallait. M. Jung avec qui j'ai le plaisir d'etre en
rapport, precisement a propos de Geometrographie, accepta de m'aider
a faire l'experience. Je lui envoyai alors cette construction :

Daiis un triangle ABC dont les cotes sont a, b, c placer le
point dont les distances aux trois cotes BC, CA,AB, (ou coordonnees
normales), sont respectivement proportionelles a :

62c2 6V + 6V - «V c°«2 + c262 - aW

c'est un point que je choisis au hasard parmi ceux qui se rencontrent
f requemment dans la Geometrie du triangle avec des coordonnees un
pou complexes.
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II etait convenu que le point devait etre place directement d'apres
ses coordonnees et non d'apres des proprietes geonietriques particu-
lieres a ce point, si Ton en trouvait. Monsieur Jung pria un de ses
anciens eleves de faire ce que je desirais, et quelques jours apres il
eut la bonte de m'envoyer la redaction me'me qui lui avait ete
remise.

Je dois dire que la construction qu'on y indique est ties logique,
fort bien con§ue et analogue a celles que chacun de vous ferait sans
doute, et que moi-mSnie j'eusse fait il y a quelques anndes. On en
trouverait, facilement, sans Geometrographie, de beaucoup plus
simples a tracer, niais il n'y aurait aucun criteriuui pour permettre
de l'affirmer, et cette preoccupation du trace reel n'est pas dans
1'esprit des Geometres.

Je determinai alors le symbole de cette construction que je
conduisis meme assez dconomiquement en evitant certaines repetitions
de lignes inutiles. Puis je cherchai une construction de ce meme
point en appliquant les procedes geometrographiques et j'en deter-
niinai aussi le symbole. Les resultats sont stupefiants ; les voici:

Symbole de la construction qui m'a ete envoyee

op: (81 R, + 4CR3 + 211C1 + 121C3)

Simplicity 459 ; exactitude 292 ; 46 droites, 121 cercles.

Symbole de la construction geometrographique
op : (14K, + 7K, + 48C, + 22C.)

Simplicity 91 ; exactitude 62: 7 droites, 22 cercles.

La premiere exige done plus de 5 fois plus d'operations elemen-
taires et le trace de 6 fois i plus de droites, de 5 fois i plus de
cercles!

Ce n'est pas tout, un geometre qui s'est epris de la Geometro-
graphie, s'y est exerce, (et y a meme acquis beaucoup plus de
dexterite que moi) Monsieur Bernes, auquel j'avais envoye' le
probleme, parceque je ne doutais pas qu'il n'en simplifiat encore la
construction, m'ecrit ce matin qu'il l'execute avec 64 operations de-
mentaires et qu'il me donnera la construction a son retour de voyage !
Plus de 7 fois plus simple que la construction faite en employant la
methode resultant de ce qui est indique dans tous lesTraites classiques,
au sujet des constructions. J'avoue que j'ai ute moi-meme un peu
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surpris de cette invraisemblable difference, je pensais bien que je
sitnplifierais d'au moins la moitie, mais de 5 fois, de 7 fois, je ne
pouvais m'y attendre, d'autant plus que lorsque j'essayais moi-nieme
d'exe'cuter les constructions d'application par les methodes usuelles,
pour faire la comparaison avec les methodes geometrographiques, je
les simplifiais malgre moi, pour eviter de les compliquer inutilement,
et je n'arrivais pas alors a des resultats aussi eloignes dans les con-
structions traitees par moi avec les deux methodes ; en m'adressant
a un geometre quelconque, j'ai evite cette cause d'incertitude, et,
sans croire que toutes les constructions d'application—je ne parle pas
des constructions fondamen tales seculaires, quej'ai cependant presque
tonles simplifiees peu ou beaucoup depuis : metier par un point A
une droite parallele a une droite donnee BC—donneraient lieu a une
aussi considerable reduction, j'estime que la construction geometro-
graphique serait toujours de 2 a 3 fois plus simple que la construction
executee par les methodes employees jusqu'ici.

PARIS, Octobre 1894.

NOTE, ADDITION KLLK.

Si Ton convient que les longueurs doivent etre comptees posi-
tivement a partir de o vers oA, on voit que AAj est egal a
— R,,, l'origine des rayons etant en A. Les equations de la page 10
doivent done etre X = />-Ra, etc. Le signe du coefficient de f>
dans l'equation (1) sera simplcment change, et Ion aura les valeurs
de p avec le signe qui leur convient.
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