
SUR UN PROBLÈME DE CONFIGURATIONS ET SUR 
LES FRACTIONS CONTINUES 

JACQUES TOUCHARD 

Introduction. Dans un précédent article [6, §4] j 'ai essayé de traiter le 
problème suivant, qui fait l'objet du présent travail: on donne 2n abscisses, 
marquées 1 , 2 , . . . , 2n, de gauche à droite, sur un axe horizontal. On les joint 
deux à deux par n arcs convexes, tracés au-dessus de l'axe, de manière que chaque 
abscisse soit l'origine ou l'extrémité d'un seul arc, l'origine étant à gauche et 
l'extrémité à droite. On obtient ainsi p2n = 1-3-5- . . . • (2n — 1) configurations 
et on demande le nombre de celles qui ont p points doubles. 

Je crois devoir rappeler les définitions suivantes. Nous dirons que deux 
arcs Cx et C2 appartiennent à un même système si l'un recouvre l'autre ou si l'un 
coupe l'autre ou si un troisième arc C3 recouvre Cx et C2 ou les coupe tous les 
deux, ou encore coupe l'un d'eux et recouvre l'autre. Lorsqu'un système Sx est 
recouvert par un arc d'un système S* et qu'aucun arc de St n'est coupé par aucun 
arc de 52, 5X et 52 forment un système 5, dont Sx est un sous-système. Nous 
dirons qu'un système est propre, lorsqu'il ne contient pas de sous-système. 

Ce problème, je l'avais abordé en partant de la notion des systèmes propres, 
qui sont en effet les éléments en lesquels se décompose toute configuration. Je 
suis parvenu ainsi à des formules générales, donnant les nombres de configura
tions qui ont de zéro à six points doubles, mais la difficulté de former les systèmes 
propres m'avait empêché d'aller plus loin. A la fin de l'article en question, j 'ai 
indiqué le principe d'une autre méthode. Elle consiste à représenter une figure 
ayant p points doubles par xv. L'ensemble des configurations de n arcs est ainsi 
représenté par un polynôme Tn(x), dans lequel le coefficient de xv est le nombre 
de celles qui ont p points doubles. De la même manière, les configurations de 
n arcs, formant un système unique, sont représentées par un polynôme Sn(x) et 
celles qui forment un système propre par un polynôme Pn(x). C'est la dé
termination de Sn(x) qui est la plus directe et je l'obtiens aux §§2, 3, 4 en ne 
faisant, somme toute, que généraliser les propriétés d'un triangle arithmétique, 
connu sous le nom de triangle de Delannoy et que je rappelle au §1. De même 
que les nombres de Delannoy peuvent être engendrés par une fraction continue, 
de même la fonction génératrice des polynômes Sn(x) est une fraction continue 
F(x, z) que j'étudie aux §§5, 6 et 7. Je détermine ensuite, aux §§8, 9 et 10, les 
polynômes Tn(x) et Pn(x), ainsi que certaines valeurs numériques. On verra 
qu'il y a une belle réciprocité entre les polynômes Pn(x) et Sn(x) et on s'explique 
mal pourquoi la détermination des systèmes propres paraît si difficile, alors que 
celle des systèmes propres ou impropres est facile. Le §11 contient quelques 
identités où figurent certaines fonctions d'un usage courant dans la théorie des 
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fonctions elliptiques. Dans le §12, j'effectue la connexion entre la méthode de 
mon précédent article [6] et celle employée ici. Cette vérification était néces
saire, car les calculs de mon article [6] reposaient sur la considération de figures 
assez nombreuses que je n'avais pas reproduites et qui pouvaient prêter à des 
erreurs. On ne trouvera pas ici l'expression définitive du nombre des con
figurations ayant un nombre donné de points doubles; on pourrait sans doute y 
parvenir mais seulement, croyons-nous, au moyen de formules compliquées et 
peu maniables. La fraction continue F(x, z) est intéressante en elle-même et 
elle donne, sur le développement de certaines fractions continues, un résultat 
général qui fait l'objet du §13. Comme la détermination de la valeur de F(x, z) 
est loin d'être immédiate, j'avais été amené, au cours de divers essais, à former 
les dérivées partielles d'une fraction continue par rapport à ses éléments. Bien 
que celles-ci soient très aisées à obtenir, elles ne figurent, à ma connaissance, 
dans aucun ouvrage. Les formules que je donne au §14 m'ont paru mériter 
d'être connues. Le §15 contient des tables numériques. 

En suivant Perron [3] et pour gagner de la place, j'ai représenté 

b0 + (h  
bx + a,  

K + .. 
et 

b0 — Ox  

&1 — ^ 2 

b2~ .. 

1. Le triangle Dl de Delannoy [1] est celui-ci 

\ « 0 1 2 3 4 5 

0 1 
1 1 1 
2 1 2 2 
3 1 3 5 5 
4 1 4 9 14 14 
5 1 5 14 28 42 42 

Il est défini par 

(i) Di = z?;_, + z?r\ Di = i. 
On a 

Dl = Dr = DU + DU + DU + ...+ DIZ], 

_ p-q+1 (p + q) 
p+l V q ) ' 

(2) Dl = DIDIZI + ... + D\DZ1U + ... + DlZ\Dl 

par b0 
ax 
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Dans tout cet article, <f>{z) désignera la fonction 

0) •« - 1 ~ ( 1
2; iz)\ 

(4) ***(*) - 0(2) + 1 = 0 , 

(5) 4>(z) = Dl + Dlz + ... + Dlz +..., 

(6) [ « t o r 1 = £>; +z?;+ l 8 + ... + z?;+nS" + . . . , 
et l'on a, sous forme de fraction continue, 

(7) 0 W = | i l _ | « l _ | * J _ j d _ . . . . 

"2. Pour déterminer Sn (x), nous partirons de la remarque suivante. Lorsqu'on 
a un système de n arcs, Cx, C2, . . . , Cn, dont les origines respectives, comptées 
de gauche à droite, sont y1} y2, . . . , yn, si l'on supprime le dernier arc Cn, la 
figure restante est encore un système. Car, s'il restait deux systèmes, ou bien 
Cn n'en couperait qu'un et la figure primitive comprendrait deux systèmes, ou 
bien Cn les couperait tous les deux et alors Cn ne serait pas le dernier arc. Un 
arc, au moins aurait son origine à droite de yn. On peut donc, pour former les 
systèmes de n arcs, partir des systèmes de n — 1 arcs, d'origines 71( 7,, . . . , 
7n_1 et ajouter un nème arc d'origine yn. 

Quelles sont les origines des arcs dans un système? 
On a évidemment 7, = 1. On a y2 = 2, sans quoi Cx formerait à lui seul un 

système. On a y3 = 3 ou 4, car si l'on avait yz ^ 5, Cx et C% formeraient à eux 
deux au moins un système. En général, yk = k, k + 1, k + 2, . . . , ou 2k — 2, 
car si l'on avait yk ^ 2k — 1, les arcs Clt C2, . . . , Ck-1 formeraient à eux seuls 
au moins un système de k — 1 arcs et l'ensemble d , C2, . . . , Ck, . . . formerait 
au moins deux systèmes. On peut donc dresser des tableaux, que j'appellerai 
tableaux Qn, pour les origines des arcs d'un système de n arcs. 

122: 1 2 . 
Û,: 1 2 3 , 12 4. 
12^:1234, 1 2 3 5 , 1 2 3 6 , 1 2 4 5 , 1 2 4 6 . 
Q5: 12 3 4 5, 1 2 3 4 6 , 1 2 3 4 7 , 1 2 3 4 8 , 

1 2 3 5 6 , 1 2 3 5 7 , 1 2 3 5 8 , 1 2 3 6 7 , 1 2 3 6 8 , 
12456, 12457, 12458, 12467, 12468. 

Pour former le tableau ftn+1, on prendra chaque combinaison du tableau Œn; 
soit 7i Ta . . . 7» l'une d'elles; à droite de yn on écrira successivement yn + 1, 
yn + 2, . . . , 2n - 1, 2n. 

On peut d'ailleurs former directement le tableau 12n par le système d'inégalités 

(8) yx = 1; T* = 2; . . . ; k ^ yk ^ 2k - 2 ; . . . ; n ^ 7 n ^ 2n - 2; 
Ti < T2 < Ta < • . . < T». 
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Voici maintenant la manière d'obtenir les fonctions Sn(x) représentant les 
configurations de n arcs Clt C2, . . . , Cn ne formant qu'un seul système. Nous 
l'exposerons en détail pour essayer d'être parfaitement clair. Nous poserons, 
dans la suite de cette étude, jusqu'au §12 inclusivement, 

(9) av = 1 + x + x2 + . . . + xv~\ 

Pour un seul arc, on a Sx(x) = 1 — ax. Pour deux arcs, y2 = 2; C2 peut ou non 
couper Clt ce qui donne le terme 1 + x = a2 et 

S2(x) = axa2. 

Pour trois arcs, y3 = 3 ou 4. Si y3 = 3, C3 peut couper 0, 1 ou 2 des arcs Cx et C3, 
ce qui donne le facteur 1 + x + x2 = a3. Si y3 = 4, C3 peut couper 0 ou 1 arc, 
ce qui donne le facteur 1 + x = a2} de sorte que 

S3(x) = axa2a3 + axa2a2. 

On voit que S3(x) est formé de deux monômes; dans le premier, la dernière 
lettre à droite est a3, ce qui exprime que y3 = 3; dans le second, la dernière 
lettre à droite est a2, ce qui exprime que Y3 = 4. 

Formons encore S±(x). Si y4 = 4, ce qui ne peut arriver que si Y3 = 3, C4 

peut couper 0, 1, 2 ou 3 des arcs ce qui donne le facteur 1 + x + x2 + 
x3 = a4, par lequel il faut multiplier le monôme axa2a3. Si y4 = 5, ce qui peut 
arriver si y3 = 3 ou 4, C4 peut couper 0, 1 ou 2 arcs, ce qui donne le facteur 
1 + x + x2 = a3, par lequel il faut multiplier les deux monômes axa2a3 et 
axa2a2. Enfin, si Y4 = 6, ce qui peut arriver si y3 = 3 ou 4, C4 peut couper 
0 ou 1 arc, ce qui donne le facteur 1 + x = a2, par lequel il faut multiplier les 
deux monômes axa2a3 et a1a2a2. On a donc 

S4(x) = axa2a3aA + a1a2a3a3 + a1a2a3a2 + axa2a2a3 + axa2a2a2. 

Le fait que la dernière lettre à droite d'un monôme est a4 exprime que y4 = 4; 
si cette dernière lettre est a3, c'est que Y4 = 5; si elle est a2, c'est que 74 = 6. 

D'une manière générale, Sn(x) se présente sous la forme d'une somme de 
monômes homogènes en alt a2, . . . , an} que nous désignerons par Rn(ax, a2, . . . , 
an) ou, plus brièvement, par Rn(a) et nous supposerons que l'on a pris soin de 
laisser à la droite de chaque monôme la lettre qui a été écrite la dernière, quand 
on a formé Rn(a), à partir de Rn-X(a). 

Formons Sn+X(x) = Rn+X(a) et, pour cela, considérons un monôme quelconque 
de Rn(a). Supposons que la dernière lettre à droite soit an. Ce fait exprime que 
yn = n et alors yn+x = n + 1, n + 2, . . . ou 2n. Si yn+1 = n + q, l'arc Cn+1 peut 
couper 0, 1, 2, . . . ou n — q + 1 des arcs Cx, C2, . . . , Cn, d'où le facteur 

1 + x + x2 + . . . + xn~Q+1 = an_Q+2. 

Ainsi, si Yn = w, on devra multiplier le monôme successivement par an+1, a„, 
an_:, . . . , a3, a2. Supposons de même que la dernière lettre à droite soit an_r; 
ce fait exprime que yn = n + r et alors yn+1 = n + r -\- 1, n + r + 2, . . . ou 
2n, ce qui donne les facteurs an_r+1, an_r, . . . , a3» #2, par lesquels on devra 
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multiplier successivement le monôme. Nous avons donc établi les deux règles 
suivantes : 

Première Règle. Pour former Rn+1(a) à partir de Rn(a), on considère tous les 
monômes de Rn(a). Si un monôme se termine à droite par at-, on le multipliera 
successivement par at-+1, aiy a^^ . . . , a3, a2 et on additionnera les résultats. 

Deuxième Règle. Il existe une correspondance one-one entre les combinaisons 
des origines du tableau Qn et les monômes de Rn (a). Cette correspondance est la 
suivante: si la combinaison des origines est 1, 2, y3, y4, . . . , yn, les indices des 
lettres a{ dans le monôme correspondant seront, de gauche à droite, 

1, 2, 6 - 7s, 8 - y41 10 - 7s, • • • , 2n - yn. 

Soit y'k = 2k — yk ces indices, k = 1, 2, . . . , n, le système d'inégalités (8) se 
transforme dans le système 

QQN Y'I = 1, T! = 2> • • • , 2 ^ 7* ^ *i • • • i 2 ^ T ! ^ n, 

7» ^ 7l + 1, • . • , 7* ^ 7t-i + 1, . • • , 7I ^ 7I-1 + 1, 

qui permet de former tous les monômes de Rn(a) et, par conséquent, la fonction 
Rn(a) elle-même. En substituant l'expression (9) de ap, on aura Sn(x) par des 
calculs qui se compliquent rapidement. 

3. On peut donner à ces calculs plus de régularité de la manière suivante. 
D'après ce qui précède, Rn(a) est une fonction linéaire des dernières lettres 
écrites à la droite de chaque monôme. On peut donc poser, pour n ^ 2 

(11) Rn(a) = C(w, n)an + C(n, n — l ) ^ ^ - } - . . . + C(n, i)a{ + . . . + C(w, 2)a2. 

En appliquant la première règle du §2, on trouve 

C(n + l,n + 1) = C(n, n)an, 
(12) C(n + 1, i) = C(w, rc)an + C(», n - l)an_x + . . . + C(», i)a{ 

+ C(n, i — l)ai.1 

d'où l'on déduit 
C(n + 1, n + 1) = C(w, w)an 

(13) C(« + 1, n) = C(n + 1, w + 1) + C(«, w - l)an_, 

C(» + 1, i) = C(n + 1, i + 1) + C(n, i - 1K_X, 

on peut donc former un triangle 

C(2, 2) 
C(3, 3) C(3, 2) 

C(«, «) C(w, » — 1) . . . C(n, i) . . . C(n, 2), 

dont la loi de formation est donnée par (13). D'après (13), on voit que C(n, 2) = 
C(n, 3) et, en faisant dans (12), i = 3 et comparant à (11) on a 

(14) C(n,2) = C(n,3) = ^ . . ( o ) . 
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Lorsqu'on fait x = 0, on a av = 1 et l'on retombe sur le triangle de Delannoy, à 
condition de poser, pour x = 0, 

C(n, n-k)= £>*_2. 

A l'aide de la relation (13), on peut former des triangles numériques pour les 
coefficients de x, xa, x3, . . . dans les polynômes C(n, k). On trouve ainsi que 
les trois termes de plus faible degré, dans Sn(x), sont 

DT_\ + (n - 1)2?;:;* + [QIKZI - Drv, 
mais la loi de formation de ces triangles se complique très vite et je n'ai pas 
poursuivi dans cette voie. 

4. Une expression indépendante des fonctions C(n + 1, r) peut s'obtenir de 
proche, à l'aide de l'équation (13). D'une façon générale, C{n + 1, r) s'exprime 
par une somme multiple d'ordre n + 1 — r, que nous n'écrirons pas, mais nous 
donnerons, à cause de son importance, l'expression de C(n + 1, 3) = Rn(a), par 
une somme d'ordre n — 2, savoir 

(15) Rn(a>) = axa* 2 2 S . . . S aixaia . . . ain_2. 
l ' l = 2 î ' 2 = 2 t'3==2 in — 3 = 2 

C'est précisément l'expression à laquelle conduit le système d'inégalités (10). 

5. Il s'agit maintenant de trouver l'analogue de la formule bilinéaire (2), 
relative aux nombres D^. Or, c'est très facile si on se reporte au tableau fln des 
origine des arcs et à la deuxième règle du §2. D'après les inégalités (8), il est 
évident que si l'on considère toutes les combinaisons du tableau 12n 

1 2 7374 . . . Y«Y«+I . . . 7n 

et si on les divise en deux tranches, l'une formée par les q premiers chiffres, 
l'autre par les n — q suivants, la première tranche comprendra toutes les 
combinaisons relatives aux q arcs Clt Ca, . . . , CQ et la deuxième toutes les com
binaisons relatives aux n — q arcs CQ+1, Cg+2, . . . , Cn. On formera donc le 
tableau 12n en associant: 

le tableau pour Cx avec le tableau pour C2, C3 . . . Cn} 

" " r r " " » r r r 
^ 1 ) *^2 ^ 3 > ^ 4 • • ' ^ n > 
C i , t-̂ 2> C 3 C 4 , U5 . • • C n 

et ainsi de suite. 
Grâce à la correspondance entre les combinaisons des tableaux £2n et les 

monômes de Rn(a), ceci se traduit par la propriété suivante, qu'il suffit d'exposer 
sur un exemple, en indiquant par un tiret la division en deux tranches 

1 - 2 3 4 ax-a2 az at 

1 - 2 3 5 ax- a2 a3 a3 

1 2 - 4 5 ax a2- a2 a3 

12 3 - 6 ax a2 a3- a2 

12 4 - 6 ax a2 aa- a2 

où Ton voit, dans la deuxième colonne, que les groupes de lettres placées à 
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droite du tiret sont dans leur ensemble les mêmes qu'à gauche du tiret, mais 
avec des indices augmentés d'une unité. La démonstration est générale et si 
nous désignons par Rn(a, 1) la fonction Rn(a), dans laquelle tous les indices des 
at- ont été augmentés d'une unité, nous aurons 

(16) Rn(a) = Rx(a)Rn„x{a, 1) + R2(a)Rn.2(a, 1) + . . . + Rn,l(a)Rl(a9 1). 

Posons 

(17) F(x, z) = Rx(a) + Ra(a)z +...+ Rn{a)zn-X + . . . , 

et soit Fx (x, z) la fonction F, dans laquelle tous les indices ont été augmentés 
d'une unité, de sorte que 

Fx(x, z) = RM, 1) + Ra(a, 1) z + . . . + RnU, 1) zn~x + . . . , 

nous aurons, d'après (16), 

(18) zF(x, z)F1(x, z) - F(x, z) + a, = 0. 

Soit alors Fk(x, z) la fonction F(x, z), où l'on a augmenté tous les indices de k 
unités, on aura de même 

(19) zFkFk+1 - Fk + ak+1 = 0 

et, par suite, sous forme de fraction continue 

a A a2z\ a3z\ aAz\ 
(20) F{x, z) = . . , . 

I X I X I l I X 

où je rappelle que 

F(x, z) = Sx(x) + S2(x)z + . . . + 5„(x)zn"1 + . . . . 

Lorsque \x\ < 1, la série (17) et la fraction continue (20) convergent, [7, p. 45] et 
[3, p. 258], pour 4|z| < |l - x\. Pour x = 0, les équations (17), (18), et (20) se 
réduisent respectivement aux équations (5), (4), et (7), mais on peut aussi 
généraliser l'équation (6) à l'aide des polynômes C(p, q) du §3. Soit en effet, 

?«(*) = C(qy q) + C(q + 1, q)z + . . . + C(q + n,q)zn+ . . . . 

D'après (14), ya(z) = F(x, z) et l'on trouvera, à l'aide des formules (13) et (19) 
que ya(z) = FFXF2 . . . FQ-2, qui, pour x = 0, q = p + 2y se réduit au premier 
membre de l'équation (6). 

Voici une autre remarque. D'après la relation (16), Rn(a, 1) s'exprime algé
briquement au moyen de R2(a), . . . , Rn+1(a) et, inversement, Rn(a) s'exprime 
algébriquement au moyen de Rx{a, 1), Ra(a, 1) . . . Rn^x{a, 1). Or, si l'on forme 
les fonctions Rk(a, 1), on verra que Rn-1(a} 1) représente les configurations de n 
arcs d , C2, . . . Cn ne formant qu'un seul système, mais dont les origines, au 
lieu de satisfaire aux inégalités (8), sont assujetties au système d'inégalités: 

7 l = 1, T2 = 2, y3 = 3, . . . , k ^ 7* ^ 2k - 3, . . . , n ^ yn ^ 2n - 3, 

7i < 72 < Ta < • • • < 7». 
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Il y a donc des relations algébriques entre les fonctions représentant ces systèmes 
particuliers et celles qui représentent les systèmes les plus généraux. 

6. Désignons par 

Tx
 = T K ~ 1 - m: ' " ' B? " ' 

les réduites de la fraction continue (20), qui sont des fonctions de x et de z. On 
les obtient à l'aide des formules de récurrence bien connues et le développement 
en série de Taylor de An/Bn coincide avec le développement (17) jusqu'au terme 
Rn(a)zn~l inclusivement. De plus, lorsque la fraction continue converge, on 
peut écrire 

A A A A A 
F [X, Z) — -= T" •= -zr (- ~B ~n ! " • • • » 

£>n 3n+1 tfn Dn+2 J3n+1 

ou 

(21) F(x, z) = ^ + a'a'- •• a"+1 z" + a g - • • • a"+2 z"+1 + . . . . 

Or, on trouve facilement que 

^ — = 1 + (2a2 + 2a3 + . . . + 2an + an+1)z + ze{z)} 

e(z) désignant une série entière qui ne s'évanouit pas avec z. En substituant 
dans (21), on verra que, dans le développement de Ân/Bn, le coefficient de zn est 
Rn+1(a) — a1a2 . . . an+1 et que le coefficient de zn+1 est 

Rn+2(a) — a,a2 . . . an+2 — axa2 . . . an+1(2a2 + 2a3 + . . . + 2an + an+1). 

Supposons maintenant que x soit une racine primitive, x = pk, de ak = 0, 
c'est-à-dire de xk — 1 = 0. On a alors 

F(pk, z) = Ak^{pk1 z)/Bk_1(pk, z); 

F(pk, z) est donc une fraction rationnelle en z qu'il est aisé de former pour 
k = 2, 3, 4. On obtient ainsi des relations qui sont précieuses pour vérifier 
l'exactitude des coefficients qui figurent dans les polynômes Sn(x). On a 
F{-~ l ,s) = 1, donc Sn(— 1) = 0, n ^ 2. Puis, 7 étant une racine cubique 
complexe de l'unité, on a 

1 -2 | « 2 

fi{j,z) = , 
1 + s3 

donc 
Sn(j) = ( - î r 1 / ^ 2 , n £ 1. 

Enfin, pour i2 = — 1, 

17/• \ 1 — is 
F (* ' 2 ) = l - ( l + 2*>* 

donc, en développant, 
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7. Reste maintenant à trouver la valeur de la fraction continue (20). On 
obtient une première indication, lorsque, dans (20), on fait x = 1 et qu'on 
remplace z par — z. On a alors formellement 

m\ ^ - ^ 4 - 2z\ 4- 3z\ 4- 4 s l 4-P(l, — z) = | j + i ~ -j- .— + i ~ + . . . . 

C'est là un cas particulier de la fraction continue de Gauss. On trouve en effet 
que 

(22) 1 + sF(l , - z) = 1/(1 - z + h3z2 - 1-3-5s3 + 1-3-5-Iz - . . . ) , 

formule qui nous servira plus loin. La divergence de la série au dénominateur 
est ici sans inconvénient; on peut la remplacer par un nombre limité de termes, 
suivis d'un reste. Si Ton veut, 

e~uu~*du 
1 + 2zu 1 + zF(l, - z) 

et l'intégrale peut être développée avec un reste. Cela étant, on sait que Heine 
[2, p. 284] a généralisé la série de Gauss. Il était donc naturel de chercher à 
utiliser les fractions continues de Heine, mais tout ce que j 'ai pu obtenir dans 
cette voie, c'est une identité intéressante que voici. Soit 

X(x, z) = 1 + axz + axazz
2 + a^aza5z

3 + . . . 

av ayant sa signification habituelle (9) ; on a 

1 _ atz\ xa2z\ x2a3z\ x3a4z| 
X(x, z) I 1 I 1 | 1 j 1 

où, sauf un terme constant et un facteur z, on reconnaît la fraction continue (20), 
dans laquelle on aurait remplacé, pour toute valeur de l'indice i, a{ par xt~1ai. 
Si on désigne, d'une façon abrégée, par Rn(x

1"~lai) ce que devient alors le poly
nôme Rn(a), on aura 

1 = 1 - R^x'^ajz - . . . - R^x^a^z71 - . . . 
X(x, z) 

d'où l'identité annoncée 

Rn(x
l~xai) + dtRn-^x^^i) + a1a3i^n-2(xï~1^t) + • . • 

+ a1a3as . . . aan_32?i(ai) = ata3a5 . . . a2n_x. 

Mais, de cette identité, il ne parait pas facile de déduire l'expression de la 
fraction continue (20). J'ai donc cherché à déterminer directement des fonctions 
Qnipc, s) par le système d'équations aux différences 

(23) Qn^ = Qn + (1 - xn)zQn+1, n = 1, 2, 3, . . . . 

Il en résultera, d'après un théorème connu [3, p. 291] 
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Ç. (1 - x)z\ (1 - x')z (1 - x')z\ 

Q-r1 + r~r~+\—r—+i—— +•••• 
c'est-à-dire 
(24) ^ = 1 + (1 - x)zF[x, - (1 - x)z). 

Je me donne arbitrairement Q0 = 1 et je pose 

(25) Qn=foM +/,(»)* + . . . +/,(*)*" + . . . 
avec/0(w) = 1. 
D'après (23), les fonctions fp(n) doivent satisfaire aux équations 

(26) fv{n) -fp(n - 1) = (xn - l ) / , . ^ * + 1). 

Soit 

*»(*) = ^ ) ( i - x * ) ( i - n . . . ( i - o 
(1 - x ) ( l - x 2 ) . . . (1 - xp) 

avec <£„(#) = 1; et soit encore 

E(m, g) = i ^ - 2 g ) ( m - l ) ( m - 2 ) . . . ( m - g + D ) m > 2q 

et i£(ra, q) — 0, pour m ^ 2q avec E(ra, 0) = 1. Les nombres E(m1 q) satisfont 
aux relations 

£(w, 1) = 1 + E ( m - 1,1) 

E(m, q) = E(m — 1, g — 1) + -Ë(w — 1, g) 

et d'autre part, on vérifiera que 

(27) ^n+p^ - c : ; _ 2 - $n+,-2 = (xn - \)&n?v-x, p > i . 

Cela étant, je dis que la fonction 

(28) / , (») = "S ( - iy-'E(n + 2p,i- 1)^4^ 

satisfait aux équations (26). Pour le voir, il suffira, dans (28), de remplacer 
E(n + 2p, i - 1) par E(n - 1 + 2p, i - 2) + E(n - 1 + 2p, i - 1) puis, 
après substitution dans le premier membre de (26), de grouper les termes qui 
ont le même coefficient numérique E(k, q) et de se servir de la formule (27). La 
fonction (28) est donc une solution de l'équation aux différences (26) et c'est 
la seule qui convienne, car toute autre solution ne pourrait en différer que par 
une fonction \l/p(n), de période 1, par rapport à la variable n, et comme nous 
avons posé Q0 = 1, il faut, d'après (25) que, sauf pour p = 0, nous ayons 
/p(0) = 0, d'où *v{n) = *p(0) = 0. 

Faisons maintenant n = 1, dans (28), et observons que les nombres E(m, q) 
ne sont autres que les nombres de Delannoy, dans un autre ordre que dans le 
triangle du §1, E(m, i) = D%

m^i^l% et nous aurons 
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Ml) = Dl, 

/,(1) =Dlx-Dl, 

fp(l) = Dlvx
iv'v+l) - Pi,-»**'"'"0 + 2?:,-,*1""1 '""*' - . . . + ( - 1)PZ£. 

Substituons ces valeurs dans la formule (25), en y faisant n = 1, ordonnons la 
série obtenue par rapport aux puissances de x et ayons recours à la formule (6), 
nous aurons 

(29) & = <K- 2) + xz<t,°{- z) + . . . + *** ( ' + 1 V* w + 1 ( - *) + . . . 

ou, en posant 

(30) A (g, u) = 1 + qu + q*u* + . . . + <f "<p+1 V + . . . 

Q, = 4,{-z)A[x,z<f{-z)]. 

On a donc finalement, d'après (24), où Q„ = 1, 

(31) 1 + (1 

ou bien 

(32) 1 

On voit que la fonction A (g, u) se rattache aux fonctions S de Jacobi, mais ce 
qui distingue la fraction continue (20) de diverses fractions continues, obtenues 
autrefois par Heine, Eisenstein [3, p. 315] et Ramanujan [4, p. 215], c'est que 
dans (30), on a substitué à la variable u une fonction algébrique. 

. Pour obtenir les fonctions Sn(x), on a, d'après (24) et (25), 

1 - S ( - 1)"(1 - x)nSn{x) = 1/S/„(1)*-; 
î o 

on calculera donc les polynômes /„(1), puis les polynômes 

gn{x) = ( - 1)/„(1)(1 -x)-

et on aura Sx{x) = gx(x) et, pour n ^ 2, 

Sn(pc) = gn(x) - gn-lS1 ~ gn-2S2 ™ . . . ~ ^ 5 ^ . 

Un autre procédé consiste à poser 

B(q,u) = {A&u)}-1 = 1 + /31(g)w+ . . . + j 8 n ( ( Z ) w - + . . . 

et il résulte alors de la formule (31), après quelques calculs, que 

(33) (1 - x)nSn(x) = Dn
nZ\(l - x) - Dn

n-*p2(x) + D^lPM 

- DTMx) + . . . + (- l ) " - 1 ^ . , ^^ ) . 
Les polynômes pn(x) sont faciles à calculer. Comme vérification, on doit avoir, 
pour n ^ 2, £„(!) = 0, j8»( — 1) = 2. Si on les considère comme connus, la 

x)zF[x, — (1 — x)z] 

- (1 - x)zF[x, (1 - x)z] = 

<K - «) , 4 [ x , s 0 2 ( - s ) ] 

1 - z<f>(z) 

A\X. i - d,(y>r 
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formule (33), après multiplication par (1 — x) n, donnera explicitement Sn(x). 
On trouvera plus loin des tables pour gn(x), 0n(x), Sn(x), et Pn(x). 

8. Connaissant Sn(x), nous avons maintenant à déterminer les polynômes 
Tn(x) qui représentent les configurations totales de n arcs et les polynômes 
Pn(x), qui représentent les configurations formant un système propre. Pour 
la brièveté, soit g (y) — g0 + gxy + . . . + gny

n + • • • une série de Taylor quel
conque; nous désignerons par K(yn

y g) le coefficient de yn dans le développement 
de g, c'est-à-dire gn, et nous emploierons aussi un langage abrégé en confondant 
les configurations avec les fonctions qui les représentent. Cela posé, Tn(x) 
comprend : 

1°, les configurations ne formant qu'un seul système, c'est-à-dire Sn(x); c'est le 
coefficient K(zn, zF) de zn dans zF(x, z). 

2°, les configurations formant deux systèmes; c'est ^SpSqy p + q = n; c'est 
donc K(zn,z2F2). 

3°, les configurations formant trois systèmes; c'est ^SpSaSr, p + q + r = n; 
c'est donc K(zn, z3F3) . . . et ainsi de suite. Donc 

Tn(x) - K(f, zF + z2F2 + . . . + znFn) 

et on peut prolonger la série indéfiniment, puisque z
n+1Fn+1, z

n+zFn+2
i . . . ne 

contiennent pas de terme en zn. La somme de cette série est 

\-zF ^ 1 - zF 

donc, en se reportant à la formule (20), Tn(x) est le coefficient de zn dans le 
développement de la fraction continue 

_ 1 4- i l _ ^ l __ ^?l _ 5i?l _-
\i | 1 |T |T — 

On voit que si, dans la fonction Rn+1(a) du §2, on remplace a1 par 1, a2 par alt 

a,i par a»-!, on obtient Tn(x), donc 

Tn(x) = i?n+i(l, alt aa, . . . , an), n ^ 1. 

et on aurait l'expression générale de Tn(x) en modifiant de la même façon la 
formule (15). 

9. Pour avoir Pn(x), nous remarquerons que tout système de n arcs est 
formé par un système propre, dont un ou plusieurs arcs recouvrent des con
figurations quelconques, c'est-à-dire des configurations totales; celles-ci prennent 
place dans les intervalles entre les pieds des arcs du système propre et, s'il s'agit 
d'un système propre de JJL arcs, il y aura 2\x — 1 intervalles entre les pieds des 
arcs. Posons tout de suite 
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x(x, z) = S Tn{x)zn 

1 
00 

(34) a(x, z) = S P„(*)*". 

Nous avons, d'après le §8, 

(35) xO, 2) = v — ' 
1 — zP(x, z) 

et, d'après (17), 

(36) zF(x,z) = 2 Sn(x)z\ 
i 

Nous ferons 50(x) = T0(x) = P0(x) = 0. 

La fonction 5„(x) comprend: 

1°, les systèmes propres de n arcs, P„(x); 

2°, les systèmes propres de n — 1 arcs, P ^ ^ x ) . Il y a (2T*) intervalles où peut 
prendre place successivement une figure Tx(x), d'où le terme 

que nous écrirons Pn-1(
2T3)K(zJ x) ; 

3°, les systèmes propres de n — 2 arcs, Pn_a(x). Il y a 2^ — 5 intervalles; on 
peut placer une configuration T2{x) dans un seul intervalle, d'où le terme 
(2T~5)Pn-2P2î ou bien on peut placer deux configurations Tx(x) dans une 
combinaison de deux intervalles, d'où le terme (2n

2~
5)Pn-2 T\. On voit 

que ce sont les partitions du nombre 2, savoir 2 = 2 et 2 = 1 + 1, qui se mani
festent. L'ensemble des deux termes s'écrit 

Pn^[Cr)K(z\ x) + Cr)K(z\ x2)]; 

4°, les systèmes propres de n — 3 arcs, Pn_3(x). Il y a 2n — 7 intervalles, 
donnant en tout 6 places disponibles pour 3 arcs. Si les 3 arcs sont dans un seul 
intervalle, ce qui correspond à la partition 3 = 3, on aura le terme Pn_3(2nr r)7V 
Si les 3 arcs sont dans deux intervalles, ce qui correspond aux deux partitions, 
3 = 1 + 2 et 3 = 2 + 1, on aura le terme 

Si les trois arcs sont dans 3 intervalles, ce qui correspond à la partition 
3 = 1 + 1 + 1, on aura le terme Pn-3(

2n~7)TÏ. L'ensemble des trois termes 
s'écrit 

pn-Acr)K{z\ x) + cr)K(z\ x2) + cr)K(z\ x
3)]; 

5°, les systèmes formés de n — 4 arcs, Pn_4(x); la partition 4 = 4 donne le 

terme P n _ 4 (T 9 )P 4 ; les partitions 4 = 1 + 3 = 2 + 2 = 3 + 1 donnent le terme 
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Pn-4(2r)(r1r3 + r2
a + r3r1); 

les partitions 4 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 donnent le terme 

Pn-S
nr)3TlT9; 

la partition 4 = 1 + 1 + 1 + 1 donne le terme 

p (™-»\T* 
•*- n—4 \ 4 / -*• i « 

L'ensemble des 4 termes s'écrit 

p„[cr)K(z\ x) + (rr)K(z\ xi + m w , XI + m w , x)] 
et ainsi de suite. On a donc 

sn = pn + pn„dcr)K(z,x)i 
+ P„_,[(T w , x) + rr)K(z\ x)] + .... 

Dans chaque crochet, on peut prolonger la série, car il est clair, par exemple, 
que K(z2, %3), K(z2

y %4) . . . sont nuls. De plus, on peut, dans chaque crochet, 
introduire un terme de la forme K(zv, x°) = K{zv, 1), qui est nul, pourvu que 
p ^ 1. On a donc 

Sn = Pn + Pn^K[z9 (1 + x)2n~3] + . . . + Pn-iK[z\ (1 + x r ~ 9 ' ~ ' ] 

+ . . . + P W \ 1 + x]. 
Le dernier terme est encore exact pour n = 1, car il devient Px(^)i^(l, 1 + x) = 
Px{x), ce qui est exact, puisque Sx(x) = Px(x). Le premier terme Pn peut 
s'écrire Pni£[l, (1 + x)2n-1] car X[l , (1 + x)2n-1] = 1 et cette expression est 
valable pour n — 1. Ainsi 

Sn = PnK[l, (1 + x)2""1] + • • • + P*K[?-\ 1 + x] 

et cette formule est valable, même pour n = 0, puisque P0 = T0 = S0 — 0. 
Maintenant, il est clair que, quelle que soit g(z), 

K[zv,g{z)]=KW+\z"g{z)]; 

on peut donc écrire 

Sn = PnK[z", s"(l + x)2"-'] + Pn-,K[zn, zn~\\ + x)3""'] 

+ . . . + P.Xfz", s(l + X)] 
et ceci exprime que Sn (x) est le coefficient de zn dans le développement de 

P.*(l + x) + P*z'(l + x)s + • • • + -P„s"(l + x)a""'. 
On peut prolonger cette série indéfiniment, car, au-delà de P„2n(l + x)a n~\ les 
termes qui viendront ne contiennent plus z". Nous avons donc, d'après (34), 

S 5 , ( x K = 1 - j - « [ * , * ( l + x) ,l , 
î ^ T X 

et, d'après (35) et (36), 
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(37) [1 - zF(x, z)]w z). 
[1 - zF(x} 

Telle est l'équation qui relie la fonction génératrice œ(x, z) des systèmes propres 
à la fonction génératrice zF(x, z) des systèmes propres ou impropres. 

Définissons une variable u par l'équation 

(38) z - u\\ - zF(x,z)Y = 0, 

cette équation a une racine f (x, w), que l'on peut développer par la série de 
Lagrange. D'après les valeurs de Sn(x), données au §15, on a 

f = w - lu - (2x - 3)u - (2x3 + 6x2 - 6x + 4)u 

et il résulte de (37) que 

ÇF{x, f ) 
(39) œ(xt u) = 

1 - tF(x, f ) • 

On vérifiera cette formule en faisant x = 0. Le seul système propre qui ait zéro 
point double est représenté par P1(x) = 1, d'où Px(0) = 1, et on doit avoir 
co(0, u) = u. Or F(Q, z) = <t>(z) et l'équation (38) donne simplement f = 
w/(l + u)\ Alors fF(0, f) = u/{\ + u) et, d'après (39), co(0, u) = u. 

On peut donner une forme remarquable aux équations (38) et (39). Posons 

(40) \fi(x, u) = 

Rappelons aussi que 

uF(x, u) = — S Sn(x)un. 

(41) 

Alors 

(42) 

et inversement 

w(x,u) = 2 P n ( x ) / . 

co(x, w) 
1 + *(*, f ) 

où f est la racine, s'annulant avec w, de l'équation 

r - t * [ l + ^(x,f)] 2 = 0 

(43) 

^ ( x , w) = 
œ(x, f) 

1 + «(*,f) 

où f est la racine, s'annulant avec u, de l'équation 

f - u[l + œ(x, Ç)Y = 0. 

La fonction ^(x, #) se déduit de co(x, w) par une certaine opération, que dé
finissent les équations (43) et, inversement, d'après (42), si l'on applique la 
même opération à la fonction \[/(x, u), on retombe sur co(x, u). Les fonctions 
^ et co sont réciproques par rapport à cette opération. 

Voici ce qui en résulte pour les polynômes Pn(x) et Sn(x). Considérons une 
fonction s'annuitant avec z 
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C(z) = C,z + C2z* + ... + Cnz
n + ... 

la racine, s'annulant avec u, de l'équation 

r - »[i + c(t)Y = o 
est, en poussant le calcul jusqu'au terme de degré 5, 

Ç = u + 2Cxu* + (5Cl + 2C2)u + (10C5 + 4CÎ + WCxC, + 2 C 3 K 

+ (20C: + 22CÎ + 72CIC2 + 18C.C3 + 9CI + 2C*)u + ... 

et on trouve ensuite 

1 ^ ( ^ ( r ) = G X ( C > + G2(CX, C 2 K + . . . + Gn(C19 C„ . . . , C > n + . . . , 

G n (d , C2, . . . , Cn) étant un polynôme en CXJ C2, . . . , C„. 

G, = Cx 

G2 = cr + c2 

G3 = 2C3 + 4CXC2 + C3 

G4 = IOCÎ - se: + i5c:c2 + 6cxc, + 3c: + c4 

G5 = UCl + 20CIC, + S6C:C2 + 28C1"C, + 28CXC2
2 + SCXC.+ SC2CS + C5. 

Faisons d'abord Cn = — Sn(x), puis Cn = Pn(x) et reportons-nous aux formules 
(40) et (41), nous aurons les formules réciproques 

Pn(x) = -Gn{- Slf - 5 , , . . . , - Sn), 

Sn(x) = Gn(Px ,P2 , . . . , P n ) , 

que j'ai vérifiées jusqu'à n = 4. La réciprocité serait encore mieux mise en 
évidence si l'on posait — Sn(x) = S'n(x). 

10. Le nombre des configurations de n arcs qui forment un système unique 
est 5»(1). On obtient, à l'aide de (22), la récurrence 

Sn(l) = p,n - p.n-.S^l) - £2n_.S2(l) - p2n-*S3(l) - . . . - .SU(l ) , 

où pzn — 1.3.5 (2n — 1). Le nombre des configurations qui forment un 
système propre est P„(l) . Il s'agit donc d'avoir co(l, u). Au lieu de la 
formule (39), on emploiera la formule 

«(*, u) = uF(x, f) - uÇFa(x, f), 

qui, d'après (38), lui est équivalente. On a 

P( l , s) = 1 + 2z + 10s2 + 74s3 + 706s4 + 8162s5 + 109960s6 + . . . ; 

la racine f de l'équation (38), pour x = 1, est 

f = « — 2^2 + #8 — 6w4 — 34w6 — 356#6 + . . . , 

et on a ensuite 
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co(l, u) = u + u + 4u* + 27u* + 248w5 + 2830u* + 37782u + 

On calculera beaucoup plus facilement la valeur de Pn ( — 1), car F( — 1, z) = 1 
et Téquation (38) se réduit à f — u(\ — f)2 = 0; la racine qui s'annule avec u est 

1 + 2K - (1 + 4**)* 
' 2^ 

on a ensuite, d'après (39), 

co(— 1, w) = ^<£( — u) = Do^ — -DJw2 + D\u* — . . . , 

doncpn(— 1) = (_ îy'DlZl. Soit iVp(rc) et Ni(n) les nombres des systèmes 
propres de n arcs, qui ont respectivement un nombre pair et un nombre impair 
de points doubles, on a 

#,(»)-#,(») = (-I)"-\D::;, 

et JD^IJ est le nombre des configurations de n arcs, sans points doubles. 

11. On obtient de la manière suivante des formules qui paraissent intéres
santes. Récrivons l'équation (31) ou (32) sous la forme 

(44) 1 - çF(x, f ) = - 1 * 

On donnera à f une valeur telle que le second membre de (44) prenne une forme 
simple. On aura une première identité en développant en série le premier 
membre par la formule (36). Substituons ensuite cette valeur de f dans l'é
quation (38); on en déduira la valeur de w, puis l'expression de co(x, u), par la 
formule (39) ou par la formule plus simple 

(45) «(*,«) = ( j j - i , 

qui lui est équivalente et où la détermination du radical est celle qui se réduit 
à + 1, pour u = 0, puisque œ(x,0) = 0. D'où une deuxième identité en 
développant le premier membre de (45) par la formule (34). On devra faire 
bien attention de prendre, pour la fonction algébrique 0(2), La détermination 
(3), holomorphe à l'origine et que, à la fin de ce paragraphe, j'appellerai <k (z)t et 
non pas la détermination conjuguée <l>a(z), infinie à l'origine, seconde racine de 
l'équation (4). De sorte que, dans l'équation (44), on ne peut pas donner 
n'importe quelle valeur à 

Soit f = , ^ î j ~ ' d ' o ù ^ Ï T Z ~ ^ = 2- D'après (44), 

1 -

où 
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A(x) = 1 — x + x3 — x6 + x10 — x15 + . . . . 

D'après (38), u = (1 - x)\2(x) et, d'après (45), 

co(x, u) = 2X(x) — 1, d'où les identités 

(47) l^1^)^1-^)' 
(48) S P-(*)(l - *)"X2n(x) = 2X(x) - 1. 

7 1 = 1 

Soit f = — T - ^ — , 0(T—^—) = 1 — x et soit 
1 — x 1 — x 

n(x) = 1 + x2 + x5 + x9 + x14 + x20 + . . . 

on aura de même 

(49) l ( - l ) " 5 „ ( x ) , 1 * \ . = 1 1 * 
(1 — x)" 1 — x n(x)' 

(50) S ( - l)"P„(x)x"(l - *)V"(*) = (1 - *)/»(*) - 1. 
n = i 

Dans (38), (44) et (45), changeons x en x2 et on verra d'une manière analogue 
qu'en posant 

r, = - x7(i - x), r, = - *(i + *)/(i - x), r, = x(i - x)/(i +x) 
on a 

(51) tol,4 + r ^ 1 - r . ^ f f l ) - ^ 
(52) i + r - ^ - ^ I — T = 0.(0), 

où 
0,(0) = 2x1/4 + 2x9/4 + 2x25/4 + . . . , 

0a (0) = 1 + 2x + 2x4 + 2x9 + . . . , 

0,(0) = 1 - 2x + 2x4 - 2x9 + . . . , 

et l'on aura des formules correspondantes pour co(x2, u). Des formules ci-dessus 
on tire des fractions continues plus ou moins simples, par exemple 

O W N 11 1 — xl 1—x2| 1—x3i 1 — x4| 1—x5| 
2X(«) = |T« - i -^ - 1 - j - 3 - - j - j - - ) - 1 - - j - ^ - ' - . . . . 
Supposons pour simplifier x réel et positif, 0 < x < 1. La série F(x, z) converge 
absolument sur tout son cercle de convergence \z\ = J ( l — x). La série co(x, u) 

2x9/4 1 
1 — x' 1 - ï>F(x , f 2 ) 

2x 1 
1 — x 1 - r3^(x2

; , f s ) 

2x i 
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converge certainement pour 4\u\ < 1 — x, car les systèmes propres ne forment 
qu 'une partie des systèmes propres et impropres et P„(x) < Sn(x). J e ne suis 
pas actuellement en mesure d'indiquer quel est le rayon de convergence de 
co(x, u). Sauf pour x = 0, ce rayon de convergence est fini, car, à l'aide des 
formules que j ' a i données, dans mon article [6], pour le nombre des systèmes 
propres de p arcs, ayan t p — 1 ou p points doubles, on peut démontrer que la 
série w(x, u) est divergente pour \u\ > 4 / (27x) . Il résulte de cela que la série 
(47) converge pour 0 ^ x ^ 1; la série (49) pour 0 ^ x ^ 3 - 2 \ / 2 = 0,1716; 
la série F(x\ fa) pour 0 ^ x ^ \/2 — 1 = 0,4142; la série F(x\ f3) pour 
0 ^ x ^ 3 — 2 \ / 2 ; la série F(x\ f4) pour 0 ^ x ^ 1. La série (50) et les 
séries co(x2, u) correspondant aux valeurs f2, f3, f4 convergent pour des valeurs 
suffisamment petites de x, car les expressions correspondantes de u contiennent 
x ou x2 en facteur. Mais la convergence de la série (48) reste actuellement 
douteuse, car X(x) est supérieure à § et la condition 4(1 — x) X2(x) ^ 1 — x 
n'est pas remplie. 

Considérons maintenant , e t en supposant toujours 0 < x < 1, la fonction 
F{x, z), prise dans toute sa généralité. D'après (44), c'est une fonction à deux 
branches, l 'une <£x(x, z) donnée par la détermination ^(z) de <j>(z)\ c'est celle 
que, jusqu'ici, nous avons constamment appelée F(x,z); l 'autre, ^>2(x, z) 
donnée par la détermination </>2(s) de <j>{z). On peut définir sans ambiguité 
(t>x{z) et <j>z(z) dans tout le plan z et par suite aussi ^ ( x , z) et <ï>2(x, z), par les 
équations 

1 

i -z*,(x,z) = Hr^/4 

1 — £$! (x, z) 

1 

X, 1 — 0 / 

X, 1 — (j)2 

1 — x 

r ^ x / j 
Or, 

0,(2)0,(2) = 1/2, 1 - 4>a(z) = 1/[1 ~ 0X(2)] 

et, d 'autre par t , 

(54) A(x,v) +-A(x,-) = 2 » w , + 1 , ( » " + r i ) = P ( * , « 0 , 

OÙ 

p(x, ») = (1 + - ) n (1 - x n ) ( l + xn^)( l + x V 1 ) 

est une fonction 6 proprement dite. Dans (54), faisons^ = 1 — < M T - ^ — ) et 

multiplions par 4>AT~Z.— ) e t n o u s obtiendrons, après un calcul simple, 

(55) \-zl{X,z) -1-*$!(*,*)= Hï~=^)p L x ' 1 " Hr^)J-
C'est la formule que nous voulions établir. Soit alors 1 — <M T ~ ~ — ) = ~ %v, 

on en tire 
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(56) z = , £ = 0, 1,2,3, . .. . , 
(1 + # ) 

et cette expression ne change pas quand on change p en — p. Le second membre 
de (55) s'annule pour toutes ces valeurs de z et s'annule aussi pour z — <». La 
fonction générale F(x, z) admet donc non seulement les points doubles 
z = 1(1 — x) et z = oo, qui sont les points de ramification de 4>\r~2—)> m a ^ s 

un nombre quelconque fini de points doubles donnés par (56), pour p = 1, 2, 3, 
. . . et qui ont s = 0 comme point limite, point essentiel de <£2(x, z). 

12. Le lecteur est maintenant prié de se reporter à mon article [6]. Les 
symboles et formules appartenant à cet article seront suivis de l'indication [6]. 
Je me propose de montrer que l'équation [6, (13)], n'est autre chose que 
l'équation 

(57) a>[*,s[l + x(*, *)]'] = x(*,*) 

qui se déduit de (37) en éliminant F(x, z), à l'aide de (35). 
D'abord U2n(p) est le nombre des configurations de n arcs qui ont p points 

doubles [6]; c'est donc le coefficient de uv dans Tn(u), c'est-à-dire le résidu à 
l'origine, au sens de Cauchy, de Tn(u)/uv+1. Il y a exception pour n = 0, p = 0, 
car nous avons posé Uo(0) = 1, tandis que T0(u) = 0. Donc, d'après [6, (5)], 
fv(x) est, pour p = 0, 1, 2, 3, . . . , le résidu à l'origine de 

[1 + Tx(u)x* + T2(u)x4 + . . .]/u9+1: 

1 + x(u,x2) 
fP(oc) = — du, 

' y W 

y étant un petit cercle qui entoure l'origine. 
D'après [6, (9)], et en supposant \z2\ < \u\, pour être autorisé à sommer, 

nous avons ensuite 
1 + x(u,x2) , v XZ 

-du. 

Mais la fonction x(^>#2) est holomorphe au voisinage de l'origine et, d'autre 
part, puisque \z*\ < \u\, le cercle y contient le point z2. On a donc simplement, 
d'après l'intégrale de Cauchy, 

(58) y(x,z) =xz[l+ x(z\x)l 

De même, <r2n(p + n — 1) est le nombre des systèmes propres de n arcs 
ayant p + n — 1 points doubles [6]; c'est donc le coefficient de wp+n_1 dans 

Pn(u) et, d'après [6, (7)], gv(y) est le résidu à l'origine de co ( u, 5L ) /uv. 
i i i i \ u/ 

Ensuite, d'après [6, (8)], et en supposant \z\ < \u\, 

du (59) G(y,z)=±- ( y*\ du 
uœ\ u, — J  

\ u / u — z' 
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Mais il est facile de voir que la fonction uœ(u, y2/u) est holomorphe à l'origine. 
En effet, 

Pn (u) = cr,B(0) + <r,n(l)« + . . . + <T2n(p)uv + . . . , 

et il n'existe pas de système propre de n arcs, si p < n — 1. Donc le polynôme 
Pn(u) est divisible par u1'1 et 

( y2\ „ , x . . , P « W «col «, f- ) = Px («)/ + . . . + - ^ 7 y™ + . 

est régulière pour u = 0. La formule (59) se réduit donc à 

(60) G(y,s) =s2co(s2,;y7s2). 

En portant les expressions (58) et (60) dans l'équation [6, (13)], que je récris 

zy = xz2 + xG(yt z) 

et en divisant par xz , on obtient 

x(z\x2) = u{z\ x2[l + x(z\ x*)Y}, 

et il suffit de remplacer z par x^ et x par z% pour obtenir l'équation (57). 
Resterait à obtenir les équations algébriques auxquelles satisfont les fonctions 

gP(y) ce que nous n'avons pas fait [6]. J'ai remarqué à ce sujet que, d'après 
[6, (14)] et [6, (15)], les équations satisfaites par g0(y) et gx{y) sont les équations 
de deux cubiques unicursales. On vérifiera en effet que, t désignant un para
mètre, 

y = t - t\ 
g.(y) = / ' - * \ 

f ( f + 1) 
h(y) 

3t2 - 1 

13. Si l'on se reporte au §5, on voit que la fraction continue qui figure au 
second membre de (20) résulte de la relation (16) et celle-ci est une conséquence 
des deux règles du §2, qui nous ont permis de former les polynômes Rn(a). Ce 
résultat subsiste évidemment quelle que soit la signification qu'on donne aux 
lettres alt a2J a3, . . . . Nous avons donc obtenu, sous forme entièrement explicite 
et sans avoir recours à la formation de ses réduites, le développement en série 

0£\ + £Z\ + 0£\ + _ _ _ = " ( _ iy-iRn(a)zn 
J A J -«• I •*• n = = i 

d'une fraction continue quelconque du type indiqué. Les polynômes Rn(a) sont 
donnés par la formule (15). Si on avait à développer la fraction continue 

on l'écrirait 
G(z) ' ' , a^/bobA , a2z/bJ)A . a3z/b2b3\ 

— = 1 + I ;; -f- i 1 ~r I \ ~r • . 
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et l'on aurait 

G(z)/ba = 1 + S ( - l)'-lR.(a, b)zn, 
n=i 

où Rn(a, b) désigne la fonction Rn(a) dans laquelle on a remplacé at par &,•/£,•_!&,• 
(i = 1, 2, 3, . . .) et l'on modifierait en conséquence la formule (15). 

14. Soit 

M = bQ+ ,£' + i^1 + . . 

une fraction continue quelconque et soit Rk = Ak/Bk la &ème réduite ou fraction 
convergente, R0 = b0, Rt = (b0b1 + ar)/b1} . . . . Le symbole Rk n'a plus ici 
aucun rapport avec la fonction (15) des sections précédentes. En se servant 
de la formule élémentaire qui donne l'expression de M au moyen d'un quotient 
complet, en y remplaçant ak par ak + x, bk par bk + y et en développant en série, 
on trouve 

' (»» + n - i)! aara»; 

.[(m + n)Bk^Bk^M - mAk^Bk^ - nAh^Bk^\. 

En particulier 

~ (Rk^ - Rj^yai^f = (M - i ^ y w - i?,_2), /, ;> i, 

Jj (Rk-t - Rk-,Tal^ = (^_ x ) p (^_ 2 ) - p (M - Rk-,Y
+\ P ï l . 

P' dbl 
D'autre part, on a aussi 

ikZ/^o = 1 -f- | -— H- | -— + « -— + . . . 

et, en considérant (&0&i), (^A), (b2bs), . . . comme des variables indépendantes, 
on trouvera par un procédé analogue 

^ = ^ W . - £*-.)*(&»-xÔ»)' ^ 

= (Bt.,)*(M - R^iM - Rh.my. 
En comparant ces diverses formules, on arrive à des équations aux dérivées 
partielles qui peuvent, à vrai dire, s'obtenir directement et dont nous ne citerons 
que celles-ci, 

\ dak / 

f dM d*M~\ 
l d ^ + ak ôal -T 

, _ , dM dM 

dJlf d'M dM I dilf 
dak dakdbk dbk L da t Qa'k 
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Inversement, certaines relations différentielles, faciles à établir, peuvent con
duire, à l'aide des formules ci-dessus, à des identités dont nous citerons la 
suivante 

(BkM - Ah)(Bh-xM - il*.,) - ak-MBk-*M - Ak.2)(Bk.aM - Ak_3) 

= ahbk-x(Bk-aM - Ah-Y + bh{Bk_M - Ak.x)\ 

vérifiée quel que soit M et qui, fort probablement, est déjà connue. 

Sn(x) 

Sx = 1 
52 = 1 + x 
53 = 2 + 4x + 3x2 + x3 

54 = 5 + 15* + 21x2 + 18x3 + 10x4 + 4x5 + x6 

Ss = 14 + 56x + 112x2 + 148x3 + 143x4 + 109x5 + 68x* + 35xr 

+ 15x8 + 5x9+ x10 

56 = 42 + 210x + 540xa + 945x3 + 1255x4 + 1353x5 + 1236x6 

+ 984x7 + 696x8 + 441x9 -r 250x10 + 126xia + 56x12 

+ 21x13 + 6x14 + x15 

Pn(x) 

P. = 1 
P 2 = x 
-L 3 "— X I OX 

p 4 = x
8 + 4x5 + 10x4 + 12x3 

P 5 = x
10 + 5X

9 + tsx* + 35x + 60x6 + 77x5 + 55x4 

g2 = x + 2 
g3 = #3 + 3x2 + 6x + 5 
g4 = *• + 4x5 + 10x4 + 20x3 + 28x2 + 28x + 14 
g5 = x10 + 5x» + 15X

8 + 35x7 + 70x6 + 117x5 + 165x4 + 195x3 

+ 180x2 + 120x + 42 
g8 = x15 + 6x14 + 21x13 + 56x12 + 126X11 + 252x10 + 451x9 + 726x8 

+ 1056xr + 1386x6 + 1617x5 + 1650x4 + 1430x3 + 990xa 

+ 495x + 132 
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ft> («) 

ft» = 2 - 2 
ft = - 2s + 224 - 2° 
ft = g* - 3<t + q' + 2? - g" 

ft = - g5 + 4q° - 3q' - 3g8 + 2q° + 2g11 - gis 

ft = q - Sq + 6g8 + 3g* - 6g10 - 2q* + 2g18 + 2g16 - gal 

ft = - qr + 6g8 - 10g9 - q10 + 12g11 - 3gla + gis - 6q" + 2g" 
- 3q17 + 2g18 + 2g" - g28 

ft = g8 - 7g9 + 15g10 - 4g11 - 19g12 + 12gls + g14 + 9g15 - 3q" - 6q7 

+ 4g18 - 6g'9 + q" + 2q" - 3q*° + 2q" + 2g29 - g88 

5.(1) 

w 1 1 2 3 4 5 6 7 
5,(1) J 1 2 10 74 706 8162 109960 

P.(D 
n 1 2 3 4 5 6 7 

Pn(D 1 1 4 27 248 2830 37782 
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