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CRITERES DE G-STABILITE EN TERMES
DE TRANSVERSALITE

JEAN-JACQUES GERVAIS

1.1. Introduction. Soit G un sous-groupe de Lie, de dimension ¢, du groupe
GL,(R).Soient G;(n) = C% .(R" G) le groupe des germes en 0 des applications
g de classe C?de R" dans G telles que g(0) = e (ol ¢ est I'élément neutre de G);
Diff;(n) le groupe des germes en 0 des difféomorphismes 7 d'un voisinage de 0
dans R" sur un voisinage de 0 dans R tels que 7 (0) = 0; Co*(R*, R?) I'’ensemble
des germes en 0 des applications de classe C? de R” dans R?; &, 'anneau des
germes en 0 des fonctions numériques de classe C* sur R" et m son idéal maxi-
mal. Pour f € C,"(R", R?), nous désignerons par j'( f) le jet d'ordre 7 de fen 0.
On munit I'ensemble % ,(n) = Gi(n) X Diff,(n) de la structure de groupe
définie par la multiplication:

(gh 7'1) . (gz, 7'2) = (g1 : (gz e} 7'1—1), 710 1'2).

Il est alors clair que ¥ ;(n) opére sur Co*(R”, R?) comme suit: pour (g, 7) €
G (n) et f € Coi'(R*, R?), (g, 7). f est le germe en 0 de Iapplication
x —g(x) - (fo#1(x)) oud fet7sontdesreprésentants, sur un voisinage
de 0, de g, f et 7 respectivement.

Définition 1.2. Un germe f € Co™(R"*, R?) est G,-stable dans C,”(R", R?)
s'il existe un entier s tel que pour tout f* € C¢”(R", R?) vérifiant j°( f) =
(£, il existe (g, 7) € F,(n) tel que (g, 7) - f = f'.

Pour simplifier, nous omettrons l'indice » = 4 0 et écrirons G-stable au
lieu de G -stable.

2.1.Criteres de G et G,-stabilité dans C;”(R", R?). Nous supposerons dans
la suite de cet article que le groupe G (resp G€ ot G€ est le complexifié de G i.e.
le groupe de Lie engendré par G dans GL,(C)) a une famille & un paramétre
au plus d’orbites dans R?(resp. C?). Dans ce cas, la G-stabilité et la G,-stabilité,
Vr € N, dans Co” (R, R?), sont des ‘“‘propriétés générales’’, i.e. I'ensemble des
germes dans Cy”(R", R?) qui ne sont pas G-stables (resp. G,-stables, VVr € N)
est, dans un sens que nous ne préciserons pas (cf. [2]), de ‘““‘codimension infinie”’
dans C¢”(R", R?).
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2.2. Soit {41, ..., 4,} une base sur R de l'algébre de Lie 7,G de G. Pour
f € C(R", R?), on désigne par M, I'application & ,-linéaire

M, E0@ Ep— &

donnée par la matrice dont les colonnes sont A..f,..., 4, f, 8f/dxy, ...,
df/dx,. Désignons par I, 'annulateur du conoyau de M, dans &, et par I,/
'idéal engendré dans &, par les mineurs d’ordre p de la matrice M,.

On a les critéres suivants de G et G,-stabilité:

TuftorEME 2.3. (J.-Cl. Tougeron [2]). Soit f € Co™(R*, R?). Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

(2.3.1) f est G-stable (resp. G,-stable, Vv € N) dans Cy”(R", R?),

(2.3.2) I, est un idéal de définition (resp. elliptique) de & , i.e. I, contient une
puissance de m (resp. [, D m”™ = MN," m*).

(2.3.3) I, est un idéal de définition (resp. elliptique) de & .

Remarque 2.4. Pour la G-stabilité, il n’est pas nécessaire de supposer que G€ a
une famille & un parameétre au plus d’orbites dans C?. D’autre part, pour la
G.-stabilité, V7 € N, on ne sait pas si le résultat est vrai (en fait, I'implication
(2.3.1) = (2.3.2)) si G est quelconque.

3.1. Traduction de la G et G,-stabilité en termes de transversalité. Soit

mi (resp. 7/ C), pour B = 1,...,p, le faisceau d’idéaux analytique cohérent
sur R?(resp. C?) engendré par les mineurs d’'ordre p — k& + 1 de la matrice
(Ary, ..., A4,9). Posons =y’ = {0}, 7/C = {0}, 7#'py1 = O et v/,,€ = OC

ol O (resp. OC) désigne le faisceau des germes de fonctions analytiques sur
R?(resp. C?). Soit m(resp. 7€) le faisceau d’idéaux des fonctions analytiques
nulles sur V(x,) (resp. V(7€) ou V(I ) = (3T, # O, (resp..7 , # O ,C)}
lorsque . est un faisceau d’idéaux analytique sur R?(resp. C?).

Pour # = 0,...,p, Zx = V(rx) — V(mgg) (resp. Z,¢ = V(mC) —
V(mi41€)) est la réunion des orbites de G (resp. G€) de codimension k dans
R? (resp. C?). Le groupe G (resp. G€) ayant une famille & un paramétre au
plus d’orbites, on peut décomposer 2, (resp. Z;,¢) (0 < £ £ p) en une réunion
disjointe Z;,0 U 2,1 (resp. Z¢,0¢ U Z;.1€) ot I o(resp. Zx,0€) est une variété
réguliére, éventuellement vide, de codimension & — 1 dans R?(resp. C?)
réunion d'orbites de codimension k; et Z;(resp. 2;1C¢) une réunion finie,
éventuellement vide, d’orbites de G (resp. G¢) de codimension £ dans
R? (resp. C?).

Soient f € Co”(R”, R?) telle que f(0) = a et r un idéal de &,, f*r (resp.
f*7) sera l'idéal de &, (resp. #,) engendré par les ¢ o f (resp. les séries de
Taylor des ¢ 0 f) olt ¢ € . Si I est un idéal de &, ou F , (resp. @,), nous

désignerons par Ji(I), pour k=1,...,n (resp. k=1,...,p), l'idéal
engendré dans &, ou %, (resp. 0,) par I et les jacobiens D(¢y, . .., ¢r) +
D(xin-'-yxilc) (resp- D(¢ly~"7¢k’)/D(yjlr"'vy]'k) Oﬁ ¢1r"‘v¢k€Iy
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1 £4<...< G En (resp. 1 S <...<jiy Sp) et {w,...,%,)
(resp. {¥1, ..., y,}) est le systéme habituel de coordonnées de R"(resp. R?).
Si I est un idéal de &, I (resp. IC) sera I'idéal de #, = R[[xy,. .., x,]]
(resp. # ,¢ = C[[x, . .., x,]]) engendré par les séries de Taylor en 0 (resp. les

complexifiés des séries de Taylor en 0) des éléments de I.

Définition 3.2. Soit I un idéal de % ,(resp. #,¢). On pose: T'(I) =
{z € (R[[/])"| 2 n'a pas de terme constant et ¢ oz = 0, Vo € I}
(resp. T€(I) = {z € (C[[#]])"|2 n’a pasde terme constantet ¢ 0z =0, V¢ € I}).

Nous utiliserons le résultat fondamental suivant:

TutorEME 3.3. (J.-Cl. Tougeron [3, p. 50]; J. Merrien (1, p. 182]) Soit I un
idéal de & ,. Alors

(3.3.1) I est un idéal de définition de &, si et seulement si T'C(I€) = {0} ou )

(3.3.2) I est un idéal elliptique de &, si et seulement si T'(I) = {0} ou 0.

3.4. Soient a € R? et y € R? (resp. v € CP) tels que y # a. Désignons par
u(y) (resp u€(y)) la distance entre le vecteur (y — a)/||y — al| et le sous-
espace engendré par Ayy,...,A4,y, ie. l'espace tangent T,(G.y) (resp.
T,(GC.y)). Considérons les hypothéses suivantes:

(H) (resp. (HC)). Il existe un voisinage V de 0 dans R?(resp. C?) tel que u(y)
(resp. u€(v)) soit minoré par un nombre > 0 dans V (N Zy,o (resp. V N Z4,0©),
pour k = 0,...,p.

Soit i (resp. 7:¢) le faisceau d’idéaux des fonctions analytiques nulles sur
SaUZ UL .. UZ, (resp. 2,:¢ U2 G U L. U Z,9.

TutorEME 3.5. Soit f € Co®(R", R?) tel que f(0) = a. Supposons que la
condition (HC) est satisfaite. Alors les conditions sutvantes sont équivalentes:

(3.5.1) f est G-stable dans C,”(R", R?).

(8.5.2) Pour k = 0,...,p,

PC(Jioaf*mia)©) — TE((P*Ticrmea)©) = {0} ou 0
FC((ka*Tk.a)c) - FC(G*]kT}c,a)C) = {O} ou 0.
TraEOREME 3.6. Soit f € Co”(R”, RP?) tel que f(0) = a. Supposons que la

condition (H) est satisfaite. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(8.6.1) f est G,-stable, \r € N, dans Co”(R", R?).
(3.6.2) Pour k = 0,...,p,
I‘((Jk—lf*ﬂ'k,a)) - F((f*fk—lﬂk,a)) = {O} ou 9
I((f*rea) = T((*irea)) = (0} ou 6.

Remarques (3.7.1). Si a = 0 et si G est le groupe des homothéties dans R?,
les groupes G et G¢ ont une famille 4 un paramétre d’orbites mais les con-
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ditions (H) et (HC) ne sont pas satisfaites. Quel que soit 7 € N U {0}, le
germe en 0 de I'application R 3 x — (x, 0) € R? n’est pas G,-stable, mais
vérifie les conditions (3.5.2) et (3.6.2).

(8.7.2) Si f est analytique, on peut déduire du Théoréme 3.5 et du résultat
de J.-Cl. Tougeron [4, p. 111] sur les solutions C* d’équations analytiques, que
f est G-stable si et seulement s'il existe un voisinage W de 0 dans C” tel que
FClw\0) soit transverse sur les variétés T, o€ et Z,,C ot f€ est le complexifié
de f. On a le résultat analogue pour la G,-stabilité, V7 € N. On retrouve ainsi
des résultats de J.-Cl. Tougeron [2].

(3.7.3) Si le groupe G (resp. G€) a une famille 3 un paramétre au plus
d’orbites dans R? (resp. C?) et satisfait la condition (H) (resp. (H€)), on
déduit du théoréme de quasi-transversalité de J.-Cl. Tougeron [3, p. 153] et
des théorémes précédents que la G,-stabilité, pour tout » € N, (resp. G-sta-
bilité) est une ‘‘propriété générale’” ([cf.[2]). On retrouve ainsi un autre résultat
de J.-Cl. Tougeron [2].

4. Démonstration de 3.6. Nous ferons la démonstration de 3.6 celle de 3.5
étant analogue.

4.1. Idéaux oy et o;/. Dans ce qui suit, 4 est un anneau commutatif, unitaire
et intégre, et 4o est son corps des fractions. Pour les détails nous renvoyons
le lecteur & [3, chapitre 1].

Définition 4.1.1. Soit X\ : 47 — A? une application A4-linéaire (on identifie
A A sa matrice par rapport aux bases canoniques de 4”7 et 4?). Soit k£ € N; si
g — p = k < g, on désigne par o’ (\) I'idéal engendré dans 4 par les mineurs
d’ordre ¢ — k de la matrice \; si £k < ¢ — p, on pose o,/ (\) = {0}; si k = g,
on pose o/ (\) = 4.

Définition 4.1.2. Soit M un A-module. Pour & € N, on note o, (M) 1'idéal
engendré dans 4 par ¢ € 4 tels que £.M soit contenu dans un sous-module de
M engendré par k éléments et on pose oo(M) = ann (M).

ProrosiTiOoN 4.1.3. Soit N : A? — A? une application A-linéaire. Pour tout
k€N, o’ (\) C or(coker ) et v/, (\) = /o(coker \).

Définition 4.1.4. Soit M un A-module. Le rang de M est 'entier rang (M) =
dimy ) My ot My = M Q4 A.

ProposITION 4.1.5. Le rang d'un A-module M est le plus petit entier k tel que
ox(M ) # {0}

4.2. Avant de démontrer 3.6, nous établirons un résultat préliminaire.
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Soitf‘ la série de Taylor de f en 0 et soit
a8 =M (F) O F )= (F)Pou (v, 0) = al) + B
ol a(v) = (Anf, ..., 4. )
B(p) = (8f/dx1, ..., 8f/3x,) (u).
On a, avec les notations de 2.2 et4.1, 1,/ = m= oo’ (Mj7). D'apres (3.3.2),
I/ est elliptique si et seulement si T'(;) = {0} ou @ i.e. si et seulement si,
pour tout z € @, m; (ou m; est I'idéal maximal de &, :AR[M]), z # AO, il
existe un mineur d’ordre p de la matrice M, = (4difoz,...,A4,f0z,
(3f/9x,) oz, ..., (3f/dx,) o 2z) non nul dans %, ie. oo’ (Mp,) # {0} ce qui
est équivalent, d’aprés 4.1.3, & go(coker Mz, ,) # {0}.
Ecrivons M, , sous la forme
ﬂ[foz = 0, + ,Bz : (gz-l)q@ (‘gz-'l)n - (jl)p(gv )\) Haz(f) + .32()\)
ol a,(¢) = (Adifosz,...,A.f02)(§)
B.(\) = ((0f/dx1) 03, ..., (3f/dx,) 02) ().

Désignons par 8 I'application
B.: (F)"— (F1)/a(F 1)

déduite de B,; on a coker 8, = coker (a, + B.), d’oli ao(coker Mp,) =
oo(coker B.). Ainsi, d’aprés le théoréme 2.3, les conditions suivantes sont
équivalentes:

(4.2.1) f est G,-stable, Vr € N, dans C;"”(R", RP?).
(4.2.2) Pour tout z € @, m, z # 0, oo(coker 8,) # {0}.

Par conséquent, pour démontrer le théoréme 3.6, il nous suffira de montrer
que (3.6.2) = (4.2.2) et (4.2.2) = (3.6.2).

4.3.A(4.2.2) = (3.6.2). Soitz € P, n1,z # 0. Il existe & tel que z € I“(f'*'rrk,n)
— I'(f*mr41.0); il suffit de montrer que

z ¢ F(Jk—lf*"rk,a) - P(f*Jk—IWk.a) et z4¢ F<]kf*7k,a) - P(f*Jka,n)-

On a
2 € T(frrea) — T(PTiormea) ou 2 € T(Pria) — T(f*Tiria).
() SuRposons z € I‘(f*n.,a)A—— I‘(f*]krk,a). Ainsi, il existe ¢1, . . ., ¢g € T4, tels
que ¢10foz =...=¢¢,0foz = 0 et il existe un jacobien
D(qgly"'yq;k)
43.1) —=————""T"2r=2(f # 0.
( ) D(yily-'~yyik)( OZ)

Considérons I'application
(Dq‘a)foz CF P F

£ (D§)jo:(8)
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olt D¢ est la matrice jacobienne de ¢ = (¢4, . .., ¢;). D’aprés le lemme 4.5 que
nous démontrerons plus loin, (D)7 .(e,(Z 19)) = {0}. Ainsi 'application

(Do) o :ﬁ—lp/az(flq) - rlk
est bien définie. Ayant, d’aprés (4.3.1), oo’ ((Dd)5.) % {0} on déduit de 4.1.3
que oq(coker (D)jo,) # {0} et, donc, oo(coker (D) .) # {0}. D’autre part,
par hypothése, oo(coker 8,) # {0}, on déduit donc que

co(coker (D)7, 0RB,) #= {0} car ao(coker (D)}, 08.)

D aolcoker (D)o ,).

Mais (D) 70,08, = (D)o, 0 B.; ainsi, oo(coker (D) 7., 0 B,) # {0} et, donc
oo ((D$) 70,0 B,) # {0} i.e. 2 & T'(Jif*rr.) ce qui est le résultat cherché.

(ii) Siz € I‘(f*vrk,a) — I‘(]A‘*Jk_nrk,a), on montre de la méme maniére que
z ¢ I‘(]}c—lf*"rk,a)-

44. (3.6.2) = (4.2.2.). Soit 2 € @, m, z # 0. Il existe & tel que
2 € T(f*mee) — T(f*miq1,0). Alors oi(coker o) # {0} et oi(coker a;) = 0
pour [ < k; ainsi, d’aprés 4.1.5,

(4.4.1) rang (¥ /. (F %)) =k
(i) Supposons que z € I‘(f”*rk,,l) — I‘(f*]k‘rk,a). Par hypothése
2 ¢ T(Jef're) — T(P*Trna);

ainsi, il existe ¢1, ..., ¢x € 71, tels que qglofoz =...= qﬁkofoz =0 et
des jacobiens

D(‘ilr*"yd;k)
D(yily---»yik)

D($10f, ..., duol)
D(xil’ ey X (Z) g 0

(foz) =0

Par conséquent, oq(coker (D@)jo,) # {0} et oo(coker (D@)o. 0 B:) # {0}
(ot D et D sont comme en 4.3 i); ce qui entraine que rang (Image de 8;) = k.
Mais, d’aprés (4.4.1), rang (¥ ?/a, (¥ %) = k, d’oti rang (Image de 8;) = &
et, donc, rang (coker 8,) = 0. De 4.1.5, on déduit alors que oo(coker B;) = {0}.

(ii) Supposons z € I‘(]A’*vrk,a) - I‘(]A‘*Jk_lvrk,a). Par hypothése, il existe

&1, ..., b1 € Tro tels que d10foz = ... = §py ofoz = 0 et des jaco-
biens
D((ﬁly"‘)(%k—l 2
442 0z)#0
(4.4.2) DWWy oy Yirer) (oz)

D($1 Of, R $k~lo-2)

443
( ) D(x‘ily"'vxik—l)

(2) = 0.
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La condition (H) étant vérifiée, rang (Df),(dz/dt) - F P + a,(F19)) =
p—k+1 (on (Df) (dz/dt) - F ? est le sous-module de % \? engendré par
(Df).(dz/dt)) car rang (a.,(#1%) = p — k et (D).(dz/dt) n'est pas lié aux
éléments A,.f o z, , A f o z comme nous le montrerons dans le lemme 4.6.
Soit

= F P

B4/ (@A) - T = om T T T T

'application déduite de 8, et soit
(Dd’)foz-&vp__)gé-k !
£ (D) so.(£)
oll D¢ est la matrice jacobienne de ¢ = (¢y, . .., ¢r_1). Puisque
(D$)7s:0 (Df). =0

car $;0f 0z =0pouri=1,...,k — 1et (D§)j.(:(F19)) = {0} (d'aprés
le lemme 4.5), les applications

(D§)ou: F P Ja (F 1) —F et
TP
Z 1 Z 4 —F1
(Df).(dz/dt) - F 1P + a.(#1")
sont bien définies. D'aprés (4.4.3), oo(coker (Dé)jo. o B.) # {0}, d'ou
oo(coker (D@)0o.0B,) # {0}. On déduit de 13, de (4.4.2) et du fait que

(D) 7o [ (Df) (dz/dt) - F » + a.(F19)] = 0, que rang (Image de B,) = & — 1;
ce qui entraine que o (coker 8,) = {0}.

(D¢)f°

LEMME 4.5. Soient z € T(f*r,.) et ¢ € mh Alors (D$)jo,(Afoz) =0
pour 1 <1 < gq.

Démonstration. Soit g € G, considérons les applications

a9 4

FLFLFY

o 8,(¢1, ..., 8) = (\,...,N) o Xl &d4,=X5% N4, 9

0,00y ..., N) = ((A1-g) -Foz ..., (Ay-g) - Foa)(h, ..., \)"
L’application §, est donnée par la matrice & coefficients réels B = (by;),
5,7 =1,...,q00d; =0b1;(41-g) + ...+ b(4,-g). Il est clair que dét. B

est un nombre réel non nul; donc, §, est un isomorphisme de % ;¢ sur % ;% En
conséquence, o;(8,) = {0} si et seulement si o/(Mj,) = {0}. Puisque
z € P(f*wk,a), on en déduit que pour tout p = (u1, ..., u,) dans un voisinage
de 0 dans R¢, ¢l .fo 2z € T'(#4.) (o1 e#4 = exp (3%, 1:4;)). On a donc
& (elw ) -foz) = 0. En considérant &/ (e{*4 -foz) comme série formelle
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appartenant & R[[¢, u]], il vient:

a ag .
= (3™ foz)) =0, 15ixg

O
Le.

(D) o) jo(d; e -foz) =0, 1=7=gq.
Par conséquent, les termes constants de ces séries formelles considérées comme
séries appartenant a (R([[¢]])[[x]]) sont nuls i.e.

(D) 70:(A 'foz) =0pourl =17 =q.

LEMME 4.6. Soit 9§ € J P tel que le terme constante de § soit a, § # a
et 9 € T(#ra) — D(Jrafea). Sila condition (H) est satisfaite, d9/dt n'est pas

[1é aux éléments A1 -9, ..., A4, 9.

Démonstration. Supposons que d§/dt est lié aux éléments A, - 9, ..., 4, - 5.
Il existe alors &, . .., £ appartenant au corps des fractions de %, = R[[{]]
tels que d9/dt = > 9.1 ¢, - (4, F). On en déduit donc qu'il existe un entier m

positif et Ny, ..., \, € F tels que
(4.6.1.) tmd9/dt = Y49, (4. 9).

D’aprés un résultat de J.-Cl. Tougeron [4] sur les solutions différentiables d’'un
systéme d’équations analytiques, il existe y € & 17 tel que la série de Taylor
de ¥ en 0 soit § et y(¢) € V(my) — V(Jz—1mi) = Zi0 pour ¢t € ]0,¢[, pour un
certain e > 0. D’autre part, soient Ay, ..., \, € & tels que la série de Taylor
de \; en 0 soit \;. De (4.6.1), il vient:

trdy/di(t) = 2 M) (A y (1) + ¢@)
oll ¢ € & est plate en 0. On en déduit

dy/dt(t)  _ z(t) g(t)
02 o) —oll =70 —all ¥ 76 — al
pour ¢t € ]0,e[ ou =z(¢) appartient a l'espace engendré dans R? par
Ay -y(),..., A, y(t)ie. 'espace tangent en y(¢) de 'orbite G - y(¢). Puisque
g est plate ety — a n’est pas plate (car § = a), q(¢)/t™||y(t) — a|| > 0sit—0.
L’égalité (4.6.2) entraine alors que 'angle de dy/dt avec l'espace tangent en
y(t) de G - y(¢) tend vers 0 si {— 0. D’autre part, d’aprés le lemme 4.7 qui suit,
I'angle entre dy/dt et y(t) — a tend vers 0 si t — 0. On aboutit ainsi & une
contradiction puisque la condition (H) est satisfaite.

LEMME 4.7. Soit y : [0, e [ 5 t — y(t) € R? une courbe C” non plate en 0 telle
que y(0) = 0. Alors U'angle entre y(t) et dy/dt tend vers 0 si t — 0.

Démonstration. Puisque y n’est pas plate en 0, on peut supposer que

yl(t)=dltml+..., a15£0
yi(t) =ad™ 4+ ..., 1=2,...,p
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avec m; = mypour ¢ = 2, ..., p. On fait le changement de variable u +— ¢™1.

La courbe est, aprés ce changement de variable, au moins de classe C* et est un
plongement. Le résultat est alors immédiat.

5. Exemples. Pour f = (fi, ..., f,) € C°(R", R?) (resp. % ,?), Ji(f) sera
I'idéal engendré dans &, (resp. #,) par fi,...,f, et les jacobiens
D(f‘il! .. )fik)/D(xilv e vx]'k)'

51.G={ejetp=1.0naZ =02 =R, Z,% =fget2,¢ = C. Posons
1.0 = R\{a}, 211 = {a}, 2:0¢ = C\{a} et 2,,¢ = {a} ot @ € R. Les con-
ditions (H) et (H€) sont alors satisfaites. Ainsi, f € C,”(R", R) est G-stable
(resp.AG,-stable, VVr € N) si et seulement si I‘C(Jl(f)c) = {0} ou @(resp.
I'(J1(f)) = {0} ou 9).

Désignons par H(f), I'idéal engendré dans &, par les dérivées partielles
af/dxy, . .., 0f/dx,. Des théorémes 2.3 et 3.3, on déduit alors:

PROPOSITION 5.1.1. Soit f € &,. Alors, J1(f) est un idéal de définition (resp.
elliptique) de &, si et seulement si H(f) est un idéal de définition (resp. elliptique).

52G = GL,(R). On a Z,=RA{0}, Z,=...=2,, =0, 2, = {0},
2¢=C\{0}, 2,¢=...=2,,=0 et 2,% = {0}. Le nombre d’orbites
étant fini, les conditions (H) et (H€) sont satisfaites quel que soit a € R?.
Ainsi f € AC0°°(R”, R?) est G-stable (resp. G,-stable, Vr € N) si et seulement
si TC(J,(H)C) = {0} ou @ (resp. T (J,(})) = {0} ou 9).

De cet exemple et du précédent, on déduit:

ProrosiTiON 5.2.1. Lorsque p = 1, toutes les G-stabilités (resp. G,-stabilités)
sont équivalentes.

5.3. G = 0,(R) le groupe orthogonal. On a Z,¢ = @,2,¢ = C\{0}, Z,¢ = 0,
R=k=p—1),2%={0letZ =2 NR?0 = k £ p). Posons T, ,¢ =
Cr — {O}, 21‘1C = ﬂ, Zio = Rp\{O} et 21,1 = @. Les conditions (H) et (HC)
sont satisfaites pour a = 0. Ainsi, f € Co”(R"*, R?) tel que f(0) = 0 est
G-stable (resp. G,-stable, Vr € N) si et seulement si I‘C(J,,(f)c) = {0} ou @
(resp. T'(J,(f)) = {0} ou 0@).

De cet exemple et du précédent, on déduit que les G-stabilités
(resp. G,-stabilités) sont équivalentes pour les groupes GI,(R) et O,(R) pour
les f € Co”(R", R?) tels que f(0) = 0.

5.4. G = groupe des matrices p X p triangulaires inversibles. On a Z, = {0},
T, = {0} X ... X {0} X R\{0},

,=1{0} X...X {0} X (R\{0}) X R=-1(0 =4 = p — 2). Les Z,¢ sont
définis de fagon analogue. Le nombre d’orbites étant fini, les conditions (H)
et (HC) sont satisfaites pour tout ¢ € R?. Ainsi,

f=Un....fp) € G (R", R)
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est G-stable (resp. G,-stable, Y7 € N) si et seulement si ¢y, ..., J0€) =
{0} ou @(resp. T(Jr(f1,...,fr)) = {0} ou @) pourk =1,...,p.

5.5. G = groupe des matrices p X p triangulaires dont les termes diagonaux
sont égaux & 1. On a Z,=1{0} X ... X {0} X R, Z,= {0} X ... X {0} X
(R\{0}) X R?~pour1 £ 1= p — 1, Zg=0.Posons Z, o = {0} X ... X {0} X
R? — {0},2,, = {0},2,, =@pouri =1,...,p — 1. OndéfinitlesZ, €, =, ¢
et 2;.1¢ de maniére analogue. Les conditions (H) et (H€) sont satisfaites pour
a=0. Ainsi, f = (f1,...,[fr) € C”(R", R?) tel que f(0) = 0 est G-stable
(resp. G,-stable, V¥ € N) si et seulement si r¢(J(fy, ..., 1)C) = {0} ou @
(resp. T(Jx(f1,...,fr)) = {0} ou@) pourk =1,...,p.

On voit donc que les G et G,-stabilités pour cet exemple et le précédent sont
les mémes pour les f € C,"(R", R?) tels que f(0) = 0.

5.6. G = GI,(R) X GI,(R) opére sur I'espace R?? des matrices ¢ X p de la
maniére suivante: si A € R>? et (Q, P) € G, on pose (Q, P) - A = QAP

Soit ¥, le faisceau d'idéaux analytique cohérent sur R engendré par les
mineurs d’ordre & de la matrice générique (y;;), pour 0 < & < min (p, q) = r.
Posons Gy = O, et G, = (0). (9 ,;1) est I'ensemble des matrices de
rang < k, donc V(9 ;1) est la réunion des orbites de G dans R?< de codimen-
sion = (p — k)(qg — k) (cf. [3, chapitre 8]). Ainsi, Tp_nyn = i1 et
7, = 7, pour tout /. Les conditions (H) et (H€) sont donc satisfaites pour tout
a € R Ainsi, N € C”(R", R®?) tel que A(0) = a est G-stable
(resp. G,-stable, Vr € N) si et seulement si, pour £ = 0, ..., min (p, q),

(- oM G 141, ) — T mire-0F 141,.) €) = {0} oup
(resp. I‘(J(,,_k)(q_k)i*gk“,,,) - F(i\*](p%)(q—k)gkﬂ,a) = {0} ou #)
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