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CRITERES DE G-STABILITE EN TERMES 
DE TRANSVERSALITE 

JEAN-JACQUES GERVAIS 

1.1. Introduction. Soit G un sous-groupe de Lie, de dimension q, du groupe 
GLP(R). Soient Gi(n) = C*0)e(Rn, G) le groupe des germes en 0 des applications 
g de classe Cl de Rn dans G telles que g(0) = e (où e est l'élément neutre de G) ; 
Diffî(^) le groupe des germes en 0 des difféomorphismes r d'un voisinage de 0 
dans Rn sur un voisinage de 0 dans Rn tels que r(0) = 0; CV(Rn> R*0 l'ensemble 
des germes en 0 des applications de classe Cl de Rn dans Rp] (o n l'anneau des 
germes en 0 des fonctions numériques de classe C00 sur Rn et m son idéal maxi­
mal. Pour/ G C0°°(R

W, Rp), nous désignerons par jr(f) le jet d'ordre r de/en 0. 
On munit l'ensemble @ i(n) = Gi(n) X Diff7!(n) de la structure de groupe 
définie par la multiplication: 

(gi, ri) • (g2, r 2 ) = (gi • (g2 O T- r 4 ) , n O r 2 ) . 

Il est alors clair que & i(n) opère sur C0
2(RW, Rp) comme suit: pour (g, r) G 

g^OO et / G CV(Rn, Rp), (g, r ) . / est le germe en 0 de l'application 
x •—>g(x) • ( / o f_1(x)) ou 2, f et T sont des représentants, sur un voisinage 
de 0, de g,f et r respectivement. 

Définition 1.2. Un g e r m e / G C0
œ(Rw, Rp) est Gr-stable dans Co°°(Rw, Rp) 

s'il existe un entier 5 tel que pour tout / ' £ C0°°(R
W, Rp) vérifiant j s ( / ) = 

/ ' ( / O , il existe (g, r) G ^ r ( » ) tel que (g, r) • / = / ' . 

Pour simplifier, nous omettrons l'indice r = +co et écrirons G-stable au 
lieu de Gœ-stable. 

2.1. Critères de G et Gr-stabilité dans C0°°(R
n, Rp). Nous supposerons dans 

la suite de cet article que le groupe G (resp Gc où Gc est le complexifié de G i.e. 
le groupe de Lie engendré par G dans GLV(Q)) a une famille à un paramètre 
au plus d'orbites dans Rp(resp. Cp). Dans ce cas, la G-stabilité et la Gr-stabilité, 
\/r Ç N, dans C0

CO(RW, Rp), sont des ''propriétés générales", i.e. l'ensemble des 
germes dans Co^R71, Rp) qui ne sont pas G-stables (resp. Gr-stables, \/r G N) 
est, dans un sens que nous ne préciserons pas (cf. [2]), de "codimension infinie" 
dans C0

œ(Rn, Rp). 
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2.2. Soit {Ai, . . . , Aç} une base sur R de l'algèbre de Lie TeG de G. Pour 

/ 6 Co°°(Rw, R p ) , on désigne par Mf l 'application (^- l inéaire 

M, : S„« ® <f / - <f / 

donnée par la matrice dont les colonnes sont A\j, . . . , Ag.f, df/dxi, . . . , 
df/dxn. Désignons par / , l 'annulateur du conoyau de Mf dans <^n et par 1 / 
l'idéal engendré dans <D n par les mineurs d 'ordre p de la matrice Mf. 

On a les critères suivants de G et G>-stabilité: 

T H É O R È M E 2.3. (J.-Cl. Tougeron [2]). Soit f G C0°°(Rn, Rp). Les conditions 
suivantes sont équivalentes: 

(2.3.1) / est G-stable {resp. Gr-stable, Vr £ N) dans Co°°(Rn, R p ) . 
(2.3.2) / / est un idéal de définition {resp. elliptique) de S\ i.e. If contient une 

puissance de m {resp. If Z) m°° = Oi00 ni*). 
(2.3.3) / / est un idéal de définition {resp. elliptique) de Sn. 

Remarque 2.4. Pour la G-stabilité, il n 'est pas nécessaire de supposer que Gc a 
une famille à un paramètre au plus d'orbites dans Cp. D ' au t r e par t , pour la 
G>-stabilité, \/r G N, on ne sait pas si le résultat est vrai (en fait, l ' implication 
(2.3.1) =» (2.3.2)) si G est quelconque. 

3.1. Traduction de la G et Gr-stabilité en termes de transversalité. Soit 
7r/(resp. irk

/C), pour k = 1, . . . , p, le faisceau d'idéaux analyt ique cohérent 
sur R p(resp. Cp) engendré par les mineurs d 'ordre p — k + 1 de la matrice 
{A,.y, . . . , AQ.y). Posons W = {0}, TT0'C = {Of, wf

p+1 = € et irf
v+l

c = û c 

où ^ ( r e s p . ûc) désigne le faisceau des germes de fonctions analyt iques sur 
R^(resp. Cp). Soit 71-*(resp. Tk

c) le faisceau d'idéaux des fonctions analyt iques 
nulles sur F(7r / ) ( resp. V{7rk'

c)) où V(&~) = {y\Ty * ûv ( r e s p . ^ , * ûv
c)} 

l o r s q u e ^ est un faisceau d'idéaux analyt ique sur R p(resp. Cp). 

Pour i = 0 J , 2 k = V{wk) - V{wk+1) (resp. 2 , G = V{wk
c) -

V{irk+iC)) est la réunion des orbites de G (resp. G G ) de codimension k dans 
Kp (resp. Gp). Le groupe G (resp. Gc) ayan t une famille à un paramètre au 
plus d'orbites, on peut décomposer 2* (resp. 2yt

G) (0 ^ k ^ p) en une réunion 
disjointe 2 M U 2 M (resp. 2 ^ 0 ° U 2*,iC) où 2^0 (resp. 2 ^ 0 ° ) est une variété 
régulière, éventuellement vide, de codimension k — 1 dans R p(resp. Cp) 
réunion d'orbites de codimension k; et 2^1 (resp. 2/fcii

C) une réunion finie, 
éventuel lement vide, d'orbites de G (resp. Gc) de codimension k dans 
R p ( resp. Cp). 

S o i e n t / G Co°°(Rn, Rp) telle que / ( 0 ) = a et TT un idéal de ûa, /*TT (resp. 
/*7r) sera l'idéal de (^n (resp. <^~n) engendré par les <j> of (resp. les séries de 
Taylor des <j> o / ) où <j> Ç 7r. Si I est un idéal de S* n ou ^ ~ n (resp. ^ a ) , nous 
désignerons par Jk{I), pour k = 1, . . . }n (resp. & = 1, . . . , p), l'idéal 
engendré dans S\ ou ^ n (resp. ûa) par / et les jacobiens D{<j>i, . . . , <j>k) -r-
Z>(Xn, . . . , XfJ (resp. Z>(0i, . . . , <t>k)/D{yjly . . . , 3/^) où <j>u . . . , <t>k £ I, 
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266 JEAN-JACQUES GERVAIS 

1 ^ ix < . . . < ik ^ n (resp. 1 ^ jx < . . . < j k g p) et {xu . . . , xn) 
(resp. { î, . . . , yv)) est le système habituel de coordonnées de Rw(resp. Rp). 
Si I est un idéal de <fn, / (resp. îc) sera l'idéal de &~n = R[[xi, . . . , xn]] 
(resp. <^~n

C = C[[xi, . . . , x j ] ) engendré par les séries de Taylor en 0 (resp. les 
complexifies des séries de Taylor en 0) des éléments de I. 

Définition 3.2. Soit I un idéal de J ^ r e s p . J ^ 0 ) . On pose: T(I) = 
{z g (R[W])W| 2 n'a pas de terme constant et 0 o z = 0, V</> 6 1} 
(resp. r G ( J ) = {s g (C[[(]])w|z n'a pas de terme constant et </> o s = 0, V0 6 /} ) . 

Nous utiliserons le résultat fondamental suivant: 

THÉORÈME 3.3. (J.-Cl. Tougeron [3, p. 50]; J. Merrien[l, p. 182]) SoitIun 
idéal de S\. Alors 

(3.3.1) I est un idéal de définition de S\ si et seulement si Ve (Ie) = {0} ou 0 
(3.3.2) / est un idéal elliptique de <§n si et seulement si T(I) = {0} ou 0. 

3.4. Soient a g Rp et y Ç Rp (resp. y Ç Cp) tels que y T± a. Désignons par 
n(y) (resp nc(y)) la distance entre le vecteur (y — a)/\\y — a\\ et le sous-
espace engendré par Aiy, . . . , Aq.y, i.e. l'espace tangent Ty(G.y) (resp. 
Ty(G

c .y)). Considérons les hypothèses suivantes: 

(H) (resp. (H G ) ) . / / existe un voisinage V de 0 dans Rp(resp. Gp) tel que n(y) 
(resp. nc(y)) soit minoré par un nombre > 0 dans V H 2*,o (resp. V H 2*,oG), 
pour k = 0, . . . , p. 

Soit Tk (resp. Tk
c) le faisceau d'idéaux des fonctions analytiques nulles sur 

2*,i U S*+i U . . . U S„ (resp. XkA
c U 2 , + 1

G U . . . U 2 P
G ) . 

THÉORÈME 3.5. Soit f G Coœ(Rn, Rp) te/ gwe /(0) = a. Supposons que la 
condition (HG) est satisfaite. Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

(3.5.1) / est G-stable dans C0°°(Rn, Rp). 
(3.5.2) Pour k = 0, . . . , p, 

Tc((JkJ*irk>a)
c) - rG((/*A_17r,,G)G) = {0} ou0 

rc((Jkf*rk,a)
c) - rG((/v,r,,a)

G) = {0} ou 0. 

THÉORÈME 3.6. Soit f G C0°°(R
W, Rp) tel que / (0) = a. Supposons que la 

condition (H) est satisfaite. Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 
(3.6.1) / est Gr-stable, \/r g N, dans C0

œ(Rn, Rp). 
(3.6.2) Pour k = 0, . . . , p, 

v((jkJ^k,a)) - r((/v,-17r,,a)) = {0} ™ 0 

r((Af*r,,a)) - r((fV,r,,a)) = {0} ou 0. 
Remarques (3.7.1). Si a = 0 et si G est le groupe des homothéties dans R2, 

les groupes G et Gc ont une famille à un paramètre d'orbites mais les con-
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ditions (H) et (HG) ne sont pas satisfaites. Quel que soit r Ç N U {oo}, le 
germe en 0 de l'application R 3 x »-> (x, 0) G R2 n'est pas Gr-stable, mais 
vérifie les conditions (3.5.2) et (3.6.2). 

(3.7.2) S i / est analytique, on peut déduire du Théorème 3.5 et du résultat 
de J.-Cl. Tougeron [4, p. 111] sur les solutions C°° d'équations analytiques, que 
/ est G-stable si et seulement s'il existe un voisinage W de 0 dans Cn tel que 
/C|*r\io} s°it transverse sur les variétés 2kto

C et 2kti
C où fc est le complexifié 

de / . On a le résultat analogue pour la Gr-stabilité, V^ G N. On retrouve ainsi 
des résultats de J.-Cl. Tougeron [2]. 

(3.7.3) Si le groupe G (resp. G c ) a une famille à un paramètre au plus 
d'orbites dans Kp (resp. Cp) et satisfait la condition (H) (resp. (H G ) ) , on 
déduit du théorème de quasi-transversalité de J.-Cl. Tougeron [3, p. 153] et 
des théorèmes précédents que la Gr-stabilité, pour tout r £ N, (resp. G-sta-
bilité) est une "propriété générale" ([cf. [2]). On retrouve ainsi un autre résultat 
de J.-Cl. Tougeron [2]. 

4. Démonstration de 3.6. Nous ferons la démonstration de 3.6 celle de 3.5 
étant analogue. 

4.1. Idéaux ak et ak. Dans ce qui suit, A est un anneau commutatif, unitaire 
et intègre, et A M est son corps des fractions. Pour les détails nous renvoyons 
le lecteur à [3, chapitre 1]. 

Définition 4.1.1. Soit X : Av —> AQ une application A -linéaire (on identifie 
X à sa matrice par rapport aux bases canoniques de Av et Aq). Soit k £ N; si 
g — p ^ k < g, on désigne par c/(X) l'idéal engendré dans A par les mineurs 
d'ordre g — k de la matrice X; si k < g — p, on pose o-/(X) = {0} ; si k ^ g, 
on pose <rk

fQs) = A. 

Définition 4.1.2. Soit M un A -module. Pour K N, on note <rk(M) l'idéal 
engendré dans A par £ Ç A tels que Ç.M soit contenu dans un sous-module de 
M engendré par k éléments et on pose ao(M) = ann (M). 

PROPOSITION 4.1.3. Soit X : Av —* AQ une application A-linéaire. Pour tout 
K N , 0-jfc'(X) C ^(coker X) et vW(X) = V**(coker X). 

Définition 4.1.4. Soit M un A -module. Le rang de M est l'entier rang (M) = 
dim^ooAfco) où Af«» = M ®A Ai0). 

PROPOSITION 4.1.5. Le rang d'un A-module M est le plus petit entier k tel que 
ak(M) * {0}. 

4.2. Avant de démontrer 3.6, nous établirons un résultat préliminaire. 
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Soit / la série de Taylor de / en 0 et soit 

où a(v) = (All...,Aj)(v) 

j8(M) = (df/dxu...,df/dxn)(n). 

On a, avec les notations de 2.2 e t 4 . 1 , / / = o7{Mf) = <ro (Mf). D'après (3.3.2), 
/ / est elliptique si et seulement si T(I/) = {0} ou 0 i.e. si et seulement si, 
pour tout z Ç 0 r a Tii (où rti est l'idéal maximal de J^ i = R[[/]]), z T6 0, il 
existe un mineur d'ordre p de la matrice Mfoz = (Aijoz, . . . , i 3 . / o 2 , 
(df/dxi) oz} . . . , (df/dxn) o z) non nul d a n s a i i.e. ao(Mf0z) ^ {0} ce qui 
est équivalent, d'après 4.1.3, à o-0 (coker Mf0z) 9e {0}. 

Ecrivons M fa z sous la forme 

Mfi,, = az + p,: ( . T O ' e ^ i ) " - » (-Fi)'({, X) ^ a f ( { ) + 0f(X) 

où a,ft) = ( 4 / o z , . . . , 4 / o z ) f â 

/3.(x) = ((a//a*i) 0 2 , . . . , (3//Ô*„) 0 2)(\). 

Désignons par /3 l'application 

& : ( ^ i ) " - > ( ^ i ) 7 « . ( ^ i ' ) 

déduite de £2; on a coker 02 = coker (az + jSz), d'où o-0 (coker MfOZ) = 
o-0(coker jHz). Ainsi, d'après le théorème 2.3, les conditions suivantes sont 
équivalentes: 

(4.2.1)/est (^-stable, \/r e N, dans Coœ(Rn, Rp). 
(4.2.2) Pour tout z Ç ® n î t i , z ^ 0, <r0(coker /32) ^ {0}. 

Par conséquent, pour démontrer le théorème 3.6, il nous suffira de montrer 
que (3.6.2) =» (4.2.2) et (4.2.2) => (3.6.2). 

4.3.^(4.2.2) => (3.6.2). Soit s £ 0 r e t t i , z ^ 0. Il existe fe tel que s 6 r(/*7r^a) 
— r(/*7rfc+]ja); il suffit de montrer que 

Z <? r ( / * _ ^ , a ) - T^J^T^a) e t Z ? T(J^*Tkta) ~ T(f*JkTk,n). 

On a 

2 G r c f V J - r(/*/fc_17r,,a) ou z e r(f*rk>a) - r ( / v , r M ) . 

(i) Supposons z £ r(f*rfcfa)^— T(f*JkTktCl)> Ainsi, il existe <£i, . . . , <£* £ T*^ tels 
que </>i of o z = . . . = </># o / o s = 0 et il existe un jacobien 

(4.3.1) ff1 ^ ( f o ^ O . 

Considérons l'application 
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où D4> est la matrice jacobienne de $ = ($u . . . , $k). D'après le lemme 4.5 que 
nous démontrerons plus loin, (D$)fOz(oizÇ0riq)) = {0}. Ainsi l'application 

est bien définie. Ayant, d'après (4.3.1), <r0'((D$)joz) ^ {0} on déduit de 4.1.3 
que 0-o(coker (D$)f0z) 9e {0} et, donc, o-0(coker (D<f>)f0z) ^ {0}. D'autre part, 
par hypothèse, o-0(coker j32) 7̂  {0}, on déduit donc que 

(70(coker {D<t>)f0zo^z) ^ {0} car o-0(coker (D$)?0zopz) 

3 o-o(coker (D$)fQz). 

Mais {D<t>)foz o/32 = (D$)foz o fiz; ainsi, cr0(coker (D$)f0z o fiz) ^ {0} et, donc 
aof((D$)f0z o /3Z) ^ {0} i.e. 2 g T(Jkf*Tk>a) ce qui est le résultat cherché, 

(ii) Si 2 G r(f*7Tk,a) — r(j*Jk-iTrkta), on montre de la même manière que 

4.4. (3.6.2) => (4.2.2.). Soit 2 G ©„ iu, s 5* 0. Il existe k tel que 
z G r(/*7r*;,a) - T(j*>irk+ita). Alors o-^coker <*2) ^ {0} et <rz(coker az) = 0 
pour l < k; ainsi, d'après 4.1.5, 

(4.4.1) rang (#V ' /* , (#V) ) = « 

(i) Supposons que z Ç r(/*r,>G) - T(f*JkTk,a). Par hypothèse 

ainsi, il existe <£i, ...,</>* £ r ^ tels que <piofoz = . . . = 4 o f o 2 = 0 et 
des jacobiens 

D(yilt • . . ,yik) 

Djfaof, ... ,$koJ) , v _̂  Q 

^ Ve in • • • » ^ijfc) 

Par conséquent, o-0(coker (D$)f0z) 9^ {0} et o-0(coker (D$)?0zol3z) 9e {0} 
(où Z>0 et 5^sont comme en 4.3 i) ; ce qui entraîne que rang (Image depk) ^ k. 
Mais, d'après (4.4.1), rang (<^V/a*(«^V) = k, d'où rang (Image de j$k) = k 
et, donc, rang (coker/32) = 0. De 4.1.5, on déduit alors que o-0(coker jS*) 9e {0}. 

(ii) Supposons z Ç T(J*wkta) — r ^ J ^ - i ^ a ) . Par hypothèse, il existe 
0i, . . . , 4>k-i 6 7Tyfc;a tels que $1 of o z = . . . = 0^_i 0 / 0 2 = 0 et des jaco­
biens 

<"-2> £&.: : : :£>•>* 0 
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La condition (H) étant vérifiée, rang (Df)z(dz/dt) - J V + az{^)) = 
p — k + 1 (où (Df)z(dz/dt) • # " / est le sous-module de ^ip engendré par 
(Df)z(dz/dt)) car rang ( a 2 ( JV) ) = p - k et (Df)z(dz/dt) n'est pas lié aux 
éléments Ai.f o z, . . . , Ag.f o z comme nous le montrerons dans le lemme 4.6. 
Soit 

= ^~ v 

l:J?S/(dz/dt) .&?-+ (Df)z(dz/dt) J v + a . C ^ i ' ) 

l'application déduite de fiz et soit 

où D$ est la matrice jacobienne de $ = ($1, . . . , $jt-i). Puisque 

(D$)?Ozo(Df)z = 0 

car $tofoz = 0 pour i = 1, . . . , fe — 1 et (D$)f0z(az(^
riQ)) = {0} (d'après 

le lemme 4.5), les applications 

(D$)^.:^1'/a,(^1
t) -^JS*"1 et 

<? 1 . ÔT fc-1 
(2?0)^: ^;{dz/dt) .^-v + a i ( r i « } - ^ 

sont bien définies. D'après (4.4.3), <70(coker (D<t>)foz o 02) ^ {0}, d'où 
o-0(coker {D^)^0zo^z) ^ {0}. On déduit de là, de (4.4.2) et du fait que 
(D4>)fOZ[(Df)z(dz/dt) - J V +_<*2(#V)] = 0, que rang (Image de &) = & - 1; 
ce qui entraîne que <70(coker 02) ^ {0}. 

L E M M E 4.5. Soient z £ Y(f*Trk>a) et <f> ^ irk>a. Alors (D<j>)fo Z(A *./ o z) = 0 
£>0wr 1 ^ i g g. 

Démonstration. Soit g £ G, considérons les applications 

où «,&, . . . , £ , ) = (Xi, . . . , X,) où Z l i W < = Z l i X ^ r g ) 

0,(Xi, . . . , X,) = ((A! -g) - | o z W ç - g ) • / o z ) ( X i , . . . , X f f )
/ 

L'application 5ff est donnée par la matrice à coefficients réels B = (&^), 
i, j = 1, . . . , qoùAi = & u ( i i • g) + . . . + bqi(Aq • g). Il est clair quejdét. B 
est un nombre réel non nul; donc, 8Ç est un isomorphisme deJ^V surJ^ iq. En 
conséquence, (r/(0g) = {0} si et seulement si a/(Mf0z) = {0}. Puisque 
s Ç r(/*7rfc>a), on en déduit que pour tout \x = ( j u ] , . . . , M?) dans un voisinage 
de 0 dans^R*, e{^A) . f o z G r(#*,a) (où e^ ' ^ = exp ( E t i / M , ) ) . On a donc 
0(e<"'A> • f o z) = 0. En considérant <£(e<M'̂  • f o z) comme série formelle 
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appartenant à R[[/, /z]], il vient: 

-^i(4>(ei^).foz)) = 0, l ï i î q 

i.e. 
(D$)e{,,A)j0z(Ai-e^^ -foz) = 0, 1 ^ i S q. 

Par conséquent, les termes constants de ces séries formelles considérées comme 
séries appar tenan t à (R[M] )[[/*]]) sont nuls i.e. 

(D$)foz(Ai -foz) = Opour 1 g i S q. 

L E M M E 4.6. Soit y £ J ^ V tel que le terme constante de y soit a, y ^ a 
et y G r(Tk,a) — T(Jk-litkt(L). Si la condition (H) est satisfaite, dy/dt n est pas 
lié aux éléments Ai - y, . . . , Aq - y. 

Démonstration. Supposons que dy/dt est lié aux éléments Ai • y, . . . , Aq • y. 
Il existe alors £i, . . . , %g appar tenan t au corps des fractions de J^~i = R[M] 
tels que dy/dt = J ^ L i £* • (^- i • 3/). On en déduit donc qu'il existe un entier m 
positif et Xi, . . . , \q G J?S tels que 

(4.6.1.) tmdy/dt = ZUyi' (A,-y). 

D'après un résultat de J.-Cl. Tougeron [4] sur les solutions dif ferent ia tes d 'un 
système d 'équations analytiques, il existe y Ç (f ip tel que la série de Taylor 
de y en 0 soit y et y(t) G V(wk) - V(Jk-iwk) = S^.o pour t G ]0,e[, pour un 
certain e > 0. D 'au t re part , soient Ai, . . . , \Q £ $ 1 tels que la série de Taylor 
de A* en 0 soit A*. De (4.6.1), il vient : 

tmdy/dt{t) = Z t i \i(t)(At • y(t)) + q(t) 

où q G $ip est plate en 0. On en déduit 

a f i 9 N dy/dt jt) g(Q g(Q 
1 ] \\y{t)-a\\ r\\y{t) - aW^ tm\\y{t) - a\\ 

pour £ G ]0,e[ où z(£) appar t ient à l'espace engendré dans Rp par 
Ai - y(t), . . . , Aq - y(t) i.e. l'espace tangent en y(t) de l 'orbite G • y(t). Puisque 
q est plate et y — a n 'est pas plate (car y ?é a), q(t)/tm\\y(t) — a\\ —>0 si /—*0. 
L'égalité (4.6.2) entraîne alors que l'angle de dy/dt avec l'espace tangent en 
y(t) de G • y(t) tend vers 0 si /—>0. D 'au t re par t , d 'après le lemme 4.7 qui suit, 
l 'angle entre dy/dt et y(t) — a tend vers 0 si t —-> 0. On about i t ainsi à une 
contradiction puisque la condition (H) est satisfaite. 

L E M M E 4.7. Soit y : [0, e [ 3 t y-> y(t) £ Rp une courbe Cœ non plate en 0 telle 
que y(0) = 0. Alors l'angle entre y(t) et dy/dt tend vers 0 si t —> 0. 

Démonstration. Puisque y n 'est pas plate en 0, on peut supposer que 

yi{t) = aitm^ + . . . , ai 5* 0 

yt(t) = a{t
mi + . . . , i = 2,...,p 
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avec mt ^ Wi pour i = 2, . . . , p. On fait le changement de variable u i—» /Wl. 
La courbe est, après ce changement de variable, au moins de classe C1 et est un 
plongement. Le résultat est alors immédiat. 

5. Exemples. Pour / = (fh . . . , fv) G C0
œ(Rn, Rp) (resp. « F / ) , / , ( / ) sera 

l'idéal engendré dans <fn (resp. J ^ ) par / i , . . . , / p et les jacobiens 
D\fin ' ' • J flk)/D{Xjl, . . . , X;J. 

5.1. G = {e} et £ = 1. On a So = 0, 2X = R, 2 0
G = 0 et 2 i G = C. Posons 

2 M = R\{a}, Di,! = {a}, 2 M
G = C\{aj et 2 M

G = {a} où a G R. Les con­
ditions (H) et ( H c ) sont alors satisfaites. Ainsi,/ £ C0°°(Rn, R) est G-stable 
(resp. Gr-stable, \/r G N) si et seulement si r G ( / i ( / ) G ) = {0} ou 0(resp. 
r ( / i ( / ) ) = {0) ou 0). 

Désignons par H(f), l'idéal engendré dans Sn par les dérivées partielles 
df/dxi, . . . , df/dxn. Des théorèmes 2.3 et 3.3, on déduit alors: 

PROPOSITION 5.1.1. Soitf £ in. Alors, J\(j) est un idéal de définition {resp. 
elliptique) de Sn si et seulement si H(f) est un idéal de définition (resp. elliptique). 

5.2G = G/,(R). On a 20 = R'\{0}, 2i = . . . = 2,_i = 0, 2, = {0}, 
20

G = O\{0}, 2iG = . . . = 2,_iG = 0 et 2,G = |0}. Le nombre d'orbites 
étant fini, les conditions (H) et (HG) sont satisfaites quel que soit a £ Rp. 
Ainsi / £ C0

co(Rn, Rp) est G-stable (resp. Gr-stable, \/r £ N) si et seulement 
si r G ( / , ( / ) c ) = {Oî ou 0 (resp. T(Jp(f)) = W ou 0). 

De cet exemple et du précédent, on déduit: 

PROPOSITION 5.2.1. Lorsque p = 1, toutes les G-stabilités (resp. G T- stabilité s) 
sont équivalentes. 

5.3. G = Op(R) le groupe orthogonal. On a 2 0
c = 0, Si C = Cp\{0},2,-G = 0, 

(2 ^ k g p - 1), 2P
G = {0} et 2 , = 2 , G H Rp(0 ^ k ^ p). Posons 2 l i 0

G -
Cp - {0}, 2i ( 1

G = 0, S l i 0 = Rp\{0} et Si.i = 0. Les conditions (H) et (HG) 
sont satisfaites pour a = 0. Ainsi, / Ç C0°°(R

W, Rp) tel que /(0) = 0 est 
G-stable (resp. Gr-stable, \/r Ç N) si et seulement si Tc(Jp(f)

c) = {0} ou 0 
(resp. r (/„(/)) = {0} ou0) . 

De cet exemple et du précédent, on déduit que les G-stabilités 
(resp. Gr-stabilités) sont équivalentes pour les groupes G/P(R) et Op(R) pour 
l e s / £ C0

œ(Rw, Rp) tels que /(0) = 0. 

5.4. G = groupe des matrices p X p triangulaires inversibles. On a 2 P = {0}, 

Sp-i = {0} X . . . X {0} X R\{0}, 

2< = {0} X . . . X {0} X (R\{0j) X R'-'-HO ^ i ^ p - 2). Les 2 , G sont 
définis de façon analogue. Le nombre d'orbites étant fini, les conditions (H) 
et (HG) sont satisfaites pour tout a G Rp. Ainsi, 

/ = ( / i , . . . , / , ) e c0
œ(Rn,Rp) 
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est G-stable (resp. Gr-stable, \/r G N) si et seulement si Tc(Jk(fi, . . . ,fk)
c) = 

{0} ou 0(resp. T(Jk(fh . . . Jk)) = {0} ou 0) pour k = 1, . . . , p. 

5.5. G = groupe des matrices p X p triangulaires dont les termes diagonaux 
sont égaux à 1. On a 2P = {0} X . . . X {0} X R, 2 , = {0} X . . . X {0} X 
(R\{0}) X R'- 'pour 1 ^ i ^ p - 1, So = 0. PosonsS^o = (0) X . . . X {0} X 
Rp - {0},SP;i = {0},2i,i = 0 p o u r i = 1, . . . , p - 1. On définit les 2 , G , S, ,0

G 

et 2A;,IC de manière analogue. Les conditions (H) et ( H c ) sont satisfaites pour 
a = 0. Ainsi, / = (/i, . . . ,fp) G C0

œ(Rw, Rp) tel que/(0) = 0 est G-stable 
(resp. Gr-stable, \/r € N) si et seulement si Tc(Jk(fu . . . Jk)

c) = {0} ou 0 
(resp. r(/*tf lf . . . ,/*)) = {0} ou 0) pour k = 1, . . . , p. 

On voit donc que les G et Gr-stabilités pour cet exemple et le précédent sont 
les mêmes pour l e s / Ç C0°°(Rn, Rp) tels que /(0) = 0. 

5.6. G = G/ff(R) X Glp(R) opère sur l'espace RqXP des matrices g X p de la 
manière suivante: si X G RçXP et (Ç, P) G G, on pose (Ç, P) • X = ÇXP-1. 

Soit ^ le faisceau d'idéaux analytique cohérent sur RqXP engendré par les 
mineurs d'ordre k de la matrice générique (ya), pour 0 < k ^ min (£>, g) = r. 
Posons ^ o = &qv et ^ r + i = (0). V(&k+\) est l'ensemble des matrices de 
rang ^ &, donc V(&k+i) est la réunion des orbites de G dans ReX;p de codimen-
sion ^(p — k)(q — k) (cf. [3, chapitre 8]). Ainsi, T{p-k){q_k) = &k+i et 
7rz = r i pour tout /. Les conditions (H) et ( H c ) sont donc satisfaites pour tout 
a e RQXP. Ainsi, X G C0°°(R

W, RQXP) tel que X(0) = a est G-stable 
(resp. Gr-stable, \/r £ N) si et seulement si, pour k — 0, . . . , min (p, q), 

Tcaj(p_k)(Q_k)\*&k+1,a)
c) - r G ( (XV ( ,_ , ) U _, )^ , + 1 , a ) c ) = {O}ou0 

(resp. T(J(p_k)(Q_k)\*&k+lin) - TÇ\*J(p_k){q_k)^k+l,a) = {0} ou 0) 
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