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Abstract. Let S(g, N, p) be the Siegel modular variety of principally polarized Abelian varieties
of dimension g with a I'y(p)-level structure and a full N-level structure (where p is a prime
notdividing N > 3 and I'y(p) is the inverse image of a Borel subgroup of Sp (2g, IF,) in Sp (2g, Z)).
This variety has a natural integral model over Z[1/N] which is not semi-stable over the prime pif
g > 1. Using the theory of local models of Rapoport—Zink, we construct a semi-stable integral
model of S(g, N, p) over Z[1/N] for g =2 and g = 3.
For g = 2, our construction differs from de Jong’s one though the resulting model is the same.
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0. Introduction

La variété de Siegel S(g, N, p)c = Hq/(To(p) NT'(NV)) (ou H, est le demi-espace de
Siegel de genre g, N est un entier supérieur ou égal a 3, p est un entier premier
ne divisant pas N et ou les sous groupes I'g(p) et I'(N) du groupe symplectique
Sp(2¢g, 7)) sont formeés respectivement des matrices triangulaires inférieures modulo
p et des matrices congrues a I’identité modulo N) admet un modéle entier naturel
S(g, N, p) sur Z[1/N] (cf. [dJ1] et aussi [CN], [DP] ou [R] pour des cas analogues),
qui est lisse au-dessus de Spec Z[1/Np].

Lorsque g > 1, le modele S(g, N, p) n’est pas semi-stable en la place de mauvaise
réduction p. Dans ce travail, nous allons cependant construire pour de petites valeurs
de g (g = 2 ou 3) une ‘résolution semi-stable’ g(g, N, p) de S(g, N, p), c’est a dire un
morphisme propre g'(g, N,p)—>S(g, N,p) qui sera un isomorphisme au-dessus
de Spec Z[1/Np] et dont la source sera semi-stable en p.

Lorsque g vaut 2, la résolution semi-stable 3(2, N, p) que nous obtiendrons a déja
€té construite par de Jong en utilisant une autre approche, et son résultat est alors
légérement plus précis que le notre (cf. [dJ2] et la remarque 2 qui suit notre théoréme
4.1). En revanche, outre le résultat déja obtenu pour g < 3, la méthode que nous
utiliserons donne I’espoir de construire une résolution semi-stable de S(g, NV, p) pour
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tout g ; elle permet aussi d’obtenir un mode¢le semi-stable de certaines variétés de
Shimura unitaires (cf. les remarques qui suivent les théoréemes 2.4.2 et 4.1).

Nous allons maintenant donner une idée de la construction de notre résolution
semi-stable.

Le modé¢le local M, de Rapoport-Zink, qui est localement pour la topologie étale
isomorphe a S(g, N, p)z,» est défini en termes d’algebre linéaire (cf. le paragraphe 1)
et est donc plus simple a utiliser que S(g, N, p).

Nous construirons alors (pour g < 3) une résolution semi-stable Zg—>Mg du
modele local M. Plus précisément, le modele local s’envoie naturellement vers
la grassmannienne £ des sous-modules lagrangiens du Z,-module symplectique
‘standard’ V) = le,g (muni de la forme symplectique (1.2)) et ce morphisme est
birationnel (a un petit détail prées, cf. (2.3)). Nous construirons en fait (pour tout
g) une suite d’éclatements Zg—>£g. Le théoréme suivant (cf. théoréme 2.4.2)
fournira alors la résolution semi-stable désirée.

THEOREME; Lorsque g <3, le Z,-schéma Zg est semi-stable et 'application
birationnelle L, ——+ My est en fait un morphisme.

Le paragraphe 3 sera consacré a la démonstration de ce théoréme.

Dans le dernier paragraphe, nous verrons comment la résolution semi-stable
Zg—>Mg, qui est équivariante sous ’action du schéma en groupes des symétries
du modeéle local, induit une résolution semi-stable de S(g, N, p)zﬂ.

1. Rappels sur le modéle local

1.1. On va d’abord rappeler la définition du schéma de modules des variétés
abéliennes principalement polarisées de dimension g avec structures de niveau de
type I'(NV) NTy(p). On en donnera ensuite une formulation équivalente plus com-
mode.

Il résulte de [GIT] qu’il existe un Z[1/N]-schéma quasi-projectif S(g, N, p) dont
I’ensemble des points a valeurs dans tout Z[1/N]-schéma noethérien S est I’ensemble
des classes d’isomorphie de quadruplets (4, 4, n, H,), ou

— A est un S-schéma abélien de dimension relative g

— / est une polarisation principale de 4

-~ n : (Z/NZ)® & (uy)*—> A[N] est un isomorphisme symplectique (on munit
(ZJNZ)® ® (uy)® de la forme bilinéaire alternée a valeurs dans w, définie
par la dualite de Cartier entre les schémas en groupes finis Z/N7Z et uy, et
A[N] de Taccouplement de Weil défini par 2).

- H,=(H C---CHy) est un drapeau de sous-schémas en groupes finis
localement libres de A[p] tel que H; soit isotrope pour l'accouplement de Weil
et dordre p'.
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Dans la suite de cet article, il sera plus commode d’utiliser la variante de prés-
entation suivante (cf. [dJ1], proposition 1.7) : I’ensemble S(g, N, p)(S) est aussi celui
des classes d’isomorphie de quadruplets(A4y = A, Z..03 Ag, o, /g, 1), OU

— A; est un S-schéma abélien de dimension relative g

— o : A;—> A;y est une isogénie de degré p

— Jo et Ag sont respectivement des polarisations principales de 4y et 4, et rendent le
diagramme

o7 (07
AO _ e —) Ag

o] .

t
Ao &L & tAg

commutatif
-~ 1 (Z/NZ)® ® (uy)®—> Ao[N] est un isomorphisme symplectique
(on vérifie I'équivalence de ces deux définitions en prenant Ag = A et A; = A/H,).

1.2. Le sous groupe d’Iwahori de Sp(2g, Q,) formé des matrices triangulaires
inférieures modulo p est le groupe des points entiers d’un certain Z,-schéma en
groupes affine et lisse Z, de fibre générique Sp(2g)©p, dont on rappelera d’abord
une construction. On définira ensuite un Z-torseur 7 (g, N,p) au-dessus de
S N.p)z,.

Soient V' le Q,-espace vectoriel Qﬁg et () <; <2, la base canonique de V. On
munit ¥ de la forme alternée ( , ) définie comme suit : (x, y) = ‘xJy pour tout couple
x,y de vecteurs dans Qﬁg , ol

7= 0)

et K € GL(g, Z,) est la matrice de la permutation (g, g — 1, - - -, 1) (les matrices J et K
sont donc antidiagonales.

Soit d’autre part la suite de Z,-réseaux (V;),.,, définie par V; = H’iZ;g pour tout
i€ Z,ou Il est la matrice

0 p
Idye ; O

On note a« : V;—V;, linclusion évidente et =n : V; ;p*IVi = Vijog
I’isomorphisme de périodicité (défini par la multiplication par p~!). La forme
alternée ( ,) induit des formes alternées non dégénérées

(g =P'(,) @ Vigx Vig—7, (i €{0,1)).

Soit I le Z,schéma en groupes des automorphismes du systéme
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(Vo O Ve, (s )o. (. )). Il résulte de ([dJ1], proposition 3.6) ou
de ([RZ], theorem 3.16) que le schéma en groupes Z est lisse sur Z,; ce schéma
en groupes est aussi celui défini par la chambre (Vo C---C V;C---CV,) de
I'immeuble de Bruhat-Tits de Sp(2g, QQ,) (voir par exemple [T], 3.4 et 3.7).

Soient (A 2453 Ag, %0, /g, 1) le quadruplet universel au-dessus de
S(g,N,p) et m; : A;—>S(g, N, p) le morphisme structural. Le premier faisceau
de cohomologie de de Rham

1 .
M;=R n(g*i)*(QAg,,/S(g,N,p))

est alors un Og, v p-module localement libre de rang 2g ; les morphismes « et les
polarisations 4, induisent respectivement des morphismes o : M;—> M, et des
formes symplectiques (, ), sur Mo et M,. Il résulte de ([dJ1], proposition 3.6)
(ou de [RZ], theorem 3.16) que le systeme (M1)g < ; < ¢ % ( , )o) est, localement pour
la topologie étale sur S(g, N, Pz, isomorphe a I'image réciproque du systéme
(Vio<i<g % (s )o)- Le Z-torseur 7(g, N,p) au-dessus de S(g, N,p)zpest alors
simplement celui des isomorphismes des deux systémes:

T(gv N1 p) = Isom (((MI)O <i<g o, ( ) )o)v ((I/I)O <i<g o, ( ) )o)S(g,N,p))'

1.3. Le Os(g,n p-module localement libre de rang g

1
Wi = T(g—i)x (QAg_i/S(g,N,p))

est localement un facteur direct de M;. Les sous-modules wy et w, sont
respectivement isotropes pour (, )y et {, ), ; on a de plus a(w;) C w;y1.
Rapoport et Zink (cf. [R] ou [RZ]) introduisent alors le Z,-schéma M, défini par
Mg(R) = {(w;i C Vi®z, R)g<i<4 | @i est un sous R-module localement

facteur direct de rang g de V; ®z, R,
les sous-modules wg et wg sont isotropes
etonaa® R(w;) C w41}

pour toute Z,-algebre commutative R. La filtration de Hodge (w; C M) < <,
associée a ’objet universel

(Ao = A1 = -+ > A do. gl 90 0 (Vrignpy—> M)

sur 7(g, N,p) induit un point (¢; () C (VzEnp<i<e € Me(T(g, N, p)), et
donc un morphisme /* : 7(g, N, p)— M,.
Considérons le diagramme

p}/T(g, N, p)\i

S(ng>p)Zp Mg
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Les Zy-schémas M, et S(g, N, p)zpsont tous deux de dimension relative g(g + 1)/2.
Par ailleurs, il résulte de la théorie des déformations des variétés abéliennes que
le morphisme f est lisse (cf. [Me], [RZ], 3. 29 ou [dJ1], proposition 4.5). A. J. de
Jong en tire alors le corollaire suivant (cf. [dJ1], corollary 4.7).

PROPOSITION 1.3.1. Pour tout point géométrique s: Spec k—>S(g, N,p)zp, ilwexiste
un point géométrique m: Spec k—> My et un isomorphisme de 7.,-schémas Vi — Vy,
ou Vs (resp. Vy,) est un voisinage étale de s (resp. m) dans S(g, N, p) (resp. M, ). On
peut de plus prendre m = f(t), ou t est n'importe quel point géométrique de
T (g, N, p) au-dessus de s. O

Remarque. Pour une autre démonstration de cet énoncé, voir aussi ([RZ], prop-
osition 3.33).

La proposition suivante implique alors que les schémas S(g, N, p) et M, sont
localement Z,-isomorphes.

PROPOSITION 1.3.2. Le morphisme [ est surjectif.

Démonstration: Le morphisme f est lisse et Z-équivariant, et son image est donc un
ouvert Z-invariant de M,. Cet ouvert contient la fibre générique de M, (qui est
formée d’une seule orbite sous 7 ®z, Q,), et son complémentaire est donc un ferme
de la fibre spéciale de IM,. Considérons maintenant le point my € M (IF,) défini par

w; = [e;_hle :

0], VO<i<yg

(oul’on note ¢; = H_iej € Vietle, .-, é,]lesous I, espace vectoriel de V; ®7, I,
engendré par €, -, €,). La proposition (1.3.2) résulte alors du lemme suivant.
LEMME 1.3.3.

(1) Le point my appartient a l'image du morphisme f.

(2)  Le point mg appartient a tout fermé T ®z, I ,-invariant de la fibre spéciale de M.

Démonstration du lemme: (1) (cf. [dJ1, § 5]). Soit E une courbe elliptique
supersinguliere sur I_F‘p, munie de o, E et prenons A; = (E/o,) x E¥~'. On définit
les morphismes « : A;—> A;+; de maniére évidente et on munit 4y et 4, de la
polarisation produit. Il est facile de vérifier que cegi définit un point sy de
S(g, N,p)(}}:l‘p) et que pour tout ¢z € S(g, N,p)(}P“p) au-dessus de sy, on a
f(ty) = my (on considere i¢i my comme un point de Mg(]l_?p) ; le point my est invariant
sous 'action de 7 ®7, Fp de sorte qu’il suffit de choisir un point zy au-dessus de s).

(2) Soit V; le F,[f]-module T~/ F,[7]*, ou ’on note

0
T:<1<12g1 0)'
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On définit des morphismes o: V>V, n : V; N flV,-Hg et des formes
alternées (, ) 1 Vig x Vi—1I,[1] (ie maniére analogue a ceux de (1.2). On a
une identification naturelle V;/tV; — V; ®z, I, compatible aux morphismes «,
n, et aux formes alternees (, ),. Considéerons alors la suite de Opy,[f]-reseaux
(Qi C O [, 17'F¥)g < i <, définie par Q; = T~4(V; @, Ong,—> Vi ®2, Ong,)” (w)).
Ceci déefinit un plongement de M, ®7, I, dans la variété de drapeaux affine B (cf.
[KL, § 5]) de Sp(2g)y, (la fibre speciale de VI, est alors une généralisation naturelle
des sous-schémas X; de [KL, 5.2] : en remarquant que 7¢ est une racine carrée
de t.Idy, la fibre speciale de M, est alors le schéma X).). Le groupe 7 ®z, I,
est naturellement un quotient de I’'ind-groupe algebrlque noté B dans [KL] et le
plongement M, B que nous venons de décrire est alors B- -équivariant. Son image
est donc une réunion finie de sous-variétés de Schubert generallsees et la deuxieme
partie du lemme résulte alors de [KL, 5.2] (la B-orbite {mo} C B qui correspond
a I'unité du groupe de Weyl affine de Sp(2g), est incluse dans toutes les sous-variétés
de Schubert). Ceci termine la démonstration du lemme 1.3.3, et donc aussi celle de la
proposition 1.3.2. ]

De méme que Rapoport et Zink (cf. [R] ou [RZ]), nous appelerons modele local le
schéma M.

2. Une résolution semi-stable du modéele local (pour g = 2 ou 3)

2.1. Onnote Gle Z,-schéma en groupes Sp(Vo, ( , )o) ; on note respectivement P et B
les paraboliques qui stabilisent le sous-module isotrope [eq1, - - -, €] €t le drapeau
isotrope [exg] C [€2g-1, €26] C -+ C [€g41, -, €24] (lorsque S est une partie de
vV =Q%, [S] désigne le Z,-module engendré par S). Le schéma en groupes B n’est
autre que celui des matrices triangulaires inférieures de Sp(2g); et P est le
parabolique de Siegel évident contenant ce sous-groupe de Borel.

On note £, la grassmannienne des sous-modules lagrangiens de V), définie par

Lg(R) = {wy C Vo ®z, R| wp est un sous R-module isotrope

et localement facteur direct de rang g de Vo ®7, R}

pour toute Z,-algebre commutative R. C’est un schéma lisse de dimension relative
glg+1)/2 sur Z,. La grassmannienne L, est munie d’une action localement
transitive du schéma en groupes G ; le stabilisateur du point wo = [eg4 - - - €34] N'eSst
autre que P, de sorte que L, peut aussi étre vue comme le quotient G/P.

2.2. Nous allons maintenant faire quelques rappels (inspirés de [LS] et de [MS]) sur
les cellules de Schubert et les sous-variétés de Schubert de la grassmannienne L,.

Soit Dy =((0) =Dy CDyg1 C---CDg=7Vy) le drapeau défini par
D; = [eiy1, eiz2, - - -, e2,] (de sorte que D, est fixe par B et que rgzp(D,-) =2g—).
Lorsque S = {1, -+, A} (ou 'on suppose que Ai; <y < -+ < /Jg) est une partie
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a g ¢léments de {1, - - -, 2g}, soit Cs le sous-schéma localement fermé de £, défini par

Cs(R) = {(wg C Vy) € Lg(R) | localement sur Spec R pour la topologie de

Zariski, il existe une base (s;), <i<g de wy

telle que s; soit une section (locale) de D,

engendrant le module inversible D;,/D;,+1}

pour toute Z,-algebre commutative R ; on dit que Cg est la cellule de Schubert
associée a S (cf. par exemple [LS]). Le schéma Cg est non vide si et sculement si
S est une partie totalement isotrope (c’est a dire telle que [e;, i € S] soit totalement
isotrope) de {1, ---,2g} ; le schéma Cg est alors la B-orbite du point de £, défini
par le sous-module [e;, i € S] de V). On définit la variété de Schubert Lg associée
a S comme I’adhérence schématique de la cellule de Schubert Cs (cf. par exemple
[LS]).

La proposition suivante résume quelques propriétés des cellules et des variétés de
Schubert (pour une démonstration, cf. par exemple [LS]).

PROPOSITION 2.2.1.

(1) Toutes les orbites de L4 sous laction de B sont en fait de la forme Cs, et on a donc une
stratification localement fermée B-équivariante L, =][¢Cs ou S parcourt
lensemble L des parties totalement isotropes de {1, - -, 2g}.

(2) Lavariété de Schubert Ls a alors une stratification localement fermée induite de la
Jorme Ls=1]]sCs, ou S décrit une partie Ls de & En particulier, on a
Ls C Lg si et seulement si S’ € L.

(3) La partie R8s est en fait constituée des parties totalement isotropes
S" = {2}, -+, 4} € L (dont on a rangé les éléments J; dans lordre croissant) telles
que A; < 1;, Vi

(4) Le Zy-schéma Cs est isomorphe a un espace affine A%ﬂs). Cet espace affine est de
dimension £(S) =r(g+1)— Y '_, i, ou lon note r le nombre déléments de
Sn{l,---, gk O

Exemples: on a pour g =2 et g = 3 les deux diagrammes suivants

£{3,4} —>£{2_4} —)ﬁ{ly3} —>£{1 2y = £2

L1,45)
/

£{4,5,6}—>£{3,5,6}—’£{2,4,6} E{1,3,5}—>£{1,2,4}—’£{1,2,3} = L3

NS

L3236}

ou les fleches figurent des immersions fermées de codimension 1 (de sorte que la
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dimension relative de Lg sur Z, n’est autre que la distance de L5 au sommet le plus a
gauche du graphe). En fait, le premier de ces deux diagrammes n’est autre que le
sous-diagramme

Lis.e—>L356—Lpa6— L1236

du second.

2.3. On note Gr; la grassmannienne des sous-modules (localement facteurs directs)
de rang g de V;. On considére le morphisme

51 L;®z,0,— [] GriesQ,

0<i<g

défini par

(3(600) = (o ®@p R — Vi®Z,, R)Osigg

pour toute (,-algébre commutative R. L’image de J est un sous-schéma localement
fermé de M C []j<; <, Gr; et on notera M, son adhérence de Zariski. L’action
naturelle du schéma en groupes Z sur M, stabilise M, et définit donc une action
de 7 sur M,. La projection sur le facteur Gry définit un morphisme Z-équivariant
pry : Mg—> L, (on fait agir 7 sur L, via le morphisme Z7— G évident.

Remarques : (1) La fibre générique de I'immersion fermée tautologique Mg— M,
est un isomorphisme. Le schéma M, est donc la ‘platification’ du schéma M, (i.e.
le schéma obtenu a partir de M, en supprimant la p-torsion; cette opération est
un cas (trés) particulier de [GR, 5.2]). En fait, Rapoport et Zink conjecturent
que le schéma M, est déja plat (cf. les trois lignes qui précédent le paragraphe 3.36
de [RZ)).

(2) L’opération de platification de la remarque précédente est locale pour la
topologie étale, et M, est donc aussi un modele local pour le platifié de S(g, N, p).

2.4. Lorsque g > 2, le schéma M, n’est pas semi-stable. En fait, Ia fibre spéciale de
M, n’est pas un diviseur a croisements normaux et lorsque g > 3, M, n’est méme
pas localement d’intersection compléte.

On aimerait disposer d’une ‘résolution semi-stable Z-équivariante Mg—>Mg de
My’, c’est a dire d’un morphisme de Z,-schémas /A\;lg—>/\/lg , Z-équivariant et pro-
pre, dont la fibre générique est un isomorphisme et dont la source M ¢ €st semi-stable
(par quoi l'on entend que, localement pour la topologie étale, celle ¢i est
Zy-isomorphe a SpecZp[ty,---, t,]/(t1-- -t — p)). Pour g= 2 ou 3, nous allons
effectivement en construire une.

Remarquons tout d’abord que par composition avec le morphisme Z-équivariant
pro : Mg—> L, (2.3), la résolution semi-stable Z-équivariante .7\v/lg—>/\/lg désirée
va induire un morphisme propre Z-équivariant /ﬂ\\;lg—>£g, dont la fibre générique
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sera un isomorphisme. Ceci suggere de construire M, a partir de £, a I’aide d’une

suite d’éclatements Z équivariants. Nous allons donc construire, pour tout g,
une suite d’éclatements Z-équivariants £,—> L,. Nous verrons ensuite que pour

g= 2 ou 3, le candidat £, fournit une résolution semi-stable Z-équivariante
L,—> M, et mérite donc le nom de M,.

CONSTRUCTION 2.4.1.0n note Lg = Lg ®z, I, la fibre speciale de Ls. Lorsque
0<i<glg+1)/2, on note &,; ={S € L|/(S)=1i} I'’ensemble des S tels que la
sous-variété de Schubert Ls C L, soit de dimension relative i sur F,. La construction
de /A\;lg va alors se faire en plusieurs étapes.

Etape 1. On éclate L, le long de 'unique sous-variété de Schubert de dimension
nulle, Lig41,...2¢}, de sa fibre spéciale. On obtient ainsi un Z,-schéma £ <

Etape 2. On éclate C <o le long du transformé strict de I’unique sous-variété de
Schubert de dimension 1, Lgg42...24, de la fibre spéciale de £,. On obtient ainsi
un Zp-schéma £ <.

Etapei. Lorsque S € £;_1, notons (Ls)< ;_» le transformé strict de Lg par la chafe
d’éclatements Zi_2—> N, <0—>Lg. On éclate Zi_z le long de USeﬁ,-,l (Ls)<ioa.
On obtient ainsi un Z,-schéma £ <;_;.

Etape g(g+1)/2. On éclate Zgg(g+l)/2_2 le long du transformé strict (par les
éclatements précédents) de 1'unique sous-variété de Schubert de dimension
g(g+1)/2 =1, Ly1,... g1 g+1;, de la fibre spéciale de L,. On obtient ainsi le Z,-schéma
Le =L < g1 -

Remarquons que les sous-schémas Lg de £, sont invariants sous I’action de Z (ils
sont invariants sous I'action de By, C Gy, sur Lg). Le schéma Zg qu’on vient de
construire est donc muni d’une action naturelle de Z, pour laquelle le morphisme
évident pr : Zg—>£g est Z-équivariant. Ceci termine la construction.

Remarque. On démontre que lorsque g < 3, la réunion (Jgq, | (Ls)< i_» est en fait
une union disjointe de variétés lisses sur I,. Les éclatements qui interviennent dans la
construction ont alors tous des centres lisses.

Le théoréme suivant a déja été annoncé dans 'introduction.

THEOREME 2.4.2. Supposons que ['entier g soit inférieur ou égal a 3. Les
propriétés suivantes sont alors vérifiées.
(1) Le Z,-schéma Ly est semi-stable.
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(2) 1l existe un (et un seul) morphisme R : Zg—>/\/lg rendant le diagramme

R
— M,

L,
prj' pro (cf. 2.3)

Ly
commutatif. Ce morphisme R est de plus propre et I-équivariant. O
Lorsque g < 3, nous noterons donc encore M, le schéma L,.

Remarques. (0) Le cas ou g = 1 que nous n’avons pas mentionné jusqu’igi est
trivial et la résolution semi-stable obtenue est un isomorphisme.

(1) Il semble naturel de se demander si I’énoncé 2.4.2 reste vrai lorsqu’on supprime
la restriction g < 3.

(2) En utilisant le fait que £, n’est autre que la sous-variété de Schubert L3 6) de
L3, on voit qu'une preuve du théoréeme (2.4.2) dans le cas ou g =2 est en fait
‘contenue’ dans la preuve que nous donnerons pour g = 3.

La résolution semi-stable ./A\;lz—>/\/lg a d’autre part déja été obtenue par de Jong
(cf. [dJ2]) par une autre méthode. Plus précisément, de Jong éclate M, le long d’une
composante irréductible de sa fibre spéciale (celle notée Zy, dans [dJ1, Section
5]; on peut aussi choisir Z1;). On peut vérifier que la résolution semi-stable ainsi
obtenue coincide avec la notre.

(3) Soit W) < W SN W,_1 & W, = p~' W, une chaine de Z,-réseaux
dans W = QZ. Pour 1 <r <n—1, considérons le schéma

My n—r = {(w; C W), € l—[ Gr(r, W;) | w;) C wjq1, Vi)

0<i<n-1

(ou on note Gr(r, W;) la grassmannienne des sous-modules localement facteurs
directs de rang r de W;), qui est lui aussi un modele local d’une variété de Shimura
(pour un groupe de similitudes unitaires, de type GU(r,n—r) en la place
archimédienne, défini par une extension quadratique déployée en p, et pour des struc-
tures de niveau convenables; pour plus de précisions cf. [R, § 3]).

La construction (2.4.1) admet dans ce cadre un analogue évident. L’analogue du
théoréme (2.4.2) est déja connu lorsque r =1 (ou r =n — 1) (le morphisme R est
alors un isomorphisme: cf. dans [BC] ou [R] I’exposé de la construction de Deligne
pour le schéma formel ﬁ”). On peut également vérifier cet analogue dans le cas
particulier ou r = 2 et n = 4 (la démonstration est semblable a celle qui figure dans
le paragraphe suivant).
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3. Démonstration du théoréme 2.4.2

Nous nous contenterons de démontrer ce théoréme dans le cas particulier ou g vaut 3,
qui est le plus difficile. Nous omettrons alors I’indice 3 de £3, M3, ---

3.1. Soit B_ le sous-schéma en groupes de G formé des matrices triangulaires supér-
ieures (B_ est donc le le schéma en groupes de Borel opposé a B). Soit
Xo = ([es, es, es] C Vo) € L(Z,) I'unique point de Lasg. La grosse cellule de
Schubert opposée £° (cf. [MS]) est la B_-orbite B_x, C £. C’est un sous-schéma
ouvert de £, qui s’identifie au translaté de la cellule de Schubert ouverte Cyj 23
par I’élément le plus long J (cf. (1.2)) de W et est en particulier isomorphe a I’espace
affine A6 . Un isomorphisme ‘naturel’ A6 — £ sobtient de la maniére
suivante. Cons1derons les points de A6 comme des matrices symeétriques

A= (ai-)l <ij<3-Lamatrice Ifé) (cf. (1.2)) est alors de rang 3, et on vérifie aisément

que son image définit un point de £°.

L’ouvert £° contient le point xo, qui est adhérent a toutes les cellules de Schubert
Cs. L’ intersection Cs N £° est donc un ouvert non vide de Cs; en particulier £°
rencontre toutes les orbites de B. Le morphisme B x7, £°—> £ défini par ’action
(2.2) de B C G sur L est donc surjectif. A fortiori, le morphisme Z C G sur £
est alors surjectif; nous dirons que I'ouvert £° est Z-saturant.

Pour vérifier la premiere partie du théoréme (2.4.2) (la semi-stabilité de /’\V/l), il
suffit manifestement de le faire au-dessus d’un ouvert Z-saturant de £ (ou de
L L <;). Le lemme suivant nous permettra de réduire de méme la démonstration
de la deuxiéme partie de ce theoréme a celle d’un énonce concernant la restriction
de M au-dessus d’un ouvert saturant de £ <i-

LEMME 3.1.1. Soient I" un Z,-schéma en groupes lisse et X, Y, Z trois Z,-schémas
munis d'une action de T. Soient [ : X—Z et g : Y—>Z deux morphismes
I-équivariants. Supposons que le schéma X est réduit, que le morphisme g est séparé
et qu’il existe un ouvert dense de Z, d’image réciproque dense dans X, au-dessus duquel
g est une immersion.

Soient U un ouvert T'-saturant de X et supposons qu’il existe un morphisme
hy : U—Y rendant le diagramme

commutatif (sous les hypotheses précédentes, il existe au plus un tel morphisme).
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1l existe alors un (et un seul) morphisme h : X— Y rendant le diagramme

X —Y

f

zZ

commutatif. Le morphisme h est I'-équivariant, et il est propre lorsque f est propre.

Démonstration. Notons v : V =T x7z U— X le morphisme défini par I'action
de I' sur X et considérons le morphisme /hy : V—Y défini par
(y, u) = p.hy(u). Le morphisme v est couvrant pour la topologie f.p.q.c., et pour
démontrer qu’il existe un morphisme 4 comme g¢i-dessus, il suffira donc de vérifier
que les deux morphismes /), = hy opri : V2 =V xx V—Y (i = 1, 2) coincident.

Il résulte de la commutativité du premier diagramme de I’énoncé et de
I’équivariance des morphismes f et g que gohy =fov. On a donc déa
go h%/z =go h%,z. Soit Z° un ouvert dense de Z au-dessus duquel g est une immersion;
lorsque T est un Z-schéma, notons 7° 'ouvert T x Z° de T'. Il résulte alors du fait
que g” est une immersion que (h},)° = (h3,)’.

Le X-schéma V' s’identifie (via (y,u) = (,7u)) a un ouvert de I' xz, X, et le
schéma 1, s’identifie alors a un ouvert de I' xz, I' x, X. En particulier, V5 est
réduit et ouvert V9 est dense dans V5. De l'identité (h},)° = (h3,)° précédemment
obtenue il résulte alors que 4}, = hj, (voir par exemple [Ha, II ex. 4.2]).

Le morphisme / que nous venons d’obtenir est I'-équivariant par construction; le
fait que & est propre lorsque f I’est est un corollaire facile du critere valuatif de
propreté (on rappelle que g est séparé). ]

3.2. Pour démontrer le théoreme (2.4.2), nous utiliserons les deux étapes suivantes.
Etape 1. (cf. 3.3) Nous définirons un ouvert Z-saturant U; de c <i et décrirons
explicitement le schéma U; (plus précisément, nous donnerons en fait des équations
pour un (ijl)zp-torseur T; au-dessus de U;). Nous démontrerons ensuite que U;
(ou, ce qui revient au méme, 7;) est semi-stable en utilisant le lemme suivant.

LEMME 3.2.1. Soient X un Z,-schéma semi-stable et Y un sous-schéma fermé de la
fibre spéciale X de X. Supposons que Y soit lisse sur I, et que lintersection de
Y et du lieu singulier X' ° de X soitun diviseur a croisements normaux (réduit) dans
Y. Léclaté X de X le long de Y est alors lui aussi semi-stable.

Démonstration.Puisque 1’énoncé que I’on veut démontrer est local pour la
topologie étale, on peut supposer que X est réunion de r diviseurs lisses D; et
travailler sur un voisinage d’un point fermé y de Y N D; N ---N D,. On peut aussi

supposer que Y est inclus dans D,. On peut alors choisir des équations locales
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(t; = 0) de D; telles que [ ], . ; <, t; = p et des équations locales #,4| = - - - t,4,, =0 de
Y(ou m = codimp, Y et les ¢.4; sont des sections locales de Oy).

Le schéma YN D; N---ND,_;, qui est 'intersection dans Y des r — 1 branches
YND;(1<i<r—1) du diviseur a croisement normaux X “NY, est lisse sur
F,. Il résulte alors de ([S], IV. D. 2, Proposition 22) que #1, - - -, t;, try1, - - -, trgm fONL
partie d’'un systéme régulier de parametres (¢, ---,t,) de ’anneau local de X en
y (ce dernier est régulier, puisque X est semi-stable). Le morphisme
X—SpecZ,[ti,---, ta]/(t1---t, —p) défini par ce systeéme est alors étale au
voisinage de y. Quitte a se localiser encore sur X, on peut donc supposer que
X =SpecZy[t1,---, tu]/(t1---t, —p) et que Y est le sous-schéma fermé de X

d’équations ¢, = t,41 = -ty = 0.

Nous allons maintenant décrire explicitement cet éclaté.

Considérons le sous-schéma ouvert U de SpecZ,[2, Ty, ---, T,]/(AT\ --- T, — p)
complémentaire du sous-schéma fermé d’équations 7, =T, =+ = T4y = 0.

On munit U d’une action libre de G, 7, en faisant agir A € G,, 7, par la régle

A AT, Ties AT i elr,r+m)), Tiv Ti (i €[, r + m)).

On définit d’autre part un morphisme U—>X en envoyant ¢; sur A7; lorsque
ielr,r+m] et sur T; lorsque i & [r,r+m]. Ce morphisme est manifestement
Gm,zp-invariant et induit donc un morphisme U /Gm,zﬂ—>X . 11 résulte du fait
que 1, -+, fy4m €St une suite réguliere que le morphisme U/Gy, 7,— X n’est autre
que X—> X et que le Gy, 7, -torseur U—> U/G, 7, est celui défini par le O}-module

inversible O}(E) associé au diviseur exceptionnel E. (cf. [F], Ch IV theorem 2.2).

Le Z, schéma U est manifestement semi-stable, et donc X=U /Gm,z, aussi. []

Etape 2. (cf. 3.4) Nous construirons (pour i=3,4,5) des morphismes
R; : U—>Gr;_; (cf. 2.3) rendant commutatif le diagramme

Ri@Qp
U;® Qp ——Gri2 ® Qp

LBQ,

(les produits tensoriels sont sur Z,, ; é; est le composé pr; o J, cf. 2.3). Les morphismes
R; et le morphisme naturel Us—> L induiront alors un morphisme
Ry, : Us— ]_[0<1<3Gr,-, se factorisant par le sous-schéma fermé M puisque
Z<5 est intégre. En remarquant que la fibre générique du morphisme
pryg : M—>L (cf 2.3) est un isomorphisme, on applique alors le lemme (3.1.1)
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au diagramme commutatif évident. On voit ainsi que la construction (3.4)
démontrera la deuxiéme partie du théoréme (2.4.2).

Remarque. En utilisant d’une autre maniere le lemme (3.1.1), on voit facilement
que les morphismes R; admettent eux aussi un prolongement équivariant sur £ ;.

3.3. Dans les calculs qui suivent, la maniére de noter les coordonnés sur I’éclaté sera
calquée sur celle employée dans la preuve du lemme 3.2.1.

3.3.0. Soit Uy I’ouvert (Z-saturant) L0 %, C <ode z <o0- Le schéma U, qui est I’éclaté
de I’espace affine A%p(de coordonnées (a‘;:)l <i<j<3) le long de lorigine de sa fibre
spéciale, est alors le quotient par (Gm)z,, du Z,-schéma Tj suivant.

Le schéma Tj est le sous-schéma localement fermé de I’espace affine A?ZF (de
coordonnees (4o, Po, @[0]); <; <; <3) obtenu en intersectant le sous-schéma fermé
d’équation AgPy =p avec louvert complémentaire du sous-schéma fermé
d’équations (Py = a_;[O] = 0,Vi,j). L’ action de (G,,); sur Ty provient par restriction
de celle obtenue en faisant opérer (Gm)zpsur AZ,, via linverse du caractére
tautologique sur le premier facteur et via le caractére tautologique sur les autres.

On vérifie sans difficulté (directement ou en utilisant le lemme 3.2.1) que U, est
semi-stable.

3.3.1. Le sous-schéma fermé £?3’5_6} de £° a pour équations a]’: =0, V(@) #@3,3). Le
transformé strict de sa fibre spéciale est donc le sous-schéma fermé de U, défini par
les équations Py = aj’?[O] =0, V(,Jj) # (3,3). Comme ci-dessus, 1’éclate U; de U
le long de ce transformé strict est semi-stable et s’identifie au quotient par
(G,n)gzp du schéma 7 suivant.

Le schéma Tj est le sous-schéma localement fermé de 'espace affine A?Zﬂ(de
coordonnées (4, 41, P1, a4l <i<j<3) obtenu en intersectant le sous-schéma fermé
d’équation JgA; Py = p avec louvert complémentaire des sous-schémas fermés
d’équations respectives (P} = a}[l] =0,vY(,j) #(3,3) et 41 = ag[l] = 0. L’action
de (Gm)%p sur 77 provient de ’action sur A?Zp définie par

(AOa Al)’ ()“07 /1] ) Pl ) a;[l] ((la.])
# (3.3). &[] > (Ay ' 2o, AT 21, AoAr Pr, AgArdl[1], Aa3[1)).

Soit U} I'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé d’équation a3[1] = 0. A
partir du paragraphe (3.3.3) nous travaillerons au-dessus de cet ouvert, ce qui nous
permettra de simplifier ’écriture de certains éclatements. Pour pouvoir appliquer
I’argument (3.2) au-dessus des ouverts U; = UlO X~ C < i» ous aurons alors besoin

<1
de savoir que que ceux-ci sont Z-saturants. Nous allons donc vérifier maintenant que
I'ouvert U est Z-saturant.
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N
B

Soient gi,---,85€Z(Zy,) les matrices suivantes. Pour 1<

gi= 7i 0 ou
i 0 Kt,yl—lK s

1 00 1 0 1 00 1 00
1= 1 1 0 , Yo = 01 0 , Y3 = 010 y Y4 = 1 1 0 ;
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
la matrice gs s’écrit
Idy N . 0 00
0 1d ou N=1[|p 0 0
3 0 p O

On vérifie facilement que I’action de ces cinq éléments de Z(Z,) sur C <1 préserve Uj
et que les translatés de U{) (qui sont respectivement les ouverts complémentaires des
fermés  d’équation  al[l]+d3[1]=0, d[1]+a&[1]=0, d3[1]+d3[1]=0,
al[1] + a[1] + ai[1] + a3[1] = 0 et Py + a3[1] = 0) forment avec U} un recouvrement
de U;. La surjectivité annoncée en résulte immédiatement.

Remarque. Le sous-schéma fermé de 7 d’équation ¢3[1] = 1 s’identifie bien sir a
UY. Nous préfererons cependant conserver I’homogénéite des équations en
n’utilisant pas cette identification.

3.3.2. Le sous-schéma fermé LY, ,  de £° a pour équations a3a3 — (a3)* =a} =0, Vi.
Le transforme strict (£0{2,4,6})~< 1 de sa fibre spéciale est donc le sous-schéma fermé de
U défini par les équations Py = a3[1]ai[1] — 4i(&3[1])* = a![1] =0, Vi.

Pour démontrer que I’éclaté U, de U, le long de (50{2,4,6])'; | est semi-stable, nous
allons maintenant vérifier les hypotheéses du lemme 3.2.1 pour le couple
(L’ a6)=1, U). _

On voit aisément que, localement pour la topologie de Zariski sur (£0{2,4,6})~< 1
I'une au moins des deux quantités a3[1] et a3[1] est inversible. La matrice jacobienne

3/0k 0/04 8/0P) (3/0a[1]) <;<s 0/0a2[1] 8/0a3[1] 9/dd[1]

0 0 0 0 Al —2ua[] &[]
0 0 0 Ids 0 0 0

des équations de (£0{2,4,6})~< 1 est donc de rang maximum le long de (60(2,4,6,)2 1. Cecl
démontre déja que le schéma (£0[2,4,6})~< | est lisse sur IF,. La matrice extraite obtenue
en oubliant ses deux premicres colonnes est elle aussi de rang maximum, ce qui
démontre aussi que U?mg N (£0{2,4,6})~< 1 (qui a pour équation JgA; =0 dans

(£0{2,4,6})~< 1) est un diviseur a croisements normaux dans (£0{2,4,6})2 1.
Nous allons maintenant donner une description explicite du schéma U,, comme
quotient par (Gm)%p du schéma 75 suivant.
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Le schéma T est le sous-schéma localement fermé de I’espace affine A%p (de
coordonnées (Ao, 41, A2, P, 5}[2], a_’i[2]1 <i<j<3) obtenu en intersectant le
sous-schéma fermé d’équations

AoAAaPy =p,
7281[2] = d3[21a3[2] — Ai(a3[2])

avec I'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d’équations respectives

Py=4i21=d =0, Vi,
h=a2l=d2]=0, A =al2]=0.

L’ action de (Gm)ézp sur 7T provient de I’action sur AZ définie par

(Ao, A1, A2) >
diag (A} AT ASY AoATAz, (AoA1) As, (AgAiA2).Ids, (AgAr).Idy, Ag)

(la notation diag (xy, - - -, x,,) désigne la matrice diagonale d’¢léments xi, - - -, x;, ; on
range les coordonnées a}[Z] par i croissants).

3.3.3. Le sous-schéma fermé 6?2’3’6} de £° a pour équations a! = 0, Vi. Le transformé
strict de sa fibre spéciale a donc pour équations P, = a}[2] =0, Vi.

Soit & le cofacteur de a; dans la matrice 4 (cf. 2.1). Le sous-schéma fermeé 5?1, 5.6 de
£’ a pour équations 8. =0, Vi,j. On laisse au lecteur le soin de vérifier que le
transformé strict de sa fibre spéciale a alors pour équations P, = 5{[2] =0, Vi,j,ou

a2 AdRl] e @R @RI o |al2] a2
RS i % 7 T 1] AL el 5 R 751 RO el P S R S I
v @] md2| a2 Aadll2]

=1 aﬁ[z]‘ L= |l )

(avec les conventions a}[2] = af:[2] et 5}[2] = 55[2] pour i = j).

L’intersection dans U, des transformés stricts de L, 5 4, et L) 54 est vide (cf. la
premiére des conditions ouvertes intervenant dans la définition de 73). Pour
démontrer que I’éclaté de U, le long de leur réunion est semi-stable, il suffit donc
de vérifier que ces deux transformeés stricts vérifient les hypothéses du lemme 3.2.1.
C’est ce ce que nous allons faire maintenant.
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Une matrice extraite (en n’oubliant que des colonnes) de la matrice jacobienne des
équations du transformé strict de £0{2, 3,6) est

9/0Py 0/30\[2] 8/0a'[2] 9/0al[2] 0/0dl[2] 0/0d3[2] /0dd[2]

0 A 0 0 0 —d2) -2
1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

et, de méme que dans le paragraphe (3.3.2), la proposition a vérifier résulte du fait
que, localement pour la topologie de Zariski sur (50(2,3,6,)’; 2, une au moins des

trois quantités A, a3[2], a3[2] est inversible.

On vérifie facilement que

2a}[2161[2] + a3[2163[2] + a3[2]05[2] = 0

12d3[218712] + d3[218312] + a3[2]03[2] = 0
et
A2a}[2107[2] + a3[2183[2] + a3[2]03[2] = 0

Au-dessus de louvert U} les quantités 55[2], (3%[2] et 5%[2] s’expriment alors en
E)Onction de 5%[2], 5;[2] et 5%[2]. Les équations définissant le transformé strict de
L5 dans UY = U, xy, UY se résument donc a P = §1[2] = }[2] = §3[2] = 0.
La matrice

9/0al[2] 9/0a\[2] 8/oad2] ©/di, 9/oP, 0/3s\[2]

0 0 a2 (@R 0 Jn
0 4Rl -d[2] 0 0 0
~d3[2]  Jadl[2] 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

est alors une matrice extraite (en n’oubliant que des colonnes) de la matrice
jacobienne des équations de (£0{1,4,5})~<2 (vu comme quotient par (Gm.;/zp)3 d’un
sous-schéma localement fermé de I’espace affine ambiant
A}Z]p DTy D TY =T xy, UY). 1l résulte déja dufait que a3[2])* est inversible que

(£0{1,4,5})~<2 est lisse sur I,. En utilisant le fait que Tg est réunion des ouverts
complémentaires des fermés d’équations respectives 4; =0 et a3[2] =0, on voit
que I’équation AgA;A; =0 définit un diviseur a croisements normaux dans
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(£0{1,4,5})~< 2, ce qui démontre que (£0{1,4,5})~<2 vérifie lui aussi les hypothéses du
lemme 3.2.1.

Nous allons maintenant donner une description explicite de I'éclaté Us de U le
long des transformés stricts de E0{2,3,6} et 50{1,5,6}, comme quotient par (G;Sn)z,,
du Zp-schéma T3 suivant.

Le schéma T3 est le sous-schéma localement fermé de I’espace affine A15 (de
coordonnées (Ao, A1 Za. ft3, v3. P3, 81[3], 83[3], 53[3]. @3], <, < < 3) obtenu en inter-
sectant le sous-schéma fermé d’équations

AoAA2p3v3P3 = p,
2v301[3] = A[31a3[3] — (A3,
;0331 = a[3143[3] — &} (313 (3],

v333[3] = —(a}[313[3] — Jopzar[3]ai[3]),

avec I'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d’équations respectives

Py = §1[3] = 6;[3] = 83[3] =0,
viP3 =al[3] =0, Vi,
ty = 39131 =0 (cf. 3.3.2),

a3[3] =0,
et
J =a[3] = 0.

On laisse au lecteur le soin d’expliciter 1’action de (G,Sn)zp.

3.3.4. Le sous-schéma fermé L 1.5 de £° a pour equatlons 85 =0, Vi. Le
transformé strict de E (135 a alors pour equatlons P; = 0! 3[3] = 52[ 3]=0 (on
rappelle que 53 3[2] s’exprime en fonction de ol 5[2] et 52[ 2], cf. 3.3.3). De méme
que dans le paragraphe 3.3.3, on vérifie que ce transformé strict (vu comme
sous-schéma fermé de Us;) vérifie les hypothéses du lemme 3.2.1 (en n’oubliant
que des colonnes, on peut en fait extraire de la matrice jacobienne de ses équations
une matrice d’une forme analogue a celle qu’on a écrite lors de la verification
des hypothéses du lemme 3.2.1 pour (£0{1,4,5})~< 2).

L’éclatée Uy de Us le long du transformé strict de £° (1,3.5) se décrit explicitement
comme le quotient par (G )Z du Zp-schéma T suivant.

Le schéma Ty est le sous- schema localement fermé de ’espace affine A (de
coordonnées (/g, 41, 42, ,u3,V3,/14,P4,5 [4],5 [4], (52[ ], i[ li<i<j<3) obtenu en
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intersectant le sous-schéma fermé d’équations

Ao Aali3v3Aa Py = p,
J2v301[4] = B3[41a3[4] — 21 (341,
v32404[4] = ab[41a3[4] — al[4]a3[4],

v32403[4] = —(a}[41a3[4] — Aapzas[4laz[4]),
avec I'ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d’équations respectives

Py = 85[4] = 85[4] = 0,

Jg =01[4] =0,

vilaPy =al[4] =0, Vi

f; =v391[4] =0 (cf. 3.3.2),

a3[4] = 0,
et
A = a3[4] = 0.
On laisse au lecteur le soin d’expliciter I’action de (Gg,)z,,~
3.3.5. Le sous-schéma fermeé E({)l,z,4} de £° a pour équation dét A =0.

Malheureusement, le transformé strict de sa fibre spéciale n’est pas le sous-schéma
fermé d’équation Py, = det A4 = 0, ou

a% [4] izu3a5[4] Al )Q,u3a§ [4]
Ay = a% [4] a% [4] A a% [4]
al4] a4 a3[4]

En effet, on vérifie aisément que —a3[4]det Ay = Arv3A4A, ou

3[4 u30[4]

A:
M B34

‘ et 5,[4] = —(@3[4]) " (223 4161 [4] + 24a3[4153[4)).

Le transformé strict de £0{1,2,4} est donc (a priori) un sous-schéma fermé du
sous-schéma fermé (£0{1,2,4})§74 de U, d’équations P4 =A =0. Nous allons
maintenant démontrer que le couple ((£°(1.2.4)54, Us) satisfait les hypothéses
dulemme 3.2.1. Nous en déduirons ensuite que (£0{1,2,4})§74 est en fait le transformé
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strict (F{LQA})E 4 de F“,M} (de sorte que ce transformé strict vérifiera lui aussi les
hypotheses dulemme 3.2.1).

La matrice
9 3 9 9 9 9 9 9
dal[4] 0dl[4] Bad[4]  0a[4] 01 3ol[4] 003[4] OPa
0 0 —dl[4] -4 (A4 v 0 0
0 —dl[4]  dl[4] 0 0 0 0 0
@[] —lapsdl[4] 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ma(B34)* 0 &M@ s[4 0
0 0 0 0 0 0 0 1

est une matrice extraite (en n’oubliant que des colonnes) de la matrice jacobienne des
équations de (£0{1,2,4})274. Le long du fermé d’équations 5%[4] = 5%[4] =0, les
quantités ps,4 et 5;[4] sont inversibles. Par conséquent, localement pour la topologie
de Zariski sur (£0{1,2'4})~<?4, I’'une au moins des entrées de la quatrieme ligne de cette
matrice est inversible. En raisonnant sur les trois premiéres lignes de cette matrice
comme dans les paragraphes 3.3.3 et 3.3.4, ceci démontre que (2?1’2,4})2?4 veérifie
les hypothéses du lemme 3.2.1.

Le complémentaire dans (EO{ 1,2,4})';74 du diviseur exceptionnel de Uy s’identifie a a

L0124 — £%135. Lintersection de (£%.2.4))%’4 avec le diviseur exceptionnel de Uy
(qui a pour équation Agd;lausv3A4 = 0) est comme on vient de le voir un diviseur

a croisements normaux dans ([,0{1’2,4})274 et est donc de complémentaire dense.
Le schéma (50“,2,4})274 est donc [l’adhérence schématique dans U, de

50{1,2,4} — 50{173,5}, ce qui démontre que c’est bien le transformé strict de £0{1,2,4}.
On va maintenant décrire explicitement I’éclaté Us de U, le long du transforme
strict de 50{1,2,4}, comme le quotient par (G;)Zp du Z,-schéma T suivant.
Le schéma 75 est le sous-schéma localement fermé de 1’espace affine Agi
(de coordonnées (Lo, A1. A2, f3. V3. A4 A5, Ps, A[5]. 01[5], 03[5], 03[5]. @l[5]) < i < j < 3)
obtenu en intersectant le sous-schéma fermé d’équations

J0A172p3V3Aai5Ps = p,

Av301[5] = a3[51a3[5] — A1 (a3[5)),
v32403[5] = @3[S)a3[5] — a3[S)a3 5],
v34483[5] = —(a|[51a3[5] — Zapsa[Slal[5),

2sA[5] = —a3[5]7 (1 [S103[5] + 133 [SNAIS]) ™ V2@l [S101[S] + Aaa3[5103[5])),
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avec ’ouvert complémentaire des sous-schémas fermés d’équations respectives

Ps = A[5] = 0,

JsPs = 35[5] = 33[5] = 0,

V3/14}»5P5 = Cl[l[S] =0 , Vi,
ty =v391[S] =0 (cf. 3.3.2),

a3[5] = 0,
et
= al[5] = 0.

On laisse au lecteur le soin d’expliciter I’action de (GZ,)ZP.

3.4. Nous allons maintenant construire des morphismes R; : Ui~—>Gri_2 (pour
i=3,4,5) prolongeant le morphisme R? Ui®z, Q= L<i®z,Q, =
L ®z, Q, — Grg®z, Q, = Gr;2 ®z, Q, (cf. 2.2.2).

3.4.1. Construction du morphisme Rj.

On munit le Z,-module V; de la base (I ey, - -+, M 'eg) (cf. 1.1). Le morphisme Rg
est donc défini par I’image de la matrice H(}i) Considérons la matrice
V3P3 0 0
a%[3] }L021)L2u3a%[3] /10/1112#361%[3]
M ai[3] Jolas[3] Jola3[3]
| 8B AwmdB] Joa3[3]
0 0 1
0 1 0

. A
Lamatrice IT. ( %

celle de M par Zg41/245. Le morphisme R? est donc encore défini par 'image de M.

Les mineurs viP3, al[3],@l[3],4j[3] de la matrice M ne s’annulent pas
simultanément sur le schéma T3 et I'image de la matrice M est donc un facteur direct
de rang 3 du I' (73, Or)-module V| ®z, I' (T3, Ory). Ceci définit un morphisme
T5;—>Gry, et on laisse au lecteur le soin de vérifier que celui-ci se factorise par
le quotient 75— Us.

) ne différe de M que par sa premiére colonne, qui est le produit de
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Remarque. La construction précédente peut déja se faire sur I’éclate U s de U, le
long du transformé strict de £0{2,3,6}

3.4.2. Construction du morphisme Ry.
On munit de méme le Z,-module V; de la base (H’zel, e l'[’zeﬁ), de sorte que le
morphisme RZ est défini par I'image de la matrice IT ( 2) Considérons la matrice

0 p
p 0
B'=|da d
a @
a @

formée des deux premieres colonnes et des cinq premieres lignes de la matrice
12 ( ﬁ) et notons W le sous Z,-module de V', engendré par les cinq premiers vecteurs
de la base ci-dessus. L’image de la matrice B° définit un morphisme
U, ®z, Q, — 0 ®7z, Q,—Gr (2, W) ®z, Q, et le dernier vecteur-colonne de
la matrice Hz.(;}) définit un morphisme ¢3 : Us—>P(V3) qui se factorise par

I’ouvert complémentaire de P(W"). La construction de R4 se rameéne donc a celle
d’un morphisme b : Us—>Gr (2, W) prolongeant 5° (on a alors Ry = b @ c3, avec
un abus de notations évident). A son tour, la construction du morphisme b se ramene
a celle dun morphisme p: Us—>P(A’W") prolongeant le morphisme
/30 : Ui ®z, (Q)p—>P(A2 W) ®z, Q, induit par les coordonnées de Pliicker (on
rappelle que le Z,-schéma U, est plat par construction).

Le morphisme f° est défini par les coordonnées homogénes

myp = —p* my3 = —Pa}’
mp4 = —paf, mys = —pa%,
mp 3 = Pa%, my 4 ZPG%,
my s = pa3, m34 = 5§,
mss = —5% et mys = 5;
Soient
M, = —JopsvidaPi, M 3 = —Jops3 Psaj[4],
M 4 = —Iaus Psail4], M\ s = —Jops Paail4],
M 3 = Jops Paa[4], M, 4 = P4ad[4],
M, s = Psa3[4], M; 4 = 83[4],
M; 5 = —63[4] et Mys = 3[4]

(ou Pon pose &3[4] = —a3[4]7' (Fopzal[4107[4] + a3[4165[4]). On a alors m;; =
(A1) Papzv3daM; Jj »€t le morphisme B° est donc encore défini par les coordonnées
homogénes M; ;.
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Le triplet (M>5, M35, M4 s) ne s’annule jamais sur Ty (74 est recouvert par les
ouverts complémentaires des trois fermés d’équations respectives 5;[4] =0,
5;[4] =0ect P,=0c¢ct a§[4] est inversible sur 7). Le 10-uplet (M;;);; définit donc
un morphisme 73— P(A>W™). On vérifie aisément que ce morphisme est invariant
sous I’action naturelle de (Gm)f’zp sur T4. On obtient alors le morphisme f§ recherché
par passage au quotient.

3.4.3. Construction du morphisme Rs.

On munit de méme le Z,-module V3 de la base (I 3y, - - -, T 3¢6), de sorte que le
morphisme R? est défini par I'image de la matrice IT*.( ) = (75).

Le Zy-schéma Us est plat (par construction), et la construction du morphisme Rs
se ramene donc a celle d’'un morphisme ps : Us—> P(A*V3") prolongeant le
morphisme p(s) 0 Us ®7, Q— P(A3 V37) ®z, Q, induit par les coordonnées de
Pliicker.

Le morphisme R? est défini par les coordonnées homogénes

myp3 = —P3, myp4 = —Pza} )
mi2;s =1720%, myne6 = —pzaf,
my34 = —my25s, mp3;s ZPza%,
my 36 =Pza%, mias =P53,
mp46 = —P52, mise =P5l )
mp34 =n26, mp3s = —nmi3e6,
mp36 = —pzai, MmMpas = —Mi46,
my 4.6 = —Péz, nys.6 ZP(%,
M345 =Mi56, M3 46 = —M256,
msse ZP(S} et myse = det A.
Soient
M3 = —AilaudviidiiP, M 24 = —1Aap3alsPiai5],
M s = =1 au3iads Piai[5], M6 = —l1/a13ial5P2ai[5],
Mizs=—Ms, M35 = JapzlaisPia3[5],
M 36 = JapsladsP3a3[5], M 45 = Jp3/4Ps83[5],
M 46 = —11324P553[5], M\ 56 = A p34PsS3[5]
M>z4=Mipg, Mr3s=—M3s,
My 36 = —ps3iadsPia[5], Myss=—Map,
M 46 = —u3Ps33[5], My 56 = 13 Psd3[5],
Mz4s=Ms6, M346=—M>55,
M 56 = Psd|[5] et Mase = A[5],
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ou l’on pose

53[5 = —a3[5]”" (72a3[5161[5] + Z4a3[5163[5)) .
8151 = —a3[5]7' (Gapzai[5183[5] + Zaa3[5155[5))
et 03[5] = —a[5] (lapadd[5153[5] + A3[5103[5)).

On am, ;= Ag/125u3v3hads M, j i , et le morphisme p? est donc encore défini par les
coordonnées homogénes M; ;.

On va maintenant verifier que le 20-uplet (M, x); ; , ne s’annule jamais sur T, ce
qui terminera la construction (il est facile de voir que le morphisme
T5—>P(A3 V3') ainsi défini est invariant sous ’action naturelle de (Gm)?z,p sur T5;
le morphisme p; recherché s’obtient alors par passage au quotient).

Considérons le sous-schéma fermé Z de 75 d’équations M;;r =0, Vi, j, k et
supposons qu’il soit non vide. Le long de Z on a A[5S] = 0 et Ps est donc inversible;
I’annulation de M3 56 entraine alors celle de (5}[5]. En particulier 5 et 44 sont donc
inversibles le long de Z, et il résulte alors de Iannulation de
Mise, Mis56, Mase, Mrse et 5%[5] que 5;[5] = 5%[5] =0 (on rappelle que T
est recouvert par les ouverts complémentaires des deux fermés d’équations
respectives 4; = 0 et a3[5] = 0). Le long de Z, /5Ps est donc inversible et il résulte
alors de I’ annulation de M 36 et My 36 que 4 = ag[S] = 0, ce qui est la contradiction
cherchee.

4. Application : construction d’un modéle semi-stable de S(g, V, p)Qp pour
g<3

Dans ce paragraphe, g est un entier positif inférieur ou égal a 3 (le cas g =1 est
cependant trivial).
Considérons le produit fibré

T(g,N,p) =T (g, N, p) xn1, My,

ou le morphisme 7(g, N, p)—> M, est le morphisme f* (1.3) et ou le morphisme
ﬂg—>Mg est la composition du morphisme R : /A\/Jlg = Zg—>/\/lg de la deuxiéme
partie du théoréme (2.4.2) avec I'inclusion fermée M, — M, (2.3). En utilisant le
théoréme (2.4.2) et le fait que f est lisse (cf. 1.3), on voit immédiatement que le
morphisme ’]N'(g, N,p)—7T (g, N, p) est une résolution semi-stable Z-équivariante
(cf. 2.4) de T (g, N, p).

L’action du schéma en groupes Z sur 7 (g, N, p) est libre, et son action sur
T (g, N, p) est donc a fortiori libre. Considérons le quotient

S(g,N,p) =T (g, N,p)/T

(qui est a priori un espace algébrique au sens de Knutson [Kn]; nous verrons que pour
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g = 2, ce quotient est en fait un schéma quasi-projectif). Le théoréme suivant résulte
alors visiblement de la proposition 1.3.2 et du théoréme 2.4.2.

THEOREME 4.1. (1) Localement pour la topologze etale, ['espace algebrique
S(g, N,p) est 7, -zsomorphe a Mg En parttcuher S(g, N, p) est semi-stable.

(2) Le morphisme S(g,N p)—)S(g,N p) est une resolution semi-stable
(cf 2.4). N

Remarques. (1) Lorsque g =2 (resp. g = 3), la premiére partie de ce théoréme
revient a dire que g‘(g, N, p) est semi-stable et qu’il existe des points (fermés) de
sa fibre spéciale dont tout voisinage étale suffisamment petit est réunion de quatre
(resp. sept) branches lisses. Puisque 3(2, N, p) (resp. 3‘(3, N, p)) est de dimension
relative 3 (resp. 6) sur Z,, le nombre 4 (resp. 7) est le maximum possible pour
un espace algébrique semi-stable.

(2) A.J. de Jong a déja construit par une autre méthode une résolution semi-stable
de S(2, N, p), dont la source est un schéma quasi-projectif (cf. [dJ2]). Cette résolution
semi-stable coincide avec la notre (cf. la remarque 2 suivant notre théoréme 2.4.2), et
en particulier 3(2, N, p) est donc bien un schéma quasi-projectif.

(3) On peut obtenir de la méme maniére (cf. la remarque 3 suivant le théoréme
2.4.2) un modéle semi-stable de certaines variétés de Shimura unitaires dont le
groupe est de type GU(2, 2) en la place archimédienne.
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