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Distributions invariantes sur les groupes
réductifs quasi-déployés

Frangois Courtes

Résumé. Soit F un corps local non archimédien, et G le groupe des F-points d’un groupe réductif
connexe quasi-déployé défini sur F. Dans cet article, on s’intéresse aux distributions sur G invariantes
par conjugaison, et a I'espace de leurs restrictions a I'algebre de Hecke J{ des fonctions sur G a sup-
port compact biinvariantes par un sous-groupe d’Iwahori I donné. On montre tout d’abord que les
valeurs d’une telle distribution sur J{ sont entierement déterminées par sa restriction au sous-espace
de dimension finie des éléments de J{ a support dans la réunion des sous-groupes parahoriques de G
contenant I. On utilise ensuite cette propriété pour montrer, moyennant certaines conditions sur G,
que cet espace est engendré d’une part par certaines intégrales orbitales semi-simples, d’autre part par
les intégrales orbitales unipotentes, en montrant tout d’abord des résultats analogues sur les groupes
finis.

1 Introduction

Soit F un corps local non archimédien, O son anneau des entiers, p I'idéal maximal
de O, w une uniformisante de F ; soit p la caractéristique résiduelle et g le cardinal
du corps résiduel O/p de F.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F ; on supposera G quasi-déployé
sur F. Soit G = G (F) le groupe des F-points de G.

Dans ce qui suit, on s’intéressera aux distributions sur G invariantes par conjugai-
son et a support dans 'ensemble des éléments de G compacts, c’est-a-dire fixant au
moins un point de 'immeuble de G. Soit D, espace de ces distributions, et D, ; le
sous-espace des éléments de D, a support dans la réunion des sous-groupes paraho-
riques de G, Cest-a-dire des fixateurs connexes (au sens de Bruhat-Tits) des facettes
de 'immeuble de G. Considérons d’autre part I'algebre de Hecke H = JH; des fonc-
tions sur G a support compact et biinvariantes par un sous-groupe d’Iwahori I fixé.
D’apres la conjecture de Howe démontrée par Clozel, on sait que, dans le cas de la ca-
ractéristique 0, I'espace des restrictions des éléments de D, ; a cette algebre est de di-
mension finie, et c’est également vrai en caractéristique p grace a la théorie des corps
locaux proches ; on peut donc chercher a en exhiber des systemes de générateurs finis.

Sig est un élément compact de G, en fixant une mesure invariante par conjugaison
sur I'orbite de ¢ dans G, on peut définir une distribution intégrale orbitale associée
a g, qui est un élément de D,.. On va considérer deux familles particulieres d’éléments
compacts de G:

¢ les éléments de G semi-simples non ramifiés de réduction réguliere, c’est-a-dire
les éléments g appartenant & un sous-groupe parahorique K de G dont I'image
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dans le groupe fini correspondant est un élément semi-simple régulier. De tels
éléments existent pour g assez grand ;
¢ les éléments unipotents de G.

J. L. Waldspurger([26, 3.2] a conjecturé que:

¢ larestriction a H de l'intégrale orbitale d’un élément semi-simple non ramifié de
réduction réguliere ne dépend que de la classe de conjugaison dans G de 'unique
tore non ramifié maximal le contenant ;

e Despace engendré par ces restrictions coincide avec 'espace engendré par les res-
trictions a H des intégrales orbitales unipotentes sur G.

Le but de ce qui suit est de montrer cette conjecture moyennant certaines condi-
tions sur G ; on va méme montrer que d’une part les intégrales orbitales des éléments
semi-simples non ramifiés de réduction réguliere de G, d’autre part les intégrales or-
bitales unipotentes, engendrent 'espace des restrictions a J{ de D, tout entier.

On va chercher a se ramener au cas des groupes finis. Lobjet de la section 3 est de
montrer que les restrictions a H des éléments de D, sont entiérement déterminées
par des distributions sur un nombre fini de groupes finis (éventuellement tordus
par un groupe abélien libre de type fini). Pour cela, on aura besoin de quelques
préliminaires.

Soit I' = G/G', ot G! est le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes pa-
rahoriques ; I est canoniquement isomorphe a Ng(I)/I, et si K est un sous-groupe
parahorique de K, 'y = Ng(K)/K est canoniquement isomorphe a un sous-groupe
de I' (lemme 2.1). Soit M I'ensemble des classes de conjugaison dans G de couples
(M, K,), o M est un sous-groupe de Levi de G et K,, un sous-groupe parahorique
maximal de M. On peut associer de maniére canonique a chaque sous-groupe para-
horique de G un élément de M. Si (M, K,,) est un représentant de p, le lemme 2.1
assure de plus que les groupes G = K, /K} et G* = 7”K, /K], ot K}, est le pre-
mier sous-groupe de congruence de K}, et y un élémént de T'x C T, ne dépendent
pas de K. D’autre part, pour tout pr € M, si (M, K),) est un représentant de p, le
sous-groupe I', = Ng(K,)/Ng (K,) de I" ne dépend pas de (M, K,,), et pour tout
K d’image 11, I'x est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de I',. Si N est
I'ensemble des couples (v, ), avec p € M et v € I',,, on peut donc associer a chaque
couple (7, K), ot K est un parahorique de G et ¥ € 'k, un élément de N.

Soit D € D.. Pour tout v = (v, u) € N et tout sous-groupe parahorique K de G
d’image v, la restriction de D a I'espace des fonctions a support dans yK invariantes
par le premier sous-groupe de congruence K! de K s’identifie a une distribution in-
variante sur G* a support dans @G, ou encore a une fonction ¢ sur G invariante par
~y-conjugaison. Soit C(G)®? I'espace de ces fonctions et Ccusp((Gr)(G'*”’ le sous-espace
des fonction ~y-cuspidales ; si R est un systeme de représentants des sous-groupes de
Levi de G stables par v, on a le résultat de décomposition suivant (proposition 3.22) :

Proposition 1.1 C(G)® = @ Ind§; . Ceusp (M),
MeER

Dans Pégalité ci-dessus, si P = MU est un sous-groupe parabolique de G stable
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par 7, Indg’ﬂﬂ, désigne I'induite tordue par -, définie par:

. 1
Indy, (f): g €G — ;
ndy,(f): ¢ — card(P) Z flm)

x€GmeM,uclU
gzﬁflxﬂ/mux

on déduit de la proposition 2.5 que cette induite ne dépend que de M et pas de P.
Soit ¢, (D) la composante dans Ccusp((Gr)“"'7 de ¢ ; elle ne dépend pas du choix de
K (lemme 3.20). Soit T, un tore déployé maximal de G dont 'unique sous-groupe
parahorique Kr, est contenu dans I, et soit M, le plus petit sous-groupe de Levi de G
semi-standard relativement a Ty et contenant a la fois M et +, et soit 'intégrale :

Do) = | . [ s ymio o) dy) .

Cette intégrale converge pour tout f (corollaire 3.6), et définit une distribution in-
variante sur M, a support dans 'ensemble des normalisateurs de sous-groupes para-
horiques de M,,. On en déduit la distribution invariante sur G suivante :

G P,
Dy pyt f ¥ Do,y (f7),

ol P, est un sous-groupe parabolique de G de Levi M,, et f% est le terme constant
de f suivant P,. Posons maintenant:

N G
b= Z quu(D)ﬁ/’
veN

ici = désigne la conjugaison complexe ; pour les ¥ € N qui ne sont associés a aucun
G =

o du(D)yy . , .

des distributions de la forme ci-dessus et soit €y I'espace engendré par les fonctions

sur G a support dans le normalisateur d’un sous-groupe parahorique et biinvariantes

par le premier sous-groupe de congruence de ce méme parahorique ; on a (proposi-

tion 3.26) :

parahorique de G, on posera D = 0. Soit D, le sous-espace de D, constitué

Proposition 1.2 Soit D € D.. Alors il existe un unique D’ € @; tel que les restrictions
de D et D' a @y sont identiques ; de plus, on a D' = D.

Fixons maintenant un sous-groupe parahorique I de G et considérons le sous-
espace C de C°(G) engendré par les fonctions a support compact biinvariantes par le
premier sous-groupe de congruence d’un sous-groupe parahorique de G contenant I.
On a (théoreme 3.28) :

Théoréme 1.3  Pour tout D € D,, D coincide avec D sur C. En particulier, si D = 0,
D est nulle sur C.
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Soit €y le sous-espace de C engendré par les fonctions a support dans le normali-
sateur d’un sous-groupe parahorique de G contenant I et biinvariantes par le premier
sous-groupe de congruence de ce méme sous-groupe parahorique, D ne dépend que
de la restriction de D a Gy, et on déduit alors immédiatement du théoréme précédent
le résultat suivant (3.27) :

Théoréme 1.4 Si D est nulle sur Cy, alors elle est nulle sur C.

En particulier, si le support de D est contenu dans une classe de G modulo G', ses
valeurs sur € sont entierement déterminées par ses valeurs sur un espace de dimen-
sion finie. (Si G est semi-simple, c’est méme vrai pour D quelconque.)

Remarque 11 devrait étre possible de généraliser ce résultat aux espaces de fonctions
de niveau n quelconque.

On va utiliser ce résultat pour montrer son analogue en remplacant C par K.
Considérons donc le sous-espace Hy des éléments de H a support dans la réunion
des normalisateurs des sous-groupes parahoriques de G contenant I. On a le résultat
suivant (théoréeme 3.36) :

Théoréme 1.5 Si D est nulle sur Hy, alors elle est nulle sur H.

Pour montrer les résultats cherchés (§4 et §5), on se raméne donc au cas des
groupes finis. Soit G le groupe des IF;-points d’un groupe réductif connexe défini
sur I, Py un sous-groupe parabolique minimal de G et H, Ialgebre de Hecke des
fonctions sur G biinvariantes par Py. Pour toute fonction f sur G et tout g € G,
posons: 1,(f) = >, f(h™'gh) ; Cest la somme de f sur l'orbite de g. On a les
résultats suivants (proposition 4.5, lemme 5.18 et corollaire 5.19) :

Proposition 1.6

(1)  Si g est un élément régulier d’un tore maximal T de G, la restriction a Hg de la
distribution 1, ne dépend que de la classe de conjugaison de T dans G.

(ii)  Soit Rg un systeme de représentants des classes de conjugaison de tore maxi-
maux de G ; supposons que pour tout T € Ry, il existe un élément régulier gy dansI. Si
le diagramme de Dynkin de G ne contient aucune composante connexe de type E; ou Eg,
alors les distributions 14 |3., T € Rg, engendrent Uespace des distributions invariantes
sur Hg, et en constituent une base si G est déployé.

Lemme 1.7  Soit T un tore maximal de G, g un élément régulier de T ; alors la restric-
tion a Hg, de lintégrale orbitale 1, est combinaison linéaire des restrictions des intégrales
orbitales unipotentes sur Gu.

Corollaire 1.8  Si G est tel que tout tore maximal T de G admet au moins un élément
régulier et si aucune composante connexe du diagramme de Dynkin de G n'est de type
E; ou Es, alors les intégrales orbitales unipotentes engendrent espace des restrictions a
H des distributions sur G.
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On va ensuite utiliser ces résultats pour montrer leur analogue sur G. Si K est un
sous-groupe parahorique de G contenant I, K/K' s’identifie au groupe des F,-points
d’un groupe réductif connexe défini sur I, et I/K" est un sous-groupe parabolique
minimal de ce groupe. On peut donc appliquer les résultats précédents a chacun des
K contenant I. En recollant les distributions ainsi obtenues et en utilisant le théoreme
3.36, on démontre (théorémes 4.2 et 5.23, corollaire 5.24) :

Théoreme 1.9

(i) Si g est un élément non ramifié de réduction réguliere d’un tore non ramifié
maximal T de G, la restriction a H de la distribution J (g, ) ne dépend que de la classe
de conjugaison de T dans G.

(ii)  Supposons que G vérifie:

(ah Tout tore maximal non ramifié T de G admet au moins un élément
non ramifié de réduction réguliére.

Soit R un systeme de représentants des classes de conjugaison de tores non ramifiés maxi-
maux de G, et pour tout T € R, soit gr un élément non ramifié de réduction réguliere de
T. Si le diagramme de Dynkin de G ne contient aucune composante connexe de type E;
ou Eg, alors les distributions J(gr, - )|sc engendrent D 1|g¢, et en constituent une base
si G est déployé sur F.

Notons que (Cl) est vraie pour q assez grand (lemme 4.1).
Soit F,, 'extension non ramifiée maximale de F, et G,, = G(F,,). On dira que p
est un bon nombre premier pour G,, si, en notant @, le syst¢tme de racines de G,

relativement & un tore déployé maximal et A = {«y,. .., a,} un systéme de racines
simples de ®,,,, pour tout § = ). ciaj € Dy, sic; # 0, ¢; West pas multiple de p.
Ona:

Théoreme 1.10  Supposons que G vérifie (Cl), que son diagramme de Dynkin ne con-
tient aucune composante connexe de type E; ou Eg, et que p est un bon nombre premier
pour Gy,. Alors les restrictions a H des distributions intégrales orbitales unipotentes sur
G engendrent D 1 |9¢.

Corollaire 1.11  Si G vérifie les conditions du théoréme précédent, les espaces en-
gendrés par les restrictions a H des distributions intégrales orbitales respectivement sur
les éléments semi-simples réguliers non ramifiés de G et sur les éléments unipotents de G
sont égaux.

2 Préliminaires

Dans ce qui suit, si H est un groupe et H' un sous-groupe de H, on notera Ny (H')
(resp., Zy(H’)) le normalisateur (resp., le centralisateur) de H' dans H. Si g est un
élément de H, on notera également Z(g) le centralisateur de ¢ dans H. Enfin, on
notera Zy = Zy(H) le centre de H.
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2.1 Sous-groupes parahoriques

Soit B = B 'immeuble de Bruhat-Tits de G, A = Ag un appartement de B.
Soit Ny Pensemble des points de G conservant A ; c’est un sous-groupe fermé de
G, dont la composante neutre Hy est un tore maximal de G. Soit T la composante
déployée de Hy ; c’est un tore déployé maximal de G, et on a Ny = Ng(Ty) et Hy =
Zs(Ty). De plus, A est un R-espace affine dont la dimension est égale au rang semi-
simple de G, et le R-espace vectoriel V associé a A est canoniquement isomorphe a
X (To) @ R/X(Zga) ® R, ot Zg 4 est la composante déployée du centre de G et ol
X..(T) désigne le groupe des cocaracteres d’un tore T donné.

Soit x un point de A et soit K, le sous-groupe parahorique de G attaché a x ; Cest
le fixateur connexe (cf. [4, II. 4.6.28]) de la facette A, de B contenant x. Si A’ est un
autre appartement de B contenant x, d’apres [4, 1. 2.5.8], il existe un élément g de G
tel que g (A) = A’ et que gx = x. Le tore déployé maximal T;j de G correspondant a
A’ est alors conjugué a Ty par un élément de Ng(Ky).

Soit & = &, le systeme de racines de G relativement a Ty et soit, pour tout
o € &7, le sous-groupe radiciel U, de G correspondant. On notera U, x = Uy x, =
U, N K. On va définir le premier sous-groupe de congruence K de K, comme
suit: puisque Ty est un tore déployé maximal et G est quasi-déployé, Zs(T)) est
un tore. Son immeuble de Bruhat-Tits est alors constitué d’un unique apparte-
ment, lui-méme constitué d’une unique facette, et Zg(Ty) posséde donc un unique
sous-groupe parahorique Kz (r,). On définit tout d’abord le premier sous-groupe de
congruence K}, de Kz,(r,) de la maniere suivante: soit T’ le tore maximal de G
tel que Zg(Ty) = T'(F). Soit F la cloture algébrique de F, O son anneau des entiers,
P l'idéal maximal de O ; fixons un isomorphisme ¢ de (F) dans T’, ou d est la
dimension de T’. Alors on a Kzyr,) = Zg(Tp) N (b((@*)d), qui ne dépend pas de
¢, et on peut poser Ké(;(To) = Z(Ty) N ¢((1 + P)?). Ce groupe ne dépend pas non
plus du choix de ¢. D’autre part, soit A une chambre de A dont 'adhérence contient
x. Le sous-groupe d’Iwahori K4 de G fixant A est contenu dans K, donc pour tout
o € &p,onaU,k, C U,,. En particulier, posons:

Ua,er = ﬂ Ua,K,ﬁ
A

I'intersection portant sur les chambres A de A dont 'adhérence contient x 5 Uy +
peut également étre vu comme 'ensemble des éléments de U, fixant point par point
un voisinage de x dans A. SiV est'espace vectoriel associé a A et si H, est ’hyperplan
vectoriel noyau de la symétrie s, sur V associée a o, on a U, x4+ = Uqx sion est dans
un des deux cas suivants:

(i) x4+ H, n’est pasun mur de A ;
(ii) la facette A, contenant x n’est pas incluse dans x + H,,.

Six + H, est un mur de A et si Ay C x + Hy, U, v est le plus grand sous-groupe
strict de U, dela forme U, ,, y € A ;si on pose:

1 _ 1
Kl =Ky [ Ueirs
a€dr,
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d’apres [23, proposition 1.2.2 et corollaire 1.2.3], ce produit ne dépend pas de 'ordre
dans lequel on place les v et K. est un sous-groupe normal de K. De plus, le quotient
G = K,/K} est le groupe des IF,-points d’un groupe réductif connexe défini sur F,.
De plus, si K7, est 'unique sous-groupe parahorique de T et K7, son premier sous-
groupe de congruence, le quotient Ty = Kr, /K7, s’identifie canoniquement a un tore
déployé maximal de G et 'ensemble des o € Py, tels que Uy e & U, . Sidentifie
canoniquement au systéme de racines de G relativement a Tj.

On définit également le s-ieme groupe de congruence K; de fagon similaire, en
posant:

K3y = Zo(To) N ((1+7)7)

et en définissant pour tout cv, U, x+s comme le sous-groupe des éléments de U,, fixant
point par point un voisinage d’une boule de centre x et de rayon s — 1 dans A.

On notera Cy(G) le sous-espace des éléments de C2°(G) annulés par toute distri-
bution sur G invariante par conjugaison. On notera également Cy(G) le sous-espace
des fonctions sur G annulées par toute distribution sur G invariante par conjugaison.

2.2 Normalisateur d’un sous-groupe parahorique

Soit A une chambre de B, I le sous-groupe d’Iwahori de G qui fixe A, A un appar-
tement de B contenant A, T le tore déployé maximal de G associé a A et Kz, (1)) =
Z5(Ty) NI Tunique sous-groupe parahorique de Zg (Tj). Le groupe

w’ = W/(G/T()) = NG(TO)/KZG(TU)

est le groupe de Weyl affine de G relativement a Ty. D’apres [6, 3.5], C’est le pro-
duit semi-direct du groupe I'1 = Ng(I)/I et du sous-groupe distingué W de W'
engendré par les symétries orthogonales s], ..., s/ ; par rapport aux murs de A (n
désignant le rang semi-simple de G) ; I'; agit sur W par permutation des s/. De plus,
on a la décomposition :

G= || m'rL

w'ew’
Par un léger abus de notation, si H est un sous-groupe de G contenant Kz (r,), on
notera W’ N H 'ensemble des éléments de W’ contenus dans H.

Le groupe W' agit transitivement sur ensemble des chambres de A ; pour tout
w’ € W, on appelle longueur de w’ (relativement a A) et on note I[(w') = I4(w’) la
longueur d’une galerie minimale entre A et w’A. C’est également la longueur ! d’une
décomposition minimale de w’ sous la forme w’ = 7s; ...s/, v € T'1. On a pour
toute décomposition de ce type Iw'I = vIs; I - - - Is] I ; d’autre part, on a pour tout i
Is/Is/I C TUIs!/I. On en déduit en particulier que, si on pose,

G'= || mr,
w/ eW{

G! est un sous-groupe normal de G, ouvert et fermé dans G, qui ne dépend pas du
choix de I. De plus, posons,
I'=G/G"
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D’apres ce qui précede, I" est canoniquement isomorphe a I'; ; le groupe I'; ne dépend
dong, a isomorphisme pres, pas de I, et chaque élément de I' posseéde un unique
représentant dans W’ appartenant a T';.

D’autre part, pour toute partie ] C {1,...,n + 1}, il existe au moins un point de
A fixé parless/,i € J. Le sous-groupe de G engendré par I etles s/, i € J est alors un
sous-groupe parahorique K; de G contenant I, et tous les sous-groupes parahoriques
de G contenant I peuvent étre obtenus par ce moyen. Alors G' contient tous ces sous-
groupes, donc également tous les autres sous-groupes parahoriques de G puisque
ceux-ci leurs sont conjugués. En particulier, G! contient tous les sous-groupes com-
pacts des sous-groupes radiciels de G relativement a Ty. Alors G' contient tous ces
sous-groupes radiciels, donc également le groupe qu’ils engendrent, qui est le groupe
dérivé Gger de G. On en déduit que I est abélien.

De plus, on a le lemme suivant :

Lemme 2.1  Soit ] une partiede {1,...,n+ 1} distincte de {1, ..., n+ 1} lui-méme.
Ona:
N(K)) = T'K;,

oir I'y est le sous-groupe des éléments de I' qui permutent les c;, i € J.

Démonstration Puisque I C Kj, Ng(Kj) est une réunion de doubles classes mo-
dulo [, et il suffit de caractériser les éléments w’ € W' qui normalisent K. Soit donc
un tel w' € W', Ecrivons-le w' = wj~y, avecy € T' et w), € W{. Puisque y nor-
malise I, il stabilise A et permute les faces de A. Si Aj est la face de A dont K est le
fixateur connexe, il existe alors ]’ telle que yA; = Aj/. Pour que w’ normalise K;, on
doit donc avoir wjA;, = A;. Or puisque A posséde une unique face de chaque type,
d’apres [4, L. 1.3.5], il existe une unique face de A transformée de A, par un élément
de Wy, et cette face est forcément A;,. On a donc J’ = J, ce qui implique a la fois que
v € T'jetque wiA; = Aj, d’oti'on déduit grace a [4, L. 1.3.5] que wy est un élément
du sous-groupe de W engendré par les s,,, i € J, ce qui démontre le lemme. ]

On en déduit immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 Pour tout ], Ng(K;) N G' = K.

Soit maintenant x un point quelconque de G, K, son fixateur connexe dans G ; on
poseraI'y = 'y, = Ng(K,)/K,.

Soit K un sous-groupe parahorique de G. Comme son premier sous-groupe de
congruence est déterminé de maniére unique, il est également normalisé par tout
élément de Ng(K). Supposons que K contient I, et soit v € Ng(I). Considérons
le groupe G = G = v*K/K' ; Cest le produit semi-direct de G = K /K" par le
groupe v”. Puisque 7 peut étre d’ordre infini, G* n’est pas toujours le groupe des
IF4-points d’un groupe réductif, mais on peut faire la remarque suivante : puisque G
est fini, son groupe d’automorphismes I'est également, et il existe donc un entier b
tel que 7? agit trivialement par conjugaison sur G. Alors 4 est central dans G*, et
G* /4" est le groupe des I,-points d’un groupe réductif défini sur IF,. On va donc
pouvoir appliquer a G* certains des résultats de [14].
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On appellera sous-groupe parabolique de G* un sous-groupe de la forme P* =
Ng+(P), ou P = MU est un sous-groupe parabolique de G. De méme que dans
[14, proposition 1.5], on a une décomposition de la forme P* = M*U, ot M* =
Np+ (M) ; M* est un sous-groupe de Levi de G*. De plus,ona P = P* NGet M =
M* N G. 1l y a donc bijection canonique entre les sous-groupes paraboliques (resp.,
de Levi) de G* et ceux de G.

D’autre part, il existe un représentant de v dans G* qui est quasi-central (au sens
de [14, 1.15]). C’est une conséquence immédiate de [14, 1.16 et 1.34]. En assimi-
lant «y & un tel représentant, et en posant G = G N Zg+ (), on en déduit le résultat
suivant :

Lemme 2.3 1l existe une bijection canonique entre les classes de conjugaison de sous-
groupes de Levi de G* contenant +y et les classes de conjugaison de sous-groupes de Levi
de G", induite par Uapplication canonique M™ — M* N G.

Démonstration Ce lemme est une conséquence immédiate de [14, proposition
1.40]. n

Soit P* = M*U un sous-groupe parabolique de G*. Si f est un élément de espace
C(G")Y" des fonctions sur G* invariante par conjugaison, on définit sa restriction a
M* par:

S fime M — Zf(mu).
ucl

Si maintenant ¢ est une fonction sur M* invariante par conjugaison, on définit son
induite a G* par

G*
Indp. ¢: g € GY — > o(m).
meMt ueclU*
heGt g=h~"muh

Considérons le produit hermitien défini positif sur 'espace des fonctions inva-
riantes sur G* a support dans G, donné par:

/ _ 1 T !
% = G gZ f®f @)

enG

On a les résultats suivants.
Lemme 2.4 Soit f (resp., ¢) une fonction centrale sur G* (resp., M*) a support dans

~G (resp., YM). On a:
(f,Indii: ¢ = (1 £, S
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Démonstration En effet,ona:

G* _ F(o) 1
(f,Indy; )6 = card(G) g;;c. /() ( card(lP) Z (b(m))

x€GmeyM
u€U,g=x""mux

! 101
- w2 (2 TeTmotm)

meyM  xeG
uell
1 _
= Gt ) 2 JmIm)
el
= (rfi f. Ohm- [

Proposition 2.5  Soit P* = M*U un sous-groupe parabolique de G* contenant -y.

(i) SoitfeC GHY a support dans 4G ; la restriction r5. f de f a M* ne dépend
pas du choix de P*.

(i) Soit¢ € COMMM” a support dans yM ; Pinduite Ind?GI ¢ de ¢ a G* ne dépend
pas du choix de P*.

Démonstration SilP* = G7, le résultat est trivial. Supposons donc P* propre. Soit
P’* = MU’ un autre sous-groupe parabolique de G* contenant v et de Levi M* ;
on va montrer par récurrence sur le rang semi-simple de G* que l'on a:

(Indg. ¢, Indg. ¢)¢ = (Indp: ¢, Indp . @) = (Indg,. ¢, Indg. d),

ce qui montrera la seconde assertion, la premiére s'en déduisant au moyen du
lemme 2.4.
On déduit de ce méme lemme 2.4 que ces égalités sont équivalentes a:

+ + +
(¢, 75 IndSs, @) = (¢, 1% IndS. @) = (¢, 1S, IndS,. B).

Ces dernieres égalités se déduisent immédiatement de la formule de Mackey pour les
paraboliques de G* (cf. [14, théoréme 3.2]) et de ’hypothese de récurrence. ]

2.3 Eléments compacts

Le but de cette partie est de classifier les parties de G de la forme K, ou K est un
sous-groupe parahorique de G et v € Ng(K).

On dira qu’'un élément de G est compact dans G §’il est contenu dans le normalisa-
teur d’un sous-groupe parahorique de G ; ¢ € G est compact dans G si et seulement
si il appartient & un sous-groupe de G compact modulo le centre Z de G, ce qui est
vrai si et seulement si toutes les valeurs propres de 'application linéaire Ad(g) sur
Lie(G) sont de valuation 0. La notion de compacité dépend du groupe considéré:
en effet, si H est un sous-groupe réductif fermé de G, tous les éléments compacts de
G sont compacts dans H, mais la réciproque est fausse.
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Lemme 2.6 Lensemble G, des éléments compacts de G est un ouvert fermé de G.

Démonstration En effet, G, est réunion de sous-groupes ouverts de G ; c’est donc
un ouvert de G. D’autre part, considérons I’application ¢ de G dans F[X] telle que
pour tout ¢ € G, ¢(G) est le polyndme caractéristique de Ad(g) sur Lie(G) ; ¢ est
continue, et G, est 'image réciproque par ¢ de I’ensemble des polynémes de degré
dim(G) dont toutes les valeurs propres sont de valuation 0, qui est un fermé de F[X].
G, est donc un fermé de G et le lemme est démontré. [ |

Soit x € B, A un appartement de B contenant x, Ty le tore déployé maximal de
G associé a A. Soit ®, I'ensemble des racines de G relativement a Ty telles que Up 1+
est strictement contenu dans U, .. D’apres ce qui précede, C’est également 'ensemble
des racines « telles que H, est un mur de A et que A, C x+ H,,. Cet ensemble est un
sous-systeme de racines de ®. Soit M, le groupe de G engendré par Zs(T)) et les Uy,
ol « décrit Pensemble des racines qui sont combinaisons linéaires a coefficients dans
Q d’éléments de @,.. C’est un sous-groupe de Levi de G, dont la classe de conjugaison
ne dépend pas du choix de Ty. On pose Ky, = K, N M, ; Ky, est un sous-groupe
parahorique maximal de M, dont la classe de conjugaison ne dépend pas non plus
du choix de Ty. La classe de conjugaison p, (dans G) du couple (M, Ky, ) est donc
déterminée uniquement par x.

(Remarquons que le groupe H, engendré par Z;(T)) et les U,, o € P, est un
sous-groupe réductif fermé de G dont T} est un tore déployé maximal, mais n’est pas
nécessairement un sous-groupe de Levi de G.)

Soit x, y € B. On dira que K et K, sont associés si ji, = p,, c’est-a-dire si
deux couples (M, Ky,) et (M,, Ky,) quelconques sont conjugués entre eux. Deux
parahoriques de G conjugués entre eux sont clairement associés ; la réciproque est
fausse.

On notera M, 'ensemble des couples (M, Kyr), oit M est un sous-groupe de Levi
de G et Kjs un sous-groupe parahorique maximal de M, et M I'ensemble des classes
de conjugaison d’éléments de V(.

Si Ky est Pensemble des couples (K, Tp), ot x est un élément de B et Tj un tore
déployé maximal de G correspondant a un appartement de B contenant x, on a ainsi
défini deux applications canoniques:

(i) une application ko de Ky dans My ;
(ii) une application x de B dans M.

Puisque x(x) ne dépend que de la facette contenant x, par un léger abus de nota-
tion, on notera parfois k(K) = k(x).

Soit pt € M et (M , Ku) un représentant de p. Si K}L est le premier sous-groupe de
congruence de K, le groupe Ml = K,,/K}, est 'ensemble des IF;-points d’un groupe
réductif connexe Ml défini sur IF;, qui ne dépend pas du choix de (M, K,,). De plus,
si x est un élément de B dont I'image par & est j, le groupe réductif fini K, /K. est
canoniquement isomorphe a M. Pour tout élément k (resp., toute partie X) de K, ou
de K, on notera k ou ky (resp., X ou Xy;) son image dans M.

Soit maintenant A un appartement de B, T le tore maximal de G associé a A, x €
A, (M, Ky) = ko(Ky, To), A Pappartement de l'immeuble de By, de M associé a T
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et xp; le sommet de A fixée par Kj;. On va définir une surjection canonique entre
A et Ayp. Puisque Pespace vectoriel V), associé a Ay est canoniquement isomorphe
a X (To) @ R/Xu(Zya) @ R, ol Zy 4 est la composante déployée du centre de M,
et puisqu’on a clairement Zg 4 C Z 4, On a une surjection canonique entre Uespace
vectoriel V associé a A et V. Soit ¢, la bijection de A dans A, induite par cette
bijection canonique en posant ¢,(x) = x). On va montrer que ¢, ne dépend pas
du choix de x. Soit donc y un autre élément de A tel que xo(K,, Tp) est de la forme
(M, K};). On va vérifier que si y)s est un point de Ay, fixé par K, on a ¢(y) = yu.

Supposons d’abord que 'on a xp; = yp. S’il existe unt € T tel que tx = y, soit
tK 7! = K, alors t normalise Ky, et on a txy = yu, d’ott ¢(y) = tym = yum. Si
ce nest pas le cas, il est facile de vérifier qu’il existe un élément z distinct de x sur la
droite de A contenant x et y et un ¢ dans T tels que fx = z et on peut méme supposer
que y appartient au segment [x, z]. Mais alors K}, est contenu a la fois dans Ky, et
dans Ky, d’ou tKyy = Kjy et d’apres le cas précédent, ¢.(z) = xp; ; puisque ¢ est
affine, on obtient bien ¢, (y) = x.

Supposons maintenant x, et ypr quelconques. Puisque 'adhérence de toute cham-
bre de Ay contient au moins un y,, par une récurrence évidente, on peut supposer
que xp et yp sont séparés par un unique mur Hy, de Ay En remontant a A et en
utilisant le cas xp; = yu, on voit que 'on peut également supposer que x et y sont
séparés par un unique mur H de A. Soit o la racine affine de G relativement a T,
associée a H et contenant x et pas y et oy la racine de G relativement a Ty associée a
ag. Comme ¢y et ¢, sont deux applications affines de méme partie linéaire, il suffit
de considérer leurs images respectives en un point donné.

Pour toute racine o de M relativement a Ty, si U, est le sous-groupe radiciel de M
correspondant et U, g un sous-groupe ouvert compact de U, maximal parmi ceux
contenus dans Kj;, U, x fixe un demi-espace de A contenant y, donc également un
demi-espace de Ay contenant ¢, (y) (Cest trivial si & # +ag ; si & = g (resp.,
sia = —y), le demi-espace de Ay fixé par U, k est 'adhérence de la plus grande
racine affine de M relativement a Ty strictement contenue dans ¢, () (resp., de
la plus petite contenant strictement ¢,(})). Or le seul sous-groupe parahorique
de M contenant tous les U, x est Kj;, ce qui impose ¢x(y) = yu. Par le méme
raisonnement, on voit que si maintenant y est un point quelconque de A, ¢,(y) est
fixé par K, N M. On a donc montré le résultat suivant :

Lemme 2.7 1l existe une unique surjection affine de A dans Ay qui, a tout x € A,
associe un point xp; de Ay fixé par K, N M.

On va maintenant utiliser ce lemme pour montrer le résultat suivant:
Lemme 2.8 K et kg sont surjectives.

Démonstration Montrons d’abord que k¢ est surjective, c’est-a-dire que pour tout
w € M et tout représentant (M, K,,) de p, il existe un point x de B et un tore maximal
Ty de G dont 'appartement A de B associé contient x, tels que (M, K,,) = ro(K, To).

Soit donc Ay un appartement de 'immeuble de M contenant un point x, fixé par
K, T le tore déployé maximal de M associé a Ay, A 'appartement de 'immeuble
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de G associé a Ty, et ¢ une isométrie de A dans A, vérifiant les conditions du lemme
précédent. Considérons I'image réciproque E dans A par ¢ de la facette Ay de Ay
contenant xs. Cest un sous-espace affine de A, et pour tout x € E, K, contient K,,.
Puisque K, est un sous-groupe parahorique maximal de M, on en déduit que I'on
aK,NM = K,. Réciproquement, pour tout x € A tel que K, "M = K,,ona
¢(x) € App, donce x appartient & E. On en déduit que E est réunion de facettes de A.

Soit maintenant A une facette de A de dimension maximale parmi celles conte-
nues dans E et soit x € A. Alors K, convient: en effet, soit (M, Ky,) = ko(Kx, To).
On déduit de la définition de xo que M C M,. D’autre part, le rang de M, est égal au
rang de G moins la dimension de A, qui est égale a celle de E, ce qui donne:

rg(M,) = rg(G) — dim(E) = rg(M) ;

on en déduit que M, = M. Enfin, Ky, = Kx "M = K, ce qui acheve la démonstra-
tion de la surjectivité de k.

Montrons maintenant la surjectivité de « : soit n € M et (M, K,,) un représentant
de u dans M. Puisque kg est surjective, il existe un couple (K, Tp) € K dont'image
par ko est (M, K,,). Mais alors, on a x(x) = u. Donc k est surjective et le lemme est
démontré. [ |

On va maintenant s’intéresser aux classes de la forme (-, K,.), avec x € B ety €
Ng(K,). Soit tout d’abord (M, K) € My, Ty un tore déployé maximal de M, etx € B
tel que ko (K, To) = (M, K). Il est clair que Ng(K) C Ng(M, K). Posons donc:

Tk = No(M,K)/Ng(M,K) N G".

1l est clair que si (M’,K’) est un élément de My conjugué a (M,K), T/ xy =
Ik 5 D) ne dépend donc que de la classe de conjugaison j de (M, K) et on
le notera alors I',. Pour tout 4 € M, I', s’identifie donc a un sous-groupe de I'
contenant tous les Iy, avec x € B tel que k(x) = p. Remarquons que les I'y ne sont
généralement pas égaux a I';, ni méme forcément égaux entre eux.

On a le résultat suivant :

Proposition 2.9 Soit x,x" € B tels que K, et K,/ sont associés, soit Ty (resp., T) le
tore déployé maximal de G associé a un appartement A (resp., A’) contenant x (resp.,
x') et soit (M, K) = ko(Ky, Tp) (resp., (M',K’) = ko(Kys, T3)). Soit v un élément de
W'(G/Ty) N NG(Ky,) ety un élément de W' (G/Ty) N Ng(K,+) représentant un méme
élément de I et normalisant chacun un sous-groupe d’Iwahori de G. Alors les triplets
(v, M,K) et (v',M',K") sont conjugués dans G.

Démonstration La démonstration de cette proposition fera I’objet du §3.1. ]

On déduit de cette proposition que le groupe 7K, /K! ne dépend que de ~y et de
1 = k(x). Considérons donc 'ensemble G des couples de la forme (y,x), x € B
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ety € Iy, et l'ensemble N des couples v = (vy,u), p € Mety € L'y, et soit
lapplication ¢ de G dans N définie par:

C: (7,%) = (7, K(x)).

Si v € N possede au moins un antécédent x par ¢, on peut lui associer de maniere
canonique le groupe G* = G, = v*K,/K]. Notons que  n’est généralement pas
surjective.

Puisque ((7, x) ne dépend que de y et de la facette contenant x, par un léger abus
de notation, on notera également parfois ((v, K,) = ( (7, x).

2.4 Sous-groupes standard et semi-standard

Fixons un tore déployé maximal T de G et un sous-groupe parabolique minimal
Py = MUy de G tel que T, est contenu dans le centre de My. Un sous-groupe
parabolique P = MU de G sera dit standard (resp., semi-standard) relativement a Py
et Ty (resp., Tp) si Py C P (resp., ,Mp C P) ; M est un sous-groupe de Levi standard
(resp., semi-standard) de G s’il contient M, et s’il existe un P = MU tel que P est
standard (resp., semi-standard).

Soit maintenant M un sous-groupe de Levi semi-standard de G, A, I'apparte-
ment de 'immeuble By, de M correspondant & T ; soit K un sous-groupe para-
horique maximal de M fixant un point de Ay, et soit M = K/K 1. il existe un
unique sous-groupe d’Iwahori Iy de M contenu dans K dont 'image Ix dans M est
le sous-groupe parabolique minimal Py = Py N K de M ; Ix sera appelé sous-groupe
d’Iwahori standard (relativement a Ty) de K. Si K, est un sous-groupe parahorique
de G fixant un point x de A et tel que (M, K) = xo(K, Tp), il existe un unique sous-
groupe d’Iwahori I de G contenu dans K, et tel que I N K, = Ix. On l'appellera le
sous-groupe d’Iwahori standard de K, (relativement a Tp).

Si M est un sous-groupe de Levi standard de G, il existe un unique sous-groupe
parabolique standard P de G de Levi M ; c’est P = MP,. Soit K; un sous-groupe
parahorique maximal spécial de G fixant un sommet de 'appartement A de B associé
aTy. Ona G = KoPy = KoP et Ko N M est un sous-groupe parahorique maximal
spécial de M. Fixons des mesures de Haar sur Kj et sur U et définissons, pour f €
C°(G), le terme constant de f selon P, noté f ou f*, par:

f1503 eEM+— 5p(m)1/2/ (k™ muk) dkdu,

KoxU

ou dp est la fonction module sur P. Cette définition dépend du choix de Kj, mais si

K est un sous-groupe de G vérifiant les mémes conditions, avec des normalisations

convenables des mesures de Haar, f et f¢, ne different que d’un élément de Co (M).
0

Si D est une distribution invariante sur M, D(f{ ) ne dépend pas de K et on pourra
donc écrire sans ambiguité D( f7) sans préciser K.

3 Distributions invariantes a support compact

Le but de cette partie est de montrer que les restrictions a certains sous-espaces
de C2°(G) des distributions invariantes sur G a support compact sont entierement
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déterminées par leurs restrictions a des sous-espaces de dimension finie de fonctions
a support dans des normalisateurs de sous-groupes parahoriques de G. Pour cela, on
va utiliser certaines distributions particulieres.

3.1 Démonstration de la proposition 2.9

Montrons d’abord que I'on peut supposer v = 7 et Ty = Tj. Soit A une chambre
de A’ dont I'adhérence contient x’, et I le sous-groupe d’Iwahori de G fixant A ; on a
I C K. Quitte a remplacer x par gx, avec g convenable, et & conjuguer T ety par g,
on peut supposer que A C A et que K, contient également I. On peut alors supposer
v € W/ N Ng() et v/ = v. De plus, d’apres [4, corollaire 2.2.6], il existe h € G
fixant A et tel que hA = A’ ; quitte & conjuguer Ty et 7y par h, on peut donc supposer
Ty = Tj.

Supposons donc v = ' et Ty = T, et soit g € G tel que g~'(M’,K')g =
(M, K), et soit Ay (resp., Ajy,) appartement de 'immeuble B, de M associé a Ty
(resp., g ' Tog). Alors A et A’ contiennent le sommet y de By fixé par K, donc
d’apres [4, 2.5.8], il existe h € M fixant y et tel que hA’ = A. Mais alors on
a(gh)"'(M',K")gh = (M,K) et gh_lTogh = Ty ; (M,K) et (M’,K’) sont donc
conjugués par un élément wde W', etonaw™'(W/' NK)w = W' NK.

Réciproquement, si w est un élément de W' vérifiant cette derniére égalité, posons
(M K"y =w Y (M',K")w. Alors W/ N K’ = W' N K ; les sous-espaces de A fixés
par K et K’/ sont alors identiques, et on en déduit que 'on a K = K'’, d’ot, puisque
M (resp., M"") est la fermeture de Zariski de K (resp., K''), M = M'’. Pour montrer
la proposition, il suffit donc de trouver w € W’ qui commute avec 7 et tel que
w ' (W' NK)w=W'nNK.

Montrons maintenant que ’'on peut supposer que le centre de G est compact. Soit
ZG4 = Z4(F) la composante déployée du centre de G. Considérons le morphisme
canonique:

$:G— G — G/Zga

1 est clair que le noyau de ¢ est Zg 4 ; ¢ induit donc une injection de G/Zg 4 dans
G/Zg 4. De plus, le groupe de cohomologie H'(Gal(F/F), Zg 4) est trivial (C’est vrai
si Zg.q est de dimension 1 par [24, II. 1, proposition 1] et dans le cas général car
Zga est produit direct de tores de dimension 1 déployés sur F) et I'on en déduit
q?l’image de ¢ est (G/Zg 4)(F) et donc que ce groupe est égal a G/Zg 4. De plus,

si (v, M,K) et (y/,M’,K’) sont conjugués dans G, leurs images le sont clairement
dans G/Zg 4. Réciproquement, d’une part Zg 4 est contenu a la fois dans M et M’, et
d’autre part y et v’ (resp., K et K’) sont contenus dans la méme classe de G modulo
G' et sont invariants par multiplication par Kz,(r,) D Zg4 N G'. On en déduit que si
(v, M,K) et (v',M’,K’) sont conjugués modulo Zg 4, alors ils le sont dans G. Quitte
a remplacer G par G/Zg 4, on peut donc supposer que le centre de G est compact.
On va commencer par montrer la proposition dans le cas ou le diagramme de
Dynkin de G est connexe. Supposons d’abord M = G. On a alors également M’ =
G; deplus, il existe w € W/(G/Ty) tel que K, = w™'Kvw. Soitw’ € W’ NK tel que
w'~lw Iww’ = I ; w’ existe car les images de I et de w™'Iw dans K,/K} sont deux
sous-groupes paraboliques minimaux de ce groupe. Alors ww’ normalise I, donc
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appartient a I';. Comme ce groupe est abélien et contient vy, ww’ et v commutent.
On adonc (ww')~!(v, G, K )ww' = (v, G, K,) et la proposition est démontrée dans

ce cas.
Supposone maintenant M et M’ propres. Soit A = {a, ..., @, } 'ensemble des
racines de G relativement a T, correspondant aux murs Hy, ..., H,; de A dans A ;

I" agit sur A par l'intermédiaire de I'image canonique de I'; dans le groupe de Weyl
W = Ng(Ty)/Zs(Ty) de G relativement a Ty. Pour toute partie J de {1,...,n+ 1},
on notera Ay ensemble des «vj, j € J.

Soit J (resp., J') lapartiede {1,...,n+1} tel que Aj (resp., A;/) est un ensemble
de racines simples de M (resp., M) ; A et Aj, sont stables par ~.

Soit Oy, . .., O, les orbites de A pour P’action de . Pour tout i, on notera K; le
sous-groupe parahorique de G engendré par I et par les éléments de W’ correspon-
dant aux réflexions par rapport aux Hj, j ¢ O; ; v normalise K;, et on a le lemme
suivant :

Lemme 3.1 Supposons quil existei € {1,...,r} tel que K et K’ sont tous deux inclus
dans K;, et conjugués parw € W' N K; ; alors on peut supposer que w commuite avec y.

Démonstration En effet, considérons le groupe réductif fini non connexe Gf =
7v*K;/K} ; W/ N K; s'identifie au groupe de Weyl de G; = K;/K] relativement au tore
déployé maximal Ty = Ty/T;. Les sous-groupes de Levi MI* et M'* de G, images
respectivement de 7K /K' et v*K’/K'!, sont conjugués, donc d’apres le lemme 2.3,
en identifiant v a un de ses représentants quasi-centraux dans G, si G est le sous-
groupe des éléments de G; = K;/K] commutant avec 7, les sous-groupes de Levi
MY = MY NG/ et M = M’* NG/ de G sont conjugués. Or ces sous-groupes
sont semi-standard relativement au tore déployé maximal T de G/, donc il existe
w' e W, = W(G]/T}) tel que w'~'M’""w’ = M. On en déduit, toujours grace au
lemme 2.3, que l'on a w'~'M’w’ = M. Or W, s’identifie a 'ensemble des éléments
de W’ N K; commutant avec v, ce qui démontre le lemme. ]

On va maintenant considérer les différents cas, suivant le type de G: puisque
'assertion du lemme ne dépend que de la structure de W', il suffit de considérer
le type du systeme de racines de G relativement a Tj.

Cas1 SiGestdetypeA,, d’apres [3], il existe un entier s divisant n+1 et tel que I" est
cyclique d’ordre ”Si, r divise également 7+ 1, est un multiple de s et 7y est un élément
d’ordre %1 deI'. Siay,...,q,+ sont numérotées dans I'ordre du diagramme de
Dynkin, les O; sont les parties de A de la forme {ai | 0 < k < "1}, et Jet ]’ sont
(modulo n + 1) périodiques de période r.

Supposons d’abord qu’il existe un élément j de {1,...,n + 1} n'appartenant ni &
Jnia J’;siO; estorbite contenant aj, Ket K’ sont contenus dans K;, et (M, K)
et (M’,K’) sont conjugués par un élément de W’ N K;. Cest trivial si K; est un
sous-groupe d’Iwahori de G, et si K; n’est pas un Iwahori, en posant G; = K;/K},
M = K/K'et M" = K'/K'', M et M’ sont des sous-groupes de Levi de G;,
et si Dy, ..., Dun sont les composantes connexes du diagramme de Dynkin de G;,

puisque ~y agit transitivement sur les Dy, pour tout k, le diagramme de Dynkin de
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M (resp., M) est constitué de ﬂrl copies de son intersection avec Dy, et ces deux
intersections sont isomorphes. De plus, Dy est de type A,_;, donc le groupe de Weyl
de la composante correspondante de G; est isomorphe au groupe symétrique S, et
il est clair que deux sous-groupes de S, tous deux engendrés par des transpositions
élémentaires et isomorphes entre eux sont conjugués. On en déduit que K et K’ sont
conjugués par un élément de K; et le lemme 3.1 permet alors de conclure.

On va donc montrer que, quitte a conjuguer (M’, K’) par un élément de W' com-
mutant avec y et convenablement choisi, on peut toujours supposer qu’il existe un j
n'appartenantnia Jnia J'.

Le groupe W' se plonge de maniére canonique dans le groupe de Weyl affine
W/ de PGL,4 (F) relativement a son tore diagonal, en identifiant, pour tout j €
{1,...,n+ 1}, aj alaracine de ce tore donnée par :

s Aut) — A,

1

les indices étant pris modulo #n + 1. Le groupe W' s’identifie alors a ’ensemble des
éléments de W, dont la valuation du déterminant (qui est un élément de Z/(n+1)7)
est multiple de s. Considérons 'ensemble L = {j, — 7, | ji1, j» & J}, et soit I le pged
des éléments de L. On a le lemme suivant :

Lemme 3.2 Le groupe des valuations des déterminants des éléments de Ny /(W' N K)
estiZ/(n+1)7Z.

Démonstration En effet, siw € Ny, (W'NK), la valuation du déterminant de w est
un multiple de ; réciproquement, il existe un élément de Ny, (W’ N K) dont la va-
luation du déterminant est [ : en effet, pour tout couple (j1, j2), j1 < ja, considérons
Pélément Diag(1,...,1,w,...,w,1,...,1) du tore diagonal de GL,(F), ou les
termes valant  sont ceux d’indices j;+1a j, inclus. La valuation de son déterminant
est j; — ja, et sa classe dans PGL,;(F) normalise W’ N K. Le sous-groupe de
7./ (n + 1)Z des valuations des déterminants des éléments de Ny (W’ N K) contient
donc les classes de tous les j; — j,, donc contient celle de [ et le lemme est démontré.

|

Revenons a la démonstration de la proposition. Supposons d’abord qu’il existe un
couple (7, j') etunentieratelsque j ¢ J, j' ¢ J' et j — j' = la. Puisque l est le
pged des éléments de L, on peut écrire (modulo n + 1) :

t
la=>"1,
k=1

ou les J; appartiennent a L ; on supposera la décomposition choisie de fagon a mini-
miser t. On va montrer ’assertion de la proposition par récurrence sur ¢, sachant que
le cas t = 0 correspond au cas j = j’ auquel on cherche a se ramener. Soit ji, j, & J
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tels que j; — j, = I;, soit O; 'orbite de «;,, et soit w I'élément du groupe de Weyl de
K;/K} constitué de r copies de I'élément:

1 1

L+1

1 n+1

1l est clair que w commute avec v. Posons w’ = ~;~ "'wv;' /. Clest un élément de
W' qui commute avec -y et qui envoie {c; | j € J} sur une partie de A de la forme
{aj | j € J'"}; J'" ne contient alors pas j—I; et on conclut en appliquant I’hypothese
de récurrencea (M"/,K'") = w'(M,K)w'~' et (M',K").

Posons maintenant I’ = pgcd(s, I) et supposons qu'il existe un couple (j, j’) et un
entierbtelsque j ¢ J, j' ¢ J' et j — j' = I'b. Soit c un entier tel que cs + I'b est un
multiple de I et soit (M"',K") = v*(M, K)y~“ et J'’ défini comme précédemment
en remplagant w’ par 4. Alors J'/ ne contient pas j + c¢s et on peut appliquer le cas
précédenta (M"/,K"’) et (M',K’).

Supposons enfin qu’il n’existe aucun couple (j, j') tel que j & J, j' ¢ ] et j —
7" est multiple de I’. Alors d’apres le lemme, la valuation du déterminant de tout
élément w’ de W/ tel que w' L (W' N K)w’ = W/ N K’ est de la forme j — j' + la,
donc non multiple de I’ sinon j — j’ le serait, et en particulier non multiple de s. Un
tel élément ne peut donc pas appartenir A W’ et on en déduit que W/ NK et W/ NK’
ne sont pas conjugués dans W'. On arrive donc a une contradiction, ce qui achéve la
démonstration pour le cas A,,.

Cas 2 Supposons maintenant G de type B,, n > 3. Le diagramme de Dynkin
étendu de G est alors de la forme:

O:éO ————— o—o/s
o N ms ag

Qpyl

Si 7y est non trivial, d’apres [3], il est d’ordre 2, permute o, et 41 et fixe toutes
les autres racines ; «, et 11 sont donc racines de M si et seulement si elles sont
racines de M’. De plus, a1, étant la seule racine simple courte, est racine de M si et
seulement si elle est racine de M’. 1l y a donc trois cas possibles:

(i)  sia; n'est pas racine de M, K et K’ sont contenus dans K. Sii est le plus grand
élémentde {1,...,n+1} tel que o; n’est pasracinede M, ona K = K’ siivaut 1
ou2etsii > 2,K et K’ sont conjugués par un élément de la composante de type
A;_, du groupe de Weyl de (K; N K;)/(K; N K;)! (cette assertion se démontre
de la méme fagon que 'assertion similaire qui se trouve dans la preuve du cas
A,) ; le lemme 3.1 permet alors de conclure ;
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(ii) si oy et a1 ne sont pas racines de M, méme chose en remplagant K; par K,

et en prenant pour i le plus petit élément de {1,...,n + 1} tel que a; n’est pas
racine de M ;
(iii) si aj, @, et ay,y sont racines de M, soit j € {1,...,n + 1} maximal tel que

aj nest pas racine de M. Le diagramme de Dynkin de M possede alors une
composante de type D, _;_; (ou A; X A avec o, et v,y pour racines). Celui
de M’ en possede alors également une, ce qui n’est possible que si aj nest pas
non plus racine de M’ ; K et K’ sont alors contenus dans Kj, et sont conjugués
par un élément de la composante de type Bj_; du groupe de Weyl de Kj/K}.
On termine comme dans le cas précédent.

Cas 3 Supposons maintenant G de type C,, n > 2. Le diagramme de Dynkin
étendu de G est alors de la forme:

0%10 ----- O—O:é@

(@31 Q Qp—1 Oy Qpt]

Si y est non trivial, d’apres [3], il est d’ordre 2 et envoie, pour tout j, aj sur a4 ;.
De plus, ) et vy étant les seules racines simples longues, M les admet pour racines
si et seulement si M’ les admet aussi. Il y a donc deux cas possibles:

(i)  siq; et a,g ne sont pas racines de M, K et K’ sont contenus dans K; et sont
conjugués par un élément de W’ N K; qui est de type A, ; on conclut avec le
lemme 3.1 ;

(i) si o) et oy sont racines de M, soit j € {1,...,n + 1} minimal tel que «;
nest pas racine de M. Le diagramme de Dynkin de M possede alors deux com-
posantes de type B i—1 (ou A; avec, respectivement, oy et ayq pour racines),
échangées par 7. Celui de M’ posséde alors également de telles composantes,
ce qui n’est possible que si arj n’est pas non plus racine de M’ ; K et K’ sont
alors contenus dans K; et sont conjugués par un élément de la composante de
type A,1—2j du groupe de Weyl de K]/KJl si j < [§ + 1], sachant que le cas
j = [5+1]impose K = K’ et que I'assertion de la proposition est alors triviale ;
ici encore, on conclut grace au lemme 3.1.

Cas4 Supposons maintenant G de type D,, n > 4. Le diagramme de Dynkin
étendu de G est alors de la forme:

Qpt]

(631

Sous-cas 4.1 Supposons d’abord n impair. Si <y est non trivial, d’apres [3], il est
d’ordre 2 ou 4, et I est un groupe cyclique de cardinal 2 ou 4.

(i) Si-y est d’ordre 4, ses orbites sont O; = {y, y—1, @y, Qpy1 }> €t pour tout
i < 21,0; = {i, au_i}. Si Ajne contient pas Oy, Ay non plus ; K et K’ sont
alors contenus dans K et sont conjugués par un élément de W’ N K; commutant
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avec ~y puisque K; /K| est de type A, et grace au lemme 3.1. Si A contient Oy, soit
ie{l,...,n—1} minimal tel que o; ¢ J. Sii = 2 (resp., sii > 3), le diagramme de
Dynkin de M comporte quatre composantes de type A; (resp., deux composantes de
type D;) permutées par 7 (resp., permutées par 7 et sur lesquelles 'action de v est
non triviale). C’est donc également le cas pour M’, ce qui n’est possible que si Ajs
contient tous les O;/, i’ < i, mais pas O;. Alors K et K’ sont tous deux contenus dans
K; et sont conjugués par un élément de la composante de type A,_;_; du groupe
de Weyl de K; /K] si i < "3, sachant que le cas i = “>! impose K = K’ et que
Iassertion de la proposition est alors triviale. On conclut grace au lemme 3.1.

(ii) Si maintenant -y est d’ordre 2, ses orbites sont O; = {a1, ays1}, Op1 =
{apy—1,0,}, et pour touti € {2,...,n— 2}, O; = {a;}. Si Aj ne contient ni Oy
ni O,_1, Ajs non plus ; K et K’ sont alors contenus dans K; N K,,_; et on conclut
comme d’habitude puisque (K; N K,,_1)/(K; N K,_1)! est de type A, _3.

Supposons ensuite que A contient soit O, soit O,_1 ; Cest donc également le cas
de Aj/. Soit i (resp., i) minimal tel que O; n’est pas contenu dans Aj (resp., Aj/).
Sii=i’,alors K et K’ sont contenus dans K; et sont égauxsii = n—1loui =n—2.
Sii < n — 2, soit i; maximal tel que O;, n’est pas contenu dans Aj ; i; est alors
également I'indice maximal tel que O;, n’est pas contenu dans Aj/. De plus, sii; = i
oui; =i+ 1, K et K’ sont égaux et sinon, ils sont conjugués par un élément de la
composante de type A;,—;—1 du groupe de Weyl de K;/K} et on conclut encore une
fois grace au lemme 3.1. Sii # i’, alors dans tous les cas, A/ contient tous les O, i
j >1i,etpas O,_;. SiT est de cardinal 4 et si y’ est un élément de I" distinct de 1 et
de v, en remplagant (M’, K') par v/ ~}(M’, K’)~, on est ramené au cas i = i’.

(iii) Il reste  traiter le cas ou I est de cardinal 2 et ou i # i’ ; supposons par
exemplei > i’.

Soit Ly, ..., L; des sous-groupes parahoriques de M contenant I N M et contenus
dans K vérifiant les propriétés suivantes :

e onaW'NK=[[_ (W'NL);

e pourtouti € {2,...,t — 1}, le diagramme de Dynkin de L;/L} est non vide et
connexe ;

* le diagramme de Dynkin de L; (resp., L;) correspond a la réunion des Oj, j < i

(resp., j >n—1i’).

De tels sous-groupes sont uniques a permutation des L;, 2 < i < t — 1, pres. On
définira de méme Ly, ..., L/ en remplacant K par K'.

Soit GSO;, la forme déployée de GSO,,. Ce groupe peut étre vu comme le sous-
groupe des éléments g de G'Ly, tels que "gg est une homothétie, ot "¢ désigne la
transposée de g suivant la diagonale non principale. Soit PGSO;, le quotient de
GSO;, par son centre ; C’est un groupe semi-simple, adjoint et déployé de type D,
Soit By, le sous-groupe de Borel des éléments triangulaires supérieurs de PGSO,
T, le tore diagonal de By, et 1, . . ., o/ les racines simples de PGSO}, relativement
a B, et Ty, numérotées de fagon similaire a oy, . . . , a, sur le diagramme de Dynkin.

Si p # 2, on peut plonger W’ dans le groupe de Weyl affine W/ de PGSO, (F)
relativement au tore diagonal. (Si p = 2, cela marche encore en remplagant
PGSO;,(F) par PGSO}, (F") ot F' est de caractéristique résiduelle différente de 2.
Comme on s’intéresse uniquement a la structure de W', ce qui suit reste valide.)
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Un calcul matriciel montre que si w/ € W, normalise W’ N K, on peut écrire
w = wiw''w/,ouw] € W NL,w € W NLetw' € W N M,, ou M, est
le sous-groupe de Levi standard de PGSO;,(F) (relativement a By, et T,,) admet-
tant {a/,,...,a)_,_;/} comme ensemble de racines simples. De plus, si I, est le
sous-groupe d’Iwahori standard de PGSO;, (F) (cest-a-dire le groupe des éléments
de PGSO,,(0) triangulaires supérieurs modulo p) et si 7’ est un générateur de
Ng(I,) /I, W' N K et W/ N K’ sont conjugués par un élément de (W' N My)~'~.
On en déduit que si w € W/ est tel que w™{(W’' N K)w = W' N K/, il existe
wi € W/ N L,w € W'NL etun entier [ tels que si w”/ = ww| 'w/71,
w!' YW N KW =W NnKetw” " (W' N My)w'" = W' N~ "'Myy', dou:

Wllfl(W/ N LéLé .. .L;_I)WN = W/ M L2L3 .. 'Lt—l'

De plus, si w appartient a W', w'/ aussi et puisque wj et w, normalisent W’ N K, on
aw” "YW’ NK W' =W’'NK. Enfin,L,---L,_jetL}---L/_, sont contenus dans
K; NK,,_; ; comme l'action de 7 est triviale sur W’ N K; N K,,_1, w'’ commute avec
~ et lassertion du lemme est démontrée.

Sous-cas 4.2 Supposons maintenant # pair. I est un sous-groupe de (7/27,)?, et
est toujours d’ordre 2 s’il est non trivial. On a les cas suivants:

(i) si~yenvoie  sur a1, ses orbitessont Oy = {ay, i1} Op—1 = {—1, i}
etpourtouti € {2,...,n—2},0; = {a;}. Lasuite de la démonstration est identique
au cas n impair et y d’ordre 2.

(ii) si-y envoie «; sur a1, ses orbites sont O = {ay, a1}, O; = {ay, ap—i}
pourtouti € {2,...,5 — 1}, 0s = {az} et Ozyy = {ay, Qi1 }. Si Aj contient O,
et Ozy;, Ay également et ce cas ce traite comme celui ol 7 est impair et v d’ordre
4 ; méme chose si Aj ne contient ni Oy, ni O:z.1. Supposons que Aj contient Oy et
pas Oz1. S’il en est de méme de Aj, K et K’ sont tous deux contenus dans Ky,
dont le diagramme de Dynkin est de type A,,_; et on conclut comme d’habitude. Si
maintenant A/ contient Ogﬂ et pas Oy, si [ est de cardinal 4, en conjugant (M’, K')
par un élément de I" non nul et distinct de -y, on est ramené au cas précédent. Suppo-
sons donc I de cardinal 2 : en considérant des sous-groupes parahoriques Ly, . .., L
(resp., L],...,L]) de G tels que 'on a

t
w'nk =[[w’'nL,
i=1
resp.,
t
W/ NnK' = H(W’ NL),
i=1
que pour tout i, le diagramme de Dynkin de L;/L} (resp., L!/L!") est stable par y
et est connexe, soit constitué de deux composantes connexes permutées par -y, et
que celui de L; /L} (resp., L] /L{') contient O (resp., Ou41), ce cas se traite de fagon

analogue au cas # impair et v d’ordre 2.
(iii) Enfin, le cas ol 7y envoie o sur o, est similaire au précédent.
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Cas5 Si G est de type Eg, son diagramme de Dynkin étendu est de la forme sui-
vante:

@, O
aq Qs Qy Qs Qg

%)

az

Si v est non trivial, d’apres [3], il est d’ordre 3, il engendre I' et on a O; =
{a1,a6,a7}, 0y = {ap,a3,as5}, O3 = {as}. Le seul cas ot (M, K) est différent
de (M’,K’) est celui ot A; = Oy et Ajy = O, (ou l'inverse). Alors K et K’ sont
contenus dans Kj et sont conjugués par un élément de w’ € W' N K, commutant
avec v (w’ envoie chaque élément de O; sur ’élément de O, situé dans la méme
composante connexe du diagramme de Dynkin de K, /K}).

Cas 6 Si G est de type E7, son diagramme de Dynkin étendu est de la forme sui-
vante:

O O
Qg aq Qs 10&1 Q5 73 az

Q)

Si v est non trivial, d’apres [3], il est d’ordre 2, il engendre I' et on a O; =
{ag, a7}, Oy = {a1,06}, O = {as,as}, Oy = {au}, Os = {@,}. On a trois
cas a considérer :

(i) si Aj et Aj ne contiennent pas O, alors K et K’ sont contenus dans Kj; et
sont dans tous les cas conjugués par un élément de W’ N K5 ; on conclut grace au
lemme 3.1;

(ii) si Aj contient a la fois O3 et Oy, le diagramme de Dynkin de M, et donc
également celui de M’, est de I'un des types suivants: Az, Dy, A] X A3 X Ay, A X
Dy x Ay, As, Es, A7. Or on vérifie aisément qu’il existe un unique sous-diagramme
stable par v du diagramme de Dynkin étendu de E; de chacun de ces types et donc le
seul choix possible pour (M’,K’) est (M',K’) = (M, K) ;

(iii) si Aj contient O; et pas Oy, le diagramme de Dynkin de M, et donc égale-
ment celui de M’, est de 'un des types suivants: A; X Aj, A] X A X Ay, Ay X Ay,
Ay XA XAy, A1 X A; X A; XA, A1 X A1 X A] X A X A1, Az X A3, Az X A X As.
Dans les quatre derniers cas, on conclut comme précédemment. Dans les cas A X A;
et A, X Ay, A}/ ne peut pas contenir Oy ; K et K’ sont donc tous deux contenus dans
K4 et on conclut comme d’habitude. Dans le cas A} X A} X Aj,onaA; = 05U Os,
et A;/ ne peut pas contenir  la fois O; et O,. Alors K et K’ sont tous deux contenus
soit dans Kj, soit dans K3, et on conclut toujours de la méme maniére. Dans le cas
Ay X Ay X Ay, il est facile de voir que le seul cas ot on ne peut pas faire de méme est le
casou Ay = O,UO0;UO0s et Ay = O;UO,UO,. Mais dans ce cas, si x’’ est un point
de la face de A correspondanta O; U O, U Os etsi (M"',K"") = ko(Kyrr, Ty), il suffit
d’appliquer le lemme successivement a (v, M, K) et (v, M’ ,K'’), puisa (v, M’ ,K'")
et (v,M’,K’).
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Cas7 SiGestdetype Es, Fs, G, ou BC,,, n > 1, d’apres [3], on a toujours I = {1},
d’otiy = 1 et le résultat de la proposition est trivial.

Soit W/ = W’ N G'. Montrons maintenant le lemme suivant :

Lemme 3.3 Supposons que le diagramme de Dynkin de G est connexe. Si w' est un
élement de W' tel que w'~'(M',K")w' = (M,K), il existe w € W' congru a w’
modulo W tel que w= (v, M',K")w = (v, M, K).

Démonstration En effet, soit I'y (resp., I', x) I'image dans I' du sous-groupe
Ny (W’ N K) de W’ (resp., du sous-groupe Ny (v, W’ N K) des éléments de W'
qui commutent avec 7 et normalisent W' N K). Il est clair que I'y x C T'x. On va
montrer que 'on a en fait 'égalité, ce qui suffira & démontrer le lemme puisque, en
partant d'un w quelconque vérifiant w—!(y, M’ K")w = (v, M, K), puisque w €
w'Ny (W’ N K), on pourra alors toujours rendre w congru a w’ modulo W en le
multipliant a droite par un élément de Ny (v, W’ N K). Supposons donc qu’il existe
vo € T'x mappartenant pasa I'y x. Alors W/ NKetW'N ’y{lK’yo sont conjugués par
un élément de W, mais tout élément w de W' tel que w™! (W'ﬁ’yo_lK'yo)W =W'NK
appartient a v, ' Ny (7, W’ N K), qui ne rencontre pas I, kWg. Or d’apres ce qui
précede, si W/ N K et W' N ~, 'K sont conjugués dans ', xW{, ils le sont par un
élément commutant avec . On aboutit donc a une contradiction, ce qui démontre
'assertion cherchée. ]

Supposons maintenant que G est produit direct de groupes dont le diagramme de
Dynkin est connexe ; assertion de la proposition, ainsi que celle du lemme précédent,
se déduisent trivialement du cas précédent.

Supposons enfin G quelconque ; en posant T = Zg(Ty), soit ® (resp., ¢V), le
systéme de racines (resp., de poids radiciels) de G associé¢ a T, et @, ..., ®, (resp.,
<I>_1V, ..., ®Y) la partition de ® (resp., ®V) correspondant aux composantes connexes
du diagramme de Dynkin de G. Pour touti € {1,...,t}, soit G; le sous-groupe
fermé de G engendré par T et par les sous-groupes radiciels U,, o € ®;, et soit T; le
sous-tore de T engendré par les images des & € ®V — @ ; G; et T; sont clairement
définis sur F et T; est central dans G;. Soit G; = G;(F), T; = T;(F) et H; = G; /(T; N
To) 5 H; est le groupe des F-points d’'un groupe algébrique et on a une injection
canonique ¢: G — H; x --- X H,. Soit, pour tout i, Ky, Ky ;, Mj, M/, Kj, K/ les
images dans H; des intersections respectives de K, K/, M, M’, K, K’ avec G;. On
vérifie aisément que K, ; et K,/ ; sont des sous-groupes parahoriques de H; associés et
que I'on a, avec un léger abus de notation, x¢(K,;, To) = (M;, K;) et ko(Kyr j, Tp) =
(M/,K}). De plus, si pour tout i, W/ est le groupe de Weyl affine de H; relativement
a son tore déployé maximal Ty /(T; N Tp), on a une injection canonique de W’ dans
le produit direct des W/ et si on pose ¥ = 7; -+, avec pour tout i, ; € W/,
alors pour tout i, y; normalise K, ;, Ky ;, M;, M/, K; et K/. Puisque le diagramme de
Dynkin de H; est connexe, on peut lui appliquer la proposition, et obtenir w; € W/
tel que I'on a Wi(vi,M,-,Ki)wi_l = (v, M/,K/). En posant w = (wy,...,w,), on
obtient dans H; X --- x Hy, w(y,M,K)w=! = (v,M’, K’). 1l reste donc a vérifier
que l'on peut choisir w dans W'. Or si w’ est un élémentde W' C W x -+ x W/
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tel que w'(M, K)w'~! = (M',K’), d’aprés ce qui précede, on peut supposer que w
est dans la méme classe que w’ modulo (W x -+« x W/) N (H; X --- x Hy)! Or
ce dernier groupe contient W’ N G' et est un groupe de Coxeter affine de méme type
que celui-ci. Ces deux groupes sont donc égaux, et on en déduit que si w’ € W', w
aussi, ce qui acheve la démonstration. |

3.2 Distributions associées a des fonctions y-cuspidales

Soit 1 € M, (M, Ky) un représentant de 1, et G = Ky /K}; le groupe réductif fini
associé a p. Si ¢ est une fonction sur G invariante par conjugaison, ¢ est cuspidale si
pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G et tout m € M, on a:

> lmu) = o0.
uell

La notion de fonction cuspidale peut se généraliser de la fagon suivante: soit v =
(7,11) € N et G" = 4G le groupe associé. Soit ¢ une fonction de G* dans C
invariante par conjugaison. On dira que ¢ est cuspidale si pour tout sous-groupe
parabolique propre P* = M*U de G* et tout m € M*, ona:

Z o(mu) = 0.
uel

Soit g, h € G ; g et h seront dit y-conjugués si les éléments vg et yvh de G* sont
conjugués. Si ¢ est une fonction de G dans C invariante par y-conjugaison, ¢ sera
dite y-cuspidale sila fonction ¢’ de G* dans C définie par ¢’ (g) = ¢p(y~1g)sig € 1G
et ¢'(g) = 0 sinon est cuspidale.

Montrons d’abord qu’il suffit, dans la définition précédente, de considérer les
sous-groupes paraboliques de G stables par +. Cela se déduit immédiatement du
lemme suivant :

Lemme 3.4 Pour tout sous-groupe parabolique P* de G* tel que P™ N yG # @, il
existe un sous-groupe parabolique P'* de G* conjugué a P* et stable par conjugaison

par-y.

Démonstration En effet, soit I’y un sous-groupe parabolique minimal de G stable
par conjugaison par . Il en existe d’apres [14, proposition 1.36] et puisque tous les
sous-groupes paraboliques minimaux de G sont conjugués entre eux, P* contient un
conjugué de IPy. Soit donc h € G tel que hPoh~™! C P*. Posons P/t = h='P*h.
Alors v~ 'P’* contient v~ 'IPyy = Py. Or puisque P* rencontre vG, P'* aussi, donc
P’* et v~ 1P’*y sont conjugués entre eux par un élément de G. Si P’ = P'* NG,
P’ et v~ 'IP’y sont donc deux sous-groupes paraboliques de G conjugués entre eux
dans G. Puisqu’ils contiennent un méme sous-groupe parabolique minimal de @, ils
sont égaux, donc leurs normalisateurs dans G le sont aussi et le lemme est démontré.

|
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Supposons qu’il existe x € B tel que v € I'y et ((v,x) = (7, ). On peut relever
¢ en une fonction sur vK, invariante par conjugaison par K, que par un léger abus
de notation on notera également ¢. On étendra ¢ a G tout entier en posant ¢(g) = 0
pour ¢ ¢ VK,.

Soit A un appartement de B contenant x et T le tore déployé maximal de G as-
socié a A. Pour définir une distribution sur 'ensemble des conjugués de vK, a partir
de ¢, on va utiliser un sous-groupe de Levi de G semi-standard relativement a Ty un
peu plus gros que M. Soit V Pespace vectoriel associé a A ; on a une décomposition
de V en facettes vectorielles pour action de W, et tout élément de W qui fixe un
point d’une facette donnée la fixe toute entiére. On en déduit que si V7 est le sous-
espace des éléments de V fixés point par point par I'’élément w., de W image de y par
la surjection canonique de W’ dans W, V7 est réunion des facettes vectorielles qu’il
rencontre.

Considérons 'immeuble sphérique B de G ; V s’identifie canoniquement & ’ap-
partement de B associé a Ty. Soit U une facette vectorielle de VY N V), de dimension
maximale ; 'ensemble des points de G qui la fixent est un sous-groupe parabolique
P, de G semi-standard relativement a T,. Posons P, = M, U,, avec M, également
semi-standard relativement a Ty. Le groupe de Weyl Wy, de M, fixe point par point
le sous-espace de V engendré par U, qui n’est autre que V7 N Vs Réciproquement,
un élément de W qui fixe cet espace appartient a W N P, = Wy, . On en déduit
que Wy et donc M, ne dépendent pas du choix de 2 et que M, est le fixateur de
V7 N V. En particulier, il contient M et «y et si M’ est un sous-groupe de Levi de G
semi-standard relativement a T, contenant M et v, 'ensemble des points de B, qu’il
fixe est contenu dans VYNV, donc M, C M’. M., est donc le plus petit sous-groupe
de Levi semi-standard de G (relativement a Tj)) contenant a la fois M et .

Soit K, = K.NM, ; K, /K] estisomorphea G et y*K, /K] a G*. Si k est un élément
de VZK7 (resp., si X est une partie de WZKA/), on notera k (resp., X) son image dans
G*. Pour pouvoir définir des distributions a support dans 'ensemble des conjugués
de 7K, dans M., on va d’abord montrer la proposition suivante :

Proposition 3.5  Soit H un sous-groupe ouvert de M., C une partie compacte de M,,.
Alors il existe une partie C' de M., compacte modulo le centre Zy;, de M., telle que pour

!

tout m € M, — C’, Pune des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(i) m~'CmnNAK, =2;

(ii) il existe un sous-groupe parabolique propre P* = M*U de G tel que I'on a
m~1ICmN~K, CP"etm~'HmNK, D U.

Démonstration La démonstration de cette proposition fera I’objet du §3.3. ]

Corollaire 3.6  Soit ¢ une fonction y-cuspidale sur G, relevée en une fonction sur M.,
a support dans yK,. Pour tout f € CZ°(M,), lintégrale:

/ZD - ( /M St ymot y)dy) dm

converge.
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Démonstration Pour montrer ce corollaire, il suffit de montrer que pour tout f €
C°(M,), Papplication ¢¢: m +— [, f(m~'ym)dp(y~"y) dy esta support compact
modulo Z, . Soit C le support de f et H un sous-groupe ouvert compact de M, tel
que f est biinvariante par H. Puisque C est compact, on peut appliquer a C et H la
proposition précédente, et puisque ¢ est y-cuspidale, la partie C’ de M, donnée par
cette proposition contient le support de ¢y, ce qui montre le corollaire. ]

On peut dong, grace a ce corollaire, définir une distribution Df” sur M, par:
Dy f € CX(M,) H/ (/ fm~ ym)p(y"y) dy) dm.
Zﬁm‘, \M, M,

Cette distribution est clairement invariante par conjugaison. On définira également,
si P, = M, U, est un sous-groupe parabolique de G dont M,, est un Levi:

DS: f € C(G) — DI (f™).

Cette distribution est également invariante. De plus, elle ne dépend pas du reléve-
ment de ¢ & M, : en effet, soit x” un autre élément de (' (v) tel que, en tant qu’élé-
mentde T, v € T'/. Soit A’ un appartement de B contenant x’, T le tore déployé
maximal de G associé 3 A’, (M’,Ky/) = k(Kyr, T§), I’ un sous-groupe d’Iwahori
de G contenu dans K, ' I'unique élément de T';, N yG! et Mé, le plus petit sous-
groupe de Levi de G semi-standard relativement & T et contenant M’ et . D’apres
la proposition 2.9, quitte a remplacer x’ par gx’, g € G, on peut supposer Ty = T et
(v',M',Ky) = (7, M, Kyr), ot M/, = M,. De plus, on a le lemme suivant:

Lemme 3.7 Il existe un unique sous-groupe parahorique de M., contenant Ky et nor-
malisé par .

Démonstration Puisque I'assertion du lemme ne dépend que de M, et pas de G, on
supposera M, = G. Soit E 'ensemble des points de A fixés par Kj;. C’est un sous-
espace affine de A contenant A, et de méme dimension que celle-ci, donc engendré
par celle-ci. De plus, d’apres le lemme 3.14, v permute transitivement les murs de
A, ; il ne stabilise donc aucune face de A, autre que A, elle-méme. On en déduit
que le sous-espace des éléments de E fixés par v ne coupe aucune face de A, autre
que A,. Il est donc entiérement contenu dans A,, et on déduit du lemme du point
fixe de Bruhat-Tits [4, I. 3.2.4] que la seule facette de E stabilisée par y est A, ce qui
démontre I'assertion du lemme. ]

D’apres ce lemme, on a K, N M, = K,» N M,, et en notant ¢, (resp., ¢./) le
relevement de ¢ a M, obtenu en considérant x (resp., x’), il existe un élément g de
Ny, (Ky N M,,) tel que ¢r = ¢x o Ad(g). On en déduit que Dg/ﬁ” = Dfx/ , donc que
D§ = DoG‘X/ , ce qui démontre ’assertion cherchée.

Calculons maintenant certaines valeurs de ces distributions. Soit v = (1, y) € N,
(M, K,,) un représentant quelconque de p, Ty un tore déployé maximal de M, M,
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le plus petit sous-groupe de Levi de G semi-standard relativement a Tj et contenant
Mety, M =K,/ K},, et ¢ une fonction ~y-cuspidale sur M. Supposons-les tels qu’il
existe x € B tel que (M, K,,) = ko(Ky, Ty) et que y s’identifie & un élément de W’
normalisant K,, et considérons la distribution Dg: d’apres ce qui précede, on peut
supposer, en fixant un sous-groupe parabolique minimal Py de G contenant Ty, que
M et M, sont standards relativement a Py et que si I est le sous-groupe d’Iwahori
standard de K, relativement a Py, v € T'}.

Définissons également v', u’, M', K,v, Ty, ', M, ¢',x", K,/ de maniere simi-
laire ; quitte a les conjuguer, on peut supposer que T = T, et que K,» admet
également I comme sous-groupe d’Iwahori standard relativement a Py.

On a le lemme suivant:

Lemme 3.8 On aDg((;S’) =0siv#£v, et

Dg(‘b/) =" Z (6, Ad(n)p )1,

n€NG(v,Ky) /N, (v:K)
N 2 - _ !/
oL v, est une constante ne dépendant que de v, siv = v'.

Démonstration Siy # ~’, les supports de Dg et de ¢’ sont disjoints, et on a
Dg(¢’) = 0. Supposons donc y = 7. Soit Ky un sous-groupe parahorique maximal
spécial de G. Quitte a le conjuguer, on peut supposer qu’il contient I. Lensemble des
doubles classes de Ky modulo Ky N P, a gauche et Ky N K, a droite admet alors pour
systéme de représentants une partie de W’ N Ky. Ecrivons pour m € M :

o' (m) = 85 ()} / / o/ (k=" muk) dudk.
Ko JU,

Il est clair que multiplier k a gauche par un élément de P, revient a conjuguer m par
un élément de M.,. De plus, ¢’ étant invariante par conjugaison par I, ¢'" est égale
aun élément de Co(M,,) presa:

f:mr— 6&(7}1)% Z vol((Ky N PW)WI)/ &' (w™ 'muw) du.
U,

we (KoNP,)\Ko /I
Montrons d’abord les lemmes suivants :

Lemme 3.9  Supposons x’ tel que K,/ est un sous-groupe d’Iwahoride G ; soitw € W'.
Alors K» N'w™ M. w est un sous-groupe d’Iwahori de w™' M. w.

Démonstration En effet, puisque K,/ est un sous-groupe d’Iwahori de G, x’ est
contenu dans une chambre A de B. De plus, puisque x’ € A, A C A, donc puisque
w € W/, wA C A. Soit A,,—1) ,, 'appartement de w—! M, w associé a T et soit A’
la facette contenant 'image de wA par la surjection canonique de A dans A, Mow
Cest une chambre de A,, -1y, ,,, et tout élément de K, N wMw fixe A’, donc K, N
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w~!M,w est contenu dans le sous-groupe d’Iwahori K4+ de w™'M,w qui fixe A’
Réciproquement, tout élément de w™'M,w qui fixe A’, fixe son image réciproque
dans A, et en particulier wA. On a donc K, N W’IMA,W = Ky et le lemme est
démontré. [ ]

Corollaire 3.10  Supposons x” quelconque. Alors Ky N w™'M.w est un sous-groupe
parahorique de w™' M. w.

Démonstration En effet, si A est une chambre de A dans adhérence contient
x', K,/ contient le sous-groupe d’Iwahori de G qui fixe A, dont intersection avec
w~!M,w est un sous-groupe d’Iwahori de w~'M,w d’apres le lemme précédent.
De plus, K, N w™!M,w est un sous-groupe compact de w~'M,w contenu dans
(w'M,w)" ; Cest donc un sous-groupe parahorique de w—' M, w. [

Lemme3.11 Soitw € W/ N Koy, m € My, u € U, tels que w™'muw € K.
Alors on a w™'mw € K, et wluw € K. De plus,  appartient a 'ensemble
W' Nw M w) (W' NKy).

Démonstration En effet, en posant h = mu, w~'hw normalise le groupe K,» N
w™'P,w, donc par projection sur w~'M,w, on voit que w~'mw normalise le sous-
groupe parahorique Kyv N w™'M,w de w™'M,w. D’aprés le lemme 2.1, il existe
alors v/ € W/ N w 'M,w tel que w'mw € v'(Ky N w'M,w). De plus, on
peut supposer que " normalise le sous-groupe d’Iwahori I Nw™'M,w de w™'M,w;
comme Ky Nw™'M,yw C (w~'M,w)!, d’aprés le lemme 2.1, 7’ ne dépend alors pas
de h. On en déduit:

YKo Nw ' Pow C 4/ (K Nw™ ' Myw)w™ ' U, w),
d’ou, puisque W = N(Ty)/Za(To) et Zg(Ty) C K Nw™ M yw:
W' N (K Nw'Pyow) C W N (7 (K Nw™ ' Myw)).
Or 7K, N W*IPWW étant non vide, il contient au moins une double classe modulo
le sous-groupe d’Iwahori I N w~'P,w de w~'P,w, donc le membre de gauche de
I’égalité ci-dessus n’est pas vide ; on en déduit que v/ € W' N yK,, donc d’une
part que w—'mw € YK,/ et w—luw € K./, ce qui démontre la premiére assertion, et

d’autre part que v € /(W NK,), ce qui démontre également la deuxiéme assertion.
|

Revenons a la démonstration du lemme 3.8. D’apres le lemme 3.11, on peut écrire,
pour toutm € M, :

f(m) = 5g(m)% Z vol((Ky N PW)WI)/ &' (w™ lmwu) du.

—1
we (KoNP,)\Ko/I w= U, wNK,/
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Pour tout w, si I'image de w~'U,w N K,» dans K,/ /K}, n’est pas réduite a {1}, le
terme correspondant de la somme ci-dessus est nul puisque ¢’ est y-cuspidale. Or
onaw 'U,wnN Ky C K. sietseulementsi M’ C w™'M,w. Supposons donc cette
condition vérifiée: comme d’apres le lemme 3.11, ¢/,,/(w*1mwu) est toujours nul
sivy & W Nnw 'Mw) (W' NKy) = W' Nw 'M,w, on en déduit que les seuls
termes éventuellement non nuls de la somme ci-dessus sont ceux correspondant aux
w tels que M, C w~ M, w. En particulier f est nulle si M n’est contenu dans aucun
conjugué de M,,.

Supposons donc que M est contenu dans un conjugué de M., ; quitte a conjuguer
M, et a remplacer K, par un sous-groupe parahorique associé, ce qui ne change pas
Dg d’apres ce qu'on a déja vu, on peut supposer que M C M,. Soit, pour tout m,
W, Pensemble des éléments w de (Ko N P,)\Ko/I tels que w'mw € 7K,s. Ona
alors:

flm) = 6 (m) )" vol((Ko N Py)wl) vol(w™" Uy w N K)o (w™ ' mw),
wew,!

d’ou:

DS(¢") = DS(f)

= / / 85 ()2 p(m™ ym)
Z;(\)/I.,,\Mw Mw ‘

} ( Z vol((Ky N Py)wI) Vol(w_lUWWﬂsz)(;S'(w_lyw)) dydm

WGWy/
= Z vol((Ky N Py)wI) VOl(WilUWW NK,)

we(KoNPy)\Ko/I
M,,/CWHMA’,W

- / / om~"ym)e' (w™"yw) dydm.
Z}‘\’/Iq \M, J M, NmyKem='NwyK s w—!

Considérons, pour tout w et tout m € G tel que M, N myKym ™' N wyKyw™
pas vide, I'intégrale:

I nest

/ d(m~ym)p' (wyw) dy.
M, NmyKem = 'NwyK w1

On supposera que w est un élément de W’ N K, de longueur minimale dans sa classe
a gauche modulo W’ N (Ko N P,). Onaalors w(INM,)w™! C I. Quitte & multiplier
m par un élément de I N M, a gauche et par un autre a droite, ce qui ne change
pas la valeur de I'intégrale puisque ¢ et ¢’ sont stables par conjugaison par I, on
peut supposer m € Ng(Ty). D’autre part, quitte a remplacer m par mw™!, on peut
supposer w = 1.

Considérons le sous-groupe compact m~'K},m N w~'K,w de G. Pour que I'in-
tégrale soit non nulle, il est nécessaire que 'image de ce sous-groupe dans le groupe
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(w™'Kyw)/(w™'Klw), identifié a M, ne contienne aucun sous-groupe qui soit le ra-
dical unipotent d’un sous-groupe parabolique de (w™'v*K,w)/(w~'K!w), identifié
a M, rencontrant yM, ou, de maniére équivalente, d’un sous-groupe parabolique
de M stable par conjugaison par au moins un élément de yM. On va donc montrer
que cette condition implique v = v,

On va d’abord vérifier que pour tout m € Ng(Ty), si myKym™! N K,/ est non
vide, elle contient un élément de Ng(T). Soit donc k € myK,m ™ N~K, ; k stabilise
a la fois mA, et A/, et ces deux facettes sont alors contenues dans 'appartement kA
de B. Or d’apres [4, I, proposition 2.5.8], il existe g € G tel que gkA = A et
que g fixe A N kA, donc en particulier mA, et A,/, point par point. Autrement dit,
gk € Ng(Tp) et g € mKym™' N K/, donc gk € myKym™' N yK,r.

Puisque gk € Ng(Ty), W' N (myK,m™' N K,) est non vide. Il existe alors w, €
W' N Ky, wer € W/ N K,/ tels que 'on a myw,m™! = yw,,. On en déduit que si le
groupe (m*lK;, m N Ky )y nest pas réduit a 'identité, il contient le radical unipotent
d’un sous-groupe parabolique de M stable par conjugaison par yw, = m™lyw,/m,
et I'intégrale est alors nulle. Dans le cas contraire, on a m_lK;/m NK, C K;, ce qui
n'est possible que siona m™'Mm = M’ et m™'K,m = K/, Cest-a-dire pp = p'.
Donc la premiere assertion du lemme est démontrée.

Supposons maintenant M, = M., v = v’ et K, = K,». Onaalors K, N M, =
Ky N M, dou K, = K,/ puisque K, et K, contiennent tous deux I, et pour tous
m e NG(T()) etw & NG(T()) NKp:

/ Gu(m™" ym) g (w ' yw) dy = vol(K,) (¢, Ad(wm™ "))y
M, NmyKem = NwyKew !

siwm™! € Ng(v,K,), et 0 sinon. De plus, si w € W’ N Ky normalise M, et I N
M., d’apres le lemme 3.7, il normalise aussi (7, K,) et on a alors m € Ny (v, K,).
D’autre part, le groupe Ng(v, K,,)/Ny (7, K,,) admet un systtme de représentants
dans Ng(T)), et puisque Kj est spécial, on a:

Ng(Ty) = (Ng(Ty) N Ko)(Ng(Tp) N M) ;

enfin, pour tout w € W’ N K, tel que M, = w'M,w, ona w 'U,w N K, =
wlU,wNIet:

vol(Ky N P,) vol(w™'U,w N I) vol(I)
vol(w=!P,wN 1)

_ vol(Ky N P,) vol(I)
vol(M, N 1I)

vol((Ky N P, )wI) VOl(W_lU,),W NK,) =

Donc en posant:

vol(Ky N P,) vol(Ky) VOI(ZI(\)/I.,\NMw (v,K,,)) vol(I)
vol(M,, N 1) ’

Yy =

Iassertion du lemme 3.8 est vérifiée. |
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3.3 Démonstration de la proposition 3.5

Lassertion ne dépendant que de M, et pas de G, on supposera G = M,,, d'ou K, =
K, . De plus, quitte a remplacer G par G/Zg 4, on pourra supposer que le centre de G
est compact. D’autre part, il est clair que la proposition est vraie pour H et C si elle
est vraie pour un groupe plus petit que H et une partie compacte de G plus grande
que C. On pourra donc faire les hypotheses suivantes:

(i) il existe un sous-groupe parahorique maximal spécial K, de G contenant Kzt
et tel que C est réunion de doubles classes modulo Kj ;
(ii) H est compact, et stable par conjugaison par Kp.

En effet, si Ky est un bon sous-groupe parahorique maximal de G, 'ensemble des
doubles classes de G modulo K rencontrant C est fini puisque C est compact, donc
leur réunion est également une partie compacte de C. D’autre part, si H' est un
sous-groupe ouvert compact de G, il existe un entier s tel que H’ contient le s-éme
sous-groupe de congruence Kj de Ky, qui est stable par conjugaison par K.

Si m est un élément de G vérifiant 'une des deux conditions de I’énoncé, alors
pour tout m’ € KymK,, m’ vérifie la méme condition. Cest clair pour la premiére,
et pour la seconde, en posant m’ = kmk’, k € Ky, k’ € Ky, si P* est un sous-groupe
parabolique propre de G* vérifiant la condition voulue pour m, K~ 'P*K’ convient
pour m’ ; pour montrer la proposition, il suffit donc de considérer un ensemble de
représentants de Ko\ G/K,.

Soit W le groupe de Weyl de G relativement & T,. Ona W = Ng(T,)/Zs(To)
et W' = Ng(To)/Kzy1,)> 00 Kzy(1,) est I'unique sous-groupe parahorique de
Zs(Ty). 1l existe donc une surjection canonique de W’ dans W, dont le noyau est
Z6(To)/Kzs(1y)- De plus, soit I un sous-groupe d’Iwahori de G contenant K1) et
contenu dans K, ; considérons la décomposition de Bruhat :

G= |_| Iwl.

wew’

Soit I’ un sous-groupe d’Iwahori de G contenant également K (,) et contenu dans
Ky. Il existe tg € Ty tel que I’ = tolt, !, et en multipliant tous les termes de la
décomposition ci-dessus par ¢, a gauche, on obtient:

G= |_| I'wl.

wew’

D’autre part, puisque Kj est spécial, pour tout w € W, il existe un unique w’ €
W’ N K, dont 'image dans W par la surjection canonique est w ; on en déduit que
Pona:
G= |_| Kotl = U KotKy,
teX teX

ol X est un systéme de représentants de Z(Ty)/Kz(1,). Ce dernier ensemble étant
un groupe abélien libre de type fini, on pourra supposer pour alléger les notations
que X est lui-méme un groupe. De plus, soit Xo = X N ToKz,(1,) ; Xo est canonique-
ment isomorphe a Ty/Kr,, donc a X, (Ty). De plus, il est d’indice fini dans X ; X est
donc canoniquement isomorphe a un sous-groupe de type fini de X,.(Ty) ® Q.
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D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que tous les éléments de X sauf un
nombre fini d’entre eux vérifient au moins une des deux conditions de la proposition.
Pour cela, montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.12  1I existe un compact Ty C Zg(Ty) tel que pour tout t € Zg(Tp) —
T (To N Mger), onat='Ct N yKy = @.

Démonstration Pour montrer ce lemme, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 3.13  Soitt € X. Siy 'ty ¢ w'twKy,(r,) pour tout w € W' N K,, alors
t7 VK, t et yK, sont disjoints.

Démonstration En effet, supposons qu’il existe g € v~ 't~ !yK,t N K,. Alors si A,
est la facette de A contenant x, g fixe A, et envoie t 1A, sur y "'t 7'A,. D’apres [4,
2.5.8], il existe h € G' tel que hgA = A et que h fixe A N gA, donc en particulier A,
ety 1t71A,, ouencore h € K, Ny~ 't~ 'Kt ; on en déduit:

hg € Zg(Ty) N Ky Ny~ 't 1yK,t.

1l existe donc w,w’ € W’ N K, tels que 'on a w = v~ 't~!yw't. De plus, w et w’
ont méme image par la surjection canonique de W’ dans W, ce qui n’est possible que
s’ils sont égaux. Lassertion du lemme s’en déduit immédiatement. ]

Revenons a la démonstration du lemme 3.12. Considérons le sous-groupe T, de
Z(T,) engendré par les t tels qu'il existe w € W/NK, tel que vy~ 'ty € w™twKz,(1,)-
On va montrer d’une part qu’il existe un compact T} de Zg(Ty) tel que T, C T{(Tp N
Mger), et d’autre part qu'il existe une partie finie T{’ de Z(Ty) telle que pour tout
t € Zg(Tp) — T{'Ty, t 7 'Ct N yK, = @ 5 T{'T] est alors un compact de Zs(Tj)
vérifiant la condition du lemme.

Montrons d’abord la premiére assertion. Soit s le rang semi-simple de G, s’ le
nombre de composantes connexes de son diagramme de Dynkin, et soit 3y, . .., B/
Pensemble des racines de G relativement a Tj correspondant aux murs de A. On
supposera les indices choisis de telle sorte que:

e {f,..., 3} est un ensemble de racines simples de G relativement a T ;
e sirestlerang semi-simple de M, {f3, ..., §,} est un ensemble de racines simples
de M.

Alors w,, permute les 3j, 1 < j < s+ 5s’. On notera pour tout j, 3,(jy = w,/03;.
Soit (-, - ) le produit de dualité canonique entre X*(Ty) et X..(Tj), C’est-a-dire le
produit tel que pour tous x € X*(Ty) et £ € X.(Tp), ona:

x(€(w)) = .

Ce produit s’étend de facon canonique en un produit de dualité entre X*(Tj) ® Q) et
X.(Tp) ® Q) a valeurs dans Q), qui se releve en un produit de dualité entre X*(Ty) @ Q)
et Zg(Ty).
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On va d’abord montrer que sit € Ty, les valeurs de (B41,1), ..., (Bsus, t) sont
déterminées par celles de (f,1), ..., (5, t). Lapplication quia t € Zg(Tp) associe
((B1,1), ..., (Bessr, t)) étant un morphisme de groupes de Zg(Tp) dans Q***', il suffit
de le montrer pour une partie génératrice de T,. On peut donc supposer qu’il existe
w € W' NK, tel quey 'ty € wltwKz (r,).

Supposons d’abord w = 1. Puisque par hypothése, v 'ty € tKz.(r,), on a pour
tout i, (By(j),t) = (Bj,t). De plus, si Ji,..., J sont les parties de {I,...,s+s'}
correspondant aux composantes connexes du diagramme de Dynkin, on a pour tout
i une relation de la forme:

Zci<ﬁj7t> =0,

JET

les ¢; étant des entiers strictement positifs. Enfin, soit, pour tout i, A; 'ensemble des
Bjs j € Ji s on ale lemme suivant:

Lemme 3.14  Pour tout i, les éléments de A\; qui ne sont pas racines de M, s’il en existe,
sont tous situés dans une méme orbite O; pour Uaction de w., sur ®.

Démonstration 1l est clair que 'on peut supposer s’ = 1. De plus, puisque G =
M., en définissant V, V7 et V)y comme dans le paragraphe précédent, on a V7 N
VM =o.

Considérons I'ensemble A; = {3i,...,B+1}. On sait que w, agit sur Ay ;
puisque -y normalise M, w., aussi, donc il permute les 3,, ..., 3,. Supposons Iasser-
tion du lemme fausse ; il existe alors au moins une orbite O de ® pour 'action de
w, incluse dans {341, ..., (s}. Si de plus cette orbite est {311, ..., 5} tout entier,
Pensemble {3, ..., 3} est stable par w,, ce qui n’est possible que si w, = 1, Cest-
a-dire siy € Tp C M. Mais alors G = M et l'assertion du lemme est trivialement
vraie, d’ ol contradiction. On en déduit que le cardinal de O est strictement inférieur
as—r.

D’autre part, soit a = Hom(X*(T}), R) I'algebre de Lie réelle de Tj ; a est cano-
niquement isomorphe a X, (Tp) ® R, donc a V puisqu'on a supposé le centre de G
compact, par I'application ¢ définie, pour tous A; € R et tous x; € X.(Ty), par:

¢(Z )\ifi) 00 =D Nlx. &)

i€l

Soit aM le sous-espace de a engendré par les coracines de M relativement a Tj. Puis-
que vy normalise M, son image w., par I'application canonique de W' dans W laisse
stable a™, donc également son orthogonal ay; par un produit scalaire W -invariant
sur a. Si pps est la projection orthogonale de a sur ap;, pp commute avec action
de w,. Soit, maintenant, pour tout 3; € O, e; le vecteur unité de V normal au mur
de A correspondant a 3; et dirigé vers A. Considérons le vecteur :

ep — E €j.

J,B;€0

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

930 F. Courtes

Puisque w, permute les 3; € O, il permute également les e;, donc fixe ep. D’autre
part, on a, pour tout £ € V, en normalisant convenablement le produit scalaire
W -invariant sur a, (ej, &) = (3}, ) pour tout j, d’ou:

(€0,6) = Y (B, ).

B;€0

Puisque pp(ep) — eo est combinaison linéaire des coracines de M, on a une égalité
de la forme:

(Pm(e0), &) = D> _(B5,€) = > Xi(B;,€)
j=1

ﬂjEO

pour tout £ € V, donc py(ep) 7# 0. Puisque pu(ep) est fixé par w,, le sous-espace
des éléments de ays fixés par w, n’est pas réduit a 0. Or on a ay; = Vi, d’oli contra-
diction et le lemme est démontré. [ |

On déduit de ce lemme et de ce qui précede que pour tout i et tout j € I; tel que

j>rona:
> Ck) Bty == > a&lBut);

keI sk>r kel sk<r

comme la somme des ¢; du membre de gauche est non nulle, (3;, ) ne dépend que
des (B, t),aveck € etk <r.
Supposons maintenant w quelconque. On a le lemme suivant :

Lemme 3.15  Soitt € X tel que v~ 'ty € w'twKyy(r,). Il existe w’ € W' N K, tel
quey'w'Tlw'y € w'Tlw Ky ).

Démonstration Supposons d’abord s’ = 1. Si K, est un sous-groupe d’Iwahori de
G, alors w = 1 et w’ = 1 convient. Supposons donc que K, n’est pas un Iwahori: A,
nest alors pas de dimension maximale, et est contenue dans exactement r murs de A.
Soit donc Hy, ..., H, les murs de A la contenant, et D1, ..., Dy les adhérences des
composantes connexes du complémentaire dans A de la réunion des H; : v permute
les Dj, et si D, est la composante contenant les t'A,, avec t’ tel que (G, t") > 0 pour
tout k < r, ~y laisse D; globalement stable. Or on a, pour tout w'’ € W/ NK,:

YW T hew! y € (wy T W) T e wy T W ) Ky,

donc v permute les w''~'tw' K (1), w' € W’ N K, ; on en déduit que -y per-
mute les facettes de la forme w'/~!tw’’A,. De plus, chaque D; contient exacte-
ment une des facettes w’/ ~'tw’’A,. Donc si w’ est un élément de W' N K, tel
que w'~ltw/A, € Dy, ona vy w/ Tltw'vA, = w'Tltw’A,, ot Pon déduit que
v 'w' T ltw'y € w'Tltw/ Kz, (1,) (comme on a supposé la composante déployée du
centre de G triviale, le stabilisateur de w’~'tw’A, ne contient aucun élément de X
autre que 1).

Supposons maintenant s’ quelconque. Définissons, pour touti € {1,...,s’}, des
groupes T;, H; et K; de la méme facon que dans la démonstration du lemme 2.9.
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On a une injection canonique de G dans H; X --- X Hy, et chacun des H; possede
un diagramme de Dynkin connexe. De plus, si pour tout i, W/ est le groupe de Weyl
affine de H; relativement a Ty /(T; N Tp), W’ N K est canoniquement isomorphe au
produit direct des W/ N K, ;. Ecrivons doncy = v, - - - 5 et w = wy -+ - Wy, Ol pour
tout 1, 7; et w; sont des éléments de W/. Pour tout i, w; € W/ N K,; et y; normalise
K., qui est un sous-groupe parahorique de H;. On peut donc appliquer 'assertion
du lemme 4 I'image de ¢t dans H;, ; et w; et obtenir w; € W/ N K;; vérifiant la
condition voulue ; 'élément w’ = w{ - - - w/, de W' N K convient alors pour t, v, w.

u
D’apreés ce lemme, on peut appliquer le cas w = 1 a w/~!'tw’. On en déduit
que les valeurs de (B,41, w' " 'tw'), ..., (Bas, w' " 1tw’), et donc toutes les valeurs de

(o, w'"1tw’), o € ®, sont déterminées par celles des (3;, w'~'tw’), i < r. Or on
a pour tout 7, (B;, w'~ltw’) = (w'(53;),t). On en déduit que les valeurs des (v, t)
sont déterminées par celles des (w’'(5;), ), < r. Or w’ appartienta W' N K, donc
son image dans W est un élément du groupe de Weyl de M relativement a Ty. Les
racines w'(01), . .., w'(53;) constituent donc un ensemble de racines simples de M et
lassertion cherchée s’en déduit.

Soit X; = X N T;. D’apras ce qui précede, si R est un systéme de représentants des

orbites de v dans {f3, ..., 3,}, l'application t € X, — ({B;,1)),er est un isomor-
phisme entre X; et un réseau de Q<4 ; X, est donc un groupe abélien libre de rang
card(R).

Considérons maintenant le groupe To N Mgye. Le groupe Ty N Mge,/ Krynmy, est
en bijection canonique avec le sous-groupe de X,.(Tj) engendré par les coracines de
Mye, relativement a Tj. Si X est un sous-groupe de Ty N My, formé d’un systeéme de
représentants des classes modulo Kr,y,,,, d’'une part X, est en bijection canonique
avec un sous-groupe de X, (Ty), et d’autre part un élément ¢’ de X; est entiérement
déterminé par la valeur des (8, t), k < r. Si maintenant X;, = Xy N T3, d’une part
on a une injection canonique de X, dans X5, et d’autre part, par le méme argument
que pour X,, X, est un groupe abélien libre de rang card(R) ; il est donc isomorphe a
un sous-groupe d’indice fini de X;. Soit X; un systeme de représentants de X; modulo
ce sous-groupe. Posons T, = XKz, (1, ; d’aprés ce qui précede, T{(To N Mger)
contient T5.

Montrons maintenant I’existence de T|’. Pour cela, on va utiliser le lemme sui-
vant:

Lemme 3.16  La réunion C, o des conjugués de YK, par un élément de Zs(T,) est un
ouvert fermé de G.

Démonstration Puisque Cy o est réunion de parties ouvertes de G, c’est un ouvert
de G. 1l reste a montrer que C’est aussi un fermé de G.

Soit (g,)»>1 une suite d’éléments de C, ,( convergeant vers un élément g de G.
On va montrer que g € C, , . Puisque d’apres le lemme 2.6, I'ensemble des éléments
compacts de YG! est fermé, g est compact. Soit donc K’ un sous-groupe parahorique
de Gety’ € Ng(K') tels que g € v'K’, et A’ 1a facette de B stabilisée par K'. Puisque
+'K’ est ouvert, tous les g, pour n assez grand, sont dans y'K’, et stabilisent alors a
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la fois A’ et une facette de la forme 1,A,, t, € X. On va montrer qu’il existe une partie
finie X’ de X telle que pour tout n, g, stabilise une facette de la forme t'A,, t' € X'.
11 existe alors au moins un t' € X’ tel que t'yK,t'~! contient une infinité de g, et
on en déduit que ce groupe contient également g.

Soit €, 2’ deux parties de B. On définit la distance combinatoire d (2, Q') de Q a
) comme la longueur de la plus petite galerie reliant 2 a 3/, C’est-a-dire le plus petit
entier [ tel qu’il existe des chambres Cy, . . ., C; de B telles que:

¢ T’adhérence de Cy rencontre 2 ;
e J’adhérence de C; rencontre ' ;
e pour tout i, C; et C;;1 sont adjacentes.

Si x, y sont deux points de B, on définit de maniére analogue d.(x, y) et d.(x, 2).
Soit dj la distance combinatoire maximale entre deux chambres possédant un
sommet commun ; on a le lemme suivant :

Lemme 3.17  Pour toutes facettes B, B’ B" de B, on a
de(B,B") < dc(B,B") + d.(B', B") + dy.

Démonstration En effet, soit (Co,...,C) et (Cy/,...,C]//,) deux galeries tendues
respectivement entre B et B’ et entre B’ et B”/. Les chambres C; et C} ont alors
une face commune B’, donc au moins un sommet commun, et il existe alors une
galerie tendue de la forme (C; = C{,Cy,...,C/, = C{/), avec I < dy ; on en déduit
Passertion du lemme. [ |

Soit Q un quartier fermé de A de sommet x et rencontrant A’, et 2 ’ensemble
des points de Q n’appartenant & aucun tQ, avec t € X — {0} tel que tx € Q;
rencontre un nombre fini de facettes, et Pentier d,, = supy g d.(B,B’), ou B, B’
décrivent ensemble des facettes rencontrant €2, est bien défini. De plus, 'ensemble
dest € X, constitue une partition de A.

Posons également dy = d.(A’, A) ; puisque pour tout entier g, ’ensemble des
facettes de A situées a une distance combinatoire d’au plus a de A’ est fini, ’assertion
cherchée se déduit immédiatement du lemme suivant :

Lemme 3.18 Pour toutt € X, il existet’ € X tel que d.(A',t'A,) < do + d,, + 2dy et
que 'K’ NtyK ™! C t/vK 'L

Démonstration Si~'K’ et tyK,t ! sont disjoints, 'assertion du lemme est triviale.
Supposons donc v'K’ N tyK,t~! non vide. Soit E 'enclos de A’ U tA, dans B. Sup-
posons d’abord v = 1. On va montrer par récurrence sur dy qu'il existe t’ € X tel
quet’A, C Eetqued.(A’,t'A,) < dy+dy. Sidy =0,A" C A etil existe un unique
t’" € X tel que A’ rencontre t'Q ; ¢’ convient alors par définition de d,,.

Supposons maintenant d, > 1. Soit Ay une chambre de B dont ’adhérence
contient A’ et telle que d.(Ag, A) = dy, A} une chambre adjacente a A et telle que
d.(A1, A) = dy— 1, A’ un appartement contenant a la fois A; et A’ et H le mur de A’
contenant la cloison séparant Ay et A;. Par hypothese de récurrence appliquée a A,
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il existe t’ € X, une galerie tendue de la forme (A;, A,, . .., A;) et un entier I’ tels que
I' <dy+dn, tA, C Ajett’A, C Ay Deplus, pour touti > 1, A; C A etest située du
méme cOté de H que A; et A,. On déduit alors de [4, I, corollaire 2.8.4] qu’il existe un
appartement A’’ de B contenant Ay et le demi-plan de A’ délimité par H contenant
les Aj, i > 0; puisque H sépare A et Ay, (Ao, . . ., A;) est une galerie tendue. Donc si
E contient au moins une chambre, il contient tous les A;, et en particulier t'A,.

11 reste donc a traiter le cas ou E ne contient aucune chambre de B. Soit H’ le
sous-espace de A’/ engendré par A’ et tA,. Puisque dy > 1, H' ne peut pas étre
réduit a un point, et on peut supposer que A, rencontre H'. En effet, tous les murs
de A" qui séparent A’ et tA, coupent un segment reliant tx et un point de A’, donc
coupent E, donc contiennent une facette de E. On peut alors choisir Ay, ..., A; de
fagon a ce que A, contienne une facette de E. On peut alors déduire I'assertion du
lemme de ’hypothése de récurrence appliquée a une telle facette.

Supposons maintenant v quelconque. Soit A’ un appartement de B contenant
E, et T] le tore maximal de G associé ; on peut supposer que 7' € Ng(Tj). D’autre
part, puisque v'K’ N tyK,t ! n’est pas vide, d’apres les lemmes 3.13 et 3.15 et quitte
a remplacer v/ par y'w’, ou w’ est un élément de Ng(T§) N K’, on peut supposer
que ~y’ stabilise tA,. L'ensemble E est alors également stable par +/, et 'assertion du
lemme est vraie s’il existe t’ € X tel que t'A, est contenue dans E et stable par v’ et
qued (A’ t'A,) < dy+d,,+2dy. Soit V espace vectoriel associé a A, et A" le sous-
espace des éléments de A’ stables par v'. Il existe v € V tel que A’ + v soit réunion
des facettes qu'il contient. Il est clair que c’est alors également le cas de A’ " by pour
tout w € W/(G/T{) commutant avec 7. Soit Ay (resp., A;) ; on supposera v tel que
A’ +v contient un sommet y’ de A;. Soit y = 'y, et soit A’/ une facette contenue
dans Ay N (A" + v) (il en existe: en effet, on a Ay = wA,, avec w € W'(G/T{)
commutant avec v/, et Ag N (A"7 +v) = w(A; N (A’ +w~'v)) est donc non vide).
Daprés le cas v = 1, il existe t' € X tel que d.(A"",t'y) < dy + d,, et que t’y
appartient a 'enclos de A”” U ty. Or cet enclos est inclus dans (A’" N E) +v; on en
déduit que /¢! stabilise A’7’, donc que #’A, rencontre A’ Puisque yt'A, est de
méme type que t’' A, on en déduit qu’elles sont égales. D’autre part, t'y—v € ENt’A,,
donc t’A, C E. Enfin, on a, grace au lemme 3.17:

d.(A'1'Ay) < d(A'A") +d(A" 1" y) + de(ty, 1" Ay) + 2dk
<0+ (dy+dy)+0+2dy,

ce qui acheve la démonstration. ]
Et on achéve la démonstration du lemme 3.16. [ |

D’apres ce lemme, I'ensemble :

Co=CNCero=Cn |J t 'Kt
t€Z6(To)

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

934 F. Courtes

est un fermé de C. Il est donc compact ; puisque les t ~1yK,t sont des ouverts, il existe
alors une partie finie T|’ de Zg(T)) telle que on a:

Co C U tyKet L.
teT!’

Pour tout t’ € Zg(Ty) tel que t'~'Ct’ N K, # &, il existe donc t € T|’ tel que
t'yK,t'~! rencontre tyK,t~!. D’apres le lemme 3.13, on a alors t’ € tT;, ce qui
acheve la démonstration du lemme 3.12. [ |

D’apres ce lemme, il suffit de considérer les éléments de T7(T) N Mger). Cet en-
semble est réunion finie de classes a gauche modulo Kz (1,)Xy. Quitte a remplacer,
pour ¢ décrivant un systéme de représentants de ces classes, C par tCt ! (et K, par
tKot~1), il suffit de montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini d’éléments de X; ne
vérifiant aucune des deux conditions de ’énoncé de la proposition. De plus, soit X”
le sous-groupe des éléments ¢ de X tels que v~ 'ty € t(Kg, N Mger). D’apres les
lemmes 3.13 et 3.15, les seuls éléments de X; susceptibles de ne pas les vérifier sont
ceux appartenant 3 w’~1X7w’ pour au moins un w’ € W’ N K,. Puisque ce groupe
est fini, quitte & conjuguer, pour tout w’, C et Ky par w’, il suffit de considérer le cas

ouw’ =1.
Montrons d’abord que 'on peut se limiter a 'étude d’'une chambre positive de
To N Myer. Soit {ay, . .., a,} ensemble de racines simples de G relativement a Ty =

Kr, /K}0 correspondant au sous-groupe parabolique minimal P image de I. Pour
tout i < r, soit s; la réflexion de W correspondant a «;, et soit s/ (resp., s/ ) I'unique
élément de W' possédant des représentants dans K, (resp., Ky) et dont 'image dans
W ests;. Les s/ engendrent le sous-groupe W’ N K, de W' ; les s/, engendrent un
sous-groupe W¢ de W’ N K, (qui est W’ N K; tout entier si et seulement si K, est un
sous-groupe parahorique maximal spécial de G). Les groupes W' N K, et W sont
tous deux canoniquement isomorphes (par la surjection canonique de W’ dans W)
au sous-groupe W, de W engendré par les s;. Pour tout w € W,, il existe donct,, € X
tel que pour tout j € {1,...,r}, si w’ (resp., w{) est Punique élément de W’ N K,
(resp., W' N Kp) d’image w dans W, on a:

(Bj,wo"tw'y = (Bj, w™tw) + (B), t).
D’autre part, on a le lemme suivant :

Lemme 3.19 Pour tout j € {1,...,r}, il existe un élément w; de W, tel que
(8, w;ltwj> est positif ou nul.

Démonstration En effet, considérons ’élément ¢, = Hwewx wltw de T,. 1l est
invariant par conjugaison par W,, donc en particulier, pour tout k, par s, d’otli:

<0[k,tx> = <Sakak,sk;tx> - <—Olk,tx>,
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d’ott (ax, ty) = 0. Or (3} est combinaison linéaire des v, donc on a:

0= (Bt = 3 (5w tw).

weEW,

On en déduit qu’au moins un terme de la somme est positif ou nul, ce qui démontre
le lemme. u

On en déduit:

(Bj,wo~'ew') > (B),t,) >

inf (5, t,).
nf (35.1,)
Or les wj~'tw’, w' € W/, représentent tous la méme double classe de G modulo K
a gauche et K, a droite. On en déduit, en posant pour tout j:

Cj = inf <ﬂj,l‘w>,

weW,
que ces doubles classes sont indexées par une partie de 'ensemble suivant :
E=(c+N)x---x (¢ +N).
11 suffit donc de considérer 'ensemble X7* des t € X" tels que 'on a:

((Br.1),--.. (B 1)) €EE.

Soit Oy, ..., O les orbites de {0, ..., 3;} pour 'action de 7. Pour tout i €

{1,...,k}, posons:
ai= sup sup (Bj,t").
jlBj€0; t""€T!!

Pour tout i, tout t'" € Ty et tout ' € X" tel que si 3; € O;, (Bj,t') > aj,
'image de t'~'t"’vK,t'"~!'t' N 4K, dans G* est contenue dans le sous-groupe pa-
rabolique propre P} = M;U; de G* standard relativement a Py et Ty et tel que M
admet pour systéme de racines I’ensemble des racines de G* qui sont combinaisons
linéaires d’éléments de O;/, i’ # i. Comme d’apres la démonstration du lemme 3.12,
t'~1Ct’' NyK, est réunion des ' ~'t""yKt"' ~'t' N~K,, t"" € T{', son image est alors
contenue dans P}. De plus, soit o une racine de G* qui n’est pas racine de M}, et soit
Uan = Uy N H ; Uy g est un sous-groupe ouvert de U,, et il existe donc b;, € Q
possédant la propriété suivante: sit € X" est tel que (3;,t) > b;, pour au moins un
j€ 0 t_lUmHt contient U, N K. Posons donc:

b; = sup(a;,sup b; 4),
«

la somme portant sur les o qui sont racines de G* et pas de M. Si (8;,t") > b;,
d’une part 'image de t'~'Ct’ N 7K, dans G est contenue dans P}, et d’autre part
t~'Ht contient U, N K, pour tout o, donc son image dans G contient U; ; t’ vérifie
donc la deuxiéme condition de la proposition.

On en déduit que pour que ' € X" ne vérifie aucune des deux conditions de
la proposition, il est nécessaire que pour tout i et tout 3; € O;, (Bj,t") < big.
Or les éléments de X" vérifiant ces inégalités sont en nombre fini, ce qui achéve la
démonstration de la proposition 3.5.
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3.4 Distributions D

Fixons a nouveau un sous-groupe d’Iwahori I de G.

Pour tout sous-groupe parahorique K de G contenant I, soit Cx espace des fonc-
tions sur G a support compact et biinvariantes par K!, et Cx ¢ le sous-espace des
éléments de Cx a support dans Ng(K). Si G = Ng(K)/K!, Cx, s'identifie cano-
niquement a I'espace des fonctions sur G*. Si x est un point de B dont le fixateur
connexe est K, on notera également €, = Cg, €, = Cxp.

Posons également :
C=) Ck, € =) Ckp
KDI KDI

Soit D, Iespace des distributions sur G invariantes par conjugaison et a support
dans ’ensemble G, des éléments compacts de G. Pour tout v = (v, ) € N, tout
couple (v, K) d’image (v, 1) par ( et toute fonction y-cuspidale ¢ sur G = K/K!,
Dg est un élément de D.. Soit donc D, = D, (G) le sous-espace de D, engendré par
les DS. Le but de cette section est d’associer de maniére canonique a tout D € D, un
élément D de D, qui coincide avec D sur Cy.

Soit D € D, v € N, (7,x) € G tels que ((y,x) = v et que K, contient I. On
identifie v a un élément du normalisateur de I. Soit Ceyuep(7K,) 'espace des fonc-
tions de G dans C a support dans K, invariantes par K}, invariantes par conjugai-
son par K, et y-cuspidales, c’est-a-dire qui sont le relevement a G tout entier d’'une
fonction cuspidale sur G = 7“K,/K} ; Ceusp(7Ky) est canoniquement isomorphe
a lespace Ccusp((Gx)("'M des fonctions invariantes par y-conjugaison et y-cuspidales
sur Gy = K,/K}, et la restriction de D a Ceusp(7K,) s’identifie a une distribution
sur Ccusp((Gx)Gm’ invariante par <y-conjugaison. Il existe donc une unique fonction
Py x(D) € Ccusp((Gx)Gm' telle que 'on a, pour tout f € Ceyep (VK-

D(f) = Vlll<¢“/~,X(D)7 f>(G'x7

ou v,, est défini de la maniere suivante : soit 4 = £(x), (M, K,,) un représentant de ,
Ty un tore déployé maximal de M, M, le plus petit sous-groupe de Levi de G semi-
standard relativement a T et contenant M et y (assimilé a un élément de W'(G/Ty)),
et v, la constante définie dans 'énoncé du lemme 3.8 ; on pose:

VL = [NG('%K/I,) :NMA‘, (’}/,K/,,)]V,,.

De plus, on a le lemme suivant :
Lemme 3.20 ¢, . ne dépend que de v.

Démonstration En effet, soit x” un autre élément de B tel que k(x') = pety €
Ng(K,/). Soit A un appartement de B contenant x et x’, et Ty le tore maximal associé
a A. Grice a la proposition 2.9 et quitte a remplacer x’ par wx’, ott w est un élément
de W/(G/Ty), on peut supposer que (K, Tp) et (K, Tp) ont méme image (M, K,,)
par ko, et que y normalise également K. Si A, (resp., A,+) est la facette de A conte-
nant x (resp., x’), A et A,/ sont stables par 7 et engendrent le méme sous-espace af-
fine E de A, qui est le sous-espace des points fixés par K,,. En considérant les facettes
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de E stables par v maximales, on voit qu’il existe une suite A, = Ag, Ay, ..., Ax = Ay
de telles facettes telles que pour tout 7, A; et A;4; ont en commun au moins une face
stable par v. Comme pour tout i, tout point de A; admet 1 comme image par &, il
suffit de montrer le lemme dans le cas ou A, et A,/ ont en commun une telle face.
Mais alors il existe un sous-groupe parahorique K de G stable par « et contenant a
la fois K, et Ky/. Soit G = K/K'; Gy et Gy = K,//K], s’identifient 2 un méme
sous-groupe de Levi de G. D’autre part, si P = MU est un sous-groupe parabolique
de G stable par 7y et de Levi M, et si f est une fonction de Ml dans C, en définissant
I'induite de f a G tordue par «y par:

5 1
Indy ., (f): g € G— T S fom),
x€G, meM, uclU
g:'y*lx'ymux

cette induite est un élément de C(G)“?. De plus, on déduit immédiatement de la
proposition 2.5 appliquée 3 G* = ~7”G quelle ne dépend pas du choix de . Si
~ = 1, on retrouve bien évidemment I'induite usuelle. On a:

Lemme 3.21  Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G stable par y, et Kp son
image réciproque dans K. Soit f une fonction sur M invariante par y-conjugaison. On
a, en relevant f et son induite, ainsi que les éléments de Co(G), a des fonctions sur G a
support dans K :

card(G)

G
Indy,(f) € card(P)

f + Co(@G).

Démonstration Puisque K, C K et K! D K, f (en tant que fonction sur G) est une
fonction & support dans K et biinvariante par K', et s’identifie donc a une fonction
sur G. Plus précisément, c’est alors une fonction a support dans P constante sur les
mU, m € Ml. Or on a, pour tout g € G:

G o o
Indyy, f(g) = card(P) Z flm) = card(IP) Z fp)

hEGmeM,uel heG,peP
g=7""h"\ymuh §=7""h"yph

1 -1 -1
card(]P’)hez(%f(’y hygh™).

On a donc: .
G oo
Indy, ., f = pT > Ad,(Wf,
heG
et Passertion du lemme s’en déduit immédiatement. [ ]
En appliquant ce lemme successivement a P, = K,/K' et a Py, = K, /K,

puisque ces groupes admettent tous deux G, comme composante de Levi, on en
déduit que pour f € Ccusp((Gx)((“m, les relevements de f a respectivement yK, et
K, sont des éléments de C2°(G) qui ne different que d’un élément de Cy(G). Les

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

938 F. Courtes

restrictions de D a Ceyep(7Ky) et Ceusp(7K,+) induisent donc la méme distribution
sur Ceusp(Gy) 7, ce qui démontre le lemme 3.20. [}

Dans ce qui suit, on écrira ¢, (D) a la place de ¢, (D). Pour tout v € N n’admet-
tant aucun antécédent par ¢, on posera ¢, (D) = 0. Posons:

D=> D,

veN

C’est un élément de D, et I'application D — D est clairement linéaire.

D’apres le lemme 3.8, on a, pour tout v = (v, i) et toute fonction ¢ ~y-cuspidale
sur le groupe réductif fini M associé a p, si M, K, et M, sont définis comme dans
Pénoncé de ce lemme:

D(¢) = DS () =, > (¢, Ad(n) )y

n€NG(7,K,.)/Na, (7,K,)

v, Y (A6 )

nENG(7,Ky,) /N, (7,Kp)

Or puisque D est invariante, ¢, est invariante par conjugaison par Ng(7, K,,) et on
en déduit D(¢) = DS () = V(6> &)u1 = D().

Les distributions D et D coincident donc sur I’espace engendré par les ¢. On va
maintenant montrer que modulo Cy(G), les ¢ engendrent Cy. Pour cela, on va mon-
trer un résultat de décomposition pour les fonctions invariantes par y-conjugaison
sur un groupe fini.

Soit G le groupe des IF,;-points d’un groupe réductif connexe défini sur Fy, et G*
un groupe engendré par G et un élément « normalisant G. Soit M un sous-groupe
de Levi de G stable par conjugaison par +y ; son normalisateur N (M) pour I'action
ci-dessus est également stable par . On notera Ccusp(l\\/J[)N“~f'(M)’7 le sous-espace des
éléments y-cuspidaux de C(IM)Nea M7,

Soit R un systeme de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes de
Levi de G stables par 7. On a le résultat suivant :

Proposition 3.22  On a les décompositions suivantes :

C(@* = @ Indy, Caup(MD™ = @D Indy, Ceusp (VDN
MeR MeER

Démonstration Montrons d’abord I'égalité des deux sommes de I’énoncé. Pour
cela, il suffit de montrer que pour tout Ml € R, on a:

Indy); ; Cousp (V)™ C Indy , Ceugp (M)Ne D7

lautre inclusion étant évidente. Soit donc f un élément de Ceysp(M)™7. Pour
tout m € Ng,(M), en posant Ad,(m)(f): g — f(y 'mygm™"), Ad,(m)f est
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également ~y-cuspidale et on a Indgg’;m, (Ad,(m)f) = Indg\g’;m,(f). Posons donc:

1
= e my 2 A,

mEN., (M)

Ona fy € Ccusp(I\/II)I\""'-”«'(M)*”7 et Ind&ﬂ,( fo) = Ind&ﬂ,( f), ce qui montre Iassertion
cherchée. De plus, si la premiere somme est directe, la seconde I'est aussi.

On va maintenant montrer, par récurrence sur le rang semi-simple de G, la pre-
miere égalité, ainsi que le fait que la premiére somme est directe. Si rg(G) = 0,
R = {G}, toute fonction invariante par -y-conjugaison sur G est y-cuspidale et
'assertion est triviale. Supposons donc G de rang non nul. Montrons d’abord les
lemmes suivants:

Lemme3.23  OnaC(G)™ = Ceuep(G)7 + 37y, Indyy, COMYM.

Démonstration Pour montrer ce lemme, il suffit de montrer que CCL‘SP((G;)(G”"Y con-
tient Porthogonal de 3, Indy; , C(G)“" dans G pour (-, - ). Puisque ce produit
hermitien est défini positif, I'assertion du lemme s’en déduit immédiatement. Soit
donc f un élément de cet orthogonal ; pour tout Ml C G et tout f/ € C(M)M7,
ona:

(f.IndS ') =o.

D’aprés le lemme précedent, on a donc (rf; f, f')n1 = 0. Comme ceci est vrai pour
tout Ml et tout f’, on a r{; f = 0 pour tout M, donc f est y-cuspidale. ]

Pour tout M € T, soit Wy, 'ensemble des éléments commutant avec vy du
groupe de Weyl de M relativement a T.

Lemme 3.24  Soit M, M € R. Il existe un systeme de représentants W, de
Wi A \We .~/ Whiy

tel que 'on a

G G M’ M
Iypr © Indl\\rﬂ,w = § IndM/mwaﬂ.q oAd(w) o MAw=1M
weW,

Démonstration Ce lemme est une conséquence immédiate de [14, théoréeme 3.2].
|

Lemme 3.25 Soit MM’ € R, ¢ (resp., ¢') une fonction y-cuspidale sur M (resp.,
M) invariante par Ng (M) (resp., N@w(l\\/ﬂ’)). Alorsona:

<Il’ld§;‘[n, (ba Ind%{’,’y ¢/><G' =0
si Ml et M’ sont distincts, et
(Indy; . ¢, Indy), . ¢")6 = card(Ne,(M)/M)(6, 6" )/
siM = M'.
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Démonstration Supposons d’abord Ml # M. Puisque M et M’ sont deux élé-
ments de R distincts, au moins 'un d’eux n’est pas contenu dans un conjugué de
l'autre. Supposons par exemple que M n’est pas contenu dans un conjugué de M.
On a par le lemme 2.4 :

<Inde/ b, IndM[’q d)/)@ = <r(h\G41/ IndM,'y b, ¢/>M’~
Or le lemme 3.24 donne:

G G M’ M
(1 VT Indwm o= Z IndM/mwalp,/ o Ad(w) o ’melx\avw,y(ﬁb%
weW,

ou Wy est défini comme dans 'énoncé de ce lemme. D’autre part, pour tout w,
puisque M n’est contenu dans aucun conjugué de M/, Ml N w™~'M’w est un sous-
groupe de Levi propre de M. Comme ¢ est y-cuspidale, on en déduit

M _
M= (@) = 0.
On a donc
G G r
Wi/ Inde o' =0,

ce qui démontre la premiére assertion du lemme 3.25.

Supposons maintenant M = M. Alors les seuls termes non nuls dans le membre
de droite de (1) sont ceux correspondant aux w tels que M N w™!Mw = M, c’est-a-
dire w € Ng (M) ; pour un tel w, on a:

IndMQWMW*I,W 0 Ad(W) © rmefle(@ = Ad(W)¢ = ¢

puisque ¢ est invariante par Ng ~(IM). On en déduit la deuxieme assertion du lemme
3.25. [ |

Revenons a la démonstration de la proposition 3.22. Par hypotheése de récurrence,
on a pour tout Ml C Gt

CVOMY = @ Indm,w Ccusp(M')M/’”’,
M ERyy

ou Ry est défini pour M de fagon similaire & R pour G (notons que deux sous-
groupes de Levi de Ml peuvent étre conjugués dans G et pas dans M). On en déduit,
par transitivité des induites et grace au lemme 3.23:

C(G)® = Z Indy) , Ceusp (MM
MER

Il reste a montrer que la somme est directe. Pour cela, soit, pour tout Ml € R, ¢ €
Ccusp(M)MW. Supposons les ¢y tels que Pon a:

Z Indy; , ém = 0.

MER
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Pour tout M € R, on a alors, d’apres le lemme 3.25:

0= < > Indy;, éu, Indy) be\av> 6= card(Nags (M) /M) (bnar s s -
MeR

On en déduit que ¢pyr = 0 pour tout M’ et la proposition est démontrée. ]

D’apres cette proposition, pour tout x € A et tout v normalisant x, 'espace des
éléments de €, invariants par conjugaison par K, s’identifie a 'espace engendré
par les induites des fonctions y-cuspidales sur les sous-groupes de Levi stables par
v de Gy = K, /K], relevées a des fonctions sur G. On va en déduire, en utilisant
le lemme 3.21, que ces fonctions y-cuspidales engendrent €, et donc que D et D
coincident sur Cy. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.26  Soit D € D.. Alors il existe un unique D' € D, tel que les restric-
tions de D et D' a Cy sont identiques. De plus, ona D’ = D.

Démonstration Montrons d’abord I'unicité de D’: supposons que D’ et D"’ sont
deux éléments de D, tels que D’|e, = D'’|e, = D|e,. Alors Dy = D’ — D"’ est un
élément de D, dont la restriction a G est nulle. 11 suffit donc de montrer qu’une telle
distribution est forcément nulle. Posons:

DO = ZD¢1/7

ou pour tout ¥ = (u,y) € N, ¢, est une fonction y-cuspidale sur le groupe réductif
fini G associé a p1. Si (M, K),) est un représentant de y, en identifiant G a K, /K, }l,
¢, est invariante par conjugaison par Ng(v,K),). Pour tout v’ = (u’,7') € Net
toute fonction ¢’ y-cuspidale sur le groupe réductif fini G" associé a u1’, on a alors,
en utilisant le lemme 3.8 :

Dy(¢) =Y Dy, (¢") = v, (67, 0"V

Or puisque ¢’ se reléve en un élément de €y, on a Dy(¢p’) = 0; on en déduit:

(v, = 0.

Comme ceci est vrai pour tout ¢/, on a ¢, = 0 pour tout v/, donc Dy = 0.

Il reste a montrer que D vérifie D|e, = D|e,. Comme les sous-espaces de la forme
Cyo> x € A, engendrent Cy, il suffit de vérifier I’égalité des restrictions de D et D a
chacun de ces sous-espaces. De plus, pour tout x € A et tout v € I'; qui normalise
Ky, soit Cy 50 = Ck, ~,0 le sous-espace des éléments de Cy o a support dans vK, ; Cy o
est somme directe des Cy , 9. On va donc vérifier I'égalité des restrictions de D et D a
chacun des €, , 0.

Soit x € B, K, le sous-groupe parahorique de G fixant x et v un élément de I';
qui normalise K. On va montrer par récurrence sur le rang de G, = K,/K! que D
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et D coincident sur Cy . Cet espace est canoniquement isomorphe a I’espace des
fonctions sur le groupe fini G,. Il existe donc une fonction ¢p ., sur G, telle que
pour tout f € Cy~0, 0na D(f) = (¢px~, )G, Puisque D est invariante, ¢p
est invariante par y-conjugaison. Grace a la proposition 3.22, on peut alors écrire de
maniere unique:

(er
PDxry = Z Indyj, ¢p x5,

MeR

ou R est un systeme de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de
Levi M de @G stables par v, et ot pour tout M, ¢p , ,m est une fonction ~y-cuspidale
sur M invariante par N, ~(IM). D’autre part, pour f € €, , o, posons:

f':gEG'—>/ U gk) dk.
K

Puisque D et D sont invariantes, on a D(f) = D(f’) et D(f) = D(f’). De plus, f’
est un élément de C, o, invariant par y-conjugaison en tant que fonction sur G,. On
peut donc écrire, en utilisant & nouveau la proposition 3.22:

fr=">"Indj, fu,

MeR

ou pour tout M, fy est une fonction y-cuspidale sur M. Or soit, pour tout Ml € R, P
un sous-groupe parabolique de G, invariant par vy et de Levi M, et K’ le sous-groupe
parahorique de G contenu dans K, et dont 'image dans G, est P’ ; fyy se releve en une
fonction sur G a support dans yK'’ biinvariante par K, Cest-a-dire en un élément de
Ck’ .0, et si Ml C Gy, on a donc par hypothese de récurrence D(fy1) = D(fi). De
plus, d’apres le lemme 3.21, pour tout Ml C G, ona:

d(G, d(G, B
D(Ind@fﬁ(ﬁw)) =< d((P’) (fw) = r d((P’) ()
= D(Indﬁﬂ(ﬂw))-

Pour achever la démonstration de la proposition, il reste donc a vérifier que 'on a
D(fs,) = D(fg,). Or d’apres le lemme 3.25, on a D(fi,) = (¢px~.G.» fG.)G,.- Cecl
est vrai pour toute fg € Ccusp((er)(c'X 7, donc si v = ((7,x), on a, par définition de
¢v(D) ¢pxr.6. = v, ¢u(D). Dautre part, on a, en utilisant la définition de Detle
lemme 3.8:

D(fs,) = ZD 57(fe.) = v (¢u(D), fo, )6, = D(fc,),

ce qui acheve la démonstration. ]
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3.5 Restriction des distributions a C

On va maintenant montrer le résultat suivant :
Théoréme 3.27  Soit D € D.. Si D est nulle sur Cy, alors elle est nulle sur C.

Démonstration Si D est nulle sur C, toutes les ¢, (D) sont nulles, donc D = 0. Le
résultat se déduit alors immédiatement du théoréme suivant:

Théoreme 3.28  Pour tout D € D,, D coincide avec D sur C. En particulier, si D = 0,
D est nulle sur C.

Avant de commencer la démonstration, introduisons quelques notations supplé-
mentaires. Soit 7 une représentation irréductible tempérée de G. On définit la dis-
tribution trace compacte de 7 de la maniere suivante:

uxm:feC?KDHﬁ/}dﬂQﬂA@ﬂQd&
G

ou 1. est la fonction caractéristique de ’ensemble des éléments compacts de G, et ou
tr(m(-)) est le caractére de 7.

Soit 7 une représentation irréductible admissible de G, V son espace, et K un sous-
groupe parahorique de G. Soit VX "le sous-espace des éléments de V' invariants par
le premier sous-groupe de congruence K!' de K. Puisque  est admissible, VX' est
de dimension finie. De plus, puisque K! est un sous-groupe normal de Ng(K), vk
est stable par Ng(K). Le groupe Ng(K)/K" agit donc sur VK etla représentation
de Ng(K)/K" ainsi obtenue sera notée 7). Si H est un sous-groupe de N(K)
contenant K, on notera 7' la restriction de 7N¢(®) a H.

Démonstration On va montrer le théoréme par récurrence sur le rang semi-simple
de G. Si ce rang est nul, G posséde un unique sous-groupe parahorique K et on a
Ng(K) = G. On a alors G = C et le théoreme se déduit immédiatement de la
proposition 3.26. Supposons maintenant G de rang non nul. On va d’abord montrer
la deuxieéme assertion. Soit D € D, telle que D = 0 ; d’apres la proposition 3.26, D
est alors nulle sur C,.

Supposons d’abord que D est combinaison linéaire de traces compactes de repré-
sentations tempérées. Posons:

t
D= \tr(m),
i=1

ol les A; sont des constantes et les 7; des représentations irréductibles tempérées
de G.

Proposition 3.29  Si D est nulle sur Cy, alors D est nulle sur espace des fonctions a
support dans Uensemble Gy des éléments elliptiques de G.
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Démonstration Dire que D est nulle sur €y revient a dire que pour tout sous-
groupe parahorique K de G, on a:

t
Z A tr(W,NG(K)) =0.

i=1

Pour montrer cette proposition, on va donc tout d’abord étendre les résultats de [23,
I11.4] au cas G réductif quasi-déployé quelconque. Fixons un sous-groupe d’Twahori I
de G. Soit P ensemble de tous les sous-groupes parahoriques de G, et P; 'ensemble
de ceux qui contiennent I. Pour toute représentation irréductible tempérée 7 de G,
posons comme dans [23, I11.4] :

fir(m) = 37 (—1)m49 Vol(NG(K) /2) ey tr(mNe®),
KeP;

ou pour tout K € P, Ag est la facette de 'immeuble de G correspondant a K, ou
tr(wf\] (K )) est considérée comme une fonction sur Ng(K) étendue a G par zéro, et ol
€4, est défini comme dans [23].

Soit h € Gy. On a les lemmes suivants :

Lemme 3.30 Lensemble X" des points de limmeuble de G fixés par h recouvre un
nombre fini de facettes.

Démonstration En effet, le lemme est vrai pour G/Zg 4 et 'image de h dans G/Zg 4
d’apres [23, II1.4.9]. Or les immeubles de G et de G/Zg 4 sont isomorphes en tant que
complexes simpliciaux, et toute facette fixée par 1 dans 'immeuble de G ’est aussi par
son image dans G/Zg g4, et réciproquement. ]

Lemme 3.31 On a pour tout 7:

| i g dg = 3 (-0 T )
G/Zga

Ke?

Démonstration La démonstration est identique a celle de [23, I11.4.10], en rempla-
¢ant G par G/Zg4. La somme du membre de droite est finie grace au lemme
précédent. ]

Lemme 3.32  Soit 1y € C>°(G) a support dans Gy. On a pour tout 7 :
() (1) = / (h) / fon(m) (g~ h ) dedh.
G G/Z(;_yd

Démonstration La démonstration est identique a celle de [23, I11.4.16]. [ |
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Corollaire 3.33  Sous les mémes hypothéses, on a pour tout
tr(m) (1) = / ) 3 (~ 1) A (N () .
Ke?

Revenons a la démonstration de la proposition. Pour tout ¢ € C>°(G) a support
dans Gy,ona:

() =Y Aitr(m)()

/u) () (D (= 1yt Z)\tr(wN‘ () () dh

Ke?

Or 'ensemble des K € P intervenant de fagon non triviale dans le membre de droite
est fini: en effet, pour tout A elliptique, il existe un voisinage de & dans G dont tout
élément fixe les mémes facettes que h (par exemple hK’, ou K’ est un sous-groupe
ouvert compact de G contenu dans les fixateurs de toutes les facettes de X" et de
toutes les facettes adjacentes a X"), et le support de 1, étant compact, admet un
recouvrement fini constitué de tels voisinages. On peut donc écrire:

D) = Y =0" 0 [ o) (S M) 07
Ke?
Supposons d’abord Ng(K) /K" fini. On a alors, pour tout i et tout
tr(m ) = (@) (h),
d’ou 'on déduit
D(y) = Y (~)¥mad / W h) Z A tr(m e )(h)) dh =0
Ke?

grice a ce qui précede, et la proposition est démontrée dans ce cas.

Supposons maintenant N(K)/K' quelconque, et considérons le groupe 7”K. On
avu précédemment qu'il existe un entier b > 0 tel que 7* est dans le centre de G. Pour
tout i, il existe donc un caractere x; de Z tel que pour tout entier z, 7;(7) est une
homothétie de rapport x;(bz). De plus, x; est unitaire puisque 7; 'est. Considérons
donc la représentation

_ ~Z 1
xi @] A KK s V(K

Xi étant étendu a un caractére sur v“K par y;|x = 1. Cette représentation est triviale

sur 7%, donc induit une représentation du groupe fini 7*”K /4**K' canoniquement

isomorphe a K/K'. On a donc, pour tout h € y*K :
uq @ ) = w( ! @) ),

d’ot, puisque x; est unitaire, tr(wva(K))(h’l) = tr(ﬁlNG(K))(h). On conclut comme
dans le cas ott Ng(K) /K" est fini. ]
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Revenons a la démonstration du théoréme. La distribution D est intégrable, inva-
riante et nulle sur Gy. D’apres [15, corollaire 3 au théoreme 3.1], elle est somme
d’induites de distributions invariantes Dy, sur un ensemble de représentants des
classes de conjugaison de Levi propres de G. De plus, fixons un sous-groupe pa-
rahorique maximal spécial K de G contenant I. On a le lemme suivant:

Lemme 3.34 Soit f € C°(G) a support dans Uensemble des éléments compacts (resp.,
non compacts) de G, et soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Alors f¥ = f,fo
est a support dans lensemble des éléments compacts (resp., non compacts) de G contenus
dans M.

Démonstration Si P = G, le résultat est trivial. Supposons donc P propre. Suppo-
sons que f est a support dans I'ensemble des éléments compacts de G, et soit ] € M
non compact dans G. On a:

Py = Kk~ Yuk) dk.
i0) /Kofo( k)

Supposons qu’il existe k € Ky et u € U tels que k™ !luk est compact dans G. Alors
Iu aussi est compact dans G. Soit Ky un sous-groupe compact de U contenant .
On déduit de [7, 1.4.3] qu’il existe un élément z contenu dans le centre de M tel que
la suite des z7"Kyz", n > 0, est décroissante et que P'intersection des z7"Kyz" est
réduite a {1}. La suite des z~"luz" = Iz~ "uz" converge donc vers I. Or, tous ces
éléments sont compacts dans G, donc par le lemme 2.6, ] aussi, ce qui est exclu. Donc
pour tous k, u, k~'luk n’est pas compact dans G, donc f(k~'luk) = 0. On a donc
fP(I) = 0. La démonstration dans le cas ot f est & support dans les éléments non
compacts de G est similaire. ]

Soit 1, la fonction caractéristique des éléments compacts de G. On a:

D=D(I.-) = (Indy Dy)(1.-) = > Indy(Du(l.-))
M

M

grace au lemme précédent. On peut donc supposer que pour tout M, on a Dy; =
Dp(1, -), Cest-a-dire que Dy est a support dans M N G, C M..

Soit, pour tout M, Dy la distribution sur M définie pour Dy de maniére analogue
a D pour D. Posons:

D* = " Indy; Dy
M

Par hypothese de récurrence, les restrictions de Dy et de Dy a Gy sont égales. De
plus, si K est un sous-groupe parahorique de M et v un élément de Ny (K) tel que
~K ¢ G. N M, puisque Dy est nulle sur vK, Dy, aussi. On en déduit que Dy, est
a support dans G, N M. Comme ceci est vrai pour tout M, D* € D.(G) d’apres le
lemme précédent. Enfin, on a le lemme suivant.

Lemme 3.35 Soit f € C, et P = MU un sous-groupe parabolique de G. Alors le
terme constant f¥ de f est somme d’un élément de Cps et d’un élément de Co(M).
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Démonstration Il suffit de montrer ce lemme pour f appartenant a une partie
génératrice de €. On supposera donc qu'il existe ¢ € G et x € A tels que f est la
fonction caractéristique de K!gK!. On peut supposer P et M standard relativement a
Py et Ty, ot1 Py est le sous-groupe parabolique minimal de G d’image I dans Ky /K}.
On a alors, pour toutl € M :

P = 550 [ k) dudk
KoxU
=vol(K))3g(> Y vol(KigKl Nk~ '1Uk)
keKo/K}

= vol(K})d§(D): Y vol(kKigKik ' N1U).
k€Ky/K!

11 suffit de vérifier que pour tout k € Ky, Papplication :

le Mr— > vol(k'kK gK k'K’ ~' N IU)
k' €(KoNM)/(KINM)

est biinvariante par le premier sous-groupe de congruence d’un sous-groupe paraho-
rique de M. Elle I’est déja par le sous-groupe ouvert compact kK k~! N M de M, qui
ne dépend que de la classe de k a droite modulo K. De plus, elle-méme ne dépend
que dela classe de k a gauche modulo KoNP. 1l suffit donc de montrer I'assertion pour
k appartenant a un systéme de représentants X de (Ko N P)\Ky /(Ko N K,). Puisque
K, contient K} et puisque les images de Ky N P et de Ky N K, dans K, /K} sont des
sous-groupes paraboliques standard de K /K] (relativement au parabolique minimal
I/K} et au tore déployé maximal T,/Kr,), on peut supposer que X est également un
systéme de représentants de (W' N (Ko N P)\(W' N Kp)/ (W' N (Ko N Ky)).

Soit donc w € W'NK,. D’apres le corollaire 3.10, wK,w ™! MM est un sous-groupe
parahorique de M ; wK w1 N M est alors son premier sous-groupe de congruence,
ce qui démontre Passertion cherchée. ]

On a donc pour tout M, tout P = MU et pour tout f € €, puisque f¥ € €y +
Co(M) d’apres le lemme 3.35 et grice a ’hypothese de récurrence:

Indy; Dy (f) = Du(f*) = Du(f*) = Indyy Du(f),

d’ott 'on déduit que D*(f) = D(f). En particulier, D et D* coincident sur C; ;
comme D* € D.(G), la proposition 3.26 impose D* = D. Comme par hypothése
D = 0, D est nulle sur C et la deuxiéme assertion du théoréme est montrée pour D
combinaison linéaire de traces compactes.

Supposons maintenant D quelconque. Pour tout v € I, soit C, (resp., Cy ) le
sous-espace des éléments de € (resp., Cy) a support dans vG'. On va montrer que
si D est nulle sur Cy, elle est nulle sur €,. Comme C est somme directe des C., la
seconde assertion s’en déduit.
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Fixons donc v € T'. On va montrer qu’il existe une distribution D’ € D, combi-
naison linéaire de traces compactes, qui coincide avec D sur €, ; la deuxiéme assertion
du théoréme se déduit alors du cas précédent. Si D = 0, c’est évident. Supposons
donc D # 0, et soit D, le sous-espace des éléments de D.|e qui sont combinai-
sons linéaires de traces compactes. Ce sous-espace est de dimension finie car, d’apres
ce qui précede, un élément de D, est entierement déterminé par ses valeurs sur les
fonctions a support dans un vK, avec K D I et v normalisant K, biinvariantes par
K1, et I’espace de ces fonctions est de dimension finie. Soit (Dy, . .., D;) une base de
Dycetey,. .., e deséléments de C, vérifiant D;(e;) = d;; pour tous i, j. Un élément
de D |e, qui est combinaison linéaire de traces compactes est entierement défini par
ses valeurs sur les ¢;. D’autre part, soit Gg, le sous-espace des éléments de C, annulés
par toute distribution trace compacte de représentation tempérée. Les éléments de
69, sont alors annulés par toutes les distributions traces compactes, donc par tous les
éléments de D, d’apres [15, théoreme 0] (si la caractéristique de F est nulle) et [16,
théoreme B] (si la caractéristique de F est positive ; la démonstration de Kazhdan
marche également pour les groupes quasi-déployés) et en particulier par D. Posons
donc D' = Ele D(e;)D;. OnaD’ = D = 0 sur Cg,, et pour tout i, D’(¢;) = D(e;).
Or € etles ¢; engendrent C,, donc D|e, = D’|e,, ce qui acheve la démonstration de
lassertion cherchée.

Montrons maintenant la premiere assertion du théoreme. Soit D € D, quel-
conque. D’apres la proposition 3.26, la distribution D — D est nulle sur €;. Comme
la distribution nulle est un élément de D, qui coincide avec D — D sur €y, en appli-
quant a nouveau la proposition 3.26, on en déduit que

D—-—D=0o.

D’apreés la deuxiéme assertion du théoréme, D — D est alors nulle sur C et le théoréme
3.27 est démontré. |

3.6 Restrictions des distributions a H

Conservons le sous-groupe d’Iwahori I de G fixé précedemment. Soit H{ = H;
'algebre de Hecke des fonctions sur G a support compact et biinvariantes par I, et
Ho = Ho 1 le sous-espace des éléments de H{(; a support dans la réunion des normali-
sateurs des sous-groupes parahoriques de G contenant I ; } (resp., o) est clairement
un sous-espace de C (resp., €y). On va montrer un résultat similaire au théoréme
précédent pour JH et Hy :

Théoréme 3.36  Soit D € D, nulle sur H,y. Alors D est nulle sur H.

Montrons d’abord la proposition suivante: soit (7, V) une représentation irré-
ductible tempérée de G, I un sous-groupe d’Iwahori de G, et V! = V! le sous-espace
des éléments de V invariants par I. On a:

Proposition 3.37 Si V1 est réduit a 0, la distribution tr.(m) est nulle sur 3.
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Démonstration En effet, d’apres [10, corollaire a la proposition 2.1], on a, pour
tout f € C°(G):

tre(m)(f) = Y (1O ((58) i mp) (fw fF),

P=MU

ou la somme porte sur 'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G, et
ou pour tout P = MU, Xy est une fonction sur M constante sur les classes modulo
M, et en particulier a la fois invariante par conjugaison et biinvariante par tout sous-
groupe d’Iwahori de M.

D’autre part, soit K le sous-groupe parabolique maximal spécial de G intervenant
dans la définition du terme constant. On supposera qu’il contient I.

Pour tout sous-groupe de Levi M semi-standard de G, on notera 3y, I'algebre de
Hecke des fonctions sur M biinvariantes par Iy = I N M. Le lemme 3.9 montre que
ce sous-groupe est bien un Iwahori de M.

On a les lemmes suivants:

Lemme 3.38 Soit f € H, P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Alors
1P € Hy + Co(M).

Démonstration En effet, puisque les sous-groupes d’Iwahori de M sont tous conju-
gués entre eux et par le méme raisonnement que dans le lemme 3.35, il suffit de
montrer que pour tout k € Ky, I'application:

leM— > vol(k'kIgIk™ k'~ N 1U)
k' e(KonkMk—1)/(KtNkMk—1)

est biinvariante par un sous-groupe d’Iwahori de M. Or elle I’est par kIk—, et elle ne
dépend que de la classe de k a gauche modulo Ky N P. On peut donc supposer que
k € Ng(Ty), et le lemme 3.9 permet alors de conclure. [ |

Corollaire 3.39 Si f € 3, ona Xy fF € Hy + Co(M).

Démonstration En effet, écrivons grace au lemme précédent f* = '+ f/, f' €
Hu, [ € Co(M). Puisque {y est biinvariante par tout sous-groupe d’Iwahori de
M, onayy f' € Hy. D'autre part, siy € M/M!, les restrictions de f'" etde xy '/ a
vM! sont proportionnelles, donc si D est une distribution invariante sur M a support
dans yM!, puisque D(f'") = 0, D(Xy f'’) = 0. Si maintenant D est quelconque, on
peut écrire de maniére unique D = ZW,GM/MI D,, ol pour tout 7, D, est a support
dans yM' ; M/M" est en général infini mais pour tout ¢ € C2°(M), tous les D (¢)
sont nuls sauf au plus un nombre fini d’entre eux, donc la somme converge. On a
alors:
D(wf)= Y. Dyuf") =0,

~yEM/M!

ce qui démontre le corollaire. ]
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Lemme 3.40 Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G, Iy = I N M,
(7, V) une représentation irréductible admissible de G. Si V! est réduit a zéro, alors 7p
wadmet aucun vecteur non nul invariant par Iyy.

Démonstration Ce lemme est une conséquence immédiate de [7, théoréme 3.3.3].
]

Revenons a la démonstration de la proposition. Pour tout P = MU, on vérifie
facilement que si f' € Hyy, et si o est une représentation irréductible admissible de
M et V, son espace, o(f') est un élément de VM. Si cet espace est réduit a 0, on a
donc o(f’) = 0. Puisque VL = 0, on déduit de ce qui précede que si f € 3, tous
les tr((5§)_%7ri »)(xXu fF) sont nuls, ce qui implique tr.(7)(f) = 0. La distribution
tr.(m) est donc nulle sur I et la proposition est démontrée. [ |

Démonstration du théoréme 3.36 Pour tout y € I, soit J{, 'espace des éléments
de H a support dans y¥G'. On va montrer que si D est nulle sur Hy, elle est nulle sur
J,. Comme J{ est somme directe des I, le théoréme s’en déduit immédiatement.

Puisque }{, C C,, d’aprésla démonstration du théoréme 3.27, il existe un élément
de D, qui est combinaison linéaire de traces compactes et qui coincide avec D sur
JH,,. On pourra donc, ici encore, supposer que D est combinaison linéaire de traces
compactes. Ecrivons D = Zle A tr.(m;), ou les \; sont des constantes et les ; des
représentations irréductibles tempérées de G. Pour tout i, soit V; I'espace de ; et V!
le sous-espace des vecteurs de V; invariants par I. D’apres la proposition précédente,
on peut supposer que tous les V/ sont non triviaux. De plus, soit, pour tout i, X, le
caractere central de 7;. Puisque 7; admet des vecteurs invariants par I, x, est trivial
sur Zg NI = ZgN G', et on peut donc Iétendre a un caractére de G trivial sur G'. La
distribution

t
D' = Nixm () tre(xz, ' m),

i=1

qui est combinaison linéaire de traces compactes de représentations irréductibles
tempérées de G de caractere central trivial, coincide avec D sur J{,. On pourra donc
supposer D = D’. On va montrer que dans ce cas, D est nulle sur Cy. D’apres le
théoréme 3.27, D est alors nulle sur C tout entier, et en particulier sur H,.

Soit, pour tout x € A, K, le fixateur connexe de x dans G ; C’est un sous-groupe

parahorique de G qui contient I. Posons G, = K, /K], et pour touty € T'y, G}, =

+

. 12 , . ~L
v”K./K}. Pour tous i, x, 7, considérons la représentation 77 % de G _,

dont espace
1 . .
est le sous-espace VX« des vecteurs de V; invariants par K.

z
Lemme 3.41 Toute composante irréductible de 7] ™ admet des vecteurs non nuls in-
variants par le sous-groupe parabolique minimal Py o = M, (N, image de I dans Gi.

Démonstration Puisque 7Tf<‘ est, pour tout v normalisant K, la restriction a G, de
A . . , .
77 & il suffit de montrer ce lemme lorsque v = 1. Soit p une sous-représentation
irréductible de 7rin. Alors d’une part il existe un sous-groupe parabolique P = MU
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de G, et une représentation cuspidale o de M tels que o est contenue dans le module
de Jacquet pp, et d’autre part, d’apres [21, théoreme 5.2] (dont la démonstration
de I'assertion d’unicité est valable en caractéristique quelconque), si p’ est une autre
sous-représentation irréductible de 1 et si P’ = MU’ et o’ sont définis de la méme
facon pour p’, alors (M, o) et (M, o) sont conjugués (dans G). En particulier, si
M = My et o est la représentation triviale, pp est somme directe de copies de cette
représentation triviale, donc p admet des vecteurs invariants par P, o, et p” admet des
vecteurs non nuls invariants par le sous-groupe parabolique minimal P’ de G,. Or
tous les sous-groupes paraboliques minimaux de G, sont conjugués, donc p’ admet
aussi des vecteurs non nuls invariants par Iy ¢.

Il reste donc a montrer que M = M, et ¢ = 1 conviennent pour au moins
une sous-représentation irréductible de 7. Soit v un élément non nul de V/ C
VK si VK = W, & .- @ W, est une décomposition de VX en sous-K,-modules
irréductibles, écrivons v = Z;:l vj, ou pour tout j, v; € W;. Puisque 7r1K * stabilise
chacun des W}, on a, pour tout h € I et tout j, m;(h)v; = vj, donc v; € V/. Puisque
v est non nul, au moins un des v; est non nul, donc la sous-représentation p de 7rf<"
d’espace W; admet des vecteurs non nuls invariants par P, . Mais alors le module
de Jacquet pr., admet des vecteurs non nuls invariants par My, ce qui acheve la

démonstration du lemme. ]
D’apreés ce lemme, il existe des représentations irréductibles py, . . ., p; de Gy ., ap-
partenant toutes a la série principale, et des constantes p,, . . ., 15 telles que pour tout

f € €y a support dans v*Ky, ona D(f) = Z;':o witr(p;)(f). Supposons d’abord
~ d’ordre fini dans (Gr:;7 Alors (Grj;W est fini, donc d’apres [11, proposition 11.25],
puisque D est nulle sur o, tous les x1; sont nuls, donc D est nulle sur 'ensemble des
éléments de G, a support dans 7”K,. Supposons maintenant v quelconque ; on va
en fait se ramener au cas d’un groupe fini. Il existe un entier b tel que 7 posséde des
représentants dans Zg. Le sous-groupe ybz de G, est alors contenu dans le centre de
Gy > donc pour tout j, il existe un caractére x,; de Z tel que pour tout z € Z, p; (%)
est une homothétie de rapport x,,(z). De plus, puisque tous les xr, sont triviaux,
tous les y,, aussi. On peut alors passer au quotient Gy, /~%, qui est fini, et on est
ramené au cas précédent. On en déduit que D est nulle sur I'ensemble des éléments
de €, a support dans v”K,. Comme ceci est vrai pour tout x € A ettouty € I'
normalisant K, D est nulle sur Gy, donc sur H, et le théoréme 3.36 est démontré.

|

4 Intégrales orbitales semi-simples
4.1 Intégrales orbitales semi-simples sur G

On va maintenant s’intéresser aux distributions intégrales orbitales semi-simples
sur G. Pour tout ¢ € G semi-simple régulier et tout f € C°(G), posons:

Jg, f) = / f(h~'gh) dg.
hEZ?;(g)\G
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Cette intégrale converge et la distribution J(g, -) est invariante. De plus, si g est
compact, elle est a support dans 'ensemble des éléments compacts de G. On peut
donc s’intéresser au sous-espace de D, engendré par les J(g, - ), avec g compact.

Dans ce qui suit, on s'intéressera uniquement aux J(g, -), ¢ € G'. Soit D,
le sous-espace des éléments de D, a support dans G'. On va décrire, moyennant
quelques conditions sur G, un systeme de générateurs de D, ;|5 constitué d’intégra-
les orbitales semi-simples.

Soit T un tore de G. Clest le groupe des F-points d’'un tore T de G défini sur F,
et il existe une extension finie E de F telle que T est déployé sur E. On dit que T est
non ramifié si E peut étre choisie non ramifiée ; T sera dit non ramifié maximal si T
est maximal parmi les tores non ramifiés de G.

Supposons maintenant que T est un tore non ramifié maximal de G. Soit Kr
'unique sous-groupe parahorique de T, K son premier sous-groupe de congruence.
Alors T = Ky /Kj est le groupe des Fy-points d’un tore de méme dimension d que T
et défini sur F,. Si K est un sous-groupe parahorique de G contenant Kr, en posant
G=K/K 1 T s’identifie 4 un tore maximal de G.

Soit ¢ un élément de K. Si son image g dans T est un élément régulier de T
dans @, alors il est clair que g est un élément régulier de T' dans G. La réciproque
est fausse, et il existe méme des cas ot T ne contient aucun élément régulier dans G
(par exemple si G = GL,(F), G = GL,(F,), avec n > g, et T est le tore diagonal
de G). On dira que g est non ramifié de réduction réguliére si pour tout sous-groupe
parahorique K de G contenant K7, I'image de g dans K/K' est un élément régulier
de K/K'.

On va supposer que G vérifie la condition suivante:

(Cl) Tout tore maximal non ramifié T de G admet au moins un élément non ramifié
de réduction réguliere.

Cette condition est vraie pour g suffisamment grand. Plus précisément, considérons
le groupe G/Z¢ 4 ; on a une décomposition de la forme G/Zg 4 = GGG, - - - Gy, oul
Gy est un groupe fini et Gy, . . ., G; sont les groupes des F-points de groupes réductifs
simples et connexes Gy, ..., G;. Soit F'" I'extension non ramifiée maximale de F.
Pour tout 7, soit G" = G;(F""), h; le nombre de Coxeter de G}, T; un tore déployé
maximal de G/, X; = X..(T;) et P; le groupe des poids du systeme des coracines de
G!" relativement a T;. On notera, pour tout i, J; le couple composé du diagramme

de Dynkin de G" et de P;, et T 'ensemble des T;. On a le résultat suivant :

Lemme 4.1 Il existe un entier g, ne dépendant que de T, tel que si q > qq, tout tore
non ramifié maximal de G admet des éléments non ramifiés de réduction réguliere.

Démonstration Quitte a remplacer G par G/Zg 4 et a le décomposer en produit
de groupes simples, on peut le supposer simple. On notera alors h = hy, [ = [,
X = X;, P = P;. Soit T = T(F) un tore non ramifié maximal de G. Supposons
d’abord T déployé: soit & = &(G/T) le systeme de racines réduit de G relativement
a T, qui est aussi le systeme de racines réduit de G, relativement au tore déployé
maximal T,,, = T(F,). Si K est un sous-groupe parahorique maximal spécial de
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G contenant 'unique parahorique Kt de T, ¢ est également le systeme de racines
du groupe réductif K relativement a son tore maximal Kr/K} (un tel systéme est
toujours réduit car le groupe est déployé). On va montrer que pour ¢q assez grand, il
existe £ € X,(T) tel que pour tout a € P, (a, £) n'est pas un multiple de g — 1. Si
x est un élément de O* dont la réduction modulo p est un générateur de ]F;, &(x) est
alors un élément non ramifié de réduction réguliere de T.

Soit A = {ay, ..., a,} un ensemble de racines simples de ®. Considérons ’appli-
cation ¢ de X, (T) dans Z" définie par ¢: £ — ({(ay,&),..., (o, §)) . Cette applica-
tion est injective et son image est un sous-groupe d’indice [P:X] de 7Z". Soit ay la
plus grande racine de ®. Ecrivons-la apy = > i cici. Pour tout § € X, (T) d’image
(ay,...,a,) par ¢, posons:

n
qe = Zciai +1,
i=1

et soit gy le minimum des g¢, avec £ tel que pour tout i, a; > 1. Soit {5 un élément
de X,.(T) vérifiant cette condition et tel que ¢, = gg. Sig — 1 > gg, pour toute
racine positive o, on a (o, {5) € {1,...,q — 2}, qui ne contient aucun multiple de
q — 1 par hypothese, et assertion du lemme est démontrée.

Supposons maintenant T = T(F) quelconque, et toujours g > gqg. Soit E une
extension non ramifiée de F telle que T(E) est déployé, k = [E: F], et o le générateur
de Gal(E/F) dont la réduction sur les corps résiduels est le Frobenius x — x4. Soit @
le systeme de racines de G(E) relativement a T(E), et A = {ay, ..., a, } un ensemble
de racines simples de ®, et soit & € X, (T(E)) construit de la méme fagon que dans
le cas déployé. Considérons I’élément suivant :

k—1

&= o).

=0

C’est une application de E* dans T(E), stable par Gal(E/F) donc a valeurs dans T ;
d’autre part, puisque pour tous i, j, on a (o, 0/ég) = g/ (07 a;, &7), on en déduit
que l'on a, pour tout j et toute o € ® positive 0 < (o, 0/&g) < ¢/(q — 1), dou:

k—1

0< (o)< dlq-1=q -1

=0
Si x est un élément de 'anneau des entiers O de E dont la réduction modulo 'idéal

maximal pg est un générateur de | ;‘k, I’élément £’(x) de T est alors non ramifié de
réduction réguliere dans G(E), donc a fortiori dans G et le lemme est démontré. N

On calculera explicitement les valeurs de g3 en fonction de T dans le §4.3.
On va maintenant montrer le théoréme:
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Théoreme 4.2

(i) Si g est un élément non ramifié de réduction réguliere d’un tore non ramifié
maximal T de G, la restriction a 3 de la distribution J(g, -) ne dépend que de la classe
de conjugaison de T dans G.

(ii)  Supposons que G vérifie (C1). Soit R un systeme de représentants des classes
de conjugaison de tores non ramifiés maximaux de G, et pour tout T € R, soit gr un
élément non ramifié de réduction réguliere de T. Si le diagramme de Dynkin de G ne
contient aucune composante connexe de type E; ou Eg, alors les distributions J(gr, -)|¢
engendrent D, 1|g¢, et en constituent une base si G est déployé sur F.

Démonstration D’aprés le théoréme 3.36, on peut remplacer H par H, dans
Pénoncé ci-dessus. De plus, pour tout élément non ramifié de réduction réguliere
g d’un tore non ramifié maximal T de G, on a g € G', donc la distribution J(g, -)
est un élément de D, ;, dont la restriction a H, ne dépend que de sa valeur sur le
sous-espace H des éléments de 3, a support dans G'.

Soit A la facette de B fixée par I ; H] est somme, pour x décrivant A, des sous-
espaces H , des éléments de Hj a support dans le fixateur connexe K, de x. Si,
comme dans la démonstration du théoréme 3.36, on note G, = K, /K} et Po, =
I/K}, alors Py est un sous-groupe parabolique minimal de Gy et }; , s'identifie 2
Pespace des fonctions sur G, biinvariantes par Py . De plus, si T est un tore non
ramifié maximal de G tel que Ky C K, g un élément non ramifié de réduction
réguliere de T et G, un systéme de représentants de G modulo Z%(g) a gauche et K,
a droite, on a, pour tout f € H

I, ) = 3 vol(Z8(e)\ 2 () hK:) / O ghik) dk.
K,

heG,

Les seuls termes non nuls de la somme ci-dessus sont ceux correspondant aux # tels
que h~'gh € K,. De plus, on a le lemme suivant :

Lemme 4.3 Soith € Gtel que h—'gh € K,. Alors h"'Krh C K,.

Démonstration En effet, supposons d’abord T déployé ; T est alors un tore déployé
maximal de G, et puisque Kt C K, I'appartement A’ de B associé a T contient x.
D’apres [4, lemme 2.5.8], il existe b’ € G' tel que ' A = A’ et que h' fixe A N A’
point par point. On a donc en particulier #’x = x. On en déduit que h’ € K et que
h'~'Th’ = Ty. On peut donc supposer T = Ty. De plus, puisque g est régulier dans
Ty et fixe hx, d’apres [25, 3.6.1], hx € A. On en déduit que h™ 'Ky, h C K, ce qui
démontre 'assertion du lemme.

Supposons maintenant T quelconque, et soit E une extension finie non ramifiée de
F telle que Ty = T(E) est déployé. Alors T est un tore non ramifié maximal déployé,
donc un tore déployé maximal, de Gz = G(E). De plus, si B est 'immeuble de Gp,
B s’identifie canoniquement a I’ensemble des points de By, fixés par Gal(E/F). Sig
est régulier dans T, il est aussi dans Tg, donc d’apres ce qui précede, h™'Kr,h est
contenu dans le fixateur connexe K, g de x dans Gg. En considérant les intersections
avec G de ces deux groupes, on obtient h~'K7h C K, et le lemme est démontré. M

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

Distributions invariantes 955

Corollaire 4.4 h~'gh est un élément semi-simple régulier de G,.

Démonstration En effet, h"'Krh C K, d’apreés le lemme précédent, et h—1gh est
un élément régulier du tore maximal h~'Krh de G,. ]

D’apres ce corollaire, la restriction de J(g, -) a 3{;, s’identifie a une somme de dis-
tributions intégrales orbitales d’éléments semi-simples réguliers de G,. On va donc
considérer les intégrales orbitales d’éléments semi-simples réguliers sur des groupes
réductifs finis.

On va ainsi montrer un résultat analogue a celui du théoréme, mais concernant les
groupes finis. Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini IFy, et soit F
une application de Frobenius de G dans lui-méme, c’est-a-dire un morphisme bijectif
de G dans lui-méme tel qu’il exliste des entiers k,! > 0 tels que F¥ est le morphisme
induit par I'application x — x7 de F, dans lui-méme. Soit G = GF Pensemble des
points de G stables par F ; G est un groupe réductif connexe et fini.

Soit L I'application de Lang de G dans lui-méme définie par L: g — g 'F(g).
D’apres [17, corollaire au théoreme 1], pour tout sous-groupe fermé connexe H de
G, L(H) = H. En particulier, L est surjective.

Soit B = TU un sous-groupe de Borel de G, avec T stable par F (B lui-méme
pouvant ne pas I'étre). Posons X = L™!(U). Cest une variété algébrique affine, stable
par multiplication a gauche par G et par multiplication a droite par T = TF : en effet,
pourx € X, g € Gett € T,onaL(gxt) = t 'x" g lgF(x)t = t7'L(x)t € U. Le
groupe G x T peut donc étre assimilé a un groupe fini d’automorphismes de X. Pour
tout (g,t) € G x T, on peut alors définir le nombre de Lefschetz £((g, t), X) comme
dans [5,7.1.4].

Pour tout caractére 6 de T, soit Ry g le caractere de Deligne-Lusztig de G dans C
associé a T, défini par

R-]_w: g

1 . }
m%ew L((g,1). %).

D’apres [5, proposition 7.3.6], cette application ne dépend que de T et pas de B.
Soit H; I'algebre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par un sous-groupe
parabolique minimal [Py de G fixé;; on a:

Proposition 4.5

(i) Sig est un élément régulier d’un tore maximal T de G, la restriction a Hg de la
distribution 1, ne dépend que de la classe de conjugaison de T dans G.

(ii)  Soit Rg un systeme de représentants des classes de conjugaison de tore maxi-
maux de G. Supposons que pour tout T € Ry, il existe un élément régulier gr dansI. Si
le diagramme de Dynkin de G ne contient aucune composante connexe de type E; ou Eg,
alors les distributions 14, |3, engendrent Uespace des distributions invariantes sur Hc,
et en constituent une base si G est déployé.

La démonstration de cette proposition fera 'objet de la section suivante.
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Revenons a la démonstration du théoreme 4.2. Puisque pour ¢ € G semi-simple
régulier, J(g, - ) ne dépend que de la classe de conjugaison de g, il suffit, pour mon-
trer la premiére assertion, de vérifier que si T est un tore non ramifié maximal de G
et si g, g’ sont deux éléments non ramifiés de réduction réguliere de T, alors J(g, -)
et J(g’, -) coincident sur Hj. Puisque le sous-groupe parahorique Ky de T est un
sous-groupe compact de G, il est contenu dans un sous-groupe parahorique maxi-
mal de G, donc il fixe au moins un point de B. Soit donc At une facette de B de
dimension maximale parmi celles fixées par Kr, et K le sous-groupe parahorique
correspondant. Quitte a conjuguer T, on peut supposer que K contient I. Pour tout
x € Ap, si K est le fixateur connexe de x, on a Ky C K, ; Kr /K% est alors un tore
maximal de G, = K, /K, et en appliquant la premiére assertion de la proposition 4.5
a Gy, g et g/, en posant, pour tout f € C>(G):

Ie(g, ) = i (g, f) = / Fk gy
K

et de méme pour g/, les distributions J,(g, -) et J(g’, - ) coincident sur 'espace H ,
des fonctions sur K, biinvariantes par I. De plus, si f est un élément de 3} dont
le support est disjoint de K, on a clairement J.(g, /) = J.(g’, f) = 0; J(g, -) et
Jx(g’, +) coincident donc sur Hj.

Soit maintenant A la chambre de B fixée par I, x € A et Gg un systeme de
représentants de G modulo Z¢(g) a gauche et K, a droite. On a, pour tout f € 3,

(2) (g )= Z vol(Zg(g)\Zg(g)th)/ f(k~'h~'ghk) dk
K

heG,

= Y v\ A K / £ ghk) dk
Ky

heG,
h~'gheK,

= Y VolZ@\Ze(@hK:) Jx(h~gh. f),
heG,
S

ol Aj—17y, est la face de A de dimension maximale parmi celles fixées par Kj—i7y, il
en existe, et A,—17, = & sinon. D’apres le lemme 4.3, x € A,—17y, si et seulement si
h~!gh € K. On a une décomposition similaire pour J(g’, f). De plus, on a le lemme
suivant:

Lemme 4.6 Ona Z%(g) = Z2(g'), et pour tout h € Gy, h™'gh € K, si et seulement
sih~'¢g'h € K..
Démonstration Puisque g et ¢’ sont réguliers dans T, on a:

Z3(9) = Z¢(T) = Zg(g)).

De plus, soit h € G tel que h™'gh € K. D’apres le lemme 4.3, h~'Krh C K, donc
h='¢’h € K,. Puisque d’apres la premiére assertion, on peut supposer Gy» = G,
Pautre implication est symétrique. ]
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D’apres ce lemme et ce qui précede, on a:

heG,
X€A, 1y,

= > vol(ZA(g"\Za(ghK) Tu(h "' , f),
hEGgl
XEA,—1qy

autrement dit J(g, f) = J(g’, f), pour tout f € H; .. Comme ceci est vrai pour tout
x €A, J(g, -)etJ(g', -) coincident sur 9{(’,’1 et la premiére assertion du théoreme est
démontrée.

Montrons maintenant la seconde. Supposons donc que G vérifie (C1), et que son
diagramme de Dynkin ne contient aucune composante de type E; ou Eg. Soit R un
systéme de représentants des classes de conjugaison de tores non ramifiés maximaux
de G, et pour tout T' € R, soit gr un élément non ramifié de réduction réguliere de
T, Kr I'unique sous-groupe parahorique de T et T = Ky /K. Soit D € D, ;. On va
montrer que la restriction a () de D est combinaison linéaire de celles des J(gr, -).

Soit K un sous-groupe parahorique de G contenant I, et G = K/K'. D’apres la
proposition 4.5, si Rg est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
de tores maximaux de G, il existe des constantes A, T € Rk, telles que pour toute
fonction f sur G a support dans K et biinvariante par I, on a

D(f) =Y MJk(gr, f),

TERk

ot pour tout T, gr est un élément régulier de T. De plus, si K’ est un sous-groupe
parahorique de G contenant K, et si G’ = K’ /K’!, G s’identifie & un sous-groupe de
Levi du sous-groupe parabolique IP image de K dans G', et on a le lemme suivant.

Lemme 4.7 Pour tout T' € Ry et pour toute fonction f sur G a support dans K et
biinvariante par I, on a:

Jxr(gr/, ) = card(Ne (1) >

T

1
card(No(1) Jx(gr, f),

la somme portant sur 'ensemble des T € Ry conjugués a T’ dans G'.

Démonstration En effet, soit Rx 1/ cet ensemble. Puisque gy est régulier dans T”,
il Pest aussi dans T, donc pour tout h € G’, h~'gy/h appartient a au plus un élément
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de Rg /. On en déduit:

Je(gr ) =Y f(hlgey= Y > fhgrh)

heG’ TERg 1/ heG’
h_]g'\F’ heT

:card((G Z Z Jx(h™"groh, f)

Te RK T he(Jr
h™ g‘[ /hE-”_(

_ card(G)
_card(G > 2w ke

TERy 1/ hG( !

h~ g‘[ +heT
1
= (T’ —_—
card(Ne: (")) D | — TNy ke
TeRgy/
ce qui démontre le lemme. ]
D’apres ce lemme, on a pour tous K, K, f:
D(f) =Y Mk(gr, f)
TERk
= Y v card(Ng/ (1) Z Tk (gr, ).
T/ ERy/ d(N@(T))

On en déduit que 'on peut supposer, pour tous K, K’ et tout T € Ry, si T’ est
P'unique élément de Rk tel que T € R 17 :

_ card(Ng/ (T")
At = card(Ng(T)) A

Pour tout tore non ramifié maximal T de G, tel qu’il existe un sous-groupe paraho-
rique K de G contenant I et Kr, si T est 'image de T dans G = K/K', posons:

pr = card(Ng () Ar.

On déduit de ce qui précede que 17 ne dépend que de T et pas du choix de K.

Soit d le plus petit entier vérifiant la propriété suivante: il existe une face B de A
de dimension d et un tore non ramifié maximal T de G tels que K; C Kp, ol Kp est le
fixateur connexe de B, et que p1 7 0. Si une telle face n’existe pas, on pose d = —1.
On va montrer 'assertion cherchée par récurrence sur d.

Sid = —1, la restriction de D a H] est nulle, donc D est nulle sur H d’apres le
théoreme 3.36 et Passertion est triviale. Supposons doncd > 0, et soit Ay, ..., A les
faces de A de dimension d. Pour tout j, soit f}CAj Iespace des fonctions sur K; = Ky,
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biinvariantes par I. D’apres ce qui précede, pour tout j € {1,...,s}ettout f € Hy,,
ona:

D(f) = > M (gr ),

’JI‘ERA],;

ou Ry, ¢ est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores maxi-
maux elliptiques de G; = K;/K].

Si T et T’ sont deux tores de G conjugués entre eux, alors Ky et Ky+ le sont
également, de méme que K} et K}, ; G agit donc par conjugaison sur 'ensemble
des tores finis Kr/K}, ou T est un tore de G. Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.8 Soit j,j' € {1,...,s}, s0it T € Ra; ¢ etT" € Ry, ¢. Supposons T et T’
conjugués par h € G. Alors Kj et Kj» sont associés ; de plus, si j = j', h normalise G;.

Démonstration En effet, on déduit immédiatement de [13, lemme 3.3.3] que
h™'Kjh et K, sont associés, ce qui implique d’une part que K; et K- le sont aussi, et
d’autre part que lorsque j = j', si on pose (M, Ky;) = £o(Kj, Ty), h normalise M et
Ky, donc également G, ce qui démontre le lemme. |

Revenons a la démonstration du théoréme. Par le méme raisonnement que dans le
lemme 3.20, si K et Kj» sont associés et si ¢ est un isomorphisme entre H,, et J{AJ,
obtenu en les identifiant tous deux a 'espace des fonctions sur G; = @ biinvariantes
par le parabolique minimal image de I, on a D(¢(f)) = D(f) pour tout f € Hy.
En particulier, pour tout j, si h normalise Gj, ona:

D(f) = Z Ak, (gr, ) = Z Aw—rnJi; (81 f)-

TER4 ;0 TRy

Si T et T’ sont deux éléments de Ry, ¢ conjugués dans G, on peut donc supposer
At = Arv.

Si maintenant T et T’ sont deux tores non ramifiés maximaux de G conjugués
entre eux et tels qu'il existe j, j’ tels que T = Kr/K} et T = K7+ /K}, sont des tores
elliptiques maximaux respectivement de G; et Gj., d’aprés le lemme précédent, K et
K, sont associés, et on déduit de ce qui précede que 'on a encore Ay = X/, d’ou,
puisque Gj; et G, sont isomorphes, 7 = pr/. Donc pr ne dépend que de la classe
de conjugaison de T dans G, et on a, pour tout j et pour tout f € Hy,

pH=pr ¥ —— e, f,

] I
TER;  T/€Rarr card(Ng; (T""))

OU Ry, ¢ 1 est I’ensemble des éléments de Ra; conjugués a T, et ol R, est 'ensemble
des T € R tel que Ry, ¢,r est non vide pour au moins un j.

De plus, pour tout T' € R, en remplacant D par J(gr, - ) ot gr est un élément non
ramifié¢ de réduction réguliere de T, on obtient, pour tout f € Hy, en utilisant (2):

1
J(gr, f) =vr Z m]&(&r”yﬁy

'IF"ERAj.f.T
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ol v7 est une constante non nulle. La distribution

D'=D-Y Yy )
TER,; v

est alors nulle sur tous les 3{4,. Par hypothése de récurrence, D’ est combinaison
linéaire d’intégrales orbitales de la forme J(gr, - ), T € R. C’est donc également le
cas de D et 'assertion cherchée est démontrée.

Supposons maintenant G déployé. On va montrer que les J(gr, - ), T € R sont
linéairement indépendantes. Supposons que ’on a une relation de la forme

> eri(gr, ) =0,

TER

avec au moins un des ¢r non nul. Soit d le plus grand entier tel qu’il existe au moins
un T € R, tel que cr # 0, soit Ay, ..., A; les faces de A de dimension d et Ky, ..., K
les parahoriques de G correspondants. Alors pour tout j, en conservant les notations
précédentes, on a, d’apres ce qui précede:

1
Z crvT Z m]&(ﬁr”, -)=0.

T€ERy "][‘”ERA}._[_T

Or puisque G est déployé, G; = K;/ K]l Iest aussi, donc d’apres la proposition 4.5, les
Ji; (g7, - ) sont linéairement indépendantes. L'égalité ci-dessus n’est alors possible
que si pour tout T tel que Ry, 7 est non vide, c; = 0. Comme ceci est vrai pour
tout j, on en déduit que pour tout T € Ry, cr = 0, ce qui contredit la définition
de d. On en conclut que tous les cr sont nuls et que les J(gr, - ) sont linéairement
indépendantes. ]

4.2 Démonstration de la proposition 4.5
La premiére assertion se déduit immédiatement du lemme suivant :

Lemme 4.9  Soit T un tore maximal de G, g un élément régulier de 1. Pour tout
feHg ona

1
L(f) = m<RLI7f>(Gn

oir T est Punique tore maximal de G contenant T.

Démonstration En effet, on a, d’apres [5, proposition 7.5.5] :

_ 20 -1
Y= iz @@ ne, | 2, 2O Rea D,

e T/ 3¢ [E(T)=T"

ou pour tout I, e/ est défini comme dans [5, 6.5] et vaut £1, et ol pour 4 entier, a,
est la plus grande puissance de p divisant a. Or puisque g est régulier dans T, T est &
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la fois le centralisateur de g dans G et le seul tore maximal de G le contenant. De plus,
puisque T est un tore de G, son cardinal n’est pas multiple de p. Légalité ci-dessus se
réduit donc a

— 1 —1
1N = o 26:9@) (R, ).

Soit 6 un caractére non trivial de T. On va montrer que (Ryg, f) = 0 pour tout
f € Hg, ce qui montrera le lemme. Pour cela, soit Ty un tore maximal de G contenu
dans Py, donc contenant un tore déployé maximal de G, et soit T, le tore maxi-
mal de G contenant Ty. Les couples (1, 1) et (I, #) ne sont pas géométriquement
conjugués. Si x est un caractére irréductible de G tel que (Rpg, x)¢ 7# 0, on a
alors (Ry, 1, x)6 = 0 d’apres [5, théoreme 7.3.8], d’ou, par [5, proposition 7.2.4],
<Indfg'0 I, x)¢ = 0. Or d’aprés [11, proposition 11.25], cela implique (x, )¢ = 0
pour tout f € H. On en déduit 'assertion cherchée. ]

Pour montrer la deuxiéme assertion de la proposition, il suffit, d’apres le
lemme 4.9, de montrer que les restrictions a H; des distributions (Ry1, - )G, ou T
décrit un systeme de représentants des classes de conjugaison de tores maximaux de
G, sont linéairement indépendantes.

Montrons d’abord que ’on peut supposer G simple et adjoint. Soit Z le centre de
G, et Z° sa composante neutre. En posant 7° = 2°F on a7’ C Py, donc H est
canoniquement isomorphe a I'algébre de Hecke de Gi/Z°, et pour tout x € G, si X est
I'image de x dans G/7Z°, on a pour tout f € Hg :

1 1 _
> fi& lxg)_mgz:f(g 'xg).

geG/7° €G

De plus, I'application T + T/Z° est une bijection canonique entre les tores maxi-
maux de G et ceux de G/Z°, et deux tores maximaux sont conjugués si et seulement
si leurs images sont conjuguées. Enfin on a le lemme suivant:

Lemme 4.10  Le sous-groupe des points fixés par F de G/7° est canoniquement iso-
morphe a G/7°.

Démonstration Ce lemme est une conséquence immédiate de [5, 1.17]. [ |

D’apres ce lemme et ce qui précede, la proposition est donc vraie pour G si et
seulement si elle est vraie pour G/Z°, et on peut supposer que Z° est trivial ; G est
alors semi-simple.

Montrons maintenant que 'on peut supposer Z trivial. Par le méme raisonne-
ment que précédemment, d’une part la proposition est vraie pour G si et seulement
si elle est vraie pour G/Z, et d’autre part, on a une injection canonique de G/Z dans
(G/Z)F, qui cette fois n’est plus surjective, mais dont 'image est un sous-groupe nor-
mal de (G/Z)F. De plus, 'ensemble des classes de (G/Z)¥ modulo G /Z est indexé par
Z/L(Z) (L(Z) est un groupe car Z est abélien). Ceci reste vrai en remplagant G par
n’importe lequel de ses sous-groupes fermés F-stables contenant Z, et en particulier
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par un tore maximal T. On en déduit en particulier d’une part une bijection cano-
nique entre les tores maximaux de G/Z et ceux de (G/Z)¥, et d’autre part, puisque
(T/Z)F rencontre toutes les classes de (G/Z)¥ modulo G/7Z, que deux tores maxi-
maux de G /7 sont conjugués dans (G /Z)¥ si et seulement si ils le sont dans G/Z. On
a donc une bijection canonique entre les classes de conjugaison de tores maximaux
de G/Z et celles de (G/Z)E.

Soit maintenant P, un sous-groupe parabolique minimal de (G/Z)F. Clest le
groupe des points fixes par F d’un sous-groupe de Borel F-stable de G/Z, donc
d’apres ce qui précede, Py N (G/Z) est un sous-groupe normal d’indice [Z:L(Z)]
de Py. On en déduit que les algebres de Hecke H((G/Z)F) et H(G/Z), constituées
des fonctions biinvariantes respectivement par Py et Py N (G/7Z), sont canonique-
ment isomorphes. D’autre part, les espaces des restrictions a ces deux algebres des
distributions invariantes sur les groupes respectifs sont également canoniquement

isomorphes: en effet, considérons la représentation m# = Indjg'o/}lz 1. Dapres [11,

11.25], Pespace des restrictions a H(G/7Z) des distributions invariantes sur G/Z est
engendré par les traces des sous-représentations de 7. On a également une assertion
similaire pour (G/Z)F et 7’ définie de fagon similaire a . D’autre part, d’apres [5,
1.17] appliqué a G et Py, les éléments de I'espace V de 7 sont les restrictions a Gi/Z
des éléments de ’espace V' de 7', et I’application restriction est bijective. De plus, si
W’ est un sous-espace irréductible de V' et W son image dans V, W est stable par ,
et somme de sous-espaces irréductibles sur lesquels G/Z agit par des représentations
toutes conjuguées entre elles par des éléments de (T/Z)F. Puisque H(G/Z) est inva-
riante par conjugaison par ce groupe, toutes ces représentations ont méme trace sur
H(G/7Z), ce qui démontre I’assertion cherchée.

Enfin, si x est un élément semi-simple régulier de G/Z et si f € H((G/Z)F), ona:

_ 1 _
> fe =g Y ),

9€G/7. SE(G/L)F

La proposition est donc vraie pour G/Z, et donc pour G, si et seulement si elle est
vraie pour (G/Z)F, et donc on peut, quitte a remplacer G par G/Z, supposer Z trivial,
Cest-a-dire G adjoint. Enfin, on peut supposer G simple par le méme raisonnement
que dans [5, 12.1].

Soit W le groupe de Weyl de G relativement a T,. Puisque T, est stable par F, F
agit sur W. On dit que deux éléments w, w’ de W sont F-conjugués il existe x € W
tel que w’ = x~'wF(x). La F-conjugaison est clairement une relation d’équivalence
sur W. De plus, d’apres [5, proposition 3.3.3], il existe une bijection canonique entre
les classes de conjugaison de tores maximaux de G et les classes de F-conjugaison de
W. Soit W' un systéeme de représentants de ces classes. Pour tout w € W', on fixera
un tore maximal T, de G tel que T, appartient a la classe correspondant a w.

Si G est déployé, I'action de F sur W est triviale, et les classes de F-conjugaison de
W sont les classes de conjugaison ordinaires. Pour tout caractere irréductible ¢ de
W, posons alors:

1
Ry = card(W) Z ¢(W)Ry 1

wew’
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Si G n’est pas déployé, soit Wy le groupe fini d’endomorphismes de Ty engendré par
W et F, et posons pour tout caractere irréductible ¢ de Wy :

1

R@ = W Z (ZS(FW)R']_[‘WJ

wew’

Puisque I'on a également pour tout w € W' Ry 1 = >, ¢(W)R; si G est déploye,
etRy 1 = > s @(Fw)Ry, sinon, I'espace engendré par les R, est le méme que celui
engendré par les Ry ;. On va donc montrer que les restrictions a Hg des (Rys )
engendrent 'espace des distributions sur Hg, et en constituent une base si G est
déployé.

Pour cela, considérons les caracteres irréductibles unipotents de G, c’est-a-dire
ceux qui interviennent comme composantes irréductibles des Ry ;. Lusztig [20] les
classe en familles de la maniére suivante. Les familles sont les plus petites parties de
I’ensemble des caracteres unipotents de G telles que si x et x’ sont deux caractéres
intervenant comme composantes de Ry, pour ¢ donné, ils sont dans une méme fa-
mille. Ou encore: deux caracteéres unipotents y et x’ de G sont dans une méme
famille si et seulement s’il existe une suite Y = Xo, X1,--.,Xr = X de caractéres
unipotents et des caracteres irréductibles ¢y, . .., ¢, de W tels que pour tout i, x;_;
et x; interviennent tous deux dans Ry,.

Supposons d’abord G déployé. D’apres [5, propositions 10.1.2 et 10.11.2], il existe
une bijection ¢ — X4 entre les caracteres irréductibles de W et ceux de G interve-
nant dans la série principale. Considérons donc la matrice indexée par les caractéres
irréductibles de W suivante:

Mg = ((Rgs Xo')6) 6

Puisque les (X, - ) forment une base de 'espace des distributions sur Hg;, il suffit
de montrer que cette matrice est inversible.

Soit F une famille de caracteres unipotents. D’apres [5, 12.3], on peut lui attacher
un groupe fini I' = T'(F), qui est soit (Z/27)", n > 0, soit le groupe symétrique S,,,
n = 3,4, 5, et qui vérifie la propriété suivante: fixons un ensemble de représentants
R des classes de conjugaison de I'. Soit M(I") Pensemble des couples (x, o), ol x € R
et o est un caractere irréductible de Zr(x). Il existe alors une bijection (x, o) — X (x,0)
entre M(I") et F telle que pour tout (x,0) € M(I') et tout caractere irréductible ¢ de
W, si (y, 7) est élément de M(I") tel que Xy = X(y.1)> (Rgs X(x,0))G Vaut:

_ 1 NS
{x0), (1)} = card(Zp(x)) card(Zr(y)) gEZF oleyg IT(g™xg).

xgyg'=gyg'x

En particulier, les {(x, o), (x,0)} sont non nuls, donc pour tout ¢, Y, intervient
dans Rs. On en déduit que si ¢, ¢’ sont tels que X, et x4 ne sont pas dans la méme
famille, (Ry, x4/)¢ = 0. La matrice Mg est donc (en ordonnant convenablement
les ¢) diagonale par blocs, chaque bloc étant constitué des termes d’indice (¢, ¢) tels
que x4 et x4/ appartiennent a une famille donnée. Le bloc de M; correspondant a F
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est constitué des {(x, o), (y,7)}, ot (x,0) € M(T'(F) est tel qu’il existe un ¢ tel que
X6 = X(x,0)> €t de méme pour (y, 7). Il suffit donc de vérifier que chacun de ces blocs
est inversible. Pour cela, il faut considérer séparément les différents cas possibles.

Si maintenant G n’est pas déployé, on obtient une matrice Mz = ((Ry, X))o,y
qui n’est plus forcément une matrice carrée. Ici, les blocs a considérer sont composés
des termes d’indice (Ry, X) tels que les x sont les caractéres de la série principale ap-
partenant a une famille donnée et les R, sont ceux dans lesquels les x interviennent.
11 suffit de vérifier pour chacun de ces blocs que, si r est le cardinal de 'ensemble
des x de la série principale contenus dans la famille correspondante, le bloc est de
rang r. La aussi, il faut considérer séparément les différents cas possibles.

Supposons d’abord G de type A,, n > 1. Alors d’apres [5, 13.9], toutes les fa-
milles de caracteres unipotents sont des singletons, et le groupe qui leur est attaché
est {1}. La matrice M est alors une matrice diagonale dont les termes diagonaux
valent {(1, 1), (1,1)} = 1. C’est donc la matrice identité, qui est inversible.

Supposons ensuite G de type 2A,, n > 1. Alors d’apres [5, 13.9], toutes les fa-
milles de caracteres unipotents sont également des singletons, et si y est un caractere
unipotent, s’il appartient a la série principale, il existe un ¢ tel que Ry = x et le bloc
correspondant vaut {1}. Si x n’est pas dans la série principale, le bloc est vide. Ce
bloc est donc toujours de méme rang que le nombre de caracteres de la série princi-
pale contenus dans la famille, ce qui montre ’assertion cherchée.

Supposons maintenant G de type B, ouC,,, n > 2. D’apres [5, 13.9], les caracteres
unipotents de G sont alors en bijection avec les symboles de la forme suivante:

()\1, Aoyt A,,)
Ky -oy Hp ’
ol a — b est impair et positif, les suites ();) et (1;) sont des suites strictement crois-
santes d’entiers naturels, (A1, 1;) # (0,0), etona:

a b b—

ou pour x € R, [x] représente la partie entiere de x. Le membre de gauche de Iégalité
ci-dessus est appelé le rang du symbole. Parmi ces symboles, ceux correspondant a
des caracteres de la série principale sont ceux tels que a — b = 1.

Soit L ,
(Al,/\z,...,)\g> ( 1s 2,...,/\u,)
Ky .oy Hp M{a"'a:u’é/
deux symboles de rang n. Ils correspondent a deux caracteres de la méme famille si
et seulement si les multi-ensembles

{)\l,u‘a)‘a,ﬂla"'vub} et {A{a"w)‘;/muiv""ﬂ}g’}

sont égaux. Si un élément apparait dans les deux lignes d’un symbole, il apparaitra
également dans les deux lignes de tous les symboles de la méme famille. Pour une
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famille donnée, si Z est 'ensemble des entiers apparaissant exactement une fois dans
les symboles de la famille, et si son cardinal est 2z + 1, lesdits symboles sont alors en
bijection avec les parties de Z de cardinal congru a z modulo 2 (I'image d’un symbole
étant alors 'ensemble des éléments de Z se trouvant sur sa ligne du haut sia — b
est congru a 3 modulo 4 et sur sa ligne du bas sinon), et ceux correspondant a des
caracteres de la série principale sont en bijection avec les parties de Z de cardinal
exactement z.

Fixons une famille F de symboles. Elle contient un unique symbole spécial ; Cest
celui pourlequelonaa—b=Tlet A\ < g < A\ < -+ < pyy < A, La partie Z,, de
Z image de ce symbole par la bijection ci-dessus est 'ensemble des y; différents a la
fois de \; et de A;y;. Posons également Z* = Z — Z,.

Soit un symbole de JF, et soit M C Z son image par la bijection ci-dessus. Posons
M = MUZ,)— (MnNZ,). Le cardinal de M* est pair. De plus, ona M =
(M* U Z,) — (M* N Z,). Lapplication M — M? est donc une bijection entre les
parties de Z de cardinal congru a z modulo 2 et les parties de Z de cardinal pair. De
plus, les parties M de Z de cardinal z sont en bijection avec les parties M* de Z telles
que M* N Z, et M* N Z* sont de méme cardinal.

Soit donc V' I’ensemble des parties de Z de cardinal pair. Si M* et N* sont deux
éléments de V, leur différence symétrique est encore un élément de V. De plus, cette
différence définit une loi de groupe sur V, pour laquelle V est isomorphe a (IF,)%.
Considérons la forme alternée sur V définie par (M*, N*) = card(M* N N*) mod 2.
Ecrivons Z = {z,...,2,} et posons, pour 1 < i < 2z, f; = {z0,...,2} siiest
impair, et f; = {z,...,2i—2,2} sii est pair. Alors (fi,..., fo;) est une base de V,
pour laquelle la matrice de la forme alternée { -, - ) est la matrice diagonale par blocs
dont tous les blocs diagonaux sont (? (1)) Soit T, (resp., I'’) le sous-groupe de V
engendré par les f;, i impair, (resp., i pair). Pour tout ¢’ € I'' non nul, 'application
linéaire (—1)% ") de I" dans C est non nulle ; T'/ est donc canoniquement isomorphe
a ™. De plus, puisque I est abélien, on a M(I') = I x I'* ; M(I") est donc en bijec-
tion canonique avec V. Enfin, soit M¥, N¥ € V, et soit (x, o) et (y, T) les éléments
correspondants de M(I"). On a:

{600, 057} = 30T = S (-,

ot x’ et y’ sont les éléments de T" correspondant respectivement a o et 7. De plus, on
a,puisque ' =Tt et T/ =T+ pour (-, -):

(x',y) + (' x) = (x+x',y +y') = (M",N¥),

dou {(x,0),(y,7)} = %(—l)card(M#”N#). 1 suffit donc de montrer que la matrice
suivante :

M = ((_1)card(M”ﬂN#)) N

ou M* et N* décrivent 'ensemble E des parties de Z dont les intersections avec Z,
et avec Z* sont de méme cardinal, est inversible. On va en fait montrer le lemme un
peu plus général suivant que 'on appliquera a la transposée de M.
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Lemme4.11 Soit z,z',d € N, d' € Zvérifiantd < z,z—d =2z +d+t1et
—z' < d'" < z Soit Z*, (resp., Z.), un ensemble de cardinal z, (resp., z'), et soit Z
Punion disjointe de Z* et Z,. Soit E, (resp., F), Uensemble des parties M de Z vérifiant
card(MNZ*) = card(M N Z,) +d, (resp., card(M N Z*) = card(M N Z,) +d’). Alors
la matrice

M/ — ((_l)card(NﬁM)) NeEMEE

a pour rang le cardinal de F. En particulier, sid = d’, elle est inversible.

Démonstration On va montrer le lemme par récurrence sur le cardinal z + z’ de
Z (en remarquant tout d’abord que la condition z — d = z’ + d &+ 1 impose z + 2’
impair). Siz+ 2z’ = 1, on est dans un des cas suivants:

e z=1,z"=0,detd’ valentOou1;
e z2=0,z=1,d=d =0.

Dans tous les cas, ona E = {Z} sid = 1,et E = {@} sid = 0. Il en est de méme
pour F en fonction de d’; M’ vaut alors (1) ou (—1) suivant les cas, et est donc de
rang card(F) = 1.

Supposons maintenant que z + z’ > 1, et remarquons d’abord que I'on n’a ni
d =znid =z = 0. En effet, le premier cas impose 0 =z’ +d+ 1 =2z"+z+ 1,
d’ottz’ + z = 1; quant au second, il impose z = +1, otz + z' = 1.

Appelons Ay, ..., A, (resp., ti1, . . ., tzr) les éléments de Z* (resp., Z..). Le groupe
symétrique S, (resp., S,/) agit sur Z* (resp., Z.) et cette action induit une action de
S; x S,/ sur Pensemble des parties de Z ; E et F sont stables par cette action. Soit
r = card(E), r’ = card(F), et My, ..., M, (resp., Ny,...,N,) les éléments de E. Si
(e1,...,e) (resp., (fi,..., fr») est la base canonique de R" (resp., ]R{"), on posera
pour tout 7, ey, = €; (resp., fn, = fi)-

Pour touti € {0,...,z'}, soit E; (resp., F;) 'ensemble des éléments M de E (resp.,
F) tels que M N Z, est de cardinal i ; posons:

!
Vi:E em, vizg f-

MEE; NEF;

Pour toute transposition élémentaire s de S, et tout élément M de E (resp., N de F)
non invariant par (s, 1), posons wars = ey — ey et Wi, = fv — fisnav. Pour
toute transposition élémentaire s’ de S, et tout élément M de E (resp., N de F) non
invariant par (1,s’), posons enfin up ¢ = ey — ey et Uy = fv — fusHm-
Considérons la famille d’éléments de R” constituée des v;, des WM,S et des up 5. Cette
famille engendre R”. En effet, on a pour tout M, sii = card(M N Z,.):

1
em = m(%’— Z(eN_eM)) >

NEE;

de plus, S, x S,/ agit transitivement sur E;, et il existe donc pour tout N € E;, une
suite de transpositions élémentaires s, ...,s;de S, et s],...,s/,;, de S,/ telles que, si
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on pose Ny = N et pour tout i, par récurrence, N; = (s;, 1)(N;_1)sil < i < let
Ni=(1,s/_)(Ni_)sil <i<I+1',onaNyy =M. Onen déduit:

I+

eEN — €M = E (eN EN;_ 1)_ E WNi_s T E UNpyi—1.s! -
i=1

i=l+1

Il en est de méme pour la famille d’éléments de R constituée des v/, des wy et
des uy . 1l suffit donc de montrer que tous ces éléments sont dans I'image de M.
Considérons d’abord les Wi, Sid' = z, il n’en existe pas et I'assertion cherchée est
triviale. Supposons donc d’ < z. Pour tout s et tout M € E, si s permute les éléments
Ai et A4 de Z*, avec par exemple \; € M et \iy; ¢ M, ona:

M/WMS _ Z((_l)card(MﬁN) _ (_1)card((s,l)(M)ﬂN))eN

NEF
_ Z(—l)card(MﬂN)(e(s,l)N _ eN) I Z (_1)card(MﬂN)W1/\]’s
NEF NEEs(N)#N

- 9 Z (_1)card(MﬁN)WI/\r7s'

NEFXNEN N éN

Fixons un s. Il existe une bijection entre 'ensemble des M € E tels que \; € M et
Ai+1 & M et I'ensemble E’ de parties de Z — {\;, \i4; } défini de maniére similaire
a E en remplacant d par d — 1 (si d = 0, on inverse les roles de Z* — {\;, Ay } et Z,
et on remplace d par 1), donnée par M — (Z — {\;;;}) — M. On a de méme une
bijection entre 'ensemble des N € F contenant \; et pas \;; et 'ensemble F’ défini
de maniére similaire 2 E’. De plus, on a pour tous M, N contenant A; et pas Aj+1,
puisque Z — {\;;1} est de cardinal pair:

(l)cardMﬁN) ( 1)cardMﬁ (Z—{Ni+1})—N)) ( l)card( (Z—{Ain H)—M)IN(Z—{ X1 })—N))

On vérifie aisément que si d > 0, le septuplet
(z=2,2",d=1,d" = 1,Z" — {\, Xir }, Ze, Z — {Ni, At })
(sid = 0, le septuplet
(z/,2=2,1,1—-d", Z, Z* = {\i, i }, Z — {\i, At })

resp.), vérifie les conditions du lemme. En lui appliquant ’hypotheése de récurrence,
on voit que la matrice constituée des termes ci-dessus est surjective. Pour tout M, wy, ¢
est donc dans I'image de M/, et ceci est vrai pour tout s. Par un raisonnement simi-
laire, tous les ”1/\1.5’ sont également dans I'image de M (il n’en existe pas sid’ = —z/,
etsid > —z’, on applique I'hypothese de récurrence au septuplet (z,z' — 2,d + 1,
A"+ 1,2% Ze — {piy i1 1, Z — { i, thiv1}))> OU i, piy1 sont les éléments de Z, per-
mutés par s’.
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Considérons maintenant les v]’- . On a, pour tout 7,

!
z

M/Vi _ § : § (_l)card(MﬁN)fN — § Cj,i,z,z’,d,d’V]/'7
j=0

MEE; NeF

avec pour tous i, j, en fixant N; € Fj,

Ciarddr = Y (=)IMON),
MEE;

Soiti; = inf(z—d,z’), j, = inf(z—d’,z’) ; E; (resp., F;) est non vide si et seulement
si0 < i <1 (resp, 0 < j < ji). On va montrer que pour tous ces j-la, v; est dans
est de rang j; + 1. Pour cela, fixons une suite croissante My C M; C -- . C Mi_l,:)ﬁ
pour tout i, M; € E;. Enposant I = {1,...,i1}, pour toute partie I’ de I, posons

My = Mo U | (M — M),
iel’

C’est un élément de Ec,rq(1/)- En effet, pour tout i, M; — M;_; contient exactement un
élément de Z* et un élément de Z,, et tous les M; — M;_, sont disjoints. Pour toute
partie I’ de I, et tout N € F, soit y 'application de 'ensemble des parties de I’ dans
(€ donnée par

x: KcC I/ — (_l)card(Nﬁ(Mkag)).

Si on munit ensemble des parties de I’ de la loi de groupe définie par la différence
symétrique, X est un caractere de ce groupe, et on a donc ), X(K) = 0, sauf si
X = 1, ce qui est le cas si et seulement si tous les M; — M;_1, i € I, sont soit inclus
dans N soit disjoints de N. Soit F;;» 'ensemble des N € F; vérifiant cette condition.
Posons, pour toute partie I’ de I de cardinal 7,

1 .
kj,i,zﬁz’,dﬁd’ — i <k> Cikzz'ddr = p—i § z :(_l)card(NﬂMK)
k=0

NeF, KCI’
Z (_1)card(NﬂMg)

NEF;

On a le produit matriciel suivant:

(i
(Kjizzraa)ji = (Cjizzrdd)ji (2 l<i,)> .
17 €10, }

La seconde matrice du membre de droite est en matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux sont 1,27!,... 271, Elle est donc inversible, et on en
déduit que la matrice des ¢j; ./ 44/ est de rang j; + 1 si et seulement si celle des
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kjizzaa Pest. On va donc monter que les lignes de cette matrice sont linéairement
indépendantes.

Pour touti € {1,...,i;}, en posant I’ = {1,...,i}, écrivons Fj;» = Fj;; U
Fjp, ot Fjpry (resp., Fjps ) est lensemble des éléments de F;;/ qui contiennent
M; — M;_, (resp., disjoints de M; — M;_,). Soit E/ (resp., F/) 'ensemble des parties
de Z — (M; — M;_,) défini de maniére similaire & E (resp., F) ; définissons également
(Ef)jx> pour K C I' — {i}, de maniere similaire & F; k. Alors les éléments de F; />
sont exactement ceux de (F/) j1'—{i}> et lapplication N — N — (M; — M;_1) est une
bijection canonique de Fj ;) dans (F);_y ;/—}. On en déduit

Z (_ 1 )card(NﬂMg)

NEF; s

— Z (_ 1 )card(NﬂMo) + Z (_ 1 )card(NﬂMo) 7

Ne(Fi,)j,I’—{i} NE(F’-/)17171/,{,-}

soit kj,i,zﬁz’,d,d’ = kj,i—l,z—lﬁz’—l,dﬁd’ + kj—l,i—l,z—l,z’—l,d,d’- Soit Ag, ..., >‘j1 tels que
pour tout i, 3 Ajkjizzr a4 = 0. On en déduit pour i > 1,

-1
Z()\] + /\jJrl)kai_lyl—lyl'—l,d,d’ = 0.

j=0

Par hypothése de récurrence, la matrice (k;j;,—1./—14.4/);; est de rang jj, donc tous
les A\; + Ajy; sont nuls ; on en déduit, pour tout j, A; = (=1)/X\o. Pour achever la
démonstration, il suffit donc de vérifier que 'on a Z;;O(—l)j kjozzraa # 0. Cela
montrera que tous les A; sont nuls et donc que les lignes de la matrice des k;; ; ;7 4.4/
sont bien linéairement indépendantes. Pour tout j, on a

card(NNM
kj,O,z,z',d,d’ = €j 0,2z dd = E (_1) ( o)
NEF;

WhSHHIfra]

On en déduit
j1 1 ’ j
CVkee il (7 ok d z—d
St ban =S () S (1) (s

_ ?j(—l)’(z_ld) <Z (Z]) (j+j’ —l)>'

j=0

Montrons donc le lemme suivant :
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Lemme 4.12  Pour toutl, ona:

()G (507%)

e i)\j+d -1 I+d—d')’

Démonstration En effet, considérons le polynome (1 + X)* . Son terme de degré

I+d—d est (lfd,fi,). Orona (1 +X)Z/+d =(1 +X)Z/(1 +X)4 et le terme de degré

I+ d — d’ du membre de droite de cette égalité vaut

()i a)

part j)\+d—-d —j)’

Comme pour tout j, on a ( l+d_";/_j) = (j+dd/_l) , on trouve bien I'égalité de
I’énoncé. u

On déduit de ce lemme que 'on a

) z—d ’
Ve o z—d z'+d
j};( 1)k 0227 d.d l;( 1)( l )(Hd_d, .

Quitte a remplacer z par z — d, z’ par z’ + d et d’ par d’ — d, on peut donc supposer
d = 0;onaalorsz =z’ &+ 1. Supposons par exemple z/ = z+ 1; on a le lemme
suivant:

Lemme 4.13 Pour toutk € 7, ona

Z_,z z+1__[#] 4
2D ()(Gee) = <[—1)

Démonstration En effet, le membre de gauche de cette égalité est égal a

z 12 z+1
g(_l) (l)<z+1—l—k>’

qui est le terme de degré z+ 1 — k du polynome (X — 1)*(X+1)*"! = (X> = 1)*(X+1).
Or pour tout ! € Z, les termes de degré 2 et 2/+1 de ce polyndme sont égaux et valent
(=1)' (7). Le terme de degré z — k+ 1 est donc égal au membre de droite de I'égalité

de ’énoncé, ce qui démontre le lemme. ]
En appliquant ce lemme au cas k = —d’, on a:
: z\[(z+1 / z
z+d” +1

Z(_l)l< ) ( /) = (_1)[ : ]( z+d’+1 )

— I)\I-d (2551
Puisque d’ est compris entre —z' = —z — letz, ona 0 < [#} < zle
membre de droite de I’égalité ci-dessus est non nul, ce qui achéve la démonstration
du lemme 4.11. ]

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

Distributions invariantes 971

Supposons maintenant G de type D,, n > 4. D’apres [5, 13.9], il existe une
surjection de ’ensemble des caractéres unipotents de G dans I’ensemble des symboles
de la forme suivante (modulo inversion des deux lignes) :

<>\1, Aoy ,Au)

K- -5 Hb

ol a — b est multiple de 4, les suites (\;) et (1;) sont des suites strictement croissantes
d’entiers naturels, (A1, ;) # (0,0), eton a

ey ()] -

(le membre de gauche de I’égalité ci-dessus est ici encore appelé le rang du symbole).
Un symbole (AL?Z # ) a deux antécédents par cette surjection sia = b et pour tout i,
Ai = pi, et un seul dans tous les autres cas. Parmi ces symboles, ceux correspondant
a des caracteres de la série principale sont ceux tels que a = b.

Soit (Ajlfzmj\“) un symbole de rang n. Sia = bet \; = u; pour tout i, les deux
caractéres unipotents correspondants sont dans deux familles distinctes et réduites
a eux-mémes. Sinon, si (’\L,AZ/,A/’) est un autre symbole de rang n, ces deux sym-
boles correspondent a deux caracteres de la méme famille si et seulement si les multi-
ensembles {1, ..., Ag, o1, .o, pup} et {N[, ... AL, 1l .., p1y ) sont égaux. On en
déduit, de méme que dans le cas B, /C,, que si Z est 'ensemble des entiers appa-
raissant exactement une fois dans les symboles d’une famille, et si son cardinal est
2z, lesdits symboles sont en bijection avec les couples non ordonnés de parties de
Z de cardinal congru a z modulo 2 de la forme (M, Z — M) ('image d’un symbole
étant alors le couple formé de 'ensemble des éléments de Z se trouvant sur chacune
des deux lignes), et ceux correspondant a des caracteéres de la série principale sont
en bijection avec les couples de parties de Z de cardinal exactement z de la forme
ci-dessus.

Siz = 0, on est dans le cas ol a = bet \; = p; pour touti et M = (1) est
clairement inversible. Supposons donc z > 0. Soit M une partie de Z de cardinal
congru a z modulo 2. Posons M* = (M U Z,) — (M N Z,). D’apres ce que 'on
a déja vu, application M — M* est une bijection entre les parties de Z de cardi-
nal congru a z modulo 2 et les parties de Z de cardinal pair. De plus, les parties M
de Z de cardinal z sont en bijection avec les parties M* de Z telles que M* N Z, et
M?* N Z* sont de méme cardinal. Enfin, on a pour tout M (Z — M)* = Z — M*.
Considérons le IF;-espace vectoriel V' constitué de 'ensemble des parties de Z de car-
dinal pair muni de la différence symétrique, et la forme alternée sur V définie par
(M* N*) = card(M*NN¥) mod 2. Puisque le cardinal de Z est pair, on a pour tous
M* N*, (M*,Z — N*) = (M* N*). Considérons donc I'espace V|, = V /{0, Z}.
Les éléments de V; sont les couples non ordonnés de la forme (M*, Z — M¥), ou M*
est de cardinal pair. V; est muni de la forme alternée induite par celle de V, et par
un raisonnement similaire & celui du cas B,,/C,, il suffit de montrer que la matrice

= ((=1){Cr€2) )@]7(92 ou € et G, décrivent Pensemble des couples non ordonnés
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(M*, Z — M*) de parties de Z tels que les intersections de M* avec Z, et avec Z* sont
de méme cardinal, est inversible.

Soit x un élément de Z, quelconque. L'ensemble des couples non ordonnés de
parties de Z de la forme (M*,Z — M?) tels que M* est de cardinal pair (resp., M*
est de cardinal pair et M* N Z, et M* N Z* ont méme cardinal) est en bijection avec
’ensemble des parties M} de Z — {x} de cardinal pair (resp., de cardinal pair et dont
les intersections avec Z, — {x} et Z* ont méme cardinal). L'image de (M*,Z — M*)
est celle des deux qui ne contient pas x. On a donc M = ((—l)card(Mmef ))M]x,le
ou M} et Nj décrivent 'ensemble des parties de Z — {x} dont les intersections avec
Z, — {x} etavec Z* sont de méme cardinal, et une telle matrice est inversible d’apres
la démonstration du cas B, /C,,.

Supposons maintenant G de type ’D,, n > 4. D’apres [5, 13.9], il existe une
bijection de ensemble des caracteres unipotents de G dans 'ensemble des symboles

de la forme suivante :
()\17 >\27 ey )\a>
Hiye-es Wb ’

ou a — b est positif et congru a 2 modulo 4, les suites (A;) et (u;) sont des suites
strictement croissantes d’entiers naturels, (A1, z41) # (0,0), eton a

a b .
Sy [(M5) ] =

(le membre de gauche de I’égalité ci-dessus est ici encore appelé le rang du symbole).
Parmi ces symboles, ceux correspondant a des caracteres de la série principale sont
ceux telsquea — b = 2.

Soit ( A};ﬁ%j;;}‘;lj\”) et ( ’\Llf\zlﬂg\//’ ) deux symboles de rang n. Ces deux symboles
correspondent a deux caractéres de la méme famille si et seulement si les multi-
ensembles {1, ..., Ag, pt1, ..., pp} et {\, ..., AL, pi, ..., pp, } sont égaux. Encore
une fois, on en déduit de méme que dans le cas B, /C, que si Z est 'ensemble des
entiers apparaissant exactement une fois dans les symboles d’une famille, et si son
cardinal est 2z, lesdits symboles sont en bijection avec les parties de Z de cardinal
inférieur a z et congru a z — 1 modulo 2, et ceux correspondant a des caracteres de la
série principale sont en bijection avec les parties de Z de cardinal exactement z — 1.

Soit Z* (resp, Z,) les parties de Z définies comme dans le cas B,,/C,,. Si M est une
partie de Z, posons ici aussi M¥ = (MUZ,)—(MNZ,). Lapplication M — M?¥ induit
une bijection de ’ensemble des parties de Z de cardinal z (resp., z—1) dans ’ensemble
7, (resp., Z,) des parties M* de Z telles que card(M* N Z*) = card(M* N Z,) (resp.,
cardM* N Z,) — 1).

D’apres [18, 3.15.2], il suffit de vérifier que la matrice

M = ((_1)card(WﬁN")) ez Nez,

est de rang r = card(Z;). Cest un cas particulier du lemme 4.11, que on applique a
la transposée de M en posantz’ =z — 1,d = 0etd’ = —1.
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Supposons maintenant G de type >D,. D’apres [19, 1.17], la série principale de G
possede six caractéres unipotents, quatre constituant quatre familles a eux seuls et les
deux restants dans une méme famille F de cardinal 4. D’autre part, W possede sept
caracteres irréductibles, et les éléments de J interviennent dans les R, correspondant
a trois d’entre eux ; d’apres [19, 1.18], la matrice bloc correspondante est

1
M, = -
2

qui est clairement de rang 2.

Supposons maintenant G de type G,. D’apres [5, 13.9], la série principale de G
posséde six caractéres unipotents, deux constituant deux familles a eux seuls et les
quatre restants dans une méme famille F de cardinal 8. D’autre part, W possede six
caracteres irréductibles, et les éléments de J interviennent dans les Ry correspondant
a quatre d’entre eux ; d’apres [5, 13.6], la matrice bloc correspondante est

T T |
6 2 3 3
1 1

|22 20

27l oo o2 1
3 3 3
1 1 2
3033

dont le déterminant vaut —é et qui est donc inversible.
Supposons maintenant G de type Fy. D’apres [5, 13.6, 13.9], il suffit de considérer
les deux matrices suivantes:

(11
My=-[1 1 -1
2 )
1 -1 1
i1 1 11 111111
24 8 8 12 4 4 8 8 8 3
L L L N L
8 8 8 4 4 4 8 8 8 4
1331 1 1 1 1 1 g 1
8 8 8 4 4 4 8 8 8 4
1 1 1 1 1 1 1 1
12 4 4 6 0 0 4 4 4 3 0
R 1 11 1
4 4 4 0 2 0 4 4 4 0 0
| T T
M=%t 1 1 0 o L0 o
11 11 1 13 1 3 g 1
8 8 8 4 4 4 8 8 8 4
11 1 11 1 13 1 g 1
8 8 8 4 4 4 8 8 8 4
11 1 1 1 1 3 1 3 g 1
8 8 8 4 4 4 8 8 8 4
1 1 2
Lo 0o - 0o o o o 0o 2 o
1 1 1 1 1 1 1
4 4 0 0 0 4 4 4 0
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Le déterminant de M3 vaut —%, celui de M, vaut ﬁ ; elles sont donc toutes deux
inversibles.

Supposons maintenant G de type Eg. D’apres [5, 13.6, 13.9], il suffit de considérer
la matrice M3 et la matrice suivante :

1 1 1 1 1

6 2 3 3

1 1 1

2 2 0 0 2

_ |1 2 _1 1
Ms = 3 0 3 3 3 ’

1 1 2 1

3 0 3 3 3

1 _1 1 1 1

6 2 3 3 6

dont le déterminant vaut é et qui est donc inversible.
Supposons enfin G de type 2E¢. D’apres [19, 1.15] et [5, 13.6, 13.9], il suffit de
considérer les matrices suivantes:

11 1 1

11 1 -1 -1

Ms=211 -1 1 —1|
1 -1 -1 1

2 1 1

5 03 0 0 =3

1 1 1 1 1

3068 1 T2 03

M=o b b -1 o
1 1 1

0 -2 -2 3 0

1 1 2

-3 3 0 0 3

La premiére est hermitienne par [5, 13.9], donc inversible. Le déterminant de la
seconde est — é , donc elle est également inversible ce qui acheve la démonstration de
la proposition 4.5. ]

Remarque Si G est de type E; ou Eg, d’apres [5, 13.9] il existe des familles (une
pour E; et deux pour Eg) de caracteres unipotents de G qui sont de cardinal 4 et qui
contiennent exactement deux caracteres de la série principale, et les matrices blocs

correspondantes sont égales a
1/1 1
MS - E (1 1) 9

qui n’est pas inversible. Les Ry ne sont alors pas linéairement indépendants, et ne
peuvent pas non plus engendrer 'espace des distributions sur Hg puisqu’ils sont
en nombre égal a la dimension de cet espace ; G ne vérifie donc aucune des deux
assertions de la proposition.
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4.3 Calcul de g+

D’apres la démonstration du lemme 4.1, dont on reprendra les notations, il suffit de
considérer le cas ol G est simple et admet un tore non ramifié maximal T déployé, ce
que 'on supposera par la suite. Les systémes de racines de G et de G, relativement a
un tore déployé maximal sont alors isomorphes. On notera {ay, . . ., o, } un systéme
de racines simples, et a1, ..., ;" le systtme de coracines simples associé. Pour
chaque type, la nomérotation des racines est la méme que dans la proposition 2.9 (ici,
on ne considere plus que le diagramme de Dynkin non étendu). Toujours d’apres la
démonstration du lemme 4.1, il suffit de considérer le systéeme de racines réduit de G
relativement a T.

Cas1 Supposons d’abord G de type A,. D’apres [3], le groupe P/X est cyclique
d’ordre r divisant n + 1, eton a:

oY) =(2,-1,0,0,...,0);
oY) =(-1,2,-1,0,...,0);

dlay—") =1(0,...,0,—1,2,—1);
¢(anv) = (07 B '70707 _172)

On voit donc que pour tout i, ¢(c;") appartient au sous-groupe des éléments
(ai,...,a,) deZ" vérifiant :

ay+2a,+---+na, € (n+1)7.

Ce sous-groupe étant un sous-groupe d’ordre n + 1 de 2", ils 'engendrent, On en
déduit que ¢(X,.(T)) est un sous-groupe d’ordre r de " le contenant, et le seul sous-
groupe vérifiant ces propriétés est le sous-groupe des éléments (ay, ..., a,) de Z"
vérifiant:

a;+2a,+---+na, €rl.

Ona(l,...,1) € ¢(X,(T)) si et seulement si r divise @, ce qui est toujours le
cas si r est impair. Si r est pair, Cest vrai si et seulement si r divise ”T“ Dans ce cas,
puisque d’apres [3], pour touti,¢; = l,onaqy = n+ 1.

Supposons donc que r est pair et ne divise pas ”%1 Alors n est forcément impair, et

Iélément (1,...,1,2,1,...,1), ou le terme d’indice %1 vaut 2, appartient a X, (7).
En effet,on a:

n—1 n+3 nn+l) n+1
1+2+ -+ ——+ M+ )+ ———+- 1= —= + ——
2 2 2 2
n+1
= (n+1),

qui est un multiple entier de n + 1, donc de r. On a alors g3 = n + 2.
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Cas2 Supposons maintenant G de type B,, n > 2. D’aprés [3], le groupe P/X est
d’ordre 1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint), etona:

(b(alv) = (23 _la 070a R 0) 5
$ar”) = (=1,2,-1,0,...,0);

(rb(an—lv) = (03 ey 07 _17 27 _l) >
¢(anv) = (0; BRI 0, 07 _27 2)

Les ¢(c;) engendrent donc le sous-groupe des éléments (ay, . . ., a,) de Z" vérifiant
ay+as+as+---+a, €27, oum=mn—1sinestimpair et m = nsinest pair. Si G
est simplement connexe, ¢(X.(T)) est égal a ce groupe.

D’apres [3],onac; = letg = 2 pour tout i > 1. On en déduit que si G est
adjoint, ou si G est simplement connexe et # est congru a 3 ou 4 modulo 4, on a
(1,...,1) € ¢(Xi(T)), ot g = 2n. Si maintenant G est simplement connexe et

n est congru a 1 ou 2 modulo 4, ¢(X,.(T)) ne contient pas (1,..., 1), mais contient
(2,1,...,1),dotigy =2n+ 1.

Cas 3 Supposons maintenant G de type C,, n > 2. D’apres 3], le groupe P/X est
d’ordre 1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint), eton a:

(b(alv) = (25 _la 0,0, teey 0) 5

(b(aZV) = (_172a _1705 e 70) >

dlop—1Y) =1(0,...,0,—1,2,-2);
d(ay,”) =(0,...,0,0,—1,2).

Les ¢(c;") engendrent donc le sous-groupe des éléments (ay, ..., a,) de 2" véri-
fiant a, € 2Z. Ce groupe ne contient jamais (1,..., 1), mais contient toujours
(1,...,1,2). Comme d’apres [3], onac = 2 pouri < netc, = 1, on en déduit

qy = 2n+ 1 si G est simplement connexe et g = 2n si G est adjoint.

Cas 4 Supposons maintenant G de type D,,, n > 4. D’apres [3], le groupe P/X est
isomorphe a un sous-groupe de 7,/47. si n est impair (resp., (Z/27)* si n est pair), et
ona:

¢(alv) = (2" _170507 .- ,0) 5
QS(O[ZV) = (_1527 _170a . 50) 5

¢(O‘n72v) = (07 cee 707 _172> _17 _1))

¢(an—lv) = (Oa s 70507 _172a0);
¢(an\/) = (Oa s 70507 _170a2)
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Supposons d’abord n impair. Les ¢(«a; ") engendrent le sous-groupe des éléments
(ay,...,a,) deZ" vérifiant

2a, +2a3 +2as+---+2a, ,+a,_ —a, € 4/.

En posant r = [P:X], le groupe ¢(X.(T)) est alors le sous-groupe des éléments
(ai,...,a,) de Z" vérifiant

2ay +2a3 +2as+---+2a, ,+a,_1 —a, €rl.
Sirvautlou2,ousir =4etnestcongrua l modulo4,ona(l,...,1) € ¢(X.(T)).

Comme on a, d’apres [3], ¢; = ¢,—1 = ¢, = 1 et ¢ = 2 pour tout i différent des
précédents, on en déduit que 'on a g = 2n — 2. Si maintenant r = 4 et n est congru

a 3 modulo 4, ¢(X.(T)) ne contient pas (1,..., 1) mais contient (2,1,...,1), dou
qy = 2n— 1.

Supposons maintenant n pair. Les ¢(c; ") engendrent le sous-groupe des éléments
(ay,...,a,) de 7" vérifiant les conditions suivantes :
(Ep) a+az+as+---+a,_; €271,
(Ey) a,_1 +a, € 27.

Le groupe ¢(X.(T)) est alors le groupe des éléments de 7" vérifiant une partie de
{(E1), (E2)} de cardinal m, avec r = 2™. Sir = [P:X] = 1, ou si r vaut 2 ou 4 et
si n est multiple de 4, (1,...,1) vérifie les mémes conditions et on a g3 = 2n — 2.
Si maintenant r vaut 2 ou 4 et n est congru a 2 modulo 4, (1, ..., 1) vérifie toujours
(E;), mais plus (E;), et (2,1,...,1) vérifie les deux. On a donc g3 = 2n — 1 sauf
dans le cas ot r = 2 et (X, (T)) est le sous-groupe des éléments de 7" vérifiant (E;),
auquel cas on a gy = 2n — 2.

Cas5 Supposons maintenant G de type Eg. D’apres [3], le groupe P/X est d’ordre
1 ou 3 (3 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint) eton a:

¢(an) = (2,0,-1,0,0,0);

P(ax") =(0,2,0,—1,0,0)

#(az”) = (—1,0,2,—1,0,0);

Hlay”) = (0,—1,-1,2,—1,0);

d(as’) =(0,0,0,—1,2,—1);

Plas”) = (0,0,0,0,—1,2).
Les ¢(c;V) engendrent le sous-groupe des éléments (ai,...,as) de Z° vérifiant

a; —az + as — ag € 37. Délément (1,...,1) vérifie toujours cette condition, et
on déduit de [3] que Pon a g5 = 12.
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Cas 6 Supposons maintenant G de type E;. D’apres [3], le groupe P/X est d’ordre
1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint) etona:

P(ar”) =(2,0,—1,0,0,0,0) ;

P(ax") =(0,2,0,—1,0,0,0)

#(as”) =(-1,0,2,-1,0,0,0);

Play”) =(0,—1,-1,2,-1,0,0) ;

P(as”) = (0,0,0,—1,2,—1,0);

P(as”) = (0,0,0,0,—1,2,—1);

#(az") =(0,0,0,0,0,—1,2).

Les ¢(c;") engendrent donc le sous-groupe des éléments (a,, . .., a;) de 77 vérifiant
a +as +a; € 27. Délément (1,...,1) de 77 ne vérifie pas cette condition, mais
(1,...,1,2) la vérifie. On déduit donc de [3] que 'on a g7 = 18 si G est adjoint et

qy = 19 si G est simplement connexe.

Cas 7 Supposons maintenant G de type Eg, F4 ou G,. Dans tous ces cas, P/X est
trivial et on a donc toujours (1,...,1) € ¢(X.(T)). On déduit donc de [3] que
Pona:

* g3 = 30si Gest de type Es ;

* gy = 12si Gestdetype Fy;

* g7 = 65si Gestdetype G,.

On a ainsi, dans tous les cas, montré le résultat suivant:
Proposition 4.14  Supposons que q > h + 1, oit h est le nombre de Coxeter de G,

Alors tout tore non ramifié de G admet des éléments de réduction réguliere. Si G est
adjoint, C’est vrai également si q = h.

5 Intégrales orbitales unipotentes
5.1 Orbites unipotentes et sous-groupes parahoriques

Considérons maintenant les distributions intégrales orbitales unipotentes sur G.
Pour tout # € G unipotent et tout f € C>°(G), posons, si U est Porbite de u dans G:

Jo(f) = / by
ueZ(u)\G

cette intégrale converge, et la distribution J(u, -) est invariante et a support dans
I'ensemble des éléments unipotents de G, qui est contenu dans 'ensemble des élé-
ments compacts de G'. C’est donc un élément de D, ;. Le but de cette partie est de
montrer que, moyennant certaines conditions sur G, les restrictions a J des distri-
butions intégrales orbitales unipotentes engendrent D, ;|5 tout entier.
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Plus précisément, soit F,, I'extension non ramifiée maximale de F, et soit G,, =
G(F,;). On supposera que p est un “bon” nombre premier pour G,,, Cest-a-dire que
si &, est le systeme de racines de G, relativement a un tore déployé maximal et A =
{a1, ..., a,} un systtme de racines simples de ®,,,, pour tout 5 = 3. cio; € Py, si
¢ # 0, ¢; n’est pas multiple de p. Plus précisément, on aura:

* si Gy, estde type A,, p quelconque ;

¢ si Gy, estde type B,, Cy, D, ouBCy, p # 25

e si Gy, estdetype Eg, E7, Fyou Gy, p # 2,3;

* si Gy estdetype Eg, p # 2,3,5;

* sile diagramme de Dynkin de G, est non connexe, p est bon pour chacune des
composantes.

Si p est bon pour G, il I'est également pour G. 1l existe alors, d’apres [2], une
application de Springer sur G, C’est-a-dire un morphisme bijectif 1) de variétés entre
la variété des éléments unipotents de G et celle des éléments nilpotents de Lie(G),
vérifiant les propriétés suivantes:

* pour tout u € G unipotent et tout g € G, (g~ ug) = Ad(g~ ) (u) ;
¢ Dimage par 1 de chaque orbite unipotente de G est une orbite nilpotente de Lie(G)
toute enticre.

On voit aisément que 1) est entierement déterminée par sa valeur en un élément u
de l'unique orbite unipotente de dimension maximale de G, et que si on a a la fois
u € Get(u) € Lie(G), v est fixée par Gal(F/F). Dans ce dernier cas, 1) induit
un morphisme bijectif de variétés entre la variété des éléments unipotents de G et
celle des éléments nilpotents de Lie(G), que 'on appellera également application de
Springer. On a une assertion similaire en remplacant F et G par F,, et Gy;.

Soit u un élément unipotent de G, et soit K un sous-groupe parahorique de G
contenant u. L'image % de u dans G = K/K! est un élément unipotent de G. Si f est
une fonction sur G a support dans K et biinvariante par K, on peut donc écrire, en
identifiant f a une fonction sur G:

0 0
3) T, f) = Z Vol(ZG(\ilo)l\(iG)(u)hK) L (),
heG,

ol G, est un systéme de représentants des doubles classes de G modulo Z2(u) a
gauche et K a droite, et ot si u’ est un élément unipotent de G, 1,/ (f) est la somme
des valeurs de f sur 'orbite de u’. Gréce au théoréme 3.36, ’étude des distribu-
tions intégrales orbitales unipotentes sur G peut donc se faire a 'aide des intégrales
orbitales unipotentes sur les groupes finis.

Soit 4 € M, (M, K,,) un représentant de p, Ml = K,,/K}, et m un élément de
M n’appartenant & aucun sous-groupe de Levi de M. On appellera orbite élargie
(anisotrope) de m dans M (relativement a G) 'ensemble des conjugués de m par
un élément de Ng(K,). Une telle orbite ne dépend pas du choix de (M, K,,). Si m
appartient & un sous-groupe de Levi propre M’ de M et est anisotrope dans ce sous-
groupe, on appellera orbite élargie de m dans M (relativement a G) la réunion des
orbites de Ml rencontrant I'orbite élargie de m dans M.
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On va associer a chaque couple (¢, O), ot p € M et O est une orbite élargie
unipotente anisotrope du groupe M associé a p, une orbite unipotente de G. On
notera A I'ensemble des couples (u, O).

Considérons 'immeuble B, du groupe G,, = G(F,,;). On a une action du groupe
de Galois Gal(F,,/F) sur cet immeuble, et B s’identifie a 'ensemble des points de B,
fixes pour cette action. De plus, I'injection B — B,,, préserve les facettes, c’est-a-dire
que pour toute facette A de B, il existe une facette A’ de B,,, telle que A = A’ N B ;
A’ est alors stable par Gal(F,,/F). Réciproquement, par le théoréme du point fixe
de Bruhat-Tits [4, I. 3.2.4], toute facette de B,,, stable par Gal(F,,/F) contient un
élément de B. On a donc une bijection canonique entre ensemble des facettes de B
et 'ensemble des facettes de B,,, stables par Gal(F,,/F). On en déduit une bijection
canonique entre ’ensemble des parahoriques de G et Pensemble des parahoriques de
G, stables par Gal(F,,/F): si K est un parahorique de G d’image K,,,, on a K =
K. NG.

Soit K, un sous-groupe parahorique de G, stable par Gal(F,,/F). Son premier
sous-groupe de congruence K. est également stable par Gal(E,,/F), et le quotient
K,;/K}, est un groupe réductif G sur F, stable par Gal(F,,/F) ~ Gal(F,/F,), donc
défini sur F,. SiK = K, N G, le quotient K /K" s’identifie au groupe G des F,-points
de G.

Soit F le Frobenius de Gal(F,,/F), qui s’identifie a celui de Gal(E/ IFg). On peut
définir sur G, I'application de Lang de la méme facon que sur un groupe défini sur
un corps fini, par

L: g — g 'F(g).

On ale lemme suivant :

Lemme 5.1  Soit H,, le groupe des F,,-points d’un groupe algébrique défini sur F, et
K., un sous-groupe ouvert de H,, stable par Gal(F,, /F), contenu dans un sous-groupe
parahorique K ,» de H,, et tel que le quotient Km/(K(}’m N K,,), en tant que groupe

algébrique sur Iy, est connexe. La restriction a K,,, de lapplication de Lang est surjective.

Démonstration Pour tout entier s > 0, définissons le s-eme groupe de congruence
Kj . de Ko »r de la méme fagon que pour les parahoriques de G. Fixons un entier s
tel que K§ . C Kir. Un tel s existe car les Kj ,, constituent une base de voisinage de
P'unité. De plus, Kj ,,, est normal dans K. Considérons le groupe H = K,/ K§ e
C’est un groupe algébrique connexe de dimension finie défini sur I,;. L'application
de Lang sur un tel groupe étant surjective, on en déduit que pour tout g € K, il
existe hy € K, tel que g € halF(hO)Kgmr = hoflKéﬁmF(ho). Posons maintenant
g = hogF(ho)~" € K;,, et considérons le groupe G, = Kj,,/Ki',. Cest encore
un groupe algébrique connexe de dimension finie définie sur IF,. Lapplication de
Lang y est donc également surjective, et on en déduit I'existence de h; € Kj ,, tel que

g1 = hgF(hy) ™! € ngrnl,. Par une récurrence évidente, on obtient, pour tout i > s,

un b; € Kj,, etun g, = higiF(g) ™' € K{'.. Considérons maintenant I'élément :
h=--. hi T h5+2hs+1hsh0 € K.
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Le produit converge puisque pour touti > s, h; € K(‘A)m, etl’ona:
k()" € (K, = {1},
i

d’ott g = L(h), ce qui démontre le lemme. ]

Soit O une orbite unipotente anisotrope de G, et soit O’ 'orbite de G contenant
O; O’ n’est pas toujours anisotrope, mais elle est toujours stable par Gal(F,,/F).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G, et soit M., (resp., Uy,,) le
groupe dérivé de Ml (resp., U). On dit que P est distingué si dim(IM,,) = dim(U) —
dim(Uyg,,).

Soit T un tore maximal de G, et B un sous-groupe de Borel de G contenant T, que
lon supposera stables par Gal(F,,/F). Soit ®g, le systeme de racines de G relative-
menta T, et @y T'ensemble des racines de @, positives relativement a B. Puisque p
est bon pour G, il Pest également pour G, et il existe alors un sous-groupe parabo-
lique P = MU de G contenant B, un sous-groupe parabolique distingué P’ = M'U’
de M contenant B N M et un élément % de O’ tels que % est un élément de U’ ap-
partenant a orbite de Richardson de IP’. C’est une conséquence de [22, corollaire au
théoreme 1.3.5 et théoreme II.1.5] lorsque G est semi-simple, et dans le cas général,
Cest vrai dans le groupe semi-simple Gy, donc a fortiori dans G.

Soit U (resp., N) la variété des éléments unipotents (resp., nilpotents) de G (resp.,
Lie(G)), et 1 une application de Springer de U dans N, que 'on supposera invariante
par Gal(IF,/F,). On a le lemme suivant:

Lemme 5.2  On peut supposer 1 tel que 7t = (i) est de la forme:

ﬁ =
ae

i
N
Q

n

oit ®,, est une partie de Oy~ constituée d’éléments linéairement indépendants, et ot
pour tout o € Oy, 1y, est un élément de Lie(U,,), oir U, est le sous-groupe radiciel de G
correspondant a cv.

Démonstration La démonstration est identique a celle de [2, E.II[.4.2.9], sachant
que la généralisation de [2, E.II1.4.2.8] au cas p bon quelconque se déduit de [22] et
que l'on utilise la graduation suivante de Lie(IM)). Pour toute racine simple «; de Ml
relativement a T et B N M, on pose c(c;) = 0si U, C M’ et c(a;) = 2 sinon. Pour
tout o = ) ; Ajvj, on pose c(a) = Y. Aic(e;). On aalors:

Lie(M) = @D Lie(M);,
je

avec:
LieM)o = Lie(D) & P Lie(U,) = Lie(M"),

a,c(a)=0
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et, pour tout j # 0,

Lie(M); = EB Lie(U,).
a,cla)=j

Remarquons que si p est assez grand, on retrouve ainsi la graduation associée a un
sl,-triplet contenant 7. u

D’autre part, on a le lemme suivant :

Lemme 5.3  Soitv € O' N G. Les orbites unipotentes de G contenues dans O’ sont en
bijection avec les éléments de G\L ™! (Za) ]/ Zg (V).

Démonstration En effet, soit v/ € O’ N G, et soit g € G tel que g~'%'g = . On
a alors également F(g) ~'7'F(g) = ¥, d’ou: L(g) = ¢~ 'F(g) € Zs(¥). Réciproque-
ment, si g’ est un élément de G qui vérifie I'assertion ci-dessus, on a g'vg’~! =
F(g')/vE(g'~!), doug'vg’ ! € G.

D’autre part, il est clair que sig’ € G est tel que v'' = ¢’vg’~! € G, v/ appartient
a la méme G-orbite que 7' si et seulement si on a g’ € GgZg (), ce qui montre le
lemme. ]

On va maintenant associer a la G,,-orbite contenant O’ une orbite unipotente de
G,,r. Pour cela, on aura besoin de quelques préliminaires. Soit A,, la facette de B,
fixée par K, A, un appartement de B, stable par Gal(F,,/F) et contenant A,,, et
T, le tore déployé maximal de G,, correspondant a A, ; g, sidentifie a un sous-
systéme de racines réduit et stable par Gal(F,,/F) du systéme de racines ®,, de G,,
relativement a T,,. Soit H,,, = H'(F,,) le sous-groupe de G,,, engendré par T, et les
sous-groupes radiciels U, ,r, & € @k, ; Cest un sous-groupe réductif fermé de G,,,
défini sur F.

Montrons qu'il existe un sous-groupe H de H' défini sur F, fermé, réductif et
déployé sur F,, dont le systéme de racines relativement a un tore maximal s’identifie
canoniquement & ®g _: pour tout & € P , considérons le sous-groupe radiciel
Uqnr de Hy,. D’apres [4, I1. 4.1.9 et 4.1.16], il existe une extension séparable finie E,,,
de F,, telle que U, ,,, est de 'une des deux formes suivantes:

* U,y estisomorphea E,, ;

« il existe une extension quadratique séparable E;, de E,, telle que U, ,, est iso-
morphe au groupe des éléments unipotents triangulaires supérieurs du la forme
déployée de SU5(E,,/E,,) (définie comme 'ensemble des éléments g de GL;(E,,)
vérifiant "go(g) = 1, ou "¢ est la transposée de g par rapport a la diagonale non
principale et o ’élément non trivial de Gal(E;,/E,,).

Dans les deux cas, soit Uy , . le groupe des points de U, ,» dont I'image est a coor-
données dans F,,. C’est un sous-groupe fermé de dimension 1 de U, - et C’est le
groupe des F,,-points d’un sous-groupe fermé Uy , de H' de dimension 1. De plus,
on déduit des relations de commutation entre éléments unipotents de G,, (cf. [4,
annexe]) que pour tous o, 3 € Pk, [Up anr, Uognr] est inclus dans le produit des
Uo7V € Pg,,. Considérons dong, en posant T,,, = T(F,,), le groupe H engendré
par T etles Uy, o € g, : d’apres ce qui précede, il vérifie les conditions voulues.
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On notera H (resp., H,,) 'ensemble de ses F-points (resp., F,,-points). Il est clair
que si H' est lui-méme déployé sur F,,,ona H = H'.

Soit U, (resp., Ny,) la variété des éléments unipotents (resp., nilpotents) de H,,
(resp., Lie(H,,)). On a le lemme suivant :

Lemme 5.4 Il existe une application de Springer 1y, de Uy, dans N, telle que pour
toutv' € K, N W, d’image v’ dans G, l'image de 1),,,(v') dans Lie(G) est p(v/).

Démonstration En effet, soit v un élément de K,,, et ¥ son image, que 'on suppo-
sera appartenir a lorbite unipotente de dimension maximale de G, et soit ), une
application de Springer quelconque de U, dans N,,. Soit X = ,,.(v). On montre
comme dans le lemme 5.2 qu'il existe h € H tel que Ad(h~!)X est un élément de
Lie(H) de la forme Ad(h—1)X = ZaeAm e, OU A\, est un ensemble de racines
simples de @k, et ol pour tout v, 1, appartienta Lie(U ), ou U, est le sous-groupe
radiciel de H correspondant a . Quitte a multiplier /1 a droite par un élément de T,
on peut méme supposer que ’on a Ad(h~1)X € Lie(H,,) et que pour tout a, n,
appartient a Lie(U, ,» N K,;,) et est d’image non nulle dans G. Uimage de Ad(h™1)X
dans Lie(G) est alors un élément X’ de I'orbite nilpotente de dimension maximale

de Lie(G), et il existe alors un élément b/ € G tel que Ad(Wﬁl)T = 7. Soit h’
un élément de K, d’'image 1’ dans G, et soit 1), I'unique application de Springer de
U,,, dans N, telle que 'on a ¢, v — Ad(h’~'h~!)X. Limage de v,,(v) dans G est
alors ¢(¥), et pour tout v/ € K,,, dont I'image v/ appartient a I'orbite unipotente de
dimension maximale de G, puisque v’ est conjugué a v dans H, I'image de 1,,,(v')
dans G vaut ¥ (v').

Supposons maintenant que v/ € U, N K, est tel que son image v/ dans G
n’appartient pas a 'orbite unipotente de dimension maximale de G. Quitte a le

conjuguer, on peut supposer que v’ appartient a Ug,, = Haecbl+< Uq,ur. On trouve

alors facilement une droite D de Lie(Uy,,) contenant ,.(v'), telle qu’il existe un
isomorphisme de D dans F,,, qui envoie D N Lie(K,,) dans ’anneau des entiers O,
de F,,, et que les images dans Lie(G) de tous les éléments de DN Lie(K,,,) correspon-
dant a des éléments de O}, (resp., I'idéal maximal p,, de O,,) sont contenues dans
lorbite nilpotente de dimension maximale de Lie(G) (resp., sont égales a (@) : si
ay, ..., o sont les racines simples de @i n’intervenant pas dans I’écriture de P (¥)
comme somme d’éléments des sous-groupes radiciels associés aux éléments de @y, ,
et si pour tout 7, n; est un élément de Lie(U,, N H, N K,,;) d’image non nulle dans
@G, la droite

k
D= {'(/)nr(v) +ZZT’11‘ | z € F’“’}

i=1

convient. Soit V = 1 1(D): c’est une sous-variété fermée de dimension 1 de Uy,
et d’apres ce qui précede, si V (resp., v/) est I'image de V N K, (resp., v') dans G,
image de D N Lie(K,,) dans Lie(G) est la réunion de (V) — {#(v/)} et d’un sin-
gleton. Or elle est fermée, donc elle contient également 1) (v’). Puisque I'image de
1, (v') Wappartient pas a lorbite nilpotente de dimension maximale de Lie(G), on
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en déduit qu'elle appartient au singleton, donc qu’elle est égale a 1 (v’), ce qui achéve
la démonstration. ]

Soit n un élément de Lie(H,,) de la forme n = Zae% 14, ol pour tout a € D,
1, est un élément de Lie(U, ,, N K,,;) dont I'image dans Lie(lU) est 71,. Un tel n est
clairement nilpotent. Soit u = 1,,' (n), et soit O,,, 'orbite dans le groupe H,,, N K.

Soit P, le sous-groupe parabolique minimal de H engendré par T et les sous-
groupes radiciels U,,, « € @y . Soit P = MU I'unique sous-groupe parabolique de
H standard (relativement a P, et T) tel que 'image de PN K,,, dans G est P = MU, et
P’ = M'U’ le sous-groupe parabolique de M standard (relativement a Py " M et T)
tel que 'image de P’ N K,,, dans G est P’ = M'U’. 1l est clair d’apres la classification
de [1] (valable pour tout p bon par [22]) que P’ est un sous-groupe parabolique
distingué de M. D’autre part, I'image de O,, N U,, dans G est I'intersection de U’ et
de lorbite de Richardson de P’. On en déduit que O,, N U, est Zariski-dense dans
U, et donc qu’elle est contenue dans l'orbite de Richardson de P’. On notera Py ,,,
(resp., Pur, My, Uy, P, ML, U L) 1e groupe des F,-points de P, (resp., P, M, U, P/,
M, U").

Lorbite O,, ainsi définie n’est pas unique et dépend du choix de n: on notera
U, ensemble des O, possibles, et U, I'ensemble des éléments de U, stables par
Gal(F,,/F). Ce dernier ensemble n’est pas vide: en effet, il est clair que Py, et T},
sont stables par Gal(F,,/F). Soit 0 € Gal(F,,/F). Puisque O’ rencontre G, u et
o (u) sont conjugués. D’apres [22, théoréme I1.1.7 (ii) ], on en déduit que M et o(IM)
sont conjugués. De plus, si w est un élément du groupe de Weyl W (G/T) tel que
w™IMw = o(M) (il en existe puisque M et o(IM) sont semi-standard relativement
A T et conjugués entre eux) et w (M N B)w = c(M N B), on a w™'P’'w = o(P).
En effet, les systémes de racines de M et de wo (IM)w ™! sont les mémes a un au-
tomorphisme du diagramme de Dynkin de M preés, et on vérifie immédiatement, en
se ramenant au cas ot le diagramme de Dynkin de M est connexe et en considérant
successivement chaque cas de la classification de [1], que P’ est toujours invariant
par un tel automorphisme. Dans ce qui suit, on supposera O,, € U?,.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 5.5  Soit v un élément de O,, N K N H. Les orbites unipotentes de K N H
contenues dans Oy, sont en bijection avec les éléments de I'ensemble

(K N H)\L™(Zk,,n1, (M) Zx,.0m, (v).
Démonstration La démonstration est identique a celle du lemme 5.3. ]

Corollaire 5.6 Il existe une bijection canonique entre les orbites unipotentes de K N H
contenues dans Oy, et les orbites unipotentes de G contenues dans O, qui a I'orbite de
v € O, N K N H associe celle de sa classe dans G.

Démonstration En effet, soit v € O,,NKNH, et ¥ sa classe dans H. On déduit de la
classification de [5, 13.1] appliquée successivement a H/Zy eta G/Zg que 'ensemble
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des classes dans G des éléments de Zg, Ay, (v) est exactement Zg (V). De plus, sig €
L~Y(Zx, A, (v)), son image dans G appartient a L~!(Zg(¥)). D’autre part, posons

Cy = Zx,nm, )/ Zx,m,, (v)°.

Puisque v € H, Gal(F,,/F) agit sur C,, et Papplication de Lang sur K,,, induit une
bijection de K N H\L™'(Zx,,nn, )(v)/Zk,~n, (v) dans ensemble des classes de C,
pour la relation d’équivalence suivante: x = y si et seulement s’il existe z € C, tel que
x = z~'yF(z). De méme, en définissant C; de maniére analogue a C,, 'application de
Lang sur G induit une bijection de G\L™'(Zs)(V)/Zs () dans 'ensemble des classes
de Cy pour la relation d’équivalence similaire. Or on déduit de [5, 13.1] que dans
tous les cas, C, et Cy sont canoniquement isomorphes et que Gal(F,,/F) agit de la
méme maniére sur I'un et sur lautre. On en déduit une bijection canonique :

KN H\L™(Zx,om, )/ Zk,0m, (v) — G\L™(Za) (V) / Zs(¥),

qui a chaque double classe associe 'ensemble de ses images dans G. Lassertion du
lemme se déduit alors immédiatement des lemmes 5.3 et 5.5. ]

D’apres ce corollaire, on peut associer a chaque orbite unipotente O de G contenue
dans O’ une orbite unipotente Up de G, qui est celle contenant I’orbite unipotente
de K N H antécédent de O par la bijection en question.

Considérons la relation de préordre sur les orbites unipotentes de G (resp., G,,)
définie de la fagon suivante: U < U’ si U est contenue dans ’adhérence de U’. On
dira qu'un élément d’un ensemble d’orbites unipotentes de G (resp., G,,;) est minimal
s’il lest pour cette relation.

On a le lemme suivant :

Lemme 5.7  Les orbites de G, contenant les éléments de U,,, sont minimales parmi
celles rencontrant uk) .

Démonstration En effet, supposons d’abord G, déployé, et K, maximal spécial.
On a alors H,, = G,,,. Soitv € uKé, unipotent. Siw € Zg, (v), son image dans G
est clairement dans Zg(u). Considérons le morphisme canonique Zg, (v) — Zg (7).
Il induit un morphisme canonique Lie(Zx, (v)°) — Lie(Zg (%)°), qui se factorise en

Lie(Zk, (v)°) — Lie(Zk, (v)°) — Lie(Zg(@)").

Puisque Lie(Zk, (v)°) est un ouvert de Lie(Zg, (v)°) et puisque le second morphisme
est injectif, on en déduit

dim(Lie(ZGm(V)O)) = dim(Lie(Zx

nr

(»)?)) < dim(Lie(Za(@)°)).

Or d’apres [5, 13.1], on a I’égalité pour v = u. On en déduit dim(Zg, (v)) <

dim(Zg,, (1)), ce qui démontre que P'orbite de u est minimale parmi les orbites uni-
potentes rencontrant uK,llr.
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Supposons ensuite que K, n’est plus nécessairement maximal, mais est contenu
dans un sous-groupe parahorique maximal hyperspécial Ky ,, de G, toujours avec
G,, déployé. Pour montrer I'assertion du lemme, il faut alors montrer que les or-
bites de G,, contenant les éléments de U, sont exactement les orbites unipotentes
minimales parmi celles rencontrant ulUgKg ,,,, out Uy est le radical unipotent du sous-
groupe parabolique de Gy = Ko ,/Kj ,,, image de K,,,. Cette assertion se déduit, par
une récurrence évidente, du cas précédent et du lemme suivant :

Lemme 5.8  Lorbite de U est 'unique orbite unipotente minimale parmi celles qui
rencontrent ul.

Démonstration Par la correspondance de Springer, on voit que l'assertion du
lemme est équivalente a l'assertion correspondante concernant 7. Soit donc n’ €
7+ Lie(Up). Ecrivons-le:

n = E nl,

aEd)

Ko,nr

ot @y est défini de maniere analogue a @y . Soit Ay = {ay, ..., a,} 'ensemble
des racines simples de @y , les indices étant choisis de telle sorte que A, =
{ars1,. .., a,}. Pour tout @ € ®f dela forme a = S, i, posons c(a) =

>-i_, ¢i. Pour tout x € F,, posons

1l est clair que Pensemble {n/ | x € I, } est une sous-variété fermée de G, que nj = 7
et que pour tout x # 0, n/ appartient a Uorbite de n’. On en déduit que 7 appartient
a Padhérence de I'orbite de n/. Comme ceci est vrai pour tout 1/, lorbite de 7 est
I'unique orbite minimale parmi celles rencontrant 7 + Lie(Up), ce qui démontre le
lemme. ]

Revenons a la démonstration du lemme 5.7. Supposons maintenant K,,, quel-
conque, toujours avec G,,, déployé, et soit K ,, un sous-groupe parahorique maximal
de G,,; contenant K,,.. On a le lemme suivant:

Lemme 5.9 Il existe une extension finie E,, de F,, telle que si Ky g, est le sous-groupe
parahorique maximal de G(E,,) contenant Ko ., Ko g,, est spécial.

Démonstration En effet, soit xy un point spécial quelconque de 'appartement A,,,,

et soit {a, ..., a,} un ensemble de racines simples de G,,, relativement a T,,. Pour

tout 7, considérons une forme affine f; sur A,, définie de la facon suivante:

e siV,, estespace vectoriel associé a A, et H; Uhyperplan de V,, associé a «;, le
noyau de f; est xo + H; 3

* les points ou f; prend des valeurs entieres sont exactement les hyperplans de la
forme x’ + H;, ou x’ est un sommet de A,,, qui sont réunion de facettes de A,
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Une telle forme affine est unique au signe prés. De plus, I'ensemble des points
spéciaux de A, est exactement ’ensemble des points otll toutes les f; prennent des va-
leurs entiéres. D’autre part, si E,, est une extension finie galoisienne de F,,,, soit B,
I'immeuble de G(E,,), et Ag,, Pappartement de Bg, correspondant a I'unique tore
déployé maximal de G(E,,) contenant T,,. Uappartement A,, s'identifie a 'ensemble
des points de Ag,, fixés par Gal(E,,/F,,), et 'ensemble des points de A, correspon-
dant a un sous-groupe parabolique maximal spécial de G ~est exactement I'ensem-
ble des points x’ tels que pour tout i, fi(x") € ﬁl Pour montrer le lemme, il
suffit donc de vérifier qu’il existe E,,, vérifiant ces conditions, ce qui est toujours le
cas si, en notant x le sommet de A, fixé par Ky ,,, pour tout 7, f;(x) est un rationnel
dont le dénominateur n’est pas multiple de p.

Il est clair que Pon peut supposer que le diagramme de Dynkin de G, est connexe.
Si G, est de type A,, tout sous-groupe parahorique maximal de G,, est spécial et il
suffit de poser E,;, = F,,. On supposera donc que G, n’est pas de type A,,.

Si Ko,y est spécial, on pose E,,, = F,, etil n’y a rien a démontrer. Supposons donc
qu’il ne Pest pas. On peut supposer les «; choisis de telle sorte que le systéme de ra-
cines ®, ,,, de Ko v/ K&n,, identifié & un sous-systeme de racines de @, est engendré
par les o, i # iy, et la plus grande racine ays de ®,, relativement aux «;, pour un iy
donné ; soit également ¥, le sous-systeme de ®,,, engendré par les «;, i # iy.

Ecrivons «y sous la forme oy = Z?zl i, Soit 3 = Z?:l (i un élément de
®,, quelconque. On va montrer que § € Dy, si et seulement si i, € {—X;,,0, Ajy }
Lune des implications est claire. Montrons donc la seconde. Si p;, = 0, alors 3 €
¥, C ®, . Dautre part, 'assertion est vraie pour 3 si et seulement si elle 'est pour
—/f3. Supposons donc p;, = Aj,. Si 8 = oy, il 0’y a rien & démontrer. Supposons
donc que ce n’est pas le cas. Pour tout i, on a y; < A;. D’autre part, puisque 3 nest
pas maximale, il existe un i tel que 5 + «; est une racine. Mais alors i est forcément
distinct de i, et on a donc 3 € P, si et seulement si 3 + o; € Py, Puisquen
rajoutant un nombre fini de o; a (3, on finit toujours par aboutir a s, on en déduit
Passertion cherchée.

On supposera la valuation sur G, choisie de telle sorte que G(O,,) soit un sous-
groupe parahorique maximal spécial de G,,, et que le sous-groupe d’Iwahori stan-
dard (relativement aux ;) soit contenu dans K ,,. Soit f la fonction de ®, ,,, dans
@ qui a tout 3, associe p;, /A, ; f est clairement concave au sens de [4, 6.4], et on
a f(a) + f(—a) = 0 pour tout @ € ®,,,. Toujours d’apres [4, 6.4], si E,, est
une extension non ramifiée de degré \;, de F,,, f est donc la fonction associée a un
sous-groupe parahorique maximal spécial de G(E,,). D’autre part, le sous-groupe
parahorique de G, associé a f est clairement Ky ,,. Enfin, puisque p est bon pour
Gy, Ai, e peut pas étre multiple de p, ce qui démontre le lemme. ]

Revenons a la démonstration du lemme 5.7. Soit K; 5 le premier sous-groupe
de congruence de Ko,. OnaKj, = Kjp N Gy En effet, si x est un point de
I'immeuble Bg, de Gg,, dont Ky, est le fixateur connexe, les deux membres de
Iégalité ci-dessus sont égaux au groupe des éléments de G, fixant un voisinage de x
dans B, . Lassertion du lemme se déduit alors immédiatement du cas précédent.

Supposons enfin G, quelconque, et soit E/, une extension de F,, sur laquelle G
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est déployé. L’assertion est vraie pour G(E,,) d’apres ce qui précede, et si Kg: est un
sous-groupe parahorique de G(E! ) contenant K,,,, par un argument similaire a celui
du cas précédent, on a K}, = K}, N Gy, ; elle est donc également vraie pour G,,, par
restriction. " [ ]

On en déduit immédiatement, par restriction, le corollaire suivant :

Corollaire 5.10  Parmi les orbites unipotentes de G rencontrant uK', les orbites ren-
contrant un élément de UL, sont minimales.

Fixons maintenant une orbite Up de G rencontrant un élément de U%,.. On a le
lemme suivant :

Lemme 5.11  Soit Ky un autre sous-groupe parahorique de G, G; = K, /K}, O, une
orbite anisotrope de Gy, et Up, une orbite de G associée a O, de la méme fagon que Ug
Pest a O. Si Ug rencontre 'image réciproque de O, dans K, et est minimale dans celle-
ci, alors K et Ky sont associés et O et Oy sont contenues dans la méme orbite élargie de
G = (Grl.

Démonstration Soit v € Uy N O;K] ; quitte & conjuguer v et K; par un élément de
G convenable, on supposera v € H.

Tout d’abord, montrons que 'on peut supposer que K; contient Kr,. Soit A; la
facette de B dont le fixateur connexe est K; et A’ un appartement de B contenant a la
fois A et A;. D’apres [4, 2.5.8], il existe k € G tel que kA = A’ et que k fixe ANA’.
En particulier, k fixe A, donc k € K. De plus, il est clair que si dans ce qui précede,
on remplace T, par kTok™!, on conjugue tous les sous-groupes radiciels, et donc
également H, par k. On peut donc choisir kuk™! a la place de u, et I'orbite associée
a O est alors kUpk™! = Up. On peut donc, quitte a remplacer T, par kTok~!, H
par kHk™! et v par kvk™!, supposer K1, C Kj. Le groupe K; iy = K; N H est alors
un sous-groupe parahorique de H. De plus, H; = Kj /K] ; est un sous-groupe
réductif fermé de G; qui contient 'image de v, donc qui rencontre Oy, et O; N H,
est réunion d’orbites unipotentes anisotropes de H;. De plus, Ky = K N H est un
sous-groupe parahorique maximal spécial de H.

Supposons Ky et K p associés dans H. IIs sont alors conjugués par un élément h
de H, et en particulier, K g est également maximal spécial. Soit (L, K;) = ro(K, Tp),
(L1,Kr,) = ro(Ky, Tp). Alors Ly est un sous-groupe de Levi de G contenant H, et
de méme rang semi-simple que H. En effet, si ce n’était pas le cas, H serait contenu
dans un sous-groupe de Levi propre de Ly, et O; rencontrerait alors un sous-groupe
de Levi propre de G; = L;/L}, ce qui est exclu par hypothése. D’autre part, par
définition de H, L est également un sous-groupe de Levi de G contenant H et de
méme rang semi-simple que H. On a donc L = L;. De plus, K (resp., Ki,) est
I'unique sous-groupe parahorique de L contenant Ky (resp., K ). On en déduit
que Ky et K, sont conjugués par h, et donc que K et K; sont associés. Enfin, il
est clair que si O et O; rencontrent une méme orbite élargie de G relativement & H,
elles sont contenues dans la méme orbite élargie relativement a G. 1l suffit donc de
montrer le lemme dans le cas ot G = H.
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Supposons donc G = H ; K est alors un sous-groupe parahorique maximal spécial
de G, et Ug est une orbite unipotente anisotrope. On a le lemme suivant :

Lemme 5.12  Soit U’ une orbite unipotente de G minimale parmi celles rencontrant
O,K} ; alors U’ rencontre Ly N O1K].

Démonstration Par une récurrence évidente, il suffit de considérer le cas ot L,
est propre maximal, sachant que si L; = G il n’y a rien a démontrer. Soit V; et
V| les radicaux unipotents des deux sous-groupes paraboliques de G semi-standard
(relativement a T) admettant L; pour composante de Levi. On a la décomposition
d’Twahori:

Ky = (V] NK)(L NK (Vi NKy).

Soitu’ € U’ N O,K}. On va montrer qu’il existe v € V, N K tel que v—'u'v € LV, .
En inversant les roles de V; et V|7, on obtiendra ensuite un v~ € V|~ N K; tel que

vl e € L,ViN LV =L, ce qui démontrera le lemme.

Soit A; I'aréte de 2 fixée par Kj, x| le sommet de A; tel que si K] est le sous-groupe
parahorique maximal de G fixant x{, on a K{ N L;V; = K; N L1V, A, laréte de A
symétrique de A; par rapport a x;, et K, le fixateur connexe de A,. Puisque A; et A,
engendrent la méme droite D de A, K; et K, sont associés. On va montrer qu’il existe
v1 € K3 NV, tel que vl_lulvl € O,K{ N O,K}. En considérant ensuite les arétes
As, Ay, ... de D telles que pour tout 7, A; est le symétrique de A;_; par rapport au
sommet x/_; de A;_; distinct de x/_,, on obtient ainsi par récurrence pour tout i un
élémentv; de K;NV, tel quev; - vy lugvy -+ v € ﬂ'jzl OIK}. De plus, la suite des
K;NV; est une base de voisinage de I'unité dans V;. On en déduit que le produit infini
des v; converge vers un élément v de K; NV tel que v~ 'uv appartienta ()2, 0K},
qui n’est autre que O, (K] N L;V) C LV, .

Montrons donc Pexistence de v;. Soit u’ (resp., P{) l'image de u’ (resp., K;) dans
G| = K{/K/' ; G s’identifie 2 une composante de Levi de P/, et u’ appartient a
une orbite unipotente de G| minimale parmi celles rencontrant O;P;. Pour montrer
Pexistence de vy, il suffit de montrer 'existence d’un élément ¥; du radical unipotent
U!{ de P! tel que ;" 'u’v; € Oy. Puisque K| N L,V, = K; N LV}, l'image de V;
dans Gy est égale a U7, et il existe donc un représentant v, de 7 appartenant a V, qui
vérifie la condition cherchée.

Posons G{ = Gj(F,), Gi = G, (F,), U] = U{(F,). D’apres le lemme 5.8 appliqué
a P!, par minimalité de I'orbite de 7, il existe v/ € P! tel que v/~ 'u/v/ € G, etil est
clair que I'on peut supposer v € U;. Puisque la composante dans G, de v{_IWVf est
la méme que celle de u’, on a v]”'u’v] € Gy. Si F est le Frobenius de Gal(F,/IF,), on
adonc F(v))~"w’F(v/) = v/~ "u’v/. On en déduit:

V() € Z@(W) nuj.

Or d’apres [5, 13.1], le groupe Zg/ w N U; est toujours connexe. L'application de
Lang y est surjective, et on obtient v{’ € Zg, (u’) N U] tel que 'on a:

_ —1
VIF(v) T =" F(v]),
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Cest-a-dire v{’v! € G!. En posant 77 = v{’v/, on obtient 77" 'u/7 € Oy, ce qui est

I 1 IS
Passertion cherchée. u

Revenons a la démonstration du lemme 5.11. D’apres le lemme précédent, Ug
rencontre L;. Or Uy est anisotrope, donc L1 = G et K; est maximal. Soit x (resp., x1)
le sommet de B fixé par K (resp., K;). On va montrer qu’il existe g € G tel que
gx1 = x, Cest-a-dire que K et K; sont conjugués.

D’apres la définition de U, v est conjugué a u par un élément de K,,,. On déduit
donc de la définition de u qu’il existe un appartement A/, de B, stable par
Gal(F,,/F) et tel que 'ensemble des points de A’,, fixés par v est I'intersection de
t = card(®,) racines affines o], ..., o/ telles que pour tout i, la facette A; ,, de B
contenant x; appartient a la frontiere de o/. Soit €,, un quartier de A,, stable par
Gal(F,,/F) contenu dans cette intersection, et soit A/ un appartement de B,,, conte-
nant a la fois A; ,, et un sous-quartier €/ de €,, que 'on pourra, quitte a le réduire,
supposer également stable par Gal(F,,/F). Si P}, = M, U;,,. est le sous-groupe
parabolique minimal de G, associé a la direction de G,,,, il existe v € Ug . tel que
vA!" = A’ . De plus, on déduit des relations de commutation entre éléments unipo-
tents de G,,, (cf. [8] et [4, annexe]) que vA) ,,, est situé sur 'intersection des /. Enfin,
on a le lemme suivant :

Lemme 5.13 On peut choisir A, et v tels que v € G et A", est stable par Gal(F,,/F).

r

Démonstration En effet, puisque A, ,, et €/, sont stables par Gal(F,,/F), 'apparte-
ment F(A,), ou F est le Frobenius de Gal(F,,/F), les contient également. De plus,
on a le lemme suivant :

Lemme 5.14 Lapplication de Lang sur Ug ,,, est surjective.

Démonstration En effet, pour tout y € €/, stable par Gal(F,,/F), elle est surjec-
tive sur K, N Uy, par le lemme 5.1, et la réunion de ces sous-groupes est Uy ,,, tout
entier. [ ]

On en déduit qu'il existe v’ € Uy ,,, tel que v/ T'B(v/)F(A!)) = Al ; appartement
v/ A/ est alors stable par Gal(F,,/F). De plus, ona:

r

F(v'v)A, =v'vAll = A/,
donc v~'v/~'F(v'v) appartient a intersection de Up e et de NG, (T ), ou Tg .
est le tore maximal associé a A,,. Or une telle intersection est forcément réduite a
Iidentité : en effet ses éléments sont des éléments unipotents de Ng,, (T ,,,) qui fixent
un quartier de A/, donc A,, tout entier. Ce sont donc des éléments de Zg, (T} ,..)
qui est un tore et ne contient pas d’éléments unipotents autres que 1. On en déduit
v'v € G. Lassertion du lemme est donc vraie en prenant v/ A, et v'v a la place de

11
Al etv. ]
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On en déduit que vx; est un point de A/ fixé par Gal(F,,/F) et situé sur le sous-
espace affine E de A,, engendré par A,,. Or le seul point vérifiant ces propriétés
est x: en effet, 'l existe un autre point y de E fixé par Gal(F,,/F), ce groupe fixe
point par point la droite de E engendrée par x et y. Comme lintersection de A,, et
d’une telle droite est un segment ouvert, elle n’est pas réduite a x et on obtient une
contradiction. On en déduit que 'on a vx; = x et donc que K et K; sont conjugués.
Quitte a remplacer K par vK, on peut donc supposer K = Kj. Le fait que O et
O, sont contenues dans une méme orbite élargie de G se déduit immédiatement du
corollaire 5.6. ]

Soit A 'ensemble des couples (4, O), ott p € M et O est une orbite élargie unipo-
tente anisotrope du groupe fini M associé a . On a ainsi montré le résultat suivant:

Proposition 5.15 Il existe une injection ¢ de A dans Uensemble des orbites unipotentes
de G, qui possede la propriété suivante : pour tout couple (1, O), si K est un sous-groupe
parahorique de G dont Pélément de M associé est i, Ug = ¢(u, O) est une orbite
unipotente de G minimale parmi celles rencontrant 'image réciproque de O dans K ; de
plus, si (M, K,,) est un représentant de i, Ug rencontre le sous-groupe parahorique K,
de M.

Remarque 11 devrait étre possible de simplifier la démonstration de cette proposi-
tion en utilisant les résultats de [12] dans les cas ol les hypotheses qui y sont faites
s’appliquent. Il est toutefois facile de voir qu’elles ne sont pas valides pour tout G et
tout p bon pour G. Lhypothese [12, 3.2.3], notamment (pour tout élément nilpotent
x delalgebre de Lie de G, il existe m < p—2 tel que ad(x)™ = 0) est clairement fausse

par exemple pour GL, lorsque p < n et x est un élément de 'orbite nilpotente ani-
sotrope de Lie(GL,).

Soit maintenant ;1 € M, (M, Ky;) un représentant de p, G = Ky/K};, O une
orbite élargie unipotente de G et U = Up = ¢(u, O). Si O est anisotrope, on posera
r(0) = dim(Up). Si O et quelconque, si M est un Levi de G et Oy une orbite élargie
unipotente anisotrope de M tels que Oy C O, on posera r(O) = r(Oy). On ale
résultat suivant :

Lemme 5.16  Soit i’ € M, K’ un sous-groupe parahorique de G tel que x(K') = u/,
G’ = K'/K"!, et U I’ensemble des orbites élargies unipotentes de G'. On a une égalité
de la forme:

Jule, = Z cvorlor,

o’'eu’

avec pour tout O’ :

o iK' est associé a un sous-groupe de K et siO’ C O, onacy o # 0;
* i O’ ne vérifie pas la condition ci-dessus et si r(O’) > r(O), ona cy o = 0.
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Démonstration En effet, on a par (3), pour tout f € Cg/ g, si u est un élément
quelconque de U :

0 0 ’
=3 (Y WMDY, )

!
— — vol(K")
O'eW heG, hTuheo’

d’ot pour tout O’ € U

vol(Z2(u)\Z2(u)hK")
vol(K")

CU7OI =

(]

hEG, = uhe0’

Soit O’ € U’ telle que r(O’) > r(O). Si I'image réciproque de O’ dans K’ ne
rencontre pas U, il n'existe aucun h € G, tel que h~'uk € K’ et h—'uh € O/,
et donc ¢y or = 0. Supposons donc que 'image réciproque de O’ dans K’ ren-
contre U. Soit M un Levi de G’ et Oy, une orbite unipotente anisotrope de G’
tels que Oy C O’. Soit P un sous-groupe parabolique de G’ de Levi M, et K}, le
sous-groupe parahorique de G image réciproque de P dans K’. D’apres la proposi-
tion 5.15, Ug,, est minimale parmi les orbites unipotentes de G rencontrant I'image
réciproque d’un élément u’ quelconque de Of; dans K},. Comme K'! C K}!, a for-
tiori, U, est minimale parmi les orbites unipotentes de G rencontrant u’K'", et on
adonc r(0") = r(0Of) < r(O). De plus, par le lemme 5.11, si U est également mi-
nimale parmi les orbites unipotentes de G rencontrant u’K’!, K et K}, sont associés
et, en identifiant G a M|, on a O}, = O, ce qui démontre la deuxiéme assertion du
lemme.

Montrons maintenant la premiére : supposons que K’ est associé a un sous-groupe
de K et que O’ C O. Alors la somme définissant ¢y o/ comporte au moins un terme
non nul. Puisque ces termes sont tous positifs, on en déduit que ¢y os # 0. ]

Corollaire 5.17  Les intégrales orbitales Jy,, sont linéairement indépendantes sur C.

Démonstration En effet, supposons qu’il existe des constantes Ao, O’ € A, telles
que > Ao Juorle, = 0. On va montrer par récurrence sur r(O’) quelles sont
toutes nulles. Fixons donc (', 0’) € A, et supposons que pour tout (i, O) € A telle
que r(O) > r(0’), ona A\p = 0. Soit K un sous-groupe parahorique de G contenant
I, et G = K/K'. Ecrivons, comme dans le lemme précédent, pour tout (11, 0) € A

Juolews = E cug,0rlor,
O//

ot O’ décrit ’ensemble des orbites unipotentes de G. On en déduit, en identifiant
lo/ a un élément de Cy Jy,(lo/) = cy, 0> dou 0 = Zo,r(o)gr(O/) XoJu,(1o7) =
Zo,r(O)gr(o’) AoCug,0- Or d’apres le lemme précédent, si r(O) < r(O'), cy,0r =0
si O # O'. Légalité précédente se réduit donc a:

/\O’CUO,,O’ = 0.

Comme, toujours par le lemme précédent, cy,, 00 # 0, on a Ao = 0, ce qui
démontre le corollaire. ]
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5.2 Quelques résultats sur les groupes finis

Lemme 5.18  Soit G un groupe fini réductif et connexe, Py un sous-groupe parabolique
minimal de G, Hg Palgebre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par Py. Soit T
un tore maximal de G, g un élément régulier de I. La restriction a Hg, de Pintégrale
orbitale 14 est combinaison linéaire des restrictions des intégrales orbitales unipotentes
sur G

Démonstration Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, et F une applica-
tion de Frobenius de G dans lui-méme tels que G = GF. Pour tout tore maximal T de
G, soit T le tore maximal F-stable de G tel que T = TE. si gr est un élément régulier
de T, on a, d’apres le lemme 4.9, pour tout f € H,

1

la(f) = card(T)

< 1af>((m

ot Ry est I'application de Deligne—Lusztig de G dans € définie dans la démonstra-
tion du théoréme 4.2. Or d’apreés la démonstration du lemme 4.9, tous les (Ry g, f) 6>
6 # 1, sont nuls, et on peut donc écrire:

(Rr1s flo =D (Reo, e

0

Card (G) Zf(g) ZR'{[‘g(g)

cG

D’autre part, on a pour tout g € G, d’apres la démonstration de [5, théoréme 7.5.1]
> g Rro(g) = L((g,1),X), ot, comme dans la démonstration du théoreme 4.2, X =
L7'(U), U étant le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel B de G contenant
T, et ou £((g, 1), X) est le nombre de Lefschetz. Si g = su est la décomposition de
Jordan de g, ce nombre vérifie, d’apres [5, 7.1.10] £((g,1),X) = L((u,1),X®D),
ol X®V est I'ensemble des points de X fixés par (s, 1), C’est-a-dire 'ensemble des
éléments h de X C G vérifiant sh = h. Or cet ensemble est vide si s # 1, C’est-a-dire
si g n’est pas unipotent. On en déduit:

(Rep, fla= Y, f® Z Rr4(g).

g€
£ unipotent

Puisque les Ryg sont des fonctions sur G invariantes par conjugaison, si U est
Pensemble des orbites unipotentes de G, on peut reformuler I'égalité ci-dessus de
la maniére suivante:

(Rr1s fla Z(ZRM )lu(f)a

uel

ou pour tout u € U, 1, est 'intégrale orbitale sur u, ce qui démontre le lemme. ®
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Corollaire 5.19  Si G est tel que tout tore maximal T de G admet au moins un élément
régulier, et si aucune composante connexe du diagramme de Dynkin de G n’est de type
E; ou Es, alors les intégrales orbitales unipotentes engendrent 'espace des restrictions a
H des distributions sur G.

Démonstration Ce corollaire se déduit immédiatement du lemme précédent et de
la proposition 4.5. u

Soit maintenant P = MU un sous-groupe parabolique de G et O’ une orbite
élargie unipotente anisotrope de M. On peut assimiler 1o a la fonction caractéris-
tique de O’ dans M. On peut alors définir la distribution Inds; 1o/ sur G. On déduit
de la définition de I'induite que 'on a:

; d(Zg(w))
Ind§y 1o = ) H 20 Noi
ndy; 1o card(P) card(O'UN O)lp,

la somme portant sur les orbites élargies unipotentes de G ; u désigne un élément
quelconque de O. De plus, on a le lemme suivant :

Lemme 5.20  Avec les notations précédentes, pour tout O, O'U N O ne peut étre non
vide que si on a soit O’ C O, soit r(O") > r(O).

Démonstration En effet, soit Kp le sous-groupe parahorique de G image récipro-
que de P dans K, (M,Ky) = ko(Kp), ' la classe de (M,K) dans M’ et u un
représentant dans Kys de Ug/. Soit P = MU l'unique sous-groupe parabolique de G
de Levi M tel que I'image de P N K dans G est P. Si O’UN O est non vide, O admet
un représentant dans G de la forme uv, v € U. Un tel représentant est clairement
unipotent, et si O’ n’est pas contenue dans O, I'orbite V' de uv dans G ne contient
pas u. Or il existe t € Ng(Ky) tel que t (U N K)t C U NK': si Ty est un tore
déployé maximal de G contenu dans M, il suffit de choisir ¢ tel que pour toute racine
« de G relativement a Ty telle que U, C U, «(t) est de valuation strictement posi-
tive. Lélément ¢ ~'uvt est alors un élément de K dont I'image dans G est dans O’, et
on déduit de la proposition 5.15 que ¢(p/, O’) C V. Puisque O’ n’est pas contenue
dans O, on déduit du lemme 5.11 que ¢(u’, O’) n’est pas minimale dans V, d’ou
r(0") > r(0). [ |

Soit maintenant f une fonction sur G. On dira que f est cuspidale si la fonction
cent.rale. o= m Zg e Ad(g) f est cu-spidale. Pour une telle fonct%on f ,onaen
particulier, pour tout sous-groupe de Levi M propre de G et toute orbite unipotente

O’ deM:
(Indgﬂ lo)(f) = (Indgﬂ 10’)(fG) = <IO’7 rﬁ[ (G>M =0.
Fixons un sous-groupe parabolique minimal Py = MU, de G et un tore déployé

maximal Ty de Gi. Soit J{¢ I'algebre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par
IPy. On notera H cysp le sous-espace des éléments cuspidaux de H.
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Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G standard (relativement a IPy et Tj).
Par restriction, JH; s’identifie canoniquement a une sous-algebre de Hi. On a le
lemme suivant :

Lemme 5.21  Soit R un systeme de représentants des classes de conjugaison de sous-
groupes de Levi standard de G. On a la décomposition suivante :

He = E Hont,cusps

MER

et la somme est directe modulo Co(G) N H.

Démonstration En effet, soit f € H. D’apres la proposition 3.22, on peut écrire
de maniére unique, en posant pour tout Ml € R, f% = >, o Indy; fir, out fi est
une fonction centrale et cuspidale sur M. De plus, pour tout M, si P = MU est un
parabolique de G de Levi M, d’apres le lemme 3.21, Ind@l fum et f ne different que
par un élément de Cy(G). Pour montrer le lemme, il suffit donc de montrer que pour
tout M, ﬁw € Hy + Co(G).

Pour toute fonction ¢ sur G et tout Ml € R, on posera rijé = riy(¢“). Montrons
le lemme suivant:

Lemme 5.22  Pour tout Ml € R, iy f € Hyy + Co(M).

Démonstration En effet, soit I’y = MUy un sous-groupe parabolique minimal de
G tel que My C M, T le tore déployé maximal de G contenu dans My, W le groupe
de Weyl de G relativement a Ty, et W’ un systéme de représentants de W modulo
W N M agauche;ona

G —1
S = o el 2o 2

g€G uel

_ card(PwPy) »
= V; card(M) card(G) card(U) Z Zf(w m~' - muw).

meM ucl

Cette derniére fonction est égale & un élément de Cy(IM) pres a

card(Pw .
Z card((G) card(lU) Z flw

Considérons, pour tout w, la fonction Zu f(w™! - uw). Elle est biinvariante par

wPow ™! N M. Or ce groupe est un sous-groupe parabolique minimal de M, et est
donc conjugué dans M a Py N M, et on en déduit 'assertion du lemme. ]

Revenons a la démonstration du lemme 5.21. On va montrer, par récurrence sur
le rang semi-simple de M, que pour tout M, fiy € Hu + Co(G). Fixons donc un
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M, et supposons que pour tout M’ € R de rang strictement inférieur, on a fyr €
Hyr C H. D’apres le lemme précédent, on a

Z 7’]@[ Ind;gﬂ, ﬁMI’ € Hy + C()(M[)

M’€R

Orsi ¢ € Co(G), % = 0, donc rfy¢ = 0. On en déduit, en utilisant le lemme 3.21

> rhifur € Hup+ Co(M).
M’ER

D’autre part, si M’ n’est pas contenu dans un conjugué de M, le lemme 3.25 montre
que 75 Indyy, firr = 0. Enfin, pour tout M’ distinct de M et contenu dans un
conjugué de M|, par hypothese de récurrence, fir € Hr + Co(G) C Fo + Co(G)
(cette inclusion est évidente si Ml" C M|, et le lemme 3.21 permet de ce ramener a
ce cas), d’ott 1 furr € Hp + Co(G) d’apres le lemme précédent. On en déduit que
r% Indy; fir € Har + Co(G). Enfin, on déduit immédiatement du lemme 3.24 que

lona rfia[ Indﬁ'{ fur € fu + Co(G), ce qui permet de conclure. [ |

5.3 Le résultat principal

On va maintenant démontrer le résultat principal de cette partie:

Théoreme 5.23  Supposons que G vérifie (C1), que son diagramme de Dynkin ne
contient aucune composante connexe de type E; ou Eg, et que p est bon pour G,,. Alors
les restrictions a H des distributions intégrales orbitales unipotentes sur G engendrent

‘:Dcﬁl|ﬂ-f-

Démonstration Ici encore, grace au théoréme 3.36, il suffit de considérer les res-
trictions des distributions au sous-espace H] des éléments de I a support dans la
réunion des parahoriques de G contenant I. On va montrer ’assertion suivante: si f
est un élément de H{ tel que pour tout (i, 0) € A, Jy,(f) = 0, alors f annule
toute distribution invariante sur G. Comme ] est de dimension finie, cela implique
assertion du théoréme.

Soit donc D € D, ;. Pour tout sous-groupe parahorique K de G contenant I, si
Hx est ensemble des éléments de I a support dans K, on peut écrire, grice au

corollaire 5.19:
Dz, = Y Mlo,
oeuy},

ou U est 'ensemble des orbites unipotentes de G = K/K'. De plus, puisque D est
invariante par conjugaison, si O et O’ sont deux orbites unipotentes contenues dans
une méme orbite élargie, on peut supposer A\;, = Aj,. On peut donc reformuler la
somme ci-dessus de la fagon suivante:

Dlse, = Y Molo,
ocUk
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ou Uk est Pensemble des orbites élargies unipotentes de G

Considérons ’ensemble des classes de G-conjugaison de couples (M, O’), ot Ml
est un sous-groupe de Levi de G et O’ une orbite élargie unipotente anisotrope de
M. Cet ensemble est en bijection canonique avec 'ensemble des orbites élargies uni-
potentes de G : & une telle orbite élargie O, on associe un sous-groupe de Levi M
minimal rencontrant O, et O’ = O N M. De plus, on déduit du lemme 5.20 que
la matrice (card(O’'U N O))p,07, ot O décrit 'ensemble des seconds membres des
éléments de A, est triangulaire supérieure, a coefficients diagonaux non nuls puisqu’il
est clair que si O’ C O, card(O'U N O) # 0. Elle est donc inversible, et on peut alors
écrire D| ¢, sous la forme

D|g-cK = dO’ﬁ(G,D IndM lol.
(M,0")ERk

On en déduit, si Ug anis est 'ensemble des orbites élargies unipotentes anisotropes
de G,

Dl ey = § dorcplor.
O’ €Uk anis

Notons que si D = Jy, ot U est une orbite unipotente de G, I'égalité ci-dessus est
valable pour la restriction de D a I'espace Ck g cusp des éléments cuspidaux de Cx
tout entier.

Pour toute O" € Uk anis, 01 posera do’ y = dor . j, ; on obtient alors une matrice
carrée A = (do'u,,, )or,0r» ot O" et O”" décrivent 'ensemble des seconds membres
des éléments de A, qui est inversible d’apres le corollaire 5.17.

Soit maintenant K, . . ., K; les sous-groupes parahoriques maximaux de G conte-
nant I. Soit f € H,. Posons f = Si_, f;, o pour tout i, f; est un élément de
Hk; 0. Pour tout i, soit R; un systeme de représentants des classes d’association de
sous-groupes parahoriques K’ de G tels que I C K’ C K. D’aprés le lemme 5.21, on
peut écrire, de fagon unique modulo Cy(G)

ﬁ = Z fi,K"
K’€R;
avec pour tout K', f; x» € Hg/ cusp. Pour tout p1 € M, posons
o= X 2 fn
K’ex—(u) i,K'ER;

Il est clair que P'ona f = >° 5 f,. D’autre part, on déduit du lemme 3.21 que
pour tout sous-groupe parahorique K’ de G contenant I, si p = x '(K'), f, €
Hx' cusp + Co(G). Fixons donc, pour tout j, un sous-groupe parahorique K, de G
contenant I et tel que ~(K,) = p. Quitte a rajouter a f un élément de 5 N Cy(G), on
pourra supposer f,, € Hg, cusp pour tout .

Pour tout (i, O’) € A, écrivons:

Juo (=Y Ju, () =D > dorolonfu).

nEM nEM O”euk'ﬂ/‘anis

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-037-0

998 E. Courtes
Pour tout (', 0"") € A, considérons la distribution Do+ sur H{ définie par
Dovlsty 1 ap = 1071566
pour tout 1’ tel que K+ est contenu dans K, + Co(G), et

Do =0

|36,/

pour tout '’ ne vérifiant pas cette condition. On obtient alors

Ju,, (f) = Z dor 0'Dor(f).

(u',0"")EA

Or on sait que la matrice des do// o/ est inversible. On en déduit Do/ (f) = 0 pour
tout O’/, d’ou, par une récurrence évidente, pour tout (p/, 0"’) € A, 19/ (f,1) = 0,
d’ou D(f,+) = 0 pour tout n'’, donc D(f) = 0, ce qui démontre le théoreme. W

Corollaire 5.24  Si G vérifie les conditions du théoréme précédent, les espaces en-
gendrés par les restrictions a H des distributions intégrales orbitales respectivement sur
les éléments semi-simples réguliers non ramifiés de G et sur les éléments unipotents de G
sont égaux.

Démonstration En effet, d’apres le théoreme précédent et le théoreme 4.2, ces deux
espaces sont égaux a D, s ]
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