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rationnelles sur les variétés toriques

David Bourqui

ABSTRACT

We study the asymptotical behaviour of the moduli space of morphisms of given
anticanonical degree from a rational curve to a split toric variety, when the degree
goes to infinity. We obtain in this case a geometric analogue of Manin’s conjecture
about rational points of bounded height on varieties defined over a global field. The
study is led through a generating series whose coeflicients lie in a Grothendieck ring of
motives, the motivic height zeta function. In order to establish convergence properties
of this function, we use a notion of motivic Euler product. It relies on a construction of
Denef and Loeser which associates a virtual motive to a first order logic ring formula.

RESUME

Nous étudions le comportement asymptotique de I’espace des modules des morphismes
de degré anticanonique donné d’une courbe rationelle vers une variété torique déployée,
lorsque ce degré tend vers I'infini. Nous obtenons dans ce cas un analogue géométrique
de la conjecture de Manin sur le nombre de points de hauteur bornée des variétés
définies sur un corps global. L’étude se fait via une série génératrice a coefficients dans
un anneau de Grothendieck de motifs, la fonction zéta des hauteurs motivique. Afin
d’établir des propriétés de convergence de cette fonction, nous utilisons une notion
de produit eulérien motivique, laquelle repose sur la construction de Denef et Loeser
permettant d’associer un motif virtuel a une formule logique du premier ordre dans le
langage des anneaux.

1. Introduction

Soit k£ un corps, € une courbe projective, lisse et géométriquement integre définie sur k, et V
une variété projective et lisse définie sur k. On fixe un faisceau L sur V dont la classe dans le
groupe de Néron-Severi est située a I'intérieur du cone effectif.

Si le corps k est fini, un probléme naturel est d’étudier le comportement asymptotique du
nombre de morphismes de € vers V de L-degré donné quand ce degré tend vers l'infini. Ce
probléeme est I'analogue géométrique du probleme arithmétique du comptage asymptotique du
nombre de points de hauteur bornée sur une variété définie sur un corps de nombres. Concernant
ces deux problemes, une série de questions a été soulevée par Manin et ses collaborateurs vers
la fin des années 1980. Ces questions ont depuis été étudiées pour de larges classes de variétés,
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PRODUIT EULERIEN MOTIVIQUE

notamment dans le cas arithmétique. Le lecteur pourra se reporter a [Pey02] et [Pey03b] pour
plus de précisions et un état des lieux sur la question en 2001, ainsi qu’a [Bro0O7] pour une
description de progrés plus récents dans le cas des surfaces.

Si le corps k est quelconque, on peut plus généralement s’intéresser au comportement
asymptotique de la variété paramétrant les morphismes de C vers V' de L-degré donné quand ce
degré tend vers I'infini. On peut par exemple essayer d’estimer le comportement asymptotique de
la dimension et du nombre de composantes géométriques irréductibles de ces espaces de modules.
Une autre fagon de concevoir le probleme est d’étudier une série génératrice associée qui est a
coefficients dans I’anneau de Grothendieck des variétés (ou des motifs) sur k, et qui, lorsque le
corps de base est fini, se spécialise sur la fonction zéta des hauteurs classique. Nous renvoyons
a la sous-section 4.3 pour une formulation plus précise des questions qu’il semble légitime de se
poser dans ce cas de figure. Signalons que nombre de ces questions sont diies a Peyre.

Dans ce texte, nous étudions ces questions pour les variétés toriques déployées. Les principaux
résultats obtenus sont rassemblés dans 1’énoncé suivant.

THEOREME 1.1. Soit k un corps et V une variété torique déployée sur k, supposée projective et
lisse. Soit U son orbite ouverte. Pour tout entier d > 1, on note Uy 4 la variété quasi-projective
paramétrant les k-morphismes P}C — V dont I'image rencontre U et de degré anticanonique d.

(i) Soit m > 0 un entier. On suppose que V est la m-iéme surface de Hirzebruch. Alors la série

A+LT)A+LT+L*T? +- .-+ L™ T (1 — L T)? < 2 _[Uod Td)
d>1

est un polynome a coefficients dans I'anneau de Grothendieck des k-variétés, dont la valeur
en L71 est L? (1 — L™2)2,

(ii) On suppose le corps k de caractéristique zéro. La série

(- Ly (3 (i) 77)

d>1

(a coefficients dans I’anneau des motifs virtuels) converge en T = L™ vers

dim(V) 1 i) 1 @icvy)_2n(V)

« im L X _ 1 —n\rg(Pic _on\"/]_

o (V)L (1 — L_l) exp( §>1 vX(P )log<(l L™) Lndim(v)>)'
(1.1)

Précisons les notations utilisées (cf. la sous-section 2.1.1). On désigne par [X] la classe d’une
k-variété X dans ’anneau de Grothendieck des variétés et, si k est de caractéristique zéro, par
X([X]) son image dans 'anneau de Grothendieck des motifs de Chow. Le symbole L désigne
indifféremment [A!] ou x([A!]). La convergence s’entend au sens de la topologie définie par la
filtration dimensionnelle, employée initialement dans la théorie de l'intégration motivique. Les
familles de motifs virtuels (UX(P)),>1 et (®X(V)),>1 sont définies & la sous-section 2.3 ; on peut
les voir comme des incarnations motiviques des notions de nombre de points fermés de degré n
(respectivement de nombre de points rationnels & valeurs dans une extension de degré n) d’une
variété sur un corps fini. De cette fagon, (1.1) peut s’interpréter comme un analogue motivique de
la constante de Peyre intervenant (au moins conjecturalement) dans ’expression asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée sur les variétés de Fano. L’invariant o*(V') apparaissant
dans (1.1) est défini a la sous-section 4.3.
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Signalons que Peyre a démontré un résultat similaire au théoréeme 1.1 lorsque V est une
variété de drapeaux, la courbe € étant de genre quelconque (cf. [Pey04]).

Les ingrédients de la démonstration du théoreme 1.1 sont des versions motiviques de ceux
que nous avons utilisés dans [Bou03a] pour calculer la fonction zéta des hauteurs d’une variété
torique déployée définie sur un corps global de caractéristique non nulle. Ce sont :

(i) le lemme 5.16, qui explicite la variété paramétrant les morphismes d’une courbe rationnelle
vers une variété torique déployée a ’aide de la description de Cox du foncteur des points
d’une telle variété (cf. [Cox95a]). Ce lemme est une version géométrique du lemme 2
de [Bou03al, lui-méme inspiré de la méthode utilisée par Salberger sur les corps de nombres
dans [Sal98]. Dans tout ceci, ['utilisation du torseur universel au-dessus d’une variété torique
déployée joue un role essentiel.

(ii) une formule d’inversion de Mdbius motivique, version motivique de la formule d’inversion
utilisée dans [Bou03a], elle-méme adaptée des formules d’inversion utilisées par Peyre et
Salberger dans le cadre de la version arithmétique des conjectures de Manin.

(iii) une notion de ‘produit eulérien motivique’ qui nous permet de démontrer des propriétés
de convergence de la série génératrice associée a la formule d’inversion en question, et de
donner une interprétation du terme principal de la fonction zéta similaire a I'interprétation
en termes de nombre de Tamagawa dans le cas classique. Nous faisons ici usage de la
construction de Denef et Loeser permettant d’associer canoniquement un motif virtuel a
une formule logique du premier ordre.

Nous décrivons a présent l'organisation de l'article.

Dans la section 2, aprés quelques rappels, nous présentons la notion de produit eulérien
motivique et démontrons notamment que la fonction zéta de Hasse—Weil motivique s’écrit sous
forme d’un tel produit.

Dans la section 3, nous introduisons des fonctions d’inversion de Mobius motiviques et
montrons que les séries génératrices associées s’écrivent sous forme d’un produit eulérien
motivique, ce qui permet d’en dégager des propriétés de convergence.

Dans la section 4, nous définissons la fonction zéta des hauteurs motivique et précisons
quelques questions permettant d’esquisser une version motivique des conjectures de Manin.

Enfin, dans la section 5, nous décrivons la variété des morphismes de degré donné de P! vers
une variété torique déployée. Utilisant une fonction de Mdobius adéquate et les résultats de la
section 3, nous en déduisons la démonstration du théoreme 1.1. Ceci montre que certaines des
questions de la section 4 ont une réponse positive dans le cas d’une variété torique déployée.

2. Fonction zéta de Hasse—Weil et produit eulérien motivique

2.1 Quelques rappels et définitions

2.1.1 Anneaux de Grothendieck de wvariétés et de motifs. Soit k un corps. On note My
I’anneau de Grothendieck de la catégorie des variétés définies sur k (cf. [And04, §13.1.1]). Si X est
une telle variété, on note [X] sa classe dans My. On note L = [A}] la classe de la droite affine et
M joc = M k[L71]. Sile corps k est fini de cardinal ¢, 'application qui, & une k-variété X, associe
le nombre de points k-rationnels de X induit un morphisme d’anneaux #5 : My joc — Z[g~']. On
munit My, 1. de la filtration dimensionnelle introduite par Kontsevitch dans le cadre de la théorie
de l'intégration motivique : pour m € Z, F ™My, 1o désigne le sous-groupe de My 1. engendré
par les éléments de la forme L™¢[V], olt V est une k-variété et i et V vérifient i — dim(V') > m.
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On définit le complété associé
./T/l\ —’ lim M S:mM
k 1 k,loc/ k,loc-

On note My q =M ®Q, Mpioe,q=Mriloc ®Q, F"Mpioe,gq =F "Mpiloc ® Q et My q=
liLn Mk,loc,Q/?ka:,loc,Q-

Soit Ko(CHMoty) I'anneau de Grothendieck de la catégorie (additive) des motifs de Chow &
coefficients rationnels définis sur k (cf. [And04, Chapitre 4 et § 13.2.1]). Si M est un motif, on note
[M] sa classe dans Ko(CHMotyg). Si k est de caractéristique zéro, il existe un unique morphisme
X : My — Ko(CHMoty) tel que la classe [X] d’une variété X projective et lisse sur k s’envoie
sur la classe du motif de Chow de X (cf. [GS96, Theorem 4] ainsi que [GN02] et [Bit04]). Nous
désignerons par M} I'image de My, par ce morphisme. On notera L en lieu et place de x(L). On

note Mj,,. = ME[L7'], 3 la filtration image de F® par x et My =lim My /FPML, .
On définit de maniére analogue M;;Q, MzJOQQ, H’WM?;]OQQ et Miiq.

Soit X une k-variété quasi-projective. Pour tout n > 1, on note X (™ la puissance symétrique
n-eme de X. Suivant Kapranov (cf. [Kap00]), on définit

Z8NT) €N (X T € My[[T]].

n=0

Si k est fini, #5Z%°" est la fonction zéta de Hasse-Weil classique de X. Pour un corps de base
quelconque, Z%°%(T) est baptisée fonction zéta de Hasse-Weil motivique. Par exemple, si X = P!,
on a pour tout >0 (P1){™ = P™ d’'on Z3(T) =1/((1 - T)(1 — L T)). En genre supérieur, on
a le résultat suivant da & Kapranov (cf. [Kap00, Theorem 1.1.9] et [LL04, Theorem 3.7]).

THEOREME 2.1. Soit C une k-courbe projective, lisse, géométriquement intégre, de genre g, et
telle que Pic' (C)(k) soit non vide. Il existe alors un polynéme Peg & coefficients dans My, de degré
2 g tel que

(1-T)1-LT)ZFNT) = Pe(T). (2.1)

2.1.2 Motif virtuel associé a une formule. Concernant les rappels qui suivent, on renvoie
a [DLO1, DL02] et [NicO7] pour plus de détails. Dans ce texte, on appelle formule a coefficients
dans k (voire formule si le corps k est clairement indiqué par le contexte) une formule du premier
ordre dans le langage des anneaux a coefficients dans k. Pour toute formule ¢ a coefficients dans k
en n variables libres et toute extension K de k on notera ¢(K) le sous-ensemble de K™ constitué
des éléments de K™ satisfaisant . Si X est une variété quasi-affine définie sur k, on appellera
formule sur X toute formule a coefficients dans k en n variables libres de la forme ¢ A @wx ou ¢
est une formule en n variables libres et ¢ x une formule définissant les équations d’un plongement
de X dans l'espace affine A™.

Un corps pseudo-fini est un corps parfait, pseudo-algébriquement clos et admettant dans une
cloture algébrique fixée une unique extension de degré n pour tout n > 1.

Soit d >1 un entier et ¢, ¥ des formules & coefficients dans k& en les variables libres
(1, ..., Tm) et (y1,...,yn) respectivement. On dit que ¢ est un d-revétement de 1 sl existe
une formule 0 en les variables libres (x1, ..., Zm, Y1, ..., yn) telle que pour tout corps pseudo-
fini K contenant k, 'ensemble §(K) C K™ x K™ est le graphe d’une application ‘d pour 1’ de
o(K) sur ¢ (K). Deux formules sont dites logiquement équivalentes si I'une est un l-revétement
de l'autre.
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On note K¢(PFFj) 'anneau de Grothendieck de la théorie des corps pseudo-finis sur k.
Son groupe sous-jacent est engendré par les symboles [p], oul ¢ est une formule & coefficients
dans k. Ces générateurs satisfont les relations [p] =[] si ¢ et 1) sont logiquement équivalentes

et [o V] + [p Ap] = [p] + [¢] si ¢ et ¢ ont les mémes variables libres. Le produit est défini par
déf

(o] [¥] = [¢ V 9] pour toutes formules ¢ et ¢ ayant des ensembles de variables libres disjoints.
THEOREME 2.2. Soit k un corps de caractéristique zéro. Il existe un unique morphisme
d’anneaux

Xform : KO(PFFk) - Mi?(uQ (22)

qui envoie la classe d’une formule qui est une conjonction d’équations polynomiales sur la classe
de la variété affine définie par ces équations et qui satisfait pour toutes formules ¢ et ¢ telles
que @ est un d-revétement de v la relation

Xtorm (1) = d Xgor ([])- (2.3)

Remarque 2.3. Soit X et Y des variétés affines normales irréductibles et X — Y un revétement
galoisien étale de groupe G. Pour tout sous-groupe cyclique C' de GG on note ¢ x y,c une formule
sur Y telle que, pour tout corps pseudo-fini K contenant k, ¢x y,c(K) s’'identifie & 'ensemble
des éléments de Y (K) qui se reléevent en un élément de (X/C)(K) mais pas en un élément de
(X/D)(K) pour tout sous-groupe strict D de C, en d’autres termes qui admettent C' comme
groupe de décomposition dans le revétement X — Y. Une telle formule est appelée formule
galoisienne. La relation (2.3) entraine alors la relation

Cl

Xiorm ([Pxv,C]) = mxform([SDx,X/o,c])- (2.4)

Denef et Loeser ont démontré l'existence et l'unicité dun morphisme x, — vérifiant la
relation (2.4) pour toute formule galoisienne (cf. [DL02, Theorem 2.1]). Le fait qu'un tel
morphisme vérifie en outre la condition (2.3) est énoncé sans preuve dans [Hal05]. Cette propriété
a été démontrée (et étendue & un cadre relatif) par Nicaise (cf. [Nic07], notamment le lemme 8.5).
Pour une démonstration élémentaire du fait que la relation (2.4) entraine la relation (2.3), on
peut consulter [BouO8b].

2.2 Produit eulérien motivique : premiére approche

On cherche un analogue motivique de la décomposition en produit eulérien de la fonction zéta
de Hasse—Weil classique. Soit k£ un corps. On définit pour toute k-variété quasi-projective X une
famille (®,,(X))p>1 d’éléments de M, par la relation

D B (X)T" = TdiT log Z32°Y(T) (2.5)
n>1

et une famille (¥,,(X)),>1 d’éléments de My, q par les relations

Vn>1, @,(X)=)_ dUy(X). (2.6)
din

LEMME 2.4. Soit k un corps et X une k-variété quasi-projective.

(i) On suppose k fini. Pout tout n > 1, #,®,(X) (respectivement #,V,,(X)) est le nombre de
points de X a valeurs dans une extension de degré n de k (respectivement le nombre
de points fermés de degré n de X ).
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(ii) Ona ®1(X)=¥1(X)=[X].
(iii) Pour tout n > 1, on a la relation

n T

e, (X)=Y_(-pE > T (2.7)

r=1 (m1,...,mr)E(N>o)" i=1
mi+--+mr=n

(iv) Pour tout n > 1, ®,(X) et ¥,,(X) appartiennent & F "MXM 0 Q.
(v) Pour tout d>1 et tout n >1, on a ®,(A%) =L"9,

(vi) On a la relation

ZmoH(T) = exp< 3w, (X) log < 1 _1Tn>>. (2.8)

n=>1

Démonstration. Le fait que #4,Z%°" coincide avec la fonction zéta de Hasse—Weil classique et
les propriétés standards d’icelle montrent le point (i). Le point (ii) découle immédiatement
des définitions et le point (iii) d’un calcul élémentaire. Le point (iv) se déduit du point (iii) et des
relations (2.6). Le point (v) découle du fait qu’on a pour tout n > 1 la relation [(A%)(™] =174
(cf. [G6t01, Lemma 4.4]). Le point (vi) découle des définitions par un calcul standard. O

La relation (2.8) peut étre vue comme une décomposition en ‘produit eulérien motivique’.
On peut généraliser ainsi cette notion : si P est un élément de My, q[[T]] vérifiant P(0) =1 on
définit le produit eulérien motivique associé comme étant

T35 (T d_efexp[z\ll ) log(P(T™))| € My.q[IT]].

n>1

2.3 Produit eulérien motivique : seconde approche

L’approche de la section précédente nous semble limitée des qu’il s’agit de montrer que d’autres
séries que la fonction zéta de Hasse—Weil motivique (telles que celles étudiées & la section 3)
s’écrivent sous forme d’un produit eulérien motivique. Si k est de caractéristique zéro, on peut
utiliser le théoreme 2.2 pour donner une définition naturelle de la famille (V,,(X)) en tant que
famille d’éléments de M;Q. Compte tenu de nos objectifs, cette définition s’averera beaucoup
plus maniable.

2.3.1 Construction.

Notations 2.5. Soit k un corps. Soit n > 1 un entier. Pour toute k-variété quasi-projective X, on
note (X™)o l'ouvert de X™ constitué des n-uplets d’éléments deux & deux distincts, et (X)),
Pouvert de X (™ image de (X™)o par le morphisme naturel X™ — X (™. Ce dernier morphisme
induit un revétement galoisien étale (X™)g — (X{™)y de groupe &,,.

Soit k un corps, X une k-variété affine et irréductible et n > 1. On note m, le &,-revétement
étale (X™)g— (X™)g, 0, un n-cycle de &, et 1,(X) une formule sur X™ telle que, pour
tout corps pseudo-fini K contenant k, 1, (X)(K) est I'ensemble des éléments de X ™ (K) qui
appartiennent & (X()o(K) et admettent un groupe de décomposition dans (X™)y — (X))o
engendré par o,. Ce dernier ensemble s’identifie naturellement & ’ensemble des points fermés de
degré n sur Xg. L’expression de la formule v, (X) dépend du choix du plongement de X dans
un espace affine, mais 'existence d’un k-isomorphisme entre deux tels plongements montre que

P, (X)= e [tn(X)] ne dépend que de la classe d’isomorphisme de X.
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LEMME 2.6. Soit U un ouvert affine de X et F = X \ U. On a, pour tout n > 1,

Démonstration. On note 7y (respectivement 7r) le morphisme naturel U™ — X
(respectivement F{" — X (). La formule 1, (X) s’écrit alors ¢’ VV 9", o1 1/ (respectivement ")
est une formule dont 'interprétation dans un corps pseudo-fini K contenant k est I’ensemble des
éléments de X ™ (K) qui satisfont 1, (X) et appartiennent & I'image de 7y (respectivement 7).
De tels éléments sont en bijection avec I'ensemble des éléments de U™ (K) satisfaisant 1, (U).
Cette bijection est donnée par le k-morphisme de variétés affines my. Ainsi ¢’ et 1, (U)
sont logiquement équivalentes. De méme " et v, (F) sont logiquement équivalentes, d’ou
le résultat. O

Soit X une k-variété quelconque et X = [ J,;o; X; un recouvrement ouvert affine. On pose
wo= ¥ w(Nx\Ux)
@#JCI ieJ i¢J

ce qui, d’apres le lemme 2.6, ne dépend pas du recouvrement choisi. De ce méme lemme, on
déduit aussitot le résultat suivant.

LEMME 2.7. Soit X une k-variété, U un ouvert de X et F = X \ U. On a pour tout n > 1
V(X)) = 0 (U) + 0 (F).

COROLLAIRE 2.8. Soit n > 1. L’application qui & X associe 1,,(X) s’étend en un morphisme de
groupes

P, : My — Ko(PFFy,).
En particulier, si A est un sous-ensemble constructible d’une k-variété, ,,(A) est bien défini. Si
(A;)icr est une famille finie de sous-ensembles constructibles d’une variété X sur k, on a

a(Ua)= ¥ a(na\Ua)-= > P, () 4).

icl @ £JCl ic i¢J icJ
Notation 2.9. Soit k un corps de caractéristique zéro. Pour toute k-variété X et tout n > 1, on
pose
UX(X) = Xgorm (V0 (X))
et

= dVi(X)
din

On peut donc voir ®(X) comme I'image par X¢or de la classe d'une hypothétique formule
dont l'interprétation dans tout corps pseudo-fini K contenant k définirait I’ensemble des points
de X & valeur dans 'unique extension de degré n de K. De la définition de ®X(X) et de [DLO1,
proposition 3.6.1 et §3.3] on déduit d’ailleurs aisément la proposition suivante.

PROPOSITION 2.10. Soir k un corps de type fini sur Q. Soit R un anneau intégre et normal de
type fini sur Z, de corps des fractions k. Si x est un point fermé de Spec(R), on note F, le corps
résiduel en x et Frob, le frobenius en x. Pour toute k-variété X, il existe un élément non nul f
de R tel que pour tout point fermé x de Spec(Ry) on ait

Tr Frob, (®X(X)) = | XF, (Fzn)|-
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2.3.2 Propriétés.

ProprosITION 2.11. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X une k-variété et U un ouvert
de X. On a pour tout n > 1

PX(X) =@X(U) + @X(X\U).
Si A est un sous-ensemble constructible de X, ®X(A) est bien défini et si (A;)ies est une famille
finie de sous-ensembles constructibles de X on a une formule similaire a celle du corollaire 2.8.

Démonstration. Ceci découle de la définition de ® et des propriétés analogues de Y. O

PROPOSITION 2.12. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit n > 1 un entier. Soit X et Y
des variétés sur k. On a

DY(X x Y) = BY(X) BX(Y).
Supposons en outre qu’il existe un morphisme X — Y qui est une fibration localement Zariski
triviale de fibre Z. On a alors
3 (X) = 3(Y) ©X(2).
L’application qui a X associe ®(X) s’étend en un morphisme d’anneaux
PX(X) : My — M.
Cette proposition découle de la définition de ®X et du lemme 2.14 ci-dessous.

Remarque 2.13. Evgeny Gorsky m’a signalé que la proposition 2.12 découlait du fait (démontré
dans [Hei07]) que la structure de A-anneau définie sur 'anneau de Grothendieck des motifs par
la fonction zéta de Hasse—Weil motivique était spéciale. La démonstration proposée ici est de
nature plus arithmétique.

LEMME 2.14. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X et Y des variétés sur k. Pour tout
n>=1,o0na

VXX xY)= ) % TX(X) UX(Y).

e
d|n,eln
dVe=n

Démonstration. Grace au lemme 2.7, en prenant des recouvrements ouverts affines et en
stratifiant on peut supposer X et Y affines, normales et irréductibles.

Dans toute la démonstration, pour tout entier n, on identifie &,, au groupe des bijections de
Z/nZ, et on note oy, le n-cycle i — i + 1.

Soit n > 1. Soit d et e des diviseurs de n tels que dV e =n. Nous utilisons les notations
2.5. Soit Zg o (X% x (Y€)q. L’action naturelle du groupe &4 x &, sur Z4e induit un &4 x
S.-revétement étale

Zge — (X D)o x (Y1),
Les injections diagonales (X%)g — (X%)™¢ et (Y¢)y — (Y©)"/¢ induisent un morphisme

Tde : Zde — (X % Y)ém.

On note Cy ¢ le sous-groupe cyclique d’ordre n de &4 x &, engendré par (o4, o¢). Les formules
Ya(X) Ne(Y) et Py (XD Yox (Y ()),Cy SONE alors logiquement équivalentes.

Soit Gy le sous-groupe maximal de &4 x &, tel que le morphisme 74, se factorise a travers
Zie/Gae. On peut décrire G4, de la maniere suivante. On note f; (respectivement f.) le
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morphisme naturel Z/nZ — Z/dZ (respectivement Z/nZ — Z/eZ). Alors un élément (o1, 03)
de &4 x &, appartient a Gg, si et seulement s’il existe un élément o de &,, vérifiant

Vi€ Z/nZ, {"lfd@_fd("(m
oafe(i) = fe(o(i)).
En d’autres termes, si on identifie Z/nZ a un sous-ensemble de Z/dZ x Z/eZ via fq x fe, Gqe
est le sous-groupe de &4 x &, constitué des éléments qui stabilisent Z/nZ. En particulier Gy .
s’identifie & un sous-groupe de &, noté &%, Notons que Gy contient Cy. (I'élément de Gde
correspondant a (o4, 0¢) est gg).

Soit K un corps pseudo-fini contenant k, K une cloture algébrique de K et 7 un générateur
topologique du groupe de Galois absolu de K. Pour tout entier d > 1, soit Ky I'unique extension de
degré d de K dans K, et K/, 'ensemble des générateurs de Ky, i.e. 'ensemble des éléments de K
dont 'orbite sous 7 est de cardinal d.

Soit z un élément de (X x Y)én> (K) satisfaisant 1, (X x Y'). Ceci signifie que z s’identifie a
un ensemble du type {(7'z, 7'y);ez/nz }, 01 (2, y) est un élément de (X x Y')(K) tel que I'égalité
(t'z, T'y) = (x, y) ait lieu si et seulement si n divise i. Soit d et e tels que x € X (K/)) et y € Y (KY).
On a alors nécessairement d V e =n. Le couple (d, e) est 'unique couple vérifiant dVe=n et
tel que z se releve en un point géométrique de Z;.. Montrons que z se releve en un unique
élément de (Zg../Ga.c)(K), et que cet élément admet Cy . comme groupe de décomposition dans
le revétement Zg, — Z4./Gqe. L'ensemble des points géométriques de Z4 . qui s’envoient sur z
est I'ensemble des éléments ((2;);ez/az, (Yk)rez/ez) € (X% x Y¢)(K) qui vérifient la propriété :
il existe un élément u de &,, tel qu’on ait

T =

Vi€ Z/nZ, )

Un tel élément p appartient alors nécessairement 4 G%¢, On voit donc que W;i(z) est une orbite
sous G . On vérifie par ailleurs facilement que cette orbite est stable sous 7. Ceci montre que z
se releve en un unique élément de (Zg./Gq.)(K).

Montrons que cet élément admet Cy,. comme groupe de décomposition dans le revétement
Zde — Zd,e/Gd,e~ Notons

(@, y) = (%) jezjdz: (T"Y)kezsez) € T (2).
Il suffit de montrer que la Cg.-orbite de (x, y) est T-stable et que pour tout sous-groupe strict
C' de Cy. la C'-orbite de (x,y) n’est pas T-stable. Ceci est immédiat compte tenu du fait que
(04,0¢)(x,y) =T.(z,y) et que (04, 0c) engendre Cy .

Montrons a présent qu'un élément de (Zj./Gq.)(K) admettant Cy. pour groupe de
décomposition dans le revétement Zg. — Zj./Gqe s'envoie par mg, sur un élément de (X x
Y)én> (K) satisfaisant 1,,(X x Y'). Un tel élément se releve en un point géométrique ((x;), (y))
de Zg. vérifiant : il existe un entier I premier a n tel que pour tout (k,j) on a (241, Yut1) =
(T 24, T yx). Pour un entier m premier & n convenable, cet élément s’écrit donc ((779™ z), (7F™ y))
avec x € X (K)) et y € Y(K), et son image dans (X x Y)én> est un point K-rationnel satisfaisant
n(X X Y).

On note alors 0, une formule sur(X x Y)é"> telle que, pour tout corps pseudo-fini K
contenant k, 0g.(K) s’identifie a I'ensemble des éléments de (X x Y)SM(K ) qui se reléevent en
un élément de (Z4./Gq.c)(K) admettant Cy . comme groupe de décomposition. Ce qui précede
montre d’une part que pour tout (d, e) vérifiant d V e =n, les formules 04 et 70 Zae/CaeCae
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sont logiquement équivalentes, et d’autre part que les formules (04, )qyve=n forment une partition
de (X xY).

D’apres (2.4) et ce qui précede, on a

Xform([ed,e]) - Xform([SDZd,67Zd,e/Gd,e7Cd7e])
J— ‘NGdXGe(Cd,(i”
B form ([(p (d) (e) } )
|NGd,6 (Cd,e)‘ Zd7€7X0 ><}/O vcd,e
_ INsuxe.(Cae)l
|NGd,e(Cd7e)|

Il suffit donc pour terminer la démonstration de montrer la relation

[Neuxe.(Cae)l _ de
NG, (Cae)l n

Un élément (01, 02) de &4 x S, appartient & Ng,x &, (Ca.) si et seulement s'il existe un élément
[ de (Z/nZ)* tel que

e

TX(X) WX(Y).

(01, 02) (04, o) = (04, 0¢) (01, 02)
i.e. si et seulement si on a

Vj€Z/dZ, o1(j+1)=01(j)+I
VkeZ/eZ, oy(k+1)=o09(k)+1.

Un tel élément est ainsi entierement déterminé par la donnée de [ € (Z/nZ)* et du couple
(01(0), 02(0)). Il appartient & Gg. si et seulement si on a en outre (01(0), 02(0)) € Z/nZ. Ainsi

on a
INe,x&.(Cae)l=de |[(Z/nZ)"]
et
ING,.(Cae)l =n|(Z/nZ)"|.
On en déduit le résultat annoncé. O

2.4 Décomposition de la fonction zéta de Hasse—Weil motivique en produit eulérien
motivique

Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective. A partir de la
définition de @, un calcul standard donne la relation

exp(z CD%?ELX) T”) :exp<z TX(X) log<1 _1Tn>>.

n>1 n>1

E o\ (Z3onT)).

Notations 2.15. Soit A une Q-algebre. Pour tout élément x de A et tout n > 1, on pose

(z) aet [Tig (+ — 1)

Nous allons montrer que cette derniére expression est égale a Z%(T)

n n!
Soit =1 et f=(f1,...,fr) € (Nso)" vérifiant f; <---< f,. On définit une partition
{1,...,r}= Hwerf I, par la condition

Vi,je{l,...,r}, fi:fj<:>3’}/,i,j€ﬂ/.
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Pour v € I'g, on pose f, = f; ol i est un élément de v, et n, = |I,|. Si (x,,) est une suite d’éléments
de A on pose
déf T
a1 (7))
Ny
’YEFf
Le lemme suivant découle d’un calcul élémentaire.

LEMME 2.16. Soit A une Q-algébre, EE un ensemble fini non vide et P =1+ EnENE\{O} an T™
un élément de A[[(T¢)ccr]]. On a alors pour toute suite (x,,) d’éléments de A la relation

(X o 1og<P<T:>eeE>)

n>1

=1+ > (Z >« Ham)Tm (2.9)

meNE\{0} *r>1 f€ o)T (nl,...,nr) c(NE\{o})r i=1
1< fr S n; fi=m
LEMME 2.17. Soit k un corps. Soit n > 1 et ¢ une formule a coefficients dans k en les variables
libres (x1,...,xy). On pose 11 = . Pour m > 2, soit 1, la formule en les variables libres
(xi;)i=1,...n donnée par
j=1,...m
m
< /\ @(ij, ceey xn,j)>/\< /\ (ij, ceey xn’j) 75 (xl,k, ey xnyk)> .
j::l j7k€{17"'7m}
J#k

On a alors pour tout m > 1 la relation

d)m:H

Démonstration. Soit m > 2. Les formules en les n m variables libres (&1, ..., xx)
Um—1(1, - Tm1) A 0(T0)

et

m—1

m V) Wm1 (@1, T1) A (T = T5)

j=1
sont logiquement équivalentes. Pour j =1,...m — 1 la formule

1/}771/—1(',1:17 ceey 5Bm—1) A (mm = 5Dj)

est logiquement équivalente & 1),,—1. On a alors

[Vm] + (m = ) [thm—1] = [Ym—1][¢]
soit
[Ym] = Wm-1]([¢] —m + 1)

d’ou le résultat en raisonnant par récurrence sur m. O
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ProprosITION 2.18. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.
Dans I'anneau M} ol[T]l, on a Iégalité

)= e[ 30 (L1 )|

n>1

Démonstration. Posons

X( 1
_expL;\If log(l_Tn>].
Soit F' un fermé de X et U =X \ F. D’apres le lemme 2.7, on a [Ix(7T) =y (T) (7). Par
ailleurs, on a ZX(T) = Z3(T) Z(T) (cf. [And04, §13.3.1]). Ainsi, en prenant des recouvrements
ouverts affines et en stratifiant, on est ramené & démontrer la proposition dans le cas ou X est
affine, normale et irréductible. Pour r > 1 et f € (N)", on note

déf
-Af,m:e {(n17'--a N>0 anfz— }
D’apres le lemme 2.16, il s’agit donc de démontrer pour tout m > 1 la relation

=3 > (W3 (X)) [Agml- (2.10)
r>0 f:(fl"“ufT)eNgo
fi<<fr
Pour n > 1, on désigne par X, ©) pensemble des points fermés de X de degré n. La formule (2.10)
est le pendant motivique de I'égalité

RICIED DR DI (>« I FS (2.11)
>0 f=(f1,...fr)ENL,
Fr< <o
qui est valable si k est un corps fini. Dans ce cadre, la relation (2.11) est une conséquence de
la décomposition en produit eulérien de la fonction zéta de Hasse—Weil, mais elle peut aussi se
retrouver via un argument combinatoire direct. La preuve de la relation (2.10) qui suit est une
adaptation motivique d’un tel argument combinatoire.

Soit m>1, r>1et fe (Nsg)" tel que f1 <---< fr. On utilise les notations 2.5 et 2.15.

déf

On a une action naturelle de &p, = nyerf Sy, sur Ag ., ainsi que sur [Ti—, (X))o, Soit Zy

Pouvert &r,-stable de [T, (X))o donné par

(1),

~ely Niel,

Soit ¢ une formule sur Z; ayant la propriété suivante : pour tout corps pseudo-fini K
contenant k, p¢(K) s’identifie & I’ensemble des éléments (yi,...,y,) de Z¢(K) tels que, pour
tout i, y; satisfait la formule 1, (X). D’apres le lemme 2.17, on a donc

hy—1
=11 II (wr,)1-3). (2.12)
€Ty j=0

Soit n € A p,. On note &, le stabilisateur de n sous l'action de GFf, et

n Zf—>X<m>
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le k-morphisme qui envoie le r-uplet de zéro-cycles (Cy, ..., Cy) sur > . n; C;. Ce morphisme se
factorise & travers Z¢/G,. Soit ¢¢ , une formule sur X {m) telle que, pour tout corps pseudo-
fini K contenant k, 95 ,,(K) est Iensemble des éléments de X ™ (K) qui sont I'image par 7 p
d'un élément (y1,...,y,) de Zy(K) satisfaisant ¢¢. Un élément de ¢¢ ,(K) est donc un zéro-
cycle K-rationnel s’écrivant > ;_, n; P; ot, pour tout ¢, P; est un point fermé de degré f; de Xk,
et P;# P; si f; = f;. L'ensemble des préimages de cet élément par g, forme une &y,-orbite.
Ainsi le morphisme Zf/&, — X {m) induit une bijection entre VYign)(K) et les éléments de
(Z§/6n))(K) qui se relevent en un élément de Z¢(K) satisfaisant ¢¢. Donc le morphisme 7¢ p,
fait de ¢ un |&y|-revétement de Y(f.m)- D’apres le théoreme 2.2, on a alors

1
Xform<[w(.fan)]) = @Xform([gp(fz)])

En notant .A[}’m un systeme de représentants de Ay ,, modulo l'action de &r,, on en déduit

S N = (2 f57) Xemnll4) = T el

neds neA;

D’apres (2.12), on a donc
D X (910 = (WF X)) [ Ag ] (2.13)

ned;

L’interprétation de 1 ¢, (K) en termes de zéro-cycles utilisée ci-dessus montre par ailleurs
que tout élément de X (™ (K) satisfait 1¢ , pour un unique f et un m € Ay, unique modulo
I'action de &r,. Ainsi les formules

(wfﬂﬂ r>0,
.fEN>07
fl o f"‘?
neA;

forment une partition de X (™. Ceci conclut la démonstration de la relation (2.10). O

COROLLAIRE 2.19. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.
Pour tout n > 1 on a ®X(X) = x(®,(X)) et UN(X) = x(¥,(X)).

Démonstration. Ceci découle de la proposition 2.18 et des définitions de @, (X) et ¥,,(X). O

COROLLAIRE 2.20. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.
Pour tout n > 1, U3 (X) est un élément de F " d‘m(X)./\/lifQ

Démonstration. Ceci découle du corollaire 2.19 et du point (iv) du lemme 2.4. O
COROLLAIRE 2.21. Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a ®X(A?) =L" %
Démonstration. Ceci découle du corollaire 2.19 et du point (v) du lemme 2.4. O

Remarque 2.22. Le corollaire 2.20 peut s’obtenir de maniere plus directe a partir de la définition
de UX(X) comme formule galoisienne et de la relation (2.4).

COROLLAIRE 2.23. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.
Soit ng > 1 un entier et P=1+ ) an T™ un élément de My o[[T']. Ecrivons

nz=no

exp [Z UX(X) log(P } Z o, T,

n>1 n=0
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o —

Soit (Vy,)n>0 une suite d’éléments de M?;Q On suppose qu’il existe une application ¢ : N — Z
vérifiant :
(i) ¢(n) —(n dim(X)/no) —  +00;

+
(i) pour tout n € N, on a V;, € F#) M?;Q.

—

s . X
Alors la série ), an Vy, converge dans /\/lkg.

Démonstration. D’apres le lemme 2.16, on a pour tout n > 0 la relation

M SRR C D DI | O

>0 f=(f1,....fr)ENL, (n,.. ,nr)EN
flggfr an f’L

Les indices f intervenant dans la somme vérifient tous ng|f| < n. Or, d’apres le corollaire 2.20,
on a (\I’>]2(X)) E?_‘fldim(x)/\/l%’q. Ainsi, on a a, € F (" dim(X)/no) M?Q. On en déduit le
résultat. O

Remarque 2.24. On obtient un résultat analogue dans M, q en remplacant

exp[z TX(X) log( (T”))]

n=>1

par

exp [Z W, (X) log( (T”))} .

n>1

On utilise alors le point (iv) du lemme 2.4.

Remarque 2.25. Soi k un corps et X une k-variété quasi-projective. Soit (A,),>1 une famille
de k-variétés quasi-projectives et P(T) =1+ 3 - ,[An] T". Les auteurs de [GLMO04] définissent
alors la ‘puissance [X]-eme de P(T')’ par la formule

X Z1 4 Z{Z Z€N9[<(ij K)o x ﬁ Aff>/jljl 6kj] }T’f, (2.14)

p=1 (k1 7j=1
> k =k

iy 20
ol [[; &, agit de maniere diagonale sur chacun des facteurs (X 25Ky, et | A?j .

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.16, on a

9L (T _1+Z{Z > (Tp(X) > H i }T’“ (2.15)

r2l  f=(f1,.. ,fr)eNT>0 (n1,.. ,n,«)eNT =
i< fr > fi=

Si k est de caractéristique zéro, la ‘décomposition arithmétique’ (donnée par la relation (2.4))
des motifs virtuels des quotients de variétés apparaissant dans l'expression (2.14) permet
alors de montrer que x(IIR°5(T)) coincide avec x(P(T)X)). En ce sens la notion de produit
eulérien motivique correspond a une décomposition arithmétique de la puissance formelle définie
dans [GLMO04].

Explicitons ce qui se passe au niveau de la partie de la décomposition arithmétique
correspondant a 'image des points rationnels dans le quotient (dans ce qui suit tout se passe au
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niveau de 'anneau M}, on omet d’écrire x pour alléger D'écriture) : il s’agit, pour k£ > 1 donné,
de comparer d’'une part ’expression

> % Jemmqla] /1w
p=1 (k1,...k,)ENP

2 Jkj=k

kp#£0

qui s’écrit encore (cf. lemme 2.17)

X](X] = 1) - (X] = 355 B+ D T (A
2. 2 1T, &,

(2.16)

P21 (k1,...kp)ENP
S jkj=k
kp#£0

et les termes du coefficient de T* dans (2.15) correspondant au cas ot tous les f; sont égaux a 1,
soit

DCISRNEL (5 ) N DR | %™

r>1 N—— (nl,-..,nT)GNgo i=1
r répétitions Z ni—
T

ce qui s’écrit aussi

SEE-D (o) g 217

r!
r>1 (n1,...,nr)ENL 2=1
> ni=k
L’égalité de (2.16) et (2.17) découle alors d'un argument combinatoire élémentaire (si
(k1,...,k,) e NP avec k, #0, soit » =) k; ; il existe r!/ [ k;! r-uplets distincts (nq,...,n,)

de NT vérifiant k; = ]{Z n; —J}D

3. Une formule d’inversion de Mébius motivique

Dans cette section, nous introduisons un analogue motivique de fonctions d’inversion de Mobius
utilisées pour traiter des problemes de comptage de points de hauteur bornée sur les variétés
toriques (cf. [BouO3a, dIB01, Pey95, Salg]).

Soit E un ensemble fini non vide. On munit {0, 1}* de l'ordre partiel usuel. Soit B un
sous-ensemble de {0, 1}E vérifiant la propriété suivante : sine€ B et n/ >n alors n' € B. On
note B™™ I’ensemble des éléments minimaux de B. On définit une fonctlon % {0,1}F - Z
par la relation

Ve {0,1}7, 1puepn)= > uhn). (3.1)
o<n/<n
Pour n € {0, 1}¥ on pose
(p(n) =[{(n) € B"™ n’ <n}|.

On vérifie qu’on a alors

1 sin=0,
vne{0,1}%, u%n)={0 sinc{0,1}¥\ (Bu{0}),
(=1)™) sine B\ {0}
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On définit un élément Pp de Z[T¢]c.cr par
Pp(T)= Y uh(n) [ 7o
ne{0,1}F ecE
et un élément Qp de Z[[T.]]ccr par

QuT) = 20— pur) Y [T 7

Heen(1 - deNE ecE

Pour d = (d.) € N¥ on définit d = (d.) € {0, 1}¥ par d, =1 si et seulement si d. > 1

LEMME 3.1. On a

Qp(T)= > 1nmp(d) [ 7.

deNE ecE
Démonstration. Ceci découle immédiatement de la définition de Qp et de la relation (3.1). O
Soit k un corps et X une k-variété quasi-projective. Pour toute extension K de k, on note
X% (K) le monoide des zéro-cycles effectifs K-rationnels sur X, et, pour d € N, X2’+(K ) le sous-
ensemble de X%+ (K) constitué des éléments de degré d. Ainsi X3’+(K ) s’identifie & X (9 (K).
Soit F' un sous-ensemble de E. Pour d € N, la variété [lecp X {de) des E-uples de zéro-

cycles effectifs de X de degré d contient un ouvert non vide Xgp défini par la condition
Necr Supp(Ce) = @. On note alors XZ l'ouvert de [, X (%) défini par

B
X7 =) Xamn-yy= (] Xafn-1}-
neB nE€Bmin
Pour toute extension K de k, on a donc 1’égalité

XB(K { GI_IXOJr ), Vn € B, ﬂ Supp(Ce)zz}.

ecFE e€FE ne=1

3.1 Le cas d’un corps fini
Soit k un corps fini et X une k-variété quasi-projective. Soit

g {(coe (X m)Evmen, () swpc)=o}
ecFE, ne=1
1l existe alors une unique fonction ¥ : (X%%(k))¥ — Z vérifiant la condition®
V(Ce) € (XPF(R)F, Lyp((Co))= > AR((CL). (3-2)
0<(CL<(Ce)
PROPOSITION 3.2. On a les décompositions en produit eulérien

Yo ER(Co) [T T = [T pPe((d=®) (3-3)

(Ce)e(XOH(k))F e€lb X (0)

Y L@ [ et = [T @a((e®)). (3.4)

(Ce)e(X0H(k))E ecE 2eX(0)

et

! On munit (X% (k))¥ de 'ordre partiel usuel.
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Démonstration. D’apres (3.2), le membre de gauche de (3.4) est égal au membre de gauche
de (3.3) multiplié par [[.cp Zx(Te). Ainsi I'une des deux relations (3.3) ou (3.4) entraine
aussitot Pautre. La démonstration de ces relations est classique, et se base sur le fait que f?
est une fonction multiplicative. La proposition 1 (p. 180) de [Bou03a] (elle-méme inspirée de la
proposition analogue dans le cas des corps de nombres que 1'on trouve dans [Sal98] ou [Pey06])
traite le cas particulier d’une fonction d’inversion de Mobius associée a4 un éventail (cf. sous-
section 3.5) et la preuve est la méme dans le cas général. O

Définissons a présent une fonction uf} : N¥ — Z en posant pour tout d € N¥
déf ~
pR(d) = > % (Ce).
(Ce), deg(Ce)=d.
On a alors
vde NP, (X0 (k)= > pEd) J] IX% k). (3.5)
o<d’'<d e€E
De la proposition 3.2, on déduit les relations

S wkd) I 7 = T Py (3.6)

deNE eeE n>1
et

S IxZ k)| T 7 = T @ermX+, (3.7)

deNE eeFR n>1

ou l'on rappelle que X,(LO) désigne l'ensemble des points fermés de degré n de X. Ce sont ces
relations dont on veut obtenir une version motivique.

3.2 Un analogue motivique

On considere dans cette sous-section un corps k de caractéristique zéro. On va démontrer
des relations dans l'anneau de motifs virtuels M;‘ Le probleme de la démonstration de
relations analogues dans I'anneau My est discuté a la sous-section 3.3. Soit X une k-variété
quasi-projective. On mime la relation (3.5) et on définit une fonction de Mdébius motivique
/J,)B;’X : N¥ — MY par la relation

vde NP, x(XF) = D uXd) ] x(x @), (3.8)
o<d’'<d ecE
Si on pose
déf
ZRT)= > x(xXF) [ 7
deNE ecE
et
déf
Zpx(T)E Y pux(d) [ 7,
dcNFE eckE
on a donc la relation
Z8(T) = Z,5x(T) IT 23 (). (3.9)
eckl

THEOREME 3.3. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.
Soit B un sous-ensemble de {0,1}F vérifiant la propriété suivante : si n€ B et n'>n
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alors n’ € B. On a les décompositions en produit eulérien motivique

Z,5x(T) = exp [Z UX(X) log(Pg(T™ ))} (3.10)

n>1
et

BD) = exp Y- 3 00) tog@a(T)] (3.11)

n>1

Démonstration. Compte tenu de (3.9) et de la proposition 2.18, I'une des deux relations (3.10)
t (3.11) entraine aussitot l'autre.

Montrons la relation (3.11). Soit H)B;(T) =exp[Y, 51 Ua(X) log(Qp(T}))]. Soit F' un fermé
de X et U= X \ F. On a une stratification de X7 en sous-variétés localement fermées

= 1] (HU ) x Flde d@)ﬂxd = [] vixFi

0<d'<d “ecE 0<d’'<d

On en déduit la relation ZB(T) = ZB(T) ZE(T). Par ailleurs le lemme 2.7 entraine la relation
H§ (T) = Hg (T) H}Ei (T'). Ainsi, en prenant des recouvrements ouverts affines et en stratifiant,
on est ramené a démontrer la relation (3.11) dans le cas ou X est affine, normale et irréductible.
Pourde N¥ r>1et fe NZ,, on note

A?’dfﬁf{(m,... W) ENPA{OD,D “mifi=d et Vi=1 ..., ﬁing}.
D’apres les Lemmes 2.16 et 3.1, démontrer (3.11) revient & établir pour tout d € N¥ la relation

=) Y (Ta(X)AR . (3.12)

rzl f=(f1,..fr)ENL,
f[i<<fr

Fixons d # 0. Soit r > 1 et f € (Nsg)" tel que f1 <--- < f,. On utilise les notations 2.5 et 2.15 et
on reprend les notations et la démarche de la preuve de la proposition 2.18. Le groupe &r, agit

sur (N \ {0})". L’ensemble A?d est stable sous cette action. Soit (n;) € ‘A?,d' On note &y,
le stabilisateur de (n;) sous I'action de &r,, et

. de
T i)+ 4g — [[ X
ecl

le k-morphisme qui envoie le r-uplet de zéro-cycles (Ci,...,C,) sur (3, nie Ci)ecr. Ce
morphisme se factorise a travers Zr /&)
Soit ¢ (n,) une formule vérifiant la propriété suivante : pour tout corps pseudo-fini K

contenant k, ¥¢ ) (K) est U'ensemble des éléments de [[.cp X {de)(K) qui sont I'image par
T (n;) d'un élément (y1, . . ., y,) de Zp(K) satisfaisant ¢ ¢. La condition n; ¢ B dans la définition
de A? 4 entraine que de tels éléments appartiennent a X, f (K).

Un élément de [ .p X {de)(K) satisfaisant V¢ (n;,) est donc un E-uplet de zéro-cycles
K-rationnels s’écrivant (Z’;Zl n;.e Ci) o, pour tout i, C; est un point fermé de X de degré f; et
C; # Cj si f; = fj. Les préimages d’un tel élément dans Zy forment une orbite sous &y,). Ainsi

le morphisme Z¢/&p,) — [[ocp X de) induit une bijection entre Vg (n,) () et les éléments de
(Z§/6 (n;))(K) qui se relevent en un élément de Z¢(K) satisfaisant ¢ ¢. Donc le morphisme 7 ()
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fait de oy un |&y,)|-revétement de ¢ (). D’apres le théoréme 2.2, on a alors

1
Xform([wf,('ni)]) = mxﬂm([w])-

L'interprétation de ¥ (,,)(K) en termes de zéro-cycles utilisée ci-dessus montre par ailleurs que
tout élément de XZ(K) satlsfalt V¢, (n;) POUr un unique f et un (n;) € Af g unique modulo
I'action de &r;. On peut alors conclure comme dans la preuve de la proposition 2.18. O

COROLLAIRE 3.4. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi—pro jective.
Soit B un sous-ensemble de {0, 1}E vérifiant la propriété suivante : si n € B et n' > n alors

o —

n' € B. Soit vp la valuation de Pg — 1 et (Vg)gene une famille d’éléments de M} q- On suppose
qu’il existe une application ¢ : N — Z vérifiant :

(i) ¢(n) — (ndim(X)/vg) Nt +00 ;
(ii) pour tout d € N¥, Ve F#(X de) m

Alors la série ) 4 e uf}’x(d) Vg converge dans M} Q

Démonstration. Ceci se déduit du théoreme 3.3 grace au lemme 2.16 et une adaptation aisée de
la preuve du corollaire 2.23. O

3.3 Questions dans I’anneau de Grothendieck des variétés
Dans cette sous-section, k est un corps quelconque. On reprend les notations de 'introduction
de la section 3. Soit X une k-variété quasi-projective. On définit une fonction ,uf;’m()t ‘NE - M,
par la relation
E B B,mot de—d!
Vde NP, [xF1= > pgm(d) JIx‘%n. (3.13)
0<d’'<d ecE

Si k est de caractéristique zéro, on a donc pour tout d la relation x(u™(d)) = p2*(d). Si k

est fini on a pour tout d la relation #;, u3™"(d) = u%(d). Au vu du théoréme 3.3, on peut se
poser la question suivante.

Question 3.5. La relation

,UB mot(d) H Tde = exp I:Z \If log PB( ))

deNE eclE n>1

est-elle vérifiée?

Une réponse positive a la question 3.5 fournirait une autre démonstration du théoreme 3.3.

—

Elle entrainerait également la validité de ’analogue de I’énoncé du corollaire 3.4 ou MifQ est

remplacé par m et MX par ,uf} mot

On montre ci-dessous que la réponse & la question 3.5 est positive pour un cas particulier
d’ensemble B. Dans le cadre de 'application a I’étude de la fonction zéta des hauteurs motivique,
ceci permet d’obtenir des résultats dans I’anneau M;, dans le cas des espaces projectifs et des
surfaces de Hirzebruch. Pour traiter le cas d’une variété torique générale, faute de pouvoir
montrer que la réponse est positive, nous devrons nous contenter de résultats dans I’anneau M?g
pour pouvoir utiliser le théoréeme 3.3 et le corollaire 3.4.
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3.4 Calcul de uf}’mOt dans un cas particulier

Soit k un corps et X une k-variété quasi-projective. On définit une fonction g : N — My, par

la relation

(S meart)zzen -1
d=0
On a donc pour tout d > 0 la relation

S ()X ) =, (3.14)
o<r<d

Soit E un ensemble fini non vide. On définit une fonction p% : N¥ — M, en posant

(3.15)

2 Ju%(d) sid.=d pour tout e € E,
Hx(d) = {0 sinon.

Une définition équivalente de ,u)E( est d’imposer la relation

< > uR(d) Td> Zggot( 11 Te) =1.

deNFE ecE

PROPOSITION 3.6. Soit B le sous-ensemble de {0, 1}¥ réduit a I'élément constant égal & 1. Alors
B,mot
s mot _ #?{ ]
Démonstration. Soit Wg s la sous-variété de [[.cp X {de) des E-uples de zéro-cycles effectifs dont
I'intersection est de degré 0. En particulier Wg o = X4 g. On a un isomorphisme
Wd75 = )(<6> X X(defé),E

et une fibration en sous-variétés localement fermées

[[x%="T1 Was

eckF 0<d<Min(de)
On a donc
Min(de)
[Tix)= " X9 [X4,_s),5]
ecl o=1

Pour chaque E-uple d’ vérifiant 0 < d’ < d, écrivons la relation ci-dessus et multiplions-la par
p%(d'). En sommant toutes les relations obtenues, et compte tenu de (3.14), on obtient la relation

Xarl= 3 wk(@) [LE,
0<d' <d eck
Or 'hypothése sur B entraine pour tout d 1’égalité X7 = Xg,E- On en déduit le résultat. O

COROLLAIRE 3.7. Soit B un sous-ensemble de {0, 1}¥ tel quesin € B etn' > n alorsn’ € B. On
suppose en outre que B vérifie I’hypothése suivante : il existe une partition E = Eg [[ U, erEy
de FE telle qu’on ait

Bmin:{neNE,}yeI‘(ne:1@€€E7)}-
Alors on a

mo E.
vde N, pgmold) = [T (X [] wy ((de)ecs,).
€EEg vel
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3.5 Fonction de Mo6bius motivique associée a un éventail

Soit N un Z-module libre de rang fini et ¥ un éventail de N @ R (cf. [Ful93, Oda88]) non réduit
a {0}. On note X(1) ensemble des rayons de ¥, i.e. 'ensemble des cones de dimension 1 de X.
Pour ¢ € ¥, on note o(1) 'ensemble des éléments de ¥(1) qui sont des faces de 0. Pour a € 3(1)
on abregera les notations a € o(1) et a ¢ o(l) en a €0 et a ¢ o.

Soit By, le sous-ensemble de {0, 1}*(1) défini par
By ={ne{0,1}*Y Vo e %, 3a ¢ 0,n, = 1}.
Il est clair que si n € By, et n’ > n alors n’ € By,.
LEMME 3.8. La valuation de Ppy, — 1 est supérieure ou égale a 2.

Démonstration. Soit ag € (1) et (ngy) € {0, 1371 vérifiant ne, =1 et ng =0 pour o # ag. Il
s’agit de montrer que n, ¢ By. Mais ceci découle aussitot de la définition de By et du fait que «
est une face de a. O

On déduit du lemme 3.8 et du corollaire 3.4 le critere de convergence suivant.

COROLLAIRE 3.9. Soit k un corps de caractéristique zéro et X une k-variété quasi-projective.

o —

Soit 33 un éventail. Soit (Va)genzay une famille d’éléments de M o vérifiant
Vde N, vy e gamE I ppx o
Alors la série Y gon=01) /L)B}E’X(d) Vg converge dans qu.

3.5.1 Le cas des espaces projectifs. Soit n>1 et ¥ ’éventail de Z™ ® R dont les rayons
sont engendrés par les éléments de la base canonique (e;)i<i<n de Z" et I'élément ) . e;. La

variété torique associée est l'espace projectif de dimension n. On a By = {(1,...,1)}. Soit k£ un
corps et X une k-variété quasi-projective. D’apres la proposition 3.6 on a ,uf}z’mOt = ,u?((l). En

particulier, la réponse a la question 3.5 est positive dans ce cas.

3.5.2 Le cas des surfaces de Hirzebruch. Soit m > 0 un entier et 3 ’éventail de 72 ® R dont
les rayons sont engendrés par p; = (1,0), po = (—1,m), p3 = (0, 1), pg = —p3. La variété torique
associée est la m-ieme surface de Hirzebruch. On a B®® = {(1,0,1,0), (0,1, 0, 1)}. Soit k un
corps et X une k-variété quasi-projective. D’apres le corollaire 3.7, on a

M?’mt(dh da, ds, ds) = M%g}(dl, dS)ME(zA}(d?’ dy).

La encore, la réponse a la question 3.5 est positive.

4. Fonction zéta des hauteurs motivique

Soit k un corps et € une k-courbe projective, lisse et géométriquement integre. Soit K le corps
des fonctions de €. Considérons une variété projective V définie? sur k. Les éléments de V (K)
s’identifient donc aux k-morphismes z : € — V. On fixe un fibré en droites L sur V.

2 On pourrait considérer des variétés définies sur K, i.e. des familles non constantes, mais nous nous limiterons ici
au cas particulier ou le corps de définition est le corps des constantes.
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4.1 Le cas classique

On suppose le corps k fini. La formule hg(x) = deg(x*L) définit alors une hauteur d’Arakelov
(logarithmique) sur V(K), relative au faisceau L. Si on suppose que la classe de L est a 'intérieur
du cone effectif, il existe un ouvert non vide Uy de V' tel que pour tout ouvert U de Uy et tout entier
d >0, ensemble {x € U(K), he(z) = d} est fini (cf. [Pey06, Corollaire 2.7.3 et Remarque 2.7.4]).
La fonction zéta des hauteurs associée a un tel ouvert U est définie par

Zeun(T)= > T,
zcU(K)

Si V n’est pas de type général, le comportement analytique attendu de cette série est décrit par
la version géométrique des conjectures de Manin et al.

4.2 Le cas motivique

Le corps k est supposé quelconque. On peut toujours définir une fonction hauteur he : V(K) — Z
par la formule hg (z) = deg(x*L). Si L est une extension de k, on note K7, le corps des fonctions
de la courbe € xj L. Si s est un point d’un schéma .S, on notera ks le corps résiduel en s. Si ¢ est
un morphisme de source un S-schéma, on notera ¢ le morphisme déduit de ¢ par le changement
de base Spec(ks) — S.

On note Homi’d(e, V) le foncteur qui a un k-schéma S associe
{¢ € Homy(Cg, V), Vs € S, deg(p; (L)) =d}.
Pour tout ouvert U de V, on note Homg’L’d(G, V) le foncteur qui & un k-schéma S associe
{¢ € Hom" (€, V)(S),Vs € 8, ¢, € U(K,,)}-

LEMME 4.1. On suppose que la classe de L est a Iintérieur du céne effectif de V. Alors il existe
un ouvert Uy non vide de V' tel que pour tout ouvert U de Uy et pour tout d > 1, le foncteur
Homg’L’d(G, V') est représentable par un k-schéma quasi-projectif.

Démonstration. Supposons L ample. D’apres [Gro95, 4.c], Homé’d(@, V') est représentable par
un k-schéma quasi-projectif. Or, pour tout ouvert U de V, Homg’ﬁ’d((‘f, V') est un sous-foncteur
ouvert de Homf’d(e, V). On en déduit le résultat quand L est ample.

Dans le cas général, V' étant projective, on peut fixer un fibré en droites tres ample Lo sur V.
Comme la classe de L est a l'intérieur du cone effectif, il existe un entier N > 1 et un fibré
en droites effectif L1 tel que LN =Ly ® L1. Soit Uy le complémentaire des points-base de L4
et U un ouvert contenu dans Up. Pour toute extension L de k et tout élément ¢ de U(Kp,)
(i.e. tout morphisme ¢ : C;, — V dont 'image rencontre U), on a alors deg(¢*(£1)) > 0. Ainsi

si un tel ¢ vérifie deg(p*(L)) =d on a deg(¢*(Lo)) <d/N. Donc le foncteur Homg’g’d(e, V)

U
s’identifie & un sous-foncteur ouvert du foncteur [y <q/n Homio’d (€, V). Ce dernier foncteur

étant représentable par un k-schéma quasi-projectif, on a le résultat. O

Remarque 4.2. Hormis 'utilisation du théoreme de représentabilité de Grothendieck, la preuve
de ce lemme est formellement la méme que celle de son analogue ‘classique’. Notons aussi que
si U est un ouvert de V' dont le groupe de Picard est trivial, U est nécessairement contenu dans
Pouvert Uy de la démonstration, en particulier HomkU’L’d(G, V') est représentable par un schéma
quasi-projectif.

On suppose désormais que la classe de L est a I'intérieur du cone effectif. Pour tout ouvert U
assez petit de V' et tout entier d >0, on note Ug 4 le schéma quasi-projectif représentant le
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foncteur Homg’L7d((‘3, V). On souhaite étudier le ‘comportement asympotique’ de Ug, 4 quand d
tend vers +o0. Pour cela, on considérera notamment 1’élément de M [[T]] défini par

déf d
Z8n (1) =Y [Ued T%
d=0
Si k est fini, la série Ze . (T) est I'image de Zg?OUt,hL par le morphisme #;. Si k est de
caractéristique zéro, l'image dans M([[T]] de Zg§}, (T) par le morphisme X sera notée
X
Ze,U,hL(T)'

Il est naturel de se demander s’il n’existe pas pour les séries Zé“OUt he OU Zé(,U, he des analogues

motiviques des résultats obtenus ou conjecturés pour la série Ze 175, .. On précise cette question
dans un cas particulier & la section suivante.

4.3 Un analogue motivique de la conjecture de Manin

On suppose désormais que la variété V' vérifie les hypotheses suivantes.
HYPOTHESE 4.3.

(i) La classe du faisceau anticanonique de V est située a l'intérieur du cone effectif.

(ii) L’ensemble V(K) est Zariski dense. En d’autres termes, pour tout ouvert non vide U de V/,
il existe un k-morphisme € — V dont U rencontre I'image.

Dans tout ce qui suit, on note Ly le faisceau anticanonique de V' et on considere la hauteur hg,
associée a Lo, notée hg. On note aussi Uy g = Ug,, 4.

Supposons le corps k fini de cardinal ¢q. Une partie de la version géométrique de la conjecture
de Manin peut alors se traduire par les deux questions suivantes.

Question 4.4. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que la série Ze yp,(¢~°) converge
absolument pour R(s) >1 ?

Question 4.5. Existe-t-il un ouvert non vide U satisfaisant les exigences de la question 4.4 et
un € > 0 tel que la fonction holomorphe sur R(s) > 1 définie par Ze 7n,(¢~°) se prolonge en une
fonction méromorphe sur R(s) > 1 — ¢ avec un pole d’ordre rg(NS(V)) en s =1 ?

Supposons a présent k quelconque. La question qui suit est un analogue motivique naif de la
question 4.4.

Question 4.6. Existe-t-il un ouvert non vide U de V' tel que, pour tout entier x> 2, la série
Z8, (L") converge dans My, ?

Cette question peut se reformuler ainsi : existe-t-il un ouvert non vide U tel que pour tout
entier Kk > 2 on a
lim dim(Upq) —kd=—o00?
d—o0
On voit ainsi que pour obtenir un analogue plus fidele de la question 4.4, cette derniere condition
devrait étre exigée pour tout réel k > 1.

Question 4.7. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que

d—o0 d
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Pour toute variété X, on note p(X) le nombre de composantes géométriques irréductibles
de dimension maximale de X. Au vu des estimations de Lang—Weil et du comportement
asymptotique de |Upq(k)| donné par des théoremes taubériens standards lorsque la réponse

a la question 4.5 est positive, un analogue naturel de la question 4.5 est la question suivante.
Question 4.8. Existe-t-il un ouvert non vide U de V vérifiant
— dim(U
i dmtod) _
d—o00 d

et
—— log(p(Up,a))

M e eNsv)

Un autre analogue possible est la question suivante.

Question 4.9. FExiste-t-il un ouvert non vide U de V vérifiant
—— dim(U,
i amoa) _
d—o00 d

et tel que la série définie par le produit (1 — L 7)) &(NS(V) Zg%, (T) converge pour T' = Lt?

On note k une cloture algébrique de k, et k%P la cléture séparable de k dans k. Désormais,
en plus des Hypotheses 4.3, on suppose que la variété V vérifie les hypotheses suivantes (cf. les
hypotheses du paragraphe 2.1 de [Pey03a] ot 'on notera que la variété V est supposée définie
seulement sur le corps des fonctions de C).

HYPOTHESE 4.10.

(i) Les groupes de cohomologie H'(V, Oy) et H?(V, Oy) sont nuls.

Le groupe Pic(V xj, k%P) est libre de rang fini et coincide avec Pic(V xj k).
L’action du groupe de Galois absolu sur Pic(V xj k:Sép) est triviale.

Le cone effectif de V' (noté Ceg(V)) est polyédral rationnel.

Si I est un nombre premier distinct de la caractéristique de k, la partie [-primaire de
Br(V xg k) est finie.

Le fait d’avoir supposé la variété V' définie sur le corps des constantes de C et I’hypothese
(iii) ci-dessus signifie que nous nous plagons dans le cas arithmétiquement le plus simple. Notons
que les variétés toriques déployées vérifient les Hypotheses 4.3 et 4.10.

On pose
déf L
YECeq(V)VNPic(V)V
En écrivant Ceg(V)¥ comme le support d'un éventail régulier, on voit que Z¢_ vy, (T) est une
fraction rationnelle en T' & coefficients rationnels, dont 1 est un pole d’ordre rg(Pic(V')). On pose

(V) € lim (2 — 1)2PeVD) 7 00 (2).

z—1
C’est un nombre rationnel non nul.

Supposons le corps k fini de cardinal ¢q. Une version géométrique de la conjecture de Manin
raffinée par Peyre peut alors s’énoncer ainsi.
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Question 4.11. Si U est un ouvert satisfaisant les exigences des questions 4.4 et 4.5, a-t-on

lim(s o 1)rg(Pic(V))Zer7h0 (q—S) _ a*(v)q(l—g@) dim(V) (Resszl Ze(q—s))rg(Pic(V))

s—1

- i |V(kv)’
X (1 — |ky|~1)rePie(vV)) 22202 9
AL D

La convergence du produit eulérien apparaissant dans ’expression conjecturale du terme
principal en s =1 est démontrée par Peyre en utilisant les conjectures de Weil démontrées par
Deligne. Sous les hypotheses énoncées ci-dessus, Peyre montre que ’analogue de I’hypothese de
Riemann entraine I’estimation asymptotique

[V (ko) = [k ™V 4 xg(Pic(V)) kol ™ V7 O ([ |V ), (4.1)

deg(v)—o0
La convergence en découle.

La réponse & la question 4.5 est positive dans le cas des variétés toriques [Bou03a] et dans le
cas des variétés de drapeaux [Pey03al.

Au vu de (4.1), on peut se poser la question suivante.
Question 4.12. A-t-on
Vd > 1, (I)d(v) o deimV _ I“g(PlC(V)) Ld(dim V-1) c Srd(3/27dim(V))Mk ?

Nous donnons a présent un analogue motivique de la question 4.5.

Question 4.13. On suppose que les réponses aux questions 4.9 et 4.12 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigences de la question 4.9. La série

(1 - LTy=Fev) Zget,

» U0

converge-t-elle dans m en T =L~ vers

o (V)LU—9 dmV)([(1 — L T) Zgo(T))(L~))rePie(V)
- o,(V)
E _ myre(Pie(V)) _Znit )
g eXP( En(€) 10g<(1 Ly Lndim(V)>> i

n=>1

La convergence du produit eulérien motivique est assurée par la réponse positive a la
question 4.12.

Si le corps k est fini, une réponse positive a la question 4.13 ne permet pas a priori d’obtenir
par spécialisation via #; des résultats sur la fonction zéta des hauteurs usuelle. Le terme principal
motivique proposé ici se spécialise formellement sur le terme principal de la fonction zéta des
hauteurs usuelle, mais la fonction #; n’est pas définie sur /T/l\k

Une telle spécialisation sera cependant fructueuse dans le cas ou la série ZEOUt, no (1) est une
fraction rationnelle en T'. Cette situation se produit pour les espaces projectifs et, comme on
le montre ci-dessous, pour les surfaces de Hirzebruch si € =P'. Cependant, pour une variété
torique déployée quelconque, nous soupgonnons qu’en général Ze yp, (1) (et donc ngOUth (1))
n’est pas une fraction rationnelle en 7.

Supposons a présent k de caractéristique zéro. Une variante évidente des questions 4.12 et 4.13
est donnée par les énoncés suivants.

Question 4.14. A-t-on
Vd > 1, (I)Zl((v) _ pddimV _ I‘g(PIC(V)) Ld(dim V-1) e ?d(3/2_dim(v))M?§Q ?

)
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Question 4.15. On suppose que les réponses aux questions 4.7 et 4.14 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigences de la question 4.7. La série
(1 L T)rg(Pic(V)) Zg?}c’,}% (T)

o —

converge-t-elle dans M;‘ qQ en T =TL""! vers
a*(V)L(l—ge) dim(V) ((1-LT) Zé((T)](L—l))rg(Pic(V))

—N\T, ic (I)% |4
8 eXp<Z‘1’%(G) 10g<(1L yra® (V))Mdi(m())()» )

n>1

Dans la section suivante, en supposant que la courbe C est rationelle, nous démontrons les
résultats suivants : la réponse a la question 4.7 est positive si V' est une variété torique déployée,
en prenant pour U l'orbite ouverte (corollaire 5.17) ; la réponse a la question 4.13 est positive si V’
est une surface de Hirzebruch, en prenant pour U l'orbite ouverte (on montre en fait un résultat
plus fort, a savoir le point (i) du théoreme 1.1, dont I’énoncé est repris a la sous-section 5.3).
Enfin, si on suppose k de caractéristique zéro, nous montrons que la réponse a la question 4.15
est positive si V' est une variété torique déployée, en prenant pour U 'orbite ouverte (a savoir le
point (ii) du théoreme 1.1).

Les preuves du corollaire 5.17 et du théoreme 1.1 s’appuient sur le lemme de
paramétrisation 5.16. La preuve du point (ii) du théoreme 1.1 utilise en outre le théoréeme 3.3 et
le corollaire 3.4. Une réponse positive a la question 3.5 permettrait de montrer, par les mémes
méthodes, que la réponse a la question 4.13 est positive pour toute variété torique déployée.

Remarque 4.16. Pour une réponse partielle a la question 4.14 lorsque la variété V n’est plus
nécessairement torique, on pourra consulter [Bou08a].

5. Démonstration des résultats annoncés

5.1 Variétés toriques

Nous nous contentons de citer les résultats qui nous seront utiles, ce qui nous permet de
fixer quelques notations. Nous renvoyons le lecteur aux références classiques sur le sujet (par
exemple [Ewa96, Ful93, Oda88]) pour plus de détails. Soit r > 1 un entier et U = G” un tore
déployé de dimension - défini sur k. Soit X () son groupe des caracteres et X, (U) son groupe des
cocaracteres. On note (., .) accouplement naturel entre ces deux Z-modules. Soit k£ un corps. A
tout éventail 3 de X, (U) est associé une k-variété normale irréductible Xy, munie d’une action
de U et possédant une orbite ouverte isomorphe & U, en d’autres termes une variété torique
déployée définie sur k. On suppose désormais I’éventail X projectif et régulier. La variété Xy, est
alors projective et lisse.

Pour a € ¥(1) nous notons p, € X« (U) le générateur de o, D, le diviseur U-invariant associé
et D, sa classe dans le groupe de Picard de Xyx. Le diviseur Zaez(l) D, est alors un diviseur
anticanonique. Le morphisme qui & un élément m de X (U) associe ((m, pa))aex(1) induit une
suite exacte

0— X (U) — @ 79, — Pic(Xy) — 0. (5.1)
aeX(1)
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5.2 Paramétrisation des morphismes
On conserve les notations de la sous-section 5.1. Soit

54470\ () {[] =0}

o€X ~ado

La suite exacte (5.1) induit une suite exacte de tores
0 — Tpic(xy) — G == U — 0. (5.2)

L’action diagonale de G,i(l) sur 7y induit par restriction une action de Tpi(xy,) sur Ts.

D’apres [Cox95b], le morphisme 7 s’étend en un morphisme équivariant 7y, — Xy qui est un
quotient géométrique de Ty, par Tpic(xy,)- Un tel quotient fournit ainsi un systeme de coordonnées
Tpic(xy)-homogenes sur Xy. Ceci généralise les coordonnées homogenes classiques de 'espace
projectif. Signalons que le morphisme 7y; — X5 fait de 7y, un torseur universel au-dessus de Xy,
(cf. [Sal98, proposition 8.5] et [Mad05, Appendix]). Ces coordonnées homogenes permettent a
Cox de donner dans [Cox95a] une description du foncteur des points de Xs;, que nous rappelons
ci-dessous. Elle généralise la description bien connue du foncteur des points de ’espace projectif.
Il en découle pour tout k-schéma S une description simple des k-morphismes de Pg dans Xy,
que nous allons utiliser pour expliciter le schéma quasi-projectif qui représente le foncteur
Homg’ﬂo’d(Pl, Xy) défini dans la sous-section 4.2.

DEFINITION 5.1. Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S est la donnée pour tout o € (1)
d’un fibré en droites L, sur S et d’une section globale v, de L,, ainsi que d’une famille
(¢m)mex *(v) d'isomorphismes

Cm : ®a L P 5 0,

ces données étant astreintes a vérifier les conditions suivantes :
. *
(i) pour tous m, m' dans X (U), on a ¢y & ¢ = Cam

(ii) pour tout a € ¥(1), la section v, induit un morphisme Og — L, et par dualité un morphisme

L1 — Og ; le morphisme induit
DXL —0s
o€ ago

est surjectif.

Un isomorphisme entre deux X-collections ((Lq, va), (cm)) et ((£,,5)), (c},)) est une famille
d’isomorphismes L, — L/, envoyant s, sur s/, et ¢, sur c,,.

Cox démontre alors le théoreme suivant [Cox95a, Theorem 1.1].

THEOREME 5.2. Le foncteur qui & un k-schéma S associe I’ensemble des classes d’isomorphisme
de X-collections sur S est représenté par la variété torique Xy .

Tres grossierement, l'idée de la démonstration est la suivante : a la X-collection
((La,va), (cm)) on fait correspondre le morphisme qui a s € S associe le ‘point de coordonnées
homogenes (v, (s))’. La condition (i) et la suite exacte (5.1) montrent que le ¥(1)-uple (vq4(s))
est bien défini modulo I"action de Tpjc(xy,)- La condition (ii) assure que (va(s)) appartient a 7s.
On obtient ainsi un morphisme S — Xy. Réciproquement, a un morphisme 7 : S — Xy, on
associe la 3-collection ((7*O(Dy,), 7 vq), (7*¢p)) ol v, est la section canonique de O(D,,) et les
trivialisations ¢, sont données par la suite exacte (5.1).
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Notation 5.3. On note N(Z*()1 ) le sous-monoide de N=(1) constitué des éléments d vérifiant
VmeX'(U), Y (m, pa)da=0. (5.3)
a€x(1)

En d’autres termes, si on identifie Pic(Xy)Y & un sous-groupe de Z*() via le dual de la suite

exacte (5.1), N(E*()l) est Dintersection de N> et de Pic(Xx)V.

Notation 5.4. Pour d € Z*M) on note Homg’d(Pl7 X)) le foncteur qui a un k-schéma S associe
I’ensemble des éléments ¢ de Homg(PL, Xx) tels que, pour tout s € S, ¢ € U(ks(t)) (i.e. I'image
de s rencontre U) et pour tout a € ¥(1), deg(¢i(Dq)) = da.

Si L est une extension de k, on a une suite exacte
U(L(t)) — Hom(X (U), Div(PL)) 2% Hom(X (U), Z) — 0.
Si ¢ est un élément de U(L(t)), son image dans Hom(X (U), Div(P})) est

me— Y (m, pa) " (Da).
aeX(1)

La suite exacte ci-dessus montre alors que deg(¢*(D,)) est un élément de N(E*()1 ). Ainsi si d

( Ud
(

n’appartient pas a N *)1 ), le foncteur Hom,, (P!, Xx) est vide. Le but de ce qui suit est d’utiliser

le théoreme 5.2 afin d’expliciter une variété représentant HomkU’d(Pl7 Xy) lorsque d appartient
< a2(1)
a N(*) .

Si S est un k-schéma, on note p; s et pa 5 les projections de P}g vers P,1C et S respectivement.
On a alors un isomorphisme

ps+1sg:Z@Pic(S) S Pic(P}).

DEFINITION 5.5. Soit S un k-schéma et d € N(Z*()l). Une (P, %, d)-collection non dégénérée

sur S est la donnée d’une X-collection ((Mq, Ua), (¢m)) sur P} telle que pour tout «, u, est non
nulle, et telle que la projection Pic(Pé) — Z envoie la classe de M, sur d,. Un isomorphisme
entre deux (P!, 3, d)-collections non dégénérées sur S est un isomorphisme entre ces deux objets
en tant que X-collections sur PIS.

Le foncteur qui & S associe 'ensemble des classes d’isomorphisme de (P!, ¥, d)-collections
non dégénérées sur S s’identifie & un sous-foncteur de Homg(Pl, Xy). Un examen des arguments
de la démonstration du théoreme 5.2 permet de montrer le lemme suivant (le point important
est que I'image réciproque de U dans 7y, est 'ouvert [[ z4 #0).

LEMME 5.6. A toute (P!, %, d)-collection non dégénérée sur un k-schéma S on peut associer de
maniéere fonctorielle en S un k-morphisme de Pklg vers Xy.

Ceci induit un isomorphisme entre le foncteur qui a un k-schéma S associe ’ensemble
des classes d’isomorphisme de (P!,X,d)-collections non dégénérées sur S et le foncteur
Hom!*(P!, Xy)).

DEFINITION 5.7. Soit S un k-schéma et d un élément de N(Z*()l). Une (3, d)-collection du second

type sur S est la donnée pour tout o € 3(1) d’un fibré en droites L, sur S et d'un (d, + 1)-uple
(Sa,i)i=0,...d, de sections globales de L, qui engendrent L.
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Un isomorphisme entre deux (3, d)-collections du second type (La, (sa,i)) et (Lq, (s5,;)) est
une famille d’isomorphismes L, — L/, envoyant s, ; sur sﬁm
DEFINITION 5.8. Soit (L4, (Sa,i)) une (X, d)-collection du second type sur S. Soit s € S. Pour
tout a € X(1), fixons un isomorphisme H'(ks, s*L4) — ks. On identifie alors 'image de (s4;)
dans H O(HS, s*La)daJrl a un polynome P, s homogene en deux variables de degré d,,.

La (X, d)-collection (L4, (5q,i)) est dite non dégénérée si elle vérifie la condition suivante :

pour tout s € S, les polynémes
(1L7)
geEY

ado
; . . . o
n’ont pas de zéro commun non trivial dans une cloture algébrique de k.

Un isomorphisme entre deux (X, d)-collections du second type non dégénérées est un
isomorphisme entre ces deux objets en tant que (X, d)-collections du second type.

DEFINITION 5.9. Soit M un sous-module de Z=M) tel que le quotient de Z=(1) par M soit sans
torsion. Une (X, d)-collection du second type M -trivialisée sur un k-schéma S est un couple

(Las (80,i))s (em)men)

ol (La, (8q,i)) est une (X, d)-collection du second type sur S et (¢pm)menm est une famille
d’isomorphismes
Cm @ LM 5 Og,
telle que, pour tous les éléments m et m’ de M, on a ¢ ® ¢y = Cypnr-
Un isomorphisme entre deux (X, d)-collections du second type M-trivialisées ((La, (Sa.i)),
(em)) et (L4, (s,.0))s (c7,)) est une famille d’isomorphismes L, = LI envoyant s, ; sur S et
Cm SUT €.

2(1)

Soit d € N(*)

. L’action diagonale du tore GoY sur Ha(Az"‘+1 \ {0}) induit un G torseur

IT (a@+\vion— IT P

a€eX(1) a€eX(1)
On a défini au début de la section 3 un ouvert (Pl)de de ] on‘ (cf. la sous-section 3.5 pour la
définition de I’ensemble By, associé a I’éventail XJ). On note (Pl)de Iimage réciproque de (Pl)f‘i32

da

dans Han(l)(Ak T {o)).
LEMME 5.10. Soit (P,) une famille de polynémes homogénes en deux variables a coefficients
dans un corps L. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout n, € By, les polynémes (Py)q, n,=1 n’ont pas de zéro commun non trivial dans
une cloture algébrique de L ;

(ii) les polynémes (][],s, Pa)oex n'ont pas de zéro commun non trivial dans une cloture

algébrique de L.

ado

Démonstration. Supposons qu’il existe (ng) € By et un zéro commun aux polyndmes
(Pa)a, na=1. Par définition de By, pour tout cone o un tel zéro est alors un zéro de Ha¢o P,.
Réciproquement, si les polynomes (][ ,¢, Pa)oes ont un zéro commun z, on définit nq € {0, 13>
par n, =1 si et seulement si z est un zéro de P,. Alors (n,) appartient a By, et z est un zéro
commun aux polynomes (Py)a, no—=1- O

1388

https://doi.org/10.1112/50010437X09004291 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004291

PRODUIT EULERIEN MOTIVIQUE

Il est bien connu que le foncteur qui a un k-schéma S associe ’ensemble des classes
d’isomorphisme de (X, d)-collections du second type sur S est représenté par [] P‘,fa. De la

définition de (Pl)jiBE et du lemme précédent on déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.11. L’ouvert (Pl)(]‘j2 s’identifie au sous-foncteur ouvert de Hom(S, [[ P%) qui
a un k-schéma S associe I'ensemble des classes d’isomorphisme de (X, d)-collections du second
type sur S non dégénérées.

LEMME 5.12. Soit M un sous-module de Z*() tel que le quotient de Z*) par M, noté P, soit
sans torsion. Soit T'p le sous-tore de Ga(l) associé a P, Ty le tore quotient de G,%:l(l) associé a M
$(1) . )
et m: Gy’ — Ty le morphisme quotient.
Le foncteur qui a un k-schéma S associe I’ensemble des classes d’isomorphisme de (¥, d)-
collections du second type sur S M-trivialisées (respectivement M -trivialisées non-dégénérées)

est représenté par Haez(l)(AZQH \ {0})/Tp (respectivement (Pl)dBZ /Tp).

Remarque 5.13. Le résultat est classique si M = Z>(1).

Démonstration. Si L est un fibré en droites sur une variété X, on note Lle G,,-torseur au dessus
de X obtenu en retirant la section nulle a ’espace total du fibré. On identifie Ag“ \ {0} - P¢
au G,-torseur OPﬁ(l)‘ On note Xp la variété Haez(l)(AZaH \{0})/Tp et mpr le Tps-torseur

Xp = [laesq P

On définit sur Xp une (X, d)-collection du second type M-triviale universelle. On pose
Lo = W}k\/lopda (1). Pour ¢ =0,...,dy, on pose Sq; = Ty Vi, OU Vg, est la base canonique de
k

HO(PY-, Opda (1)). Il reste & définir les trivialisations c¢,,. Soit m : Thy — Gy, un élément de M. Le
k

produit contracté Ty, = Xp xTM™ G, est un G,,-torseur au-dessus de I1 Pga, canoniquement
isomorphe au produit contracté

( 11 AZ‘*“\{O}) <G G,

a€eX(1)

Ainsi T,, s’identifie canoniquement au G,,-torseur ®Opga (mg). Donc le tiré en arriere de T,

sur Xp s’identifie canoniquement & L5'>. Mais par ailleurs ce tiré en arriere est canoniquement
isomorphe au Gy,-torseur trivial, d’ou la trivialisation c,,. Par construction on a ¢, ® ¢, =
Cm+m/-

Soit S un k-schéma. A tout morphisme S — Xp on associe la (2, d)-collection du second
type M-trivialisée obtenue en tirant en arriere la (X, d)-collection du second type M-trivialisée
universelle. Le fait que ceci définisse une bijection entre ’ensemble des points de Xp a
valeurs dans S et 1’ensemble des classes d’isomorphisme de (X, d)-collections du second type
M-trivialisées sur S se démontre alors de la méme fagon que Cox démontre le théoreme principal
de [Cox95a]. Alternativement, on peut exploiter la structure de variété torique sur Xp pour
appliquer directement le résultat de Cox.

Comme la bijection décrite ci-dessus induit une bijection entre les points de (Pl)jiBZ /Tp a
valeurs dans S et lensemble des classes d’isomorphisme de (3, d)-collections du second type

M-trivialisées non dégénérées sur S, on obtient le résultat pour (Pl)de /Tp. O
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PRrROPOSITION 5.14. Soit dEN(E*()l). La variété (Pl)de/TpiC(Xz) représente le foncteur qui

a un k-schéma S associe I'ensemble des classes d’isomorphisme de (X, d)-collections du
second type X (U)-trivialisées non dégénérées. Cette variété représente également le foncteur
H U,d 1

om, (P, Xx).

Démonstration. Compte tenu de la suite exacte (5.1), la premiere assertion de la proposition
découle du lemme 5.12 appliqué & M = X (U).

Pour montrer la deuxiéme assertion, il suffit de construire une bijection fonctorielle en S entre
les classes d’isomorphisme de (X, d)-collections du second type X (U)-trivialisées non-dégénérées
sur S et les classes d’isomorphismes de (P!, ¥, d)-collections non dégénérées sur S.

Soit ((La, (8a.i)), (em)) une (X, d)-collection du second type sur S supposée X (U)-trivialisée
et non-dégénérée. On lui associe la (P!, 3, d)-collection non dégénérée (M, uq), (c),)) suivante :
on pose M, = PT,SOP,{,d @ p5 gLa- On peut identifier HO(PL, M,) a

HO(PL, 0pi1(dy)) @ HY(S, Lo) = HO(S, Ly)deTt,

(1)

On pose alors g det (Sa,05 - - - 5 Saydy ). Soit m € X (U). Comme d € N(E*)1 , on a un isomorphisme

ar ®Opllc(da)<m Pl 2 Opt.

On pose ¢, =P} 5Cp, @ P 5Cm-

Réciproquement, soit ((Mq, uq), ;) une classe d’isomorphisme de (P!, ¥, d)-collections non
dégénérées sur S. On peut supposer qu’on a

Mo = pT,SOP}C (da) ® pE,SLa-

On associe & la classe d’isomorphisme ci-dessus la (X,d) collection X (U)-trivialisée
(Lo, ua), (P g¢)y)). On vérifie aisément que ceci fournit la bijection cherchée. O

Notation 5.15. Si d € N, on note ny(d) le cardinal de ’ensemble

=(1) _
{deN(*), > da_d}.

aeX(1)
Pour tout d > 0, on note Wy le k-schéma
IT  ®Y&E/ Tricxy)-

(1)
deN(y "

ZQEE(I) do=d

W, est donc une union disjointe de ny(d) variétés définies sur k, chacune de ces variétés étant
géométriquement irréductible de dimension d — rg(Pic(Xy)).

Rappelons que HomkU’LO’d(Pl, Xx) désigne le foncteur qui & un k-schéma S associe
{ € Homy(P%, Xx), Vs € S, deg(p%(Lo)) = d A o € U(rs(t))},

et que, d’apres le lemme 4.1, ce foncteur est représentable par un schéma quasi-projectif noté Uy 4.
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LEMME 5.16. Pour tout d > 0, Wy est isomorphe a Uy 4.
On a I'égalité

[Upgl = (L —1)8m&X=) 3= [(phF=].

=(1)
deN(,

Eaezu) do=d
Démonstration. La premiere assertion découle de la proposition 5.14 et du fait que ), D, est
un diviseur anticanonique sur Xy .
L’application

P

(P1) g™ /Trie(xs) — (P1) g™ /Gl) = (P1) g

est un torseur sous Ga(l) /Tpic(xy) = U, localement trivial pour la topologie de Zariski car U est
un tore déployé. Ainsi on a

[(PHYT® ) Toiexy] = [(PYHEZ][U].
On en déduit le résultat. O

COROLLAIRE 5.17. Soit V une variété torique projective lisse et déployée définie sur un corps k,
d’orbite ouverte U. Pour tout entier d > 1, soit Ug 4 la variété quasi-projective paramétrant les
k-morphismes P,lC — V dont I'image rencontre U et de degré anticanonique d. Soit p(Upq) le
nombre de composantes géométriquement irréductibles de dimension maximale de Uy 4. On a

alors
- dim(Up,q)
im ——==1
d—oo d
et
—— log(p(Upa)) .
1 — 2 —rg(P .
e~ eFi)

En d’autres termes, dans le cas d’une courbe rationnelle, la réponse a la question 4.8 est positive
pour les variétés toriques projectives, lisses et déployées en prenant pour ouvert ’orbite ouverte.

Démonstration. Ceci découle du lemme 5.16 et de la théorie du polynome d’Ehrahrt qui permet
de montrer qu’on a

log(nx(d))

Jm = = Bl - (U)) = rg(Pic(Xx)). 0

On déduit également immédiatement du lemme 5.16 qu’on a ’expression

dim(X 1\B do

Zp2t (1) = (L — 1)3m@=) N (P o] de. (5.4)
(1)

(%)

La description de Xy, comme quotient géométrique permet par ailleurs de montrer la formule
suivante, qui est une version motivique d’une formule donnant le nombre de points d’une variété
torique déployée sur un corps fini. On renvoie a la sous-section 3.5 pour la définition de By, et
au début de la section 3 pour la définition de '“992'

deN

PRrOPOSITION 5.18. Soit k un corps de caractéristique zéro, 3. un éventail projectif et lisse et Xx,
la k-variété torique associée. On a 1’égalité

Z /‘(J)Bg((na)) L7 2N = (1— L*ﬂ)rg(Pic(XE))
(na)€{0,1}=M)

Dy (Xx)
L dim(Xs) "
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Démonstration. On sait que 7y est un torseur sous le tore déployé Tpic(xy,) = GE(PE(XE))

au-dessus de Xy. D’apres la proposition 2.12, on en déduit la relation
BY(Ts) = F(X) B (G0,
D’apres le corollaire 2.21, on a ®X(G,,) =L" — 1. Calculons ®X(7x). Pour (n4) € {0,1}>M

notons A, Lt MNy,=1{Xa =0}. On a ainsi

D} (Agr)) = PAT ) = L7 e,

la derniere égalité provenant du corollaire 2.21. On a alors

GBZ Bmm
D’apres la proposition 2.11, on a

_ 1+|J

o U Aw)= X coer( N aw)
(na)€Bs @ #J C Bmin aeJ
Compte tenu du fait que pour (n,) € By on a
Ang) = M A,
(nf)€BR™,(n,)< (na)

et rappelant que
By ((na)) = {(ni,) € BE™, (ng,) < (na)}

ceci se réécerit

i

U AW)) T () ax(A )

(na)EBx (na)EBx

== > uh((na))Lr =T

(na)€{0,1}51)

On a donc bien la formule annoncée. O

5.3 Le cas des surfaces de Hirzebruch

Nous traitons ce cas particulier séparément, car d’une part on peut travailler ici dans
I’anneau M;, d’autre part on obtient le fait remarquable que la série Z;Lr(‘)‘)t (T') est une fonction
rationnelle en 7. Plus précisément, nous démontrons le point (i) du théoreme 1.1, dont nous
rappelons I’énoncé.

THEOREME 5.19. Soit k un corps. Soit m >0 un entier. Soit ¥ I’éventail de Z> @ R dont les
rayons sont engendrés par p1 = (1,0), p2 = (—1,m), p3 = (0, 1), ps = —ps. La k-variété torique
déployée Xy, associée est la m-iéme surface de Hirzebruch H,,. On note U son orbite ouverte.

Alors I’élément de M[[T]]
(14+LT)(1+LT+L2T? +. .. 4 L™ 7ty (1 L T)? ZglﬁtU,hO(T) (5.5)

est un polynéme dont la valeur en L~ est L2 (1 — L™2)2
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Remarque 5.20. On a rg(Pic(H,,)) =2 et a*(H;,) =1/(m + 1). Par ailleurs on a

e e _1L1)2[<1 SL)(1 L)

(i) (i)

= LD ([(1 L T) ZB (D)L EPD) 3 et () 1 S e,
d
la derniere égalité provenant de l’expression de ,ug?mm obtenue au paragraphe 3.5.2. Nous

obtenons donc bien une version motivique du résultat principal de [Bou02] dans le cas ot la courbe
est supposée rationnelle. Ce dernier résultat se déduit d’ailleurs du théoréeme 5.19 en spécialisant
via le morphisme #p, grace a la rationnalité de la fonction zéta des hauteurs motivique.

Démonstration. On a d’apres le lemme 5.16, la formule (3.13) et la description de X

2B (1) = (=12 Y [Tt
(di)€N4

di=ds
dz+m do=dy

— (L —1)? 3 Hpe " (€1, €2, 3, 1) [PM] [P [PH] [P
(d;)EN?, (e;)EN

dit+e1=da+e2
d3z+m do+e3z+m ea=ds+eq

% le +do+d3z+ds+e1+ex+eztes )

En utilisant ’expression de uf}z’mOt obtenue & la section 3.5.2, la relation (3.15) et la relation

(L-1)[PY=L"* -1,

on obtient la relation (cf. [Bou03b, section 4.3.2] pour les détails du calcul)

(1 _ T2) (1 + Lm+l Tm+2) 1+ L T2+m >

t —
ZgP,U,ho (T)=(L-1) (L (1 —L27T2) (1 — L2+m 72+m) 1 — L2tm 2+m

d’ou le résultat annoncé. O

5.4 Le cas général

Soit k£ un corps de caractéristique zéro et 3 un éventail projectif et lisse. On conserve les notations
des sous-sections 5.1 et 5.2. Le but de cette partie est de démontrer le point (ii) du théoreme 1.1.
Pour cela, on va reprendre au niveau de 'anneau de motifs virtuels Mz la stratégie employée
dans [Bou03a]. Soulignons que tous les calculs qui suivent sont valables sur 'anneau My, pour
un corps k quelconque (d’ailleurs si k est fini leur spécialisation via #j ‘redonne’ certains des
calculs effectués dans [Bou03a]), mais pas a priori les résultats de convergence pour lesquels on
aurait besoin de la validité de ’analogue du corollaire 3.4 sur /\//11:2

Notation 5.21. Pour alléger I’écriture, pour toute k-variété V', le motif virtuel associé a V' sera

noté [V] en lieu et place de x([V]). Par ailleurs, on notera x5 la fonction M§§,x :
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D’apres les formules (5.4) et (3.8), on a
2501 (1) = (L= 1)) S [(ph)32] 7% e

=(1)

deN

= (L — 1)4m(&s) Z 1 (e) H [Ple] TXa(datea)
d,ecN=(1) aex(1)
(d-i—e)eN(z*()l)

_ (L . l)dim(Xz:) Z Z H Pdo‘ ea Z da
ecN=(1) deN(E()l) aeX(1)

d>e

Rappelons que linjection naturelle N> — (§Z D,)" et le dual de la suite exacte (5.1)
%(1)

permettent d’identifier N(*) au sous-ensemble de Pic(Xy)Y constitué des éléments y vérifiant

(y, Dq) =0 pour tout a € ¥(1). Ainsi, pour e € N=D) on a

. LU Pa)=ca 1\ (y,Du)
O | D S | )

dENE(l) aex(1) y€Pic(Xx)Y  aex(1)
d>(e) (y, Da)>deg(Eq)

On a donc
Zlél,U,ho (T)
(L —1)re(X 0)-1=m)]

- Z /ﬁé(e)( Z H (L1+<y,Da)_ea1)T<y,zajDa)>

ecN=(1) y€Pic(Xx)Y aeX(1)
<y 5 Da>>€a
= Z Né(e)( Z H (L1+<y7Da>—€a _ 1)T <y7L0)>.
ecN=(1) yECCﬁ(XE)VmPiC(XE)V OLEZ(].)
<y 3 Da>>eo¢

On décompose a présent ZPl Uho (T') en une somme de plusieurs termes, dont on estimera ensuite
le comportement séparement On écrit

2 13y (1) = (L = 1180 S ()4l 7,()
ACx(1)
avec, pour A C X(1),
ZaT)= Y m(e) Zae(T),
ecN=(1)
Zae(T) désignant la série
Z LZ&QA 1+<y,Da>—€aT<y,L0>.

yECeff(Xz)vﬂPiC(Xz)v
Vaes(1),  {y,Da)>ea

Notation 5.22. On écrit Cog(Xx)Y comme le support d’un éventail régulier A. Pour i € A(1) on

note m; le générateur du rayon . Pour toute partie I de A(1) on note C(I) = u Y icr Nsom; (avec
la convention C(@) = {0}), de sorte que C(§(1)) est 'ensemble des points du réseau Pic(Xy)"
contenu dans l'intérieur relatif du cone 4.

1394

https://doi.org/10.1112/50010437X09004291 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004291

PRODUIT EULERIEN MOTIVIQUE

Remarque 5.23. On a alors

e eo® =3 T ( 1=gme 1)
0€A ied(1
d’ou
1
S ST SRR y (.
seA ies(1) {mi, Lo)
dim(d)=rg(Pic(V))
Soit A C ¥(1). On écrit

= Z ZA,(;(T)

dEA

ZA7§(T): Z ,U%(;(e) ZA,(S,e(T)a

ecN=(1)

avec

Zase(T) désignant la série
Z L2aga 1+, Da)—earp(y, Lo)

y€C(6(1))
VaeX(1),(y, Da)=ea

De la méme fagon que le théoréme 1 (p. 178) de [Bou03a] se déduisait des propositions 1-(3)
(p. 181), 3 (p. 190) et 4 (p. 195) de (op.cit.), le point (ii) du Théoreme 1.1 se déduit alors
de la proposition 5.18 et des propositions 5.25 et 5.27 énoncées et démontrées ci-dessous. Les
démonstrations, tres similaires a celles des propositions analogues de [Bou03a], sont en outre
simplifiées par le fait qu’on étudie des convergences pour une norme non-archimédienne.

5.4.1 Le cas A= @.

Notation 5.24. Soit e € N*), § un cone de A et J une partie de £(1). On pose

C(8(1))s,e E {y €C(6(1)),Ya € J, {y, Do) < ea}.

Soit § un cone de A. Nous écrivons

Zos(T)= > (=) Zg5.,(T)
JCR(1)
avec

Zosa(T) =Y u¥(€) Zos.e(T), (5.6)
ecN=1)
Zg 5.7e(T) désignant la série

Z LZaesn) 1+, Da)=ea ply, Lo) _ Z LZaesq) 1+, Da)—ea ply, Lo)

y€eC(0(1)) y€C(6(1))J, e
Vaed, (y, Da)<ea

PROPOSITION 5.25. Soit § un cone de A. La série
(1-L 1)) 7, 5 5(T)

converge dans M?gQ en T=L"1. Si J est non vide et dim(§) = rg(Pic(Xyx)), sa valeur en L™}
est nulle.
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La série
(1-L T)rg(PiC(Xz)) Z Zo.5.0(T)

deA
dim(8)=rg(Pic(Xx))

o —

converge dans MZ‘ qQen T =L""! vers
oz*(Xz)le(l)‘ Z 13 (e)L~ 2ea
ecN=(1)
Cette proposition découle de (5.6), du corollaire 3.4 et du lemme 5.26 ci-dessous.

LEMME 5.26. Soit e un élément de N>, § un céne de A et J une partie de X(1). II existe
alors un sous-ensemble I' de §(1) et un polynéme Py & coeflicients dans Z[L] tels que :

(i) pour tout entier kK >1 on a

Pp(L7%) € 5~ PO Zaesm) e px

Joc 2

(ii) on a la relation

3 LZaes) W Pa) e iy Lo) ( [T = @my=tmecony=t — 11) x Pp(T).
y€C(6(1))J, e iel’
(5.7)

Supposons en outre § de dimension maximale. Alors si J est non vide, I' est un sous-ensemble

strict de 0(1). Si J est vide, on a I' = §(1) et Py est constant égal a LIPMI=2aesq) e

Démonstration. OnaC(d(1))z, e =C(6(1)). Donc si J est vide le membre de gauche (5.7) s’évalue
immédiatement et vaut

L M= Zaesn) < T [(1—@z)=tmeLory=t — 1]).
ies(1)
Si J n’est pas vide, posons
Ijn={i€dé(1),YaeJ (m;, Do) =0}
et I;2=20(1)\ 1. En particulier on a C(1;1)s e =C(Is1). Si on note
P(T) = Z L 2o 12, Da)—ea ply2, Lo)
y2€C(1,2) 7, e
le membre de gauche de (5.7) est égal au produit
P(T)x Y LW Xags Pyl fo), (5.8)
y1€C(1,1)
Siy1 €C(Ly1), ona (Y1, 2 ngy Pa) =(y1, Lo). Donc le deuxieme facteur de (5.8) est égal a
IT (1 - (@a)tm o=t 1,
i€l

Passons au facteur P(T'). De la méme maniére que dans la preuve du lemme 3 de [Bou03a], on
voit facilement que C(12), e est fini. Ainsi P est un polynome a coefficients dans Z[L], et pour
tout entier k on a

P(L—R) — L|E(1)|—Za €a Z L(I_H) <y2 7L0>.
y2€C(152)7, e
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Pour tout y2 € C(172)7 e on a (y2, Lo) >0. Donc si kK >1 on a

P(L—l-’i) G 3'—|Z(1)|+Z Ea Mi:(

Joc”

Enfin, si § est un cone de dimension maximale, les (m;);cs(1) forment une Z-base de Pic(Xx)".
Ainsi, si J n’est pas vide on ne peut avoir /;9 = @. Ceci joint au calcul pour J = @ montre les
deux dernieres assertions du lemme. O

Le cas A# @. Soit § un cone de A et A une partie non vide de 3(1). On écrit
Zas(T)= > (1)1 Z45.,(T)

JCS(1\A
avec
Zasa(T)= Y u¥(€)Zase(T), (5.9)
ecN=(1)
I'expression Z4 5 .5e(1") désignant la série
Z LZQQA 1+<y7Do¢>_ea T<y7LO>'

y€C(6(1))
VacA,(y, Da)=ea
VaeJ,(y, Da)<ea

PROPOSITION 5.27. Soit 6 un cone de A, A une partie non vide de (1) et J une partie de
¥(1) \ A. La série
(1 -LT)5™® 7,5 5(T)

converge dans /T/l\?g en T =L~!. En outre, si dim() = rg(Pic(Xy)), sa valeur en L~! est nulle.

Cette proposition découle de (5.9), du corollaire 3.4 et du lemme 5.28 ci-dessous.

LEMME 5.28. Soit 6 un céne de A, A une partie non vide de (1) et J une partie de (1) \ A.
Soit e € N>, [I existe alors un sous-ensemble I' de §(1), et un élément Ry de Z[L)[[T]] tels que :

(i) pour tout entier k > 1, Rp(L™") converge dans M} vers un élément de F PO Zaenq) ea
A
(ii) on a la relation
Z LZagA 1+ (y, Da)—ea T(y , Lo)
yeC(o(1))

VOLEA,<’y 5 Da> Zeq
VaeJ(y, Da)<ea

= < [Tir = (ma)y=tme 2ony=t — 1}) x Rp(T). (5.10)
iel’
En outre, si § est un coéne de dimension maximale, I' est un sous-ensemble strict de 6(1).
Démonstration. On pose
CO(1) 4 e ={y €CO))se.Ya € A, ly, Da) > ea}.
Le membre de gauche de (5.10) s’écrit donc

Z L 2aga 1y, Pa)=ea) ply,Lo) (5.11)
yeC((1)3,

e
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On pose

Injgi1={i€o(1),Vaec AU J, (m;, Do) =0}
et Iaj2=20(1)\ 14 1. Ainsi tout élément de C(é(l))j% o S’écrit de maniere unique y; + y2 avec
Y1 € C(IAJJ) et

Y2 € H {y € C(IA,J,Q)J, e Va € A7 <y ) Da> = ha}

(ha)ENA
ha Zeq

Pour (hy) € N4, on voit facilement qu'il n’y a qu’un nombre fini d’éléments yo de C(I A,J2)J, e
vérifiant (ya2 , Do) = hy pour tout a € A. Pour un tel y2, on a pour tout entier x

L aga (142, Da)—ea )L~ (2 £0) — LIEMDI~|AI=Saga ca=Saca ha,(1-5) 2 , £o)
_ LIEDI-AI=E sy €a=Cacalha—ea),(1-r)u2 . Lo)

Notons par ailleurs que (ya, Lo) est positif. Si on pose

R(ha)(T) d:éf Z L ZagA (1+{y2 , Da)—€a )T<y2 7L0>,

y26C(Ia,7,2)7, e
Va€A,(y2 , Da)=ha

ce qui précede montre qu’on a pour tout entier x > 1
R(ha)(Liﬁ) [= SF_|E(1)|+20162(1) ea+2a€A(h(¥_e&)M?§’IOC' (512)
Par ailleurs la série (5.11) s’écrit comme le produit

< Z R(ha)(T)> X < Z L<y1  2agAUT DCM)T(yl ) Lo))

(ha)EN4 y1€C(1a,5,1)
ha>eq

dont on note R(7T) le premier facteur. Le deuxieme facteur est égal a

[T [(r—@m=tmecon=t —1j.

1€la,51
Pour tout entier x> 1, (5.12) montre que R(L™") converge dans M} vers un élément de
2O+, ea A X
F es ¢ MY,

Notons enfin que comme A est non vide, si I’ = I5 pour un céne ¢ maximal alors I4 j2 ne peut
étre vide. Ceci montre la derniere assertion du lemme. O

Comme déja annoncé, on déduit le point (i) du théoréeme 1.1 des propositions 5.18, 5.25
et 5.27.
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