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ABSTRACT

In Boyer [Monodromy of perverse sheaves on wvanishing cycles on some Shimura
varieties, Invent. Math. 177 (2009), 239-280 (in French)], a sheaf version of the
monodromy-weight conjecture for some unitary Shimura varieties was proved by giving
explicitly the monodromy filtration of the complex of vanishing cycles in terms of local
systems introduced in Harris and Taylor [The geometry and cohomology of some simple
Shimura varieties (Princeton University Press, Princeton, NJ, 2001)]. The main result
of this paper is the cohomological version of the monodromy-weight conjecture for
these Shimura varieties, which we prove by means of an explicit description of the
groups of cohomology in terms of automorphic representations and the local Langlands

correspondence.
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Introduction

Dans cet article on s’intéresse aux groupes de cohomologie de certaines variétés de Shimura
unitaires, celles étudiées dans [HT01], qui sont de type PEL, définies sur un corps CM, F' = EF™T,
et associées a un groupe de similitudes G/Q tel que le groupe unitaire correspondant sur R soit
de la forme U(1,d — 1) x U(0,d)". A certains sous-groupes compacts I = UP(m) de G(A™), on
associe alors un schéma X7 au dessus de F' classifiant des variétés abéliennes munies de structures
additionnelles. La tour X7 := (X)rez est munie d’une action par correspondances de G(A>)
et forme un schéma de Hecke au sens de [Boy09b]. On fixe un nombre premier p inerte dans
I'extension quadratique F/Q, et v une place de F' au dessus de p telle que G(F,) ~ GLy(F,),
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P. BOYER

ou F, désigne le complété du localisé de F' en v. Les schémas X sont alors définis sur ’anneau
des entiers O, de F, et on note ¥z =RV, (Q;)[d—1]((d —1)/2) le faisceau pervers des cycles
évanescents de poids 0 sur la fibre spéciale géométrique X7 de X7.

Le Fp—schéma X7 est stratifié par des sous-schémas de Hecke localement fermés

h

- Ph Sshe i -
Xzzh( XI/ C X7

pour 1 < h <d, de pure dimension d — h, lesquels pour 1 < h < d, sont géométriquement induits
au sens ou il existe un sous-schéma fermé X. tel que

Xz = X571 xthd<Fv> GLa(Fy),

ol P g4 est le parabolique standard de Lévi GLj, x GL4—p,. Dans [HT01] & toute représentation
irréductible admissible 7, du groupe des inversibles D, de l'algebre & division centrale sur F,

et d’invariant 1/h, les auteurs associent un systeme local F,, sur X7" dit d’Harris-Taylor.
Dans [Boy09b], les bigradués de la filtration de monodromie de W7 sont décrits en termes
des extensions intermédiaires de ces systemes locaux et on constate alors que la conjecture
de monodromie-poids version faisceautique est vérifiée.

Une étape essentielle dans la preuve de ce résultat consiste, pour m, une représentation
irréductible cuspidale de GL4(F,) et pour 1 <t < s=[d/g] a prouver la série d’égalités suivante
dans le groupe de Grothendleck des falsceaux pervers de Hecke, cf. [Boy09b, proposition 4.3.1 et
corollaire 5.4.1] :

t—1

S (_
ZI*]Z,gHT(Trv,Ht) Zzz*jz,gHT(ﬂ'v,Ht7[z—t—1]ﬂv)<— 5 ) (1)
1=t

ou les faisceaux HT(m,, I1;) se construisent par induction parabolique ‘géométrique’ & partir :

— des systemes locaux d’Harris-Taylor F . ), ou my [t|p est la représentation de D, 1g Associée
a la représentation de Steinberg généralisée Sti(m,) par la correspondance de Jacquet—
Langlands locale ;

— et d’une représentation II; quelconque de G'Lyy(F).

Il est aisé d’inverser, par récurrence, cette série d’égalités et d’obtenir, proposition 2.6.1, la série
d’égalités suivante

|
~

. r)g .= (t+r —
i GZHT (my, 1) = Y (=) i 92 BTy, T, X [ — 1), ) (1/2). (2)

T

Il
=)

Dans [HT01] via des arguments désormais classiques de comptage de points fixes, pour :

— £ une représentation irréductible algébrique de G a laquelle on associe un systéme local L¢
sur X7 ; et

— II°® une représentation irréductible de G(A™) ;

la composante H‘X””—isotypique [H* (]Z VHT (1, ) @ Le)]{TI%¥} de la somme alternée des

groupes de cohomologie de ], T (7, II;) ® L¢ est décrit, proposition 3.3.1, a I’aide du foncteur
redr, 1], définition 1.5.4, appliqué & la composante locale 11, de sorte que de (2), par pureté,

on en déduit le calcul de chacun des groupes de cohomologie H'(j Iz ,g HT (7, II;) ® Le). 11 reste
alors a étudier la suite spectrale de monodromie dont I’aboutissement calcule les groupes de
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cohomologie H ‘ w a coefficients dans L¢ de la variété de Shimura et dont les termes initiaux sont

les Hi(j Iz ,g H T(m, St¢(my)) ® L¢). Dans cette étude on distingue les deux situations suivantes :

— le cas II, est tempérée ou la suite spectrale dégénere en Fj ;

— le cas Zelevinski dual, i.e. IT,, ~ Speh,(m,), ot 'on décrit completement la suite spectrale.

Dans le cas général ou II, ~ Speh,(m,) pour m, une représentation irréductible tempérée de
GL4(F,) avec d = sg, plutot que de décrire tous les termes initiaux, on se contente d’en préciser
certains de fagon a calculer Hf] ; et on conclut en utilisant le théoreme de Lefschetz difficile.
En définitive on prouve, théoreme 4.3.1, la conJecture de monodromie-poids ‘cohomologique’
pour les X; au sens ou pour tout ¢, les gradués grﬁv,f,k de la filtration de monodromie de
HY(X71 xp, Fy, L¢) sont purs de poids k + i.

L’étude de la suite spectrale des poids associée a (1) permet de décrire chacun des groupes
de cohomologie H*( j;fg HT (my, I1I;) ® L) ; on en déduit alors un énoncé de connexité pour les
variétés de Shimura étudiées, cf. le corollaire 5.3.3.

Originellement on utilisait une partie de ces calculs de groupes de cohomologie pour prouver
les résultats faisceautiques de [Boy09b]. Afin d’alléger I’exposition de [Boy09b], nous avons préféré
courcicuiter cette étude cohomologique en utilisant une propriété d’autodualité a la Zelevinski
prouvée par Fargues dans [Far06] ; en appendice nous donnons l’argument originel permettant
de ne pas faire appel a [Far06].

Comme nous venons de le voir, pour l'essentiel, tout repose sur les calculs du foncteur
red,, [y, appliqué a la composante locale 1I, d’une représentation irréductible automorphe de
G(A). Comme ce foncteur se comporte particulierement bien & l'induction parabolique, cf. le
lemme 1.5.5

I‘edﬂv[r]D(ﬂ'l X T2) :I‘edﬂ.v[r]D(ﬂ'l) X g + 7 X red, [ b (71'2)

on est ramené, corollaire 1.5.6, au calcul de red appliqué a [s — 1]+, avec les notations

mo[r]D [E=1]n,
du paragraphe 1.3, lequel découle du calcul de ses foncteurs de Jacquet, proposition 1.4.2.

1. Rappels sur les représentations de GL,(K)

Soit K une extension finie de Q,, d’anneau des entiers Ok et de corps résiduel x de cardinal
q=p’. On notera wg une uniformisante et | - | la valeur absolue.

1.1 Notations
On rappelle dans ce paragraphe, quelques notations, tirées de [Boy09b], sur les Q;-représentations

admissibles de GL4(K).

DEFINITION 1.1.1. Pour une suite 0 <7y <rg <--- <7, =d, on note Py, r,...r, le sous-groupe
parabolique de GL, standard associé au sous-groupe de Levi GLy, (Fy) X GLyy—p, (Fy) X -+ X
GLy, —r, ,(Fy,) et onnote N, ,, sonradical unipotent. On mettra en exposant op pour désigner
les paraboliques opposés.

Notation 1.1.2.

— Pour P=MN un parabolique de GL; de Lévi M, de radical unipotent N, et 7 une
représentation admissible de GL4(K), l'espace des vecteurs N (K )-coinvariants est stable
sous 'action de M(K)~ P(K)/N(K). On notera Jp(m) cette représentation tordue par

557 () = |det(ad(-) L0 ) V2.

369

https://doi.org/10.1112/50010437X09004588 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004588

P. BOYER

— Soient m; et my des représentations de respectivement G Ly, (K) et GLy,(K). On note alors :
x m{n}:=m ® |det|" ;

. . GLny 4n, (K
% m X mo linduite Ind, ™" 2(K)

. Py ing+ng (K)
parabolique opposé sera noté Xgp ;

x sl mp =119 et no = tag,
N —
T Xy = mi{—ta/2} x ma{t1/2} et mi xmyi=mi{ta/2} x ma{—t1/2} ;

on omet la référence a g car en général le contexte sera clair. Pour les paraboliques
, — —
opposés, on notera X op et X gp.

m1{ne/2} ® ma{—n1/2}; linduite relativement au

Remarque. Pour (m;)1<i<3 des représentations de GLy,4(K), on a les isomorphismes suivants :

— —
(m X ma)Y ~m) x 7y,
— — — —
(71'1 ><7T2) X Tg =7 X (71'2 ><7T3),
— — — —
(71'1 ><7T2) Xy >~ X (71'2 ><7T3).

1.2 Représentations elliptiques

Pour tout ¢t > 0, on note

'
Ft::{(al,...,ar,el,...,er)ENTX{:I:}T: r>1, Z@i:t}-
=1

712 7 <— — N . N
Un élément de I' sera noté sous la forme (ag, . . ., a,) ot pour tout i la fleche au dessus de a; est
«— . — . . TN .
a; (respectivement a;) si €; = — (respectivement ¢; = +). On consideére alors sur ' la relation

d’équivalence induite par les identifications suivantes :

— — — —_
(...,a,b,..)=(..,a+b,...), (...,d,b,..)=(..,a+b,...),

H H H . 717 7’
et (..., 0,...)=(...,0,...). On notera I'* 'ensemble quotient dont les éléments seront notés
[ar, ..., a].

«— — _)t . . . 712

Remarque. Pour t >0, dans toute classe [a1,...,a;] € I'", il existe un unique élément de
(a1, ...,ar €1,...,6) €Tl tel que :

— pour tout 1 <2< r, on ait a; >0 ;

— pour tout 1 <7< r, €1 =—.

— —
Un tel représentant sera dit réduit. Pour ¢ = 0, on dispose d’une unique classe notée [0 ] ou [0].
DEFINITION 1.2.1. A tout représentant réduit (aq,...,ap, €1,...,€6) dune classe de
— —1 Nt .
[a1,...,a;] € T'", on associe
S([ar, . .., )

comme le sous-ensemble des permutations o de {0,...,t— 1} telles que pour tout 1<i<r
avec €; = + (respectivement ¢; = —) et pour tout ay +---+a;j—1 <k <k'<a;+---+a; alors

o~ 1(k) < o7 Y(K') (respectivement o~ (k) > oc~1(k’)). Dans le cas ot sous les mémes conditions,
on demande inversement o1 (k) > o1 (k') (respectivement o~ !(k) < 0 ~1(k’)), 'ensemble obtenu
sera noté S°P([ay, . . ., az)).
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PROPOSITION 1.2.2 (cf. [Zel80, §2]). Soit g un diviseur de d=sg et m une représentation
cuspidale irréductible de GL4(K). Il existe une bijection
[E’._"a_z]G?S_lp—)[a’_“,a_;]ﬂ_

dans I’ensemble des sous-quotients irréductibles de I'induite

e R Eend I L

caractérisée par la propriété suivante

TPyagg (015 @) = D ﬂ{1;8+a(0)}®---®7r{1;8+a(s—1)}-

oeS(lat,...,ar])

Remarque. On peut aussi caractériser la bijection en utilisant J P via ’ensemble de
9,49

permutations S°P([ay, . . ., az))-

DEFINITION 1.2.3. Les sous-quotients irréductibles de V (mr, s) seront dits elliptiques de type .
—

On désignera par [s — 1], une représentation elliptique quelconque de type m de GLgg4(K).
Remarque. Sim et 7r<2_§ont elliptiques de type m, il en est de méme de m; ;)m et de m <;7r2 et on
notera bien que m x [—1]» = 7. En fait [Zel80] est plus précis et décrit la suite de Jordan-Holder
de V(m, s) ; en ce qui concerne les sous-espaces et les quotients irréductibles, on a les résultats
suivants.

PROPOSITION 1.2.4 (cf. [Zel80]). L’induite parabolique V(m,s) possede un unique quotient
(respectivement sous-espace) irréductible a savoir [ﬁ]w (respectivement [s — 1];) ; c’est une
représentation de Steinberg (respectivement de Speh) généralisée notée habituellement Stq(m)
(respectivement Speh(m)).

PROPOSITION 1.2.5. L’induite [t — 1],r§>[s —t — 1], (respectivement [t — 1],r?[s —t—1]) est

de longueur 2 ; son unique sous-espace irréductible est [t—1,s—t|, (respectivement
— — . . o . — — .
[s—t—1, t];) et son unique quotient irréductible est [t ,s—t— 1] (respectivement
S
[s —t,t —1]z).
> >
Plus généralement |[. .., @, T, b,...]r (respectivement [..., ‘@, T, b,...]r) est 'unique
. . . , . —s — 5
sous-espace (respectivement quotient) irréductible de [..., @ |z X[ b ,.. ]r.
R > — “—s . > — —s .
De la méme facon, [..., b, 1,7a’,...]z (respectivement [..., b, 1,7a’,...]z) est 'unique
. . . , . s — 5
sous-espace (respectivement quotient) irréductible de [..., @ | x[ b ,...]r.

— .
t—1,s—t]r (respectivement

Remarque. En ce qui concerne les paraboliques opposés |
— —
t—1]x Xop

- — . . . o .
[t,s—1t—1];) est 'unique quotient (respectivement sous-espace) irréductible de [
[s —t —1].

1.3 Rappels sur les représentations non elliptiques d’apres [Zel80]

Notation 1.3.1. D’apres [Zel80, § 9], 'induite [<t_1]7r X [E]ﬂ{g} est irréductible si et seulement si les
segments A = [—t1/2, t1/2] et A" =[—t2/2+ 0, t2/2 + J] ne sont pas liés. Dans le cas contraire on
éerit Ay =AUA =[—r1/2+4 61, 11/2+ 0] et Ao =ANA =[—r9/2+ b2, 72/2 + 2] de sorte
que l'induite précédente est de longueur 2 avec pour constituants irréductibles, cf. [Zel80, 4.6]

— —
1 )ngsny X [F2lngsys  [E1]n B [E2]nis)-
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Remarque. Dans [Zel80], 'auteur a privilégié, au niveau des notations, les Speh aux St. Ainsi
—_—

[s — 1] y est noté (A) ot A est le segment de Zelevinski {7{(1 — s)/2},...,7{(s —1)/2}} alors

U
que [s — 1] est notée (Ag, ..., As_1) ou A; = {n{(1 — s+ 2i)/2}}. En utilisant I'involution de
—_—

Zelevinski, on renverse le point de vue de sorte que (A)! =[s — 1]z et (Ag, ..., As—1)! =[s — 1],
Ainsi 'analogue du théoréme 6.1 de [Zel80] est la proposition suivante. En ce qui concerne la

notation B elle correspond via la bijection de Langlands locale, a la somme directe.
PROPOSITION 1.3.2. La représentation irréductible
h
[t1
ou les A; sont les segments associés aux [E]ﬂ{gj} rangés de sorte que pour tout i < j, A; ne
précéde pas A;, est 'unique sous-espace irréductible des induites paraboliques

—
t

]71’{51} BH---H [ T]W{(sr}a

— — — —
[t1]roy X - X [trlngs,y €6 [trlngs,) Xop *** Xop [t1]rfs}-

. 7’ 7 et — 7
Remarque. Avec les notations précédentes [t — 1, s — t] est noté

= P g I S el SRS U DO B et
w9/ BT ™ 5 n it

DEFINITION 1.3.3. Etant donnée une représentation irréductible II et un parabolique P opposé
a un parabolique standard, tel que I'image de II par le foncteur de Jacquet associé a P est
cuspidale non nulle, on note Q(IT) 'ensemble des sous-quotients irréductibles de Jpop (II).

Remarque. Sip; ® - - ® p, € Q(I) il existe alors une permutation o de {1,...,r} telle que :

= Po(1) @+ ® Po(ry € QI ;
— pour tout droite de Zelevinski Dy :={n{k}: k€ Z}, et pour tout i <j tels que p,(; et
Po(j) appartenant a Dy alors pour tout ¢ <k < j, py(x) € Dr-
Ainsi pour 7 une représentation irréductible cuspidale, on considere ’ensemble €, (IT) des sous-
séquences de py(1) @ - -+ @ pg(r) € Q(II) relative a la droite de Zelevinski Dy. En identifiant Q. (I1)
A un sous-ensemble N on le munit de la relation d’ordre

(nk)kez < (Mp)rez < N EZ: Yk >i, np =my et n; <m;.

Au §6.9 de [Zel80], Pauteur décrit un procédé pour reconstituer les parametres de Zelevinski
d’une représentation irréductible a partir de la collection des 2, (II) ; pour chacune des droites
de Zelevinski associée au support cuspidal de II, on considére un élément maximal de Q. (II) que
l’on organise en un minimum de segments Aj(7), ..., A, (7) et alors

I~ X (A (), ..., A ().

1.4 Un calcul de foncteur de Jacquet
Comme nous le verrons a la section 3.3, d’apres [HTO01], le calcul de certains groupes de

—
cohomologie est relié a celui de Jp([s — 1] ), ou

=],
[s ==, =t = Urga-s)/2y B+ Bt = Urgs—1)/2}-

Commencons par rappeler d’apres la proposition 1.2.2, les cas ou (s — 1)(t — 1) = 0.

PROPOSITION 1.4.1. Soit g un diviseur de d = sg et w une représentation irréductible cuspidale
de GLy(K). Pour 1 < h<d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés suivantes :
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— si g ne divise pas h, alors
— —_— — —_—
Teon (5= 1)) = Tpen ([5— 1) = T, o (5~ 1) = T, u([5— 1)) = (0) ;
— si h =tg alors

e

—_—
Iy g[8 = Un) = [t = Urgs—tyj2y @ [8 =t = Urf—t/2},

—
TPy oo ([8 = Un) = [t = Urgu—s)2y @[5 =t = Urge/23s
-
Jper, (s = Un) = [t = Ung—s)/2y @ [s =t = Ungesay,
N RN -
Jper, (I8 = Ux) = [t = Ungs—t)/2y @ [s =t = Uny—1/2)-

% . .
Remarque. Le calcul des foncteurs de Jacquet des [s — 1][;7] sont certainement bien connus
L]
des experts ; ne connaissant pas de référence nous avons détaillé un argument. Ce résultat ne
sera utilisé que sous la forme du corollaire 1.5.6.

PROPOSITION 1.4.2. Pour tout s,t, on a

J por
Pk'g,stg

—_— — —
([s = Ui=),) = > Tkt = Ungsmtahi—1)2) B k2 = Unf(smtha—3)/2)
k o
BB [ks — Un{(ke—t—st1)/2}
O [t =kt = Un((stri-1)/2) Bl = k2 = Urf(orro-3)/2)
e
BB — ks — Un{(host1)/2}

ou k décrit les s-uplets (k1 > ko > - - - > k) tels que :

— pour tout 1 <i<s, 0<k; <t et

= iz ki =k

Donnons une illustration graphique de ce résultat a l'aide de la figure 1. On représente

[s — 1][2:} a l’aide d’une grille dont les sommets sont associés aux éléments du support cuspidal.

Pour une suite (p1, ..., pr) contenue dans le support cuspidal de [sTl)][g]ﬁ, on les place sur
cette grille de bas en haut et de gauche a droite. On compte alors les éléments sur les lignes
en partant de celle du bas, ce qui donne un s-uplet (ai, ..., as) avec > ;_; a; =r. L’énoncé ci-
dessus s’exprime en disant que pour tout p; @ - - - ® pg € Q([m] [gjl]w) et pour tout 1 <i < st,
le s-uplet (a(i), ..., as(i)) associé a (p1, ..., p;) est tel que

0<oi(i) < <ag(i) <t —1.

Remarque. En ce qui concerne le foncteur de Jacquet Jp,, , , on a un résultat équivalent en
remplissant la grille de haut en bas et de droite & gauche et 0 < (i) <--- (i) <t —1 ol on
compte les éléments sur les lignes en partant du haut.

Démonstration du cas s = 2 : on utilise I’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck adéquat

[

— — — — — —
t—1 t—1

Irfo1y2y B0 = Ungayoy = [t = Ungryoy X [t = Ungorjoy = [t e x [t — 2r.
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2—s5—t t—s
2 2
st sHt—2
2
FIGURE 1. Représentation graphique de [?] (7] ainsi qu’un des constituants de son image par
JPg;,mg’
9 N\ z L2 . — —

On rappelle que d’apres la réciprocité de Frobenius, JP(C)kF;+k2)g,2tg([t = rgry2y X [t = Urg=1/2})
est égal a

— —

D [kt = Unga—tsknyzy X k2 = Un{rs—1-1)/2}
(k1,k2)
—— —
® [t = k1 = Ungatrnser X [F— k2 = Ungra—1)/2) (1.4.3)

ou (k1, ko) décrit ’ensemble des couples d’entiers tels que 0 < k1, ko <t et k= k1 + ko.

Remarquons tout d’abord que pour ki < ko, la représentation ci-dessus, d’apres la nota-
tion 1.3.1, est irréductible. Pour k; > ko, des égalités

(k1 — Urga—tsrn)/2y ¥ B2 = Unf(ka—1-1)/2}
— — —

—
= [kl]w{(kl—t)/Q} X [k‘Q — 2]7r{(k2—t)/2} + [kl - 1]7r{(1—t+k1)/2} H [kQ - 1]”{(k2—1—t)/2}’

-— -

[t — k1 — Ungarmy) 2y X [E— k2 = Un{(ka—1)/2}

S —

On en déduit que l'on obtient 4 constituants irréductibles dans (1.4.3). En résumé les sous-

D e e e —
Iegray2y X [t = k1 = 2nghy 2y + (8= k1 = Urgasrn 2y B 1= k2 = Urgre—1)/2}-

. . 7’ . 1 S ’ . .
quotients irréductibles de J P +kQ)g‘th([t — 1rq1/2y X [t = 1z{—1/2}) se répartissent comme suit :
.
(i) (k1 = Urga—tsrn)/2y X (k2 = Unfra—1-1)/2}

-— -—
@ [t — k1 — Ung4r) 2y X [ = k2 = Unfka—1)/2}
avec 0 < k1, ko <t avec k1 < ko — 1 qui apparaissent avec une multiplicité égale a 2 ;
(ii) les mémes que dans (i) pour 1 < ki, k2 = k1 + 1 <t avec multiplicité 1 ;
(iii) et J— 1 S
Unfki-t/2y X k2 = 2rgra—t)/2) ® [t = k1 = Ungarr /23 18 = k2 = Unfo-1)/2)
ol 0 < ko < k1 <t avec multiplicité 1 ;
(iV) — — — -—
ki = Ung—thn)/2y B k2 = Un(ka—1-1)/2) @ [t = kalnfra/23 [t — k1 — 2]rihy 23
ou 0 < ko < k1 <t avec multiplicité 1 ;
— —
) (k1 — Ung(i—t+k1)/2) B 2 = Unfko—1-t)/2}
— —
@ [t — k1 — Urg(iky)/2y BIE— k2 = Urf(ro—1)/2}
ou 0 < ko < k1 <t avec multiplicité 1.
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S .
On remarque alors que Jper ([ t]x % [t —2]) contient :
9,419

— tous les constituants du type (i) ci-dessus avec multiplicité 2 ; en effet il est obtenu soit
comme sous-quotient de :
— — — -— .
ke = Unghy—1-0)/2) X k1 = Un{ki+1-0)/2) @ [t = k2lnfryy2y X [t — k1 — 2|5, /2y en util-
isant que d’aprés la notation 1.3.1, [t — k1 — 1 rq(144,)/2y X [t — k2 — Urf(ka—1)/2} €st un
(—
constituant de [t — kg]ﬂ{kQ/Q} X [t — k1 = 2| /2y 5
— — —
* [kl]ﬂ'{(kl—t)/2} X [ke = 2 rf(ko—t—1)/2} @ [t = k1 — Ungry+1y2y X [t = 1 = Kalnf(ky—1)/2) €0
— —
utilisant que [k —1]7T{ 1—t+k1)/2} X [k2 = Unf(ka—1—)/2} €St un constituant de
[/ﬁ]ﬂ{(kl —t)/2} ¥ [y — 2 2 f(ka—t—1)/2} 3

— les constituants du type (ii) ci-dessus, via

[kl]w{(kl—t)/2} x [k — 1 Urftki—t)/2y @ [t = k1 — gy +1y72) X [t =2 = k1lgiy 2y 5

— les constituants du type (iii) ci-dessus, via
— — — —
[Kt]n{(kr—t) /2y % [k2 = 2]n{(ka—t) /2y ® [t — k1 = Unfra 172y ¥ [t = k2 = Unf(ka-1)/2}>

— —
en utilisant que d’apres la notation 1.3.1 [t — k1 — 1] gk, 41y/2) Bt — k2 — g (ro—1)/2) €St
. o -—
un constituant de [t — ky — 1]ﬂ.{(k1+1)/2} X [t — kg — 1]71.{(]62,1)/2} ;

— les constituants du type (iv) ci-dessus, selon le méme procédé.

Il ne reste plus alors qu’a vérifier que les constituants du type (v) ci-dessus ne sont pas
Pt
des sous-quotients de J pee ([7},r X [t —2]x) = >, m ® . Remarquons tout d’abord que pour
9,419

“—
tout i, m; ou 7, est une irréductible de la forme [H]W{.‘.} X [B]rf..}- Supposons par exemple
-
que 7; soit une telle induite irréductible alors il n’est pas isomorphe a [k; — 1]7r{(1 —t+ky)/2) B

PR
(ko — 1]7r{(k2 1-t)/2}- En effet pour ces dernieres tous les constituants de J Por. ont la méme
premlere composante ce qui n’est pas le cas pour m; qui peut avoir m{—t/2} et w{(2 —t)/2}.
Pour 7j le raisonnement est le méme en utilisant Jp, . O

Démonstration du cas s > 3 : on raisonne par récurrence en supposant acquis les cas s’ < s. Nous
allons ensuite utiliser que [s — 1][271]7, est I'unique sous-espace irréductible des deux induites
suivantes :

—_— D — — —_—

[8 — 2][;5?1“{1/2} Xop [t — 1]71-{_(5_1)/2} et [t — 1]7r{(s—1)/2} Xop [S — 2} [m]w{—l/Z}'

En ce qui concerne la premiere induite, pour tout parabolique Py, 4, son image par le foncteur
de Jacquet Jper ~admet, d’apres [Zel80, 1.2], une filtration
g,

O =Wy Wi c o W= Ty (B Xew = T

telle que les gradués W;/W;_; sont de la forme

«—

o
by — 1 Ur{(hy—s—t+3)/2y B+ B ks — Un{(s—tr1-ka) 2} Xop (K1 — Un{(ky—s—t+1)/2}
— — —
@ [t — ko = Unf(ko—st3)/2y B Bt — ks — Unfs—14ks)/2} Xop [t = k1 — Ungri—st1)/2}>
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avec kg <---< ks et pour tout t=1,...,s, 0<k; <t—1. On note alors V; l'intersection de
J ngd([s - 1][23] ) et on note i; les indices tels que V;_; C V. Nous allons alors montrer les faits
g, us

suivants :
(i) pour tout j, W;, /W;, 1 correspond & un s-uplet (k1 < k2 < ks) et

(k1 = Ung(ky—s—t41)/2) X (k2 = Unf(ho—s—t43)/2) B+ - B ks — Unf(s—tr1-k.)/2}
® [t — k1 — Unfer—st1)/2y X [t — k2 = Urfho—st3y/2y BBt — ks — Unps—14k,)/2}
est un sous-espace de V;; / Vij—1;

(ii) pour tout 7 tel que W;/W;_; est associé a un s-uplet (k1 < ka <-- - ks) comme dans (i), il
existe j tel que 7 = i;, autrement dit V;_; C V; ;

(iii) dans la situation de (ii), V;/V;_1 est exactement égal a la représentation irréductible de (i).

Démonstration de (i) : comme la représentation de 1’énoncé est I'unique sous-représentation
irréductible de 'induite associée a Wi]. / Wij_l, on en déduit qu’elle est contenue dans V;j / Vij_l.

— _
En utilisant alors la deuxieéme induite [t — 1] ((s—1)/2) Xop [s — 2] o1z 00 O1 déduit qu’il
existe un s-uplet (K, ..., k.) tel que k] <---<kl_, et pour tout i=1,...,s, 0<k, <t—1,
pour lequel la représentation de (i) est un sous-espace irréductible de I'induite
— — ——
kg = Ung(s—t+1-k2)/2) Xop K1 = Unga—s—tsk)j2y B B kg_y — Unfomt—1-k/_,)/2}

«—

/ / /
@ [t — ks — Unfs—1442)/2) Xop [t = Ky — Ung@zosiry)yzy B Bt — kg — Ungs—s1a_,)/2)

et donc égale a

—

/ / /
(k1 = Ungaos—trryy2y B Bk — Ungs—tr1-k)/2) @ [t — K1 — Ungz_ssry)/2)
/
B8 [t - ks - 1]7r{(s—1+kg)/2}
de sorte que (ki, ..., ks) = (K}, ..., k.) et donc (i). O
Démonstration de (ii) : dans le cas ou k; = 0, le résultat découle directement de la réciprocité

de Frobenius en utilisant la premieére induite [s — 2] = Xop [t = Urf—(s—1)/2}- Dans le cas

général comme

«—

(k1 — Ungky—s—t41)/2) X (k2 = Ung(hg—s—t+3)/2y B+ B lhs — Unfs—t41-ks)/2}
est 'unique sous-espace irréductible de 'induite
— — —
(k2 = Urf(ko—s—t+3)/2)y B B ks — Urf(smt+1-ks)/2} Xop k1 = Un{(h1—s—t+1)/2}

par réciprocité de Frobenius, son image par le foncteur de Jacquet J PP contient
sg,kg

— — —
(k2 = Uniho—s—t43)/2y B B ks — Ungomig1-r.)/2) © (1 — Un{h1—s—t+1)/2)
laquelle représentation tensorisée par
— — —
[t = k1 = Ungra—stys2y ¥ [0 = ko = Unf(ra—sssyjzy B - B[E = ks = Ung(sm14m,)/2)
—_
d’apres le cas kp =0, appartient a I'image de JP]S:g,kg,d<[S -1

7{(2—s—1t)/2} du support cuspidal, on en déduit alors que le seul constituant de

][E] ). En regardant ’élément
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_— — . .
JPI?;d([S - 2][271}“1/2} Xop [t = 1r{—(s—1)/2)) dont I'image par JPIS:g,kg,d peut donner ce consti-
tuant, sont les sous-quotients de I'induite
— — —
ks = Ung(s—t1-k2)/2y Xop (K1 = Un@—s—torr)y2y B Bke1 — Unfomt—1-r_,)/2}

-

T / /
® [t — kg — Un(s—14k1)/2) Xop [t = Ky = Ung@z—siry)y2y B Bt — ke — Ungs—sa,_)/2)- O

Démonstration de (iii) : considérons un entier j, pour lequel V;,/V;. 1 n’est pas irréductible et
soit V;j,l C UZ-]. C Vij tel que Uij/V%j,l est de longueur 2. Il y a alors deux situations :

— soit ce quotient est un sous-espace d’'un gradué de la filtration associé au calcul de

— —_—
Jpxﬁﬁ,d([t — g (s=1)/2} Xop [s — 2][23177{71/2}) et est donc un sous-espace de

— —

-
(ks — Unf(s—t+1-ks) 2} Xop 1 = Un(3—s—t4ky)y2y B B ks—1 — Unf(s—t—1-ke_1)/2}
T — Pk — 1
® [t = ks = Ur{(s—14k0)/2} Xop [t = k1 = Unf3-sth1)/2)
L m
B B[t —ks—1 — Unf(s—3+ks_1)/2} ;

— soit le constituant surnuméraire de Ui; / Vi;—1 est un sous-espace de

— —

k. —1 k' —1 B-.--BK_, -1
(kg — Ung(s—t41-k)/2) Xop K1 — Un{@os—ta)/2y B+ Bk — Ungsmt—1-1_,)/23
/ /
@t — Ky = Ung(s—144)/2) Xop [t = K1 = Un{a—s+rt)/2}

-
BBt =Ky — Unfs—s4r_,)/2}
pour un s-uplet (ki, ..., k%) avec d’apres ce qui précede 0 < &k} <--- <k, <t et donc égal &
— —
[kl = Ungms—taryy/2y B BIEG = Ungsmt1-11)/2}
— —
@[t — ki = Ungr—stky)j2y B - B[t =k — Un(s—1442)/2}-

Il ne reste alors plus qu’a vérifier les deux points suivants :

(a) [ Jrf(1—s—t4hkr) 2} B B lks — Unf(s—t+1-k,)/2} €st le seul constituant irréductible
commun aux deux induites

—
k1 —1

— — —
(k2 = Ung—s—t4+k)/2y B B lhs — Ungo—t1-r)/2) Xop (K1 = Unfa—s—t4k1)/2y et
— —

P
(ks — 1 r{(s—t+1—ks)/2} Xop [F1 = Unf—s—t+ry)y2y B Blhs—1 — Unfo—t—1-k,_1)/2} 3
— —

(b) si [k — Unga—s—t+ky)/2y B+ - Blky — Ur(s—e+1-k1)/2) est un constituant de I'induite

— — —

(k2 — Urg—s—t1k)/2y B B lhs — Unfs—t41-ks)/2) Xop (1 — Urfa—s—t181)/2}
alors (K, ..., k)= (ki, ..., ks).

Démonstration de (a) : soit II un autre constituant irréductible. Pour trouver son parametre de
Zelevinski, on applique le procédé du § 1.3 lequel est de la forme suivante : on prend

Se Q] r{(—s—t4k)/2}), S €] Je{(3—s—ttkn)/2y B - B Jr{(s—t4+1—ks)/2})

que l'on fractionne S =51 ® --- @ S; et S’ =5] ® - - - @ S/. L’élément maximal de Q(II) est alors
de la forme S1 ® S} ® - - - ® S; ® S.. Si on procede de méme pour la deuxieme induite, on obtient

— — —
ki —1 ko —1 ks —1
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hieTi® --@T;0T;. La contradiction découle de P'observation suivante : on écrit S sous la
forme p1 ® - - - ® pi et pour tout 1 <i <k, on considere le s-uplet (aq(i), ..., as(i)) associé a
p1® ---® p;. D’apres le point (ii) ci- avant, il doit exister i tel que a1 (i) > a2(7) : considérons un
tel ¢ minimal. Si on proceéde de méme pour 7', en notant (31(7), ..., 3s(i)), on observe que pour
tout ¢ et pour tout 1 <j<s—1, on a §;(i) < fGj11(7) ce qui contredit le fait que a;(i) = 3;(7)
pour tout 7, j. O

Démonstration de (b) : on considere

«—

SGQ(W Ung(ims—t+k))/2y B Bks = Unfsmt41-k1)/2})

maximal de sorte que en raisonnant comme dans (a), on obtient que pour tout i =1,...,s, on
a kl <k; et les égalités découlent alors de Y 7 | ki => 7, ki. m)

1.5 Foncteurs red.-

Pour h > 1, soient :

— D p I'algebre a division centrale sur K d’invariant 1/h ; son ordre maximal est noté D 44 ;

— JL la correspondance de Jacquet—Langlands locale qui est une bijection entre les
représentations irréductibles admissibles de Dj;, et les représentations irréductibles
admissibles essentiellement de carré intégrable de GLj(K).

L’opposée de la valuation de la norme réduite induit un isomorphisme
Dgn/Pip = L,
Sy —v(rn(dy)).
On notera
E: Z—Qf (1.5.1)
le morphisme défini par Z(1) = ¢ ; une racine carrée de ¢ dans Q; étant fixée, =" est défini pour

tout n € (1/2) Z

Notation 1.5.2. Pour t, g des entiers positifs et m une représentation irréductible cuspidale de
GLy(K), n[t]p désignera la représentation JL™!(St(7))Y de Dy "

Remarque. Etant donnée une représentation irréductible admissible 7 de DKh de caractere
central y,, d’apres la classification des représentations essentiellement de carré intégrable de
GLy(K), il existe un diviseur ¢ de h =tg ainsi qu'une représentation irréductible cuspidale 7
de GLy4(K) tels que 7 =7t]p.

D’apres Deligne, Kazhdan et Vignéras, il existe un pseudo-coeflicient ¢g;,(r) que l'on notera
aussi ¢, pour 7 = wl[t]p, dans C°(GLy(K), x-) tel que, cf. [HTO1, lemme 1.3.4] :

— si 7/ n’est pas un sous-quotient irréductible de m{—(1 —t)/2} x --- x w{(t — 1)/2}, alors
tr (o) =0

— si, avec les notations du définition 1.2.1, 7’ = [E, cee, a_ﬂ7r est un sous-quotient irréductible
de 7{—(1—1)/2} x -+ x w{(t — 1)/2} pour (ai,...,ar, €1,...,¢€) €T alors tr n’'(¢,;) =

(=1)* vol(Dp , /K*) ot 2k = 371, (¢ — 1)ay.

Remarque. Dans loc. cit. la deuxieme propriété, en utilisant la premiere, est équivalente au fait
que pour tout sous-groupe parabolique propre P de Levi GLy, (K) X -+ x GLy,, (K) et pour
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toute représentation irréductible 71 ® - - - ® 7, on a
tr(my X -« x m)(@r) = 0. (1.5.3)

DEFINITION 1.5.4. Pour 1 < h < d et 7 une représentation irréductible admissible de DIX( hy On
introduit d’apres [HT01, V.5],

red, : Groth(GL4(K)) — Groth(Dy. , /Dy, X GLa—p(K))
défini comme la composée des deux applications suivantes :
Groth(GL4(K)) — Groth(GLy(K) x GL4_p(K)),
(1]~ [Tpge, (ID) @ 5357
et
Groth(GLyp(K) x GLg—p(K)) — Groth(DIXQh/D[X(Vh X GLg—p(K)),
a® [ vol(Dy., /[K*)™' 37, tr a(preopv )y @

ou v décrit les caracteres de K.

Il résulte de (1.5.3) le résultat suivant.

LEMME 1.5.5. Soit m X -+ x m, une représentation irréductible de GL4(K) ; pour toute
représentation irréductible T de Dy ,, on a

-
red,(m X+« X ) = g T X -+ X mi—1 X (redy m5) X g1 X -0+ X Wy
i=1

Ainsi en ce qui concerne les composantes locales des représentations automorphes, on est ra-
mené au calcul des red,,, ([s — 1][271] ) qui est alors un corollaire simple de la proposition 1.4.2.

COROLLAIRE 1.5.6.
—_—
— Pour tout r > s+t —1, on aredyp,([s — 1][75«_—1] )= (0).

— Pourr=s+t—1ett,s>1 (respectivement t =1 ou s=1) on a
—_—

redw[s—l—t—l}p([s — 1][%_—1]7") = (_1)8 1:( 1)(t—1)g/2 ® [S — 2]

[=2)r (s t-1)9/2)
(respectivement la représentation triviale de Z ~ Dy, /Dy, ).
— Pour1<r<s+t—1,o0na

min(r,s)—1
s—1 =(stg—rg+s—t+r—1—
red ), ([s — 1]&:]#) = Z ((=1)kg(stg—rg+s—tr—1-2k)/2
k=max(0,r—t)
PR
®(t-1

«—

Pl
B [t — 2]nf(1—s+2(s—3—k)+2)/2} B+ B[t = 2]x(5-342)/2}

Blt—r+k— 1]ﬂ.{(kr)/2})){—r2g} (1.5.7)

.
Irg(i—s)/2y B B[t = Unf—s42(s—2-k))/2}

Remarque. On trouvera une illustration graphique de ce résultat a la figure 2.
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FIGURE 2. Illustration graphique du corollaire 1.5.6 dans le cas r =3 avec (s, t) = (4, 5).

Notation 1.5.8. Pour tout 0 < ks <s—1 et 0<k, <t —1, on notera R(s,t)(ks, kt){rg/2} la
représentation irréductible

[

t—1rfa—s)y2y BB = Urga-stos—2-k))/2)
— — —

B [t — 2] r{(1—st2(s—3—ks)+2)/2} B B[t — 2 rgs—342)/2y B[t — kt — 2] n{(hy+5)/2}-

Remarque. Avec ces notations (1.5.7) se réécrit

min(r,s)—1
Z (_1)kE(stgfrg+sft+r7172k)/2 ® RW(37 t)(k, r—k— 1).

k=max(0,r—t)

2. Variétés de Shimura simples et systéme locaux de Harris—Taylor

Dans cette section on rappelle des notations sur les objets géométriques de [HT01] ainsi que les
principaux résultats faisceautiques de [Boy09b].

2.1 Classes d’équivalences inertielles

Pour tout entier d>1, la correspondance de Langlands Lg g est une certaine bijection
entre les classes d’équivalences des représentation irréductibles admissibles de GLg(K) et les
représentations irréductibles [-adiques, de dimension d, Frobenius semi-simples du groupe de
Weil-Deligne WDy de K. La famille (L 4)4>1 est caractérisée par certaines propriétés fines
de conservation de facteurs L et e de paires ; sa construction est I’aboutissement de [HTO01]
et de [Hen00]. En particulier pour d =1 on obtient 'isomorphisme d’Artin

Art Wb~ K~

380

https://doi.org/10.1112/50010437X09004588 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004588

CONJECTURE DE MONODROMIE-POIDS POUR QUELQUES VARIETES DE SHIMURA UNITAIRES

de la théorie du corps de classe qui envoie les frobenius géométriques Fr=! de Wx sur les
uniformisantes de Ok ; on notera deg le composé de Artx avec la valuation, i.e. deg(Fr) = —1.

Remarque. Pour tout k € (1/2) Z, le caractere ZF du paragraphe précédent peut, via I’application
deg, étre considéré comme un caractére non ramifié de Wy auquel cas on le notera selon
I'usage (k).

Notation 2.1.1. Pour m une représentation de GLy(K), £(m) désignera Ly 4(m)".

DEFINITIONS 2.1.2. Deux représentations 7 et 7/ (respectivement 7 et 7’) de Dy, (respec-

tivement de GLy(K)) sont dites inertiellement équivalentes et on note 7 ~'7’ (respectivement
T ~'7'), 'l existe un caractére & :Z — Q) tel que 7~ 7' ® £ ovalorn (respectivement 7 ~
' @& ovalodet). On note A(7) (respectivement (7)) l'ensemble des caracteéres x :Z —
Q[ tels que T ® yoval(rn) ~ 7 (respectivement m ® y oval(det) ~n) ; le cardinal de (1)
(respectivement (7)) sera noté e, (respectivement er).

Remarque. Par compatibilité de la correspondance de Jacquet—Langlands locale a la torsion par
des caracteres non ramifiés, pour tout entier g et pour toute représentation irréductible cuspidale
m de GLy(K) et pour tout ¢ > 1, entier ey, est égal & er.

Soient T une représentation irréductible admissible de D , de caractére central x, et p une

sous-représentation irréductible de la restriction de 7 a DIX(’ ;- On prolonge p a D[X( b= Dlx(y X w%(

en faisant agir wy par le scalaire x,(wg). De la réciprocité de Frobenius on en déduit alors la
formule suivante, cf. [Boy09b, proposition 1.1.4] :

Ind = (2.1.3)
T'eQ(T)

olt O(7) désigne I'ensemble des représentation irréductibles de Dy K.h inertiellement équivalentes
a 7 et de caractere central x,. De la méme fagon, cf. loc. cit corollaire 1.1. 6, étant donnée une
représentation irréductible 7 de Dj; ,, la restriction de 7 & Dj; , se décompose en une somme de
e, représentations irréductibles 7 7

€r
. =P (2.1.4)
=1

et O(7) est de cardinal h/e;.

Pour e > 1, soit A(e) un ensemble d’éléments 6 € D , tel que les v(rn(d)) forment un systéme
de representants de Z/eZ.

DEFINITION 2.1.5. Pour V un Dj; ,-module, on notera

EB%

deA(e

ou l'action de &g € Dix(h sur Vs :=V est donnée par celle de § 0 §p 0 5! sur V.

2.2 Strates de Newton

On considere les variétés de Shimura simples associées a des groupes unitaires telles qu’elles sont
définies dans [HTO01]. Rappelons brievement de quoi il s’agit, cf. [HT01, 1.7]. Soit F = FTE un
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corps CM, E/Q une extension quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel
7:FT < R. On peut alors définir un groupe unitaire G, noté G, dans loc. cit., tel que :

- GR)~U,d—1) xU(0,d)";

— G(Qp) ~ (Qp)* x [T (BoP)* ottv = vy, va, . . . , vy sont les places de F au dessus de la place
u de E telle que p=u‘u et ou B est une algebre a division centrale sur F' de dimension
d? vérifiant certaines propriétés, cf. [HT01], dont en particulier d’étre soit décomposée soit
une algebre a division en toute place et décomposée a la place v.

Remarque. On notera encore v pour la valuation de F,.

DEFINITION 2.2.1. Soit ker’(Q, G) le sous-ensemble de H'(Q, G) constitué des éléments qui
deviennent triviaux dans H'(Q,/, G) pour toute place p’ de Q.

Pour tout sous-groupe compact assez petit U? de G(A*P) et m = (mq,...,m;) € ZL;, on
pose
,
UP(m) =U? x 2} x [ | ker(O, — (Og,,/v;")") (2.2.2)
i=1

et on note Z I'ensemble des sous-groupes compacts assez petit de la forme UP(m). A la donnée
de G et Z, on associe un schéma de Hecke X1 = (X1)1ez sur Spec O, au sens de [Boy09b].

2.2.3 Pour tout 1 < h < d, on dispose de sous—]l_*’p—schémas de Hecke pour G = G(A*°), fermés
(respectivement localement fermés) notés X; " (respectivement XZ") de pure dimension d — h.
Pour tout 1 < h < d, les strates X7 h sont géométriquement induites sous ’action du parabolique
Py, 4(F,) au sens ou il existe un sous-schéma fermé XI:}f de Hecke pour G = G(A>") x P, q(F,)
tel que :

XM o~ XTh xPralle) GLy(F,).
On note Xfff l’adhérence de Xf’f dans X?h. On rappelle que G(A*") x Py, 4(F,) agit a travers
son quotient G(A®V) x Z x GL4_p,(F,) donné par 'application (7’ g’;) — (v(det g¢), g¢). Par

0
ailleurs I'action d’un élément w, € W, est donné par l'action de —deg(w,).

Remarque. Les points géométriques du Fp—schéma de Hecke XI:d de dimension nulle sont dits
supersinguliers.

DEFINITIONS 2.2.4. Soit Hy/Q le groupe algébrique forme intérieure de G telle que Hy(R) est
compact et Ho(A®) ~ G(A®P) x D), x [[;_o(Buo})*.

PROPOSITION 2.2.5 (cf. [HTO1, lemme V.1.2, p. 153]). L’ensemble des points supersignuliers
XI:d(IFp) est constitué de f ker' (Q, Hy) classes d’isogénies telles que chaque classe est isomorphe,
en tant que Hyo(A>)-ensemble, a Hy(Q)\(Ho(A*") x Z). En ce qui concerne les actions :

— celle de ¢, € W, est donnée par la translation de —deg(c,) sur la composante Z ~ D /D) ,
qui envoie —1 sur une uniformisante IL, 4 de D, g ;

— celle d’'un élément g € Ho(A™) est donnée par la translation a gauche de ¢g°" sur
Hy(A") et la translation de v(det(g,)) sur la composante Z.
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2.3 Variétés d’Igusa
Dans [HT01], les auteurs définissent les variétés d’Igusa de premiére espece I l’}p (m) X (?z?(m)?
ou m = (0, ma, ..., m,), qui est 'espace des modules des isomorphismes
o/ft (™ Oy /O,y )d_h X X(?;L,m ~ get[wml].
On obtient ainsi un revétement galoisien de XUP ~ de groupe de Galois GLgy_(O,/w™).
Leﬁs variétés d’Igusa de seconde espece sont des revétements galoisiens J[I}p(m)js — I{}p (m) X
Spec F), de groupe de Galois (D, ,/w®)*. On peut alors définir, cf. [HTO1, p. 134], sur la tour

h .
des Jj, (m),s UD€ action par correspondances du groupe

GI(4%) 1= G(A™T) x Q) % (Z X GLa-n(F))* X H (B3) * Dp, o

oll (Z x GLy_p(F,))" désigne le sous-semi-groupe de Z x GLd_h( F,) formé des éléments (c, g)
tels que wg_c/hjg € My_r(O,).

Remarque. On mnotera aussi (GLj(F,) x GLg_p(F,))" le sous-semi groupe de GLp(F),) X
GLg n(Fy) formé des (¢°, g) tels qu'il existe a € F* tel que ag® € My ,(0,) et (ag®)~t e

My (0,). La surjection GLp(F,) X GLg_p(F,) — Z x GLg_p(Fy,) qui & (g5, g¢) associe
(v(det g5), g), induit alors une surjection de (GLy(F,) x GLq—p(F,))" sur (Z x GLy_pn(F,))*.

2.4 Systemes locaux de Harris—Taylor

En ce qui concerne la notion de faisceau de Hecke, on renvoie le lecteur a [Boy09b]. A toute
représentation irréductible admissible 7, de D, , on associe un systéme local de Hecke F;, 71

sur XZ:? pour le groupe
G(A™P) x QF x (Z x GLg—p(Fy,))" x H (BP) x D, /D,

dont Paction, cf. [HT01, p. 136], se factorise par G (A>) /Dy, ,, avec

(97, Gp.0s €& 9%, Guns ) = (97, 9p0q” 4D, 5, g%, gu,). (2.4.1)

On note F7, 7,1 le faisceau sur XI:h induit associé :
Fro 1= Fr, 11 Xp, y(F) GLa(Fy).
Remarque. D’apres (2.1.4), F;

,.T se présente sous la forme d’une somme directe de e, faisceaux
., . o er N . er ) R .
de Hecke irréductibles F., 7 = @, §p,,.z Ol (Tv)muxh =B, pvi avec p,; irréductible.

2.5 Rappels des notations de [Boy09b]
On considere les fleches suivantes de schémas de Hecke

il X'%h ‘%XI:Xil, j%h X" <—>XI>h.
Dans la suite pour 1< g <d, s désignera la partie entiere de d/g et ¢t un entier strictement

positif inférieur ou égal & s. Par ailleurs 7, désignera une représentation irréductible cuspidale
de GLy4(F).

— Soit F(my,t)1 (respectivement F(m,,t)) le faisceau de Hecke sur X7 tlg (respectivement

Xz tg ) précédemment noté Fr ), 7,1 (respectivement Fr ), 7).
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— Pour II; une représentation de GLyy(Fy), on note HT (m,, I1;) le W,-faisceau pervers de
Hecke sur X%g pour G(A>) défini par

H(ry, ) := F(my, t)]d — tg) @ 292 @ 11,,
ou l'action se déduit par induction par celle de

<gp’ gp,o: C, gze)t7 gvia 957 U) e G(AOOJJ) X @; X (Z X GLdftg(F’U))Jr
x J[(BP) x GLiy(Fy) x W,

sur le faisceau non induit, via :

— (9P, gpog—eTPlIet g des e o et g, ) € GU9(A®) /Dy, sur F(t, m,) on v € D
tel que v(rny) = v(det g5) — deg o ;

v tg/Dv tg est

— g sur Il ;
et out comme précédemment le radical unipotent de Py, q(F,) agit trivialement.

Remarque. L’action de W, sur ces faisceaux d’Harris—Taylor se factorise par 'application deg ;
dans [Boy09b] on a choisi de les considérer comme des Z-faisceaux de Hecke de sorte que 'action
de ¢, € W, est donnée par celle de (g9 ¢, degc,) € Q) x Z.

On note P(t, m,) le W,-faisceaux pervers de Hecke sur Xf L de support X’% "ot de poids zéro
défini par

ZI JT, lgHT(Wv, Sty (my)) @ L(my).
L’action de G(A*) x W, sur P(t, m,) se définit par induction en faisant agir

(gp’ 9p,0, gqcn gqe}t7 Guv;» O ) € G(Aoo,p) X QX X GLtg( ) X GLd tg H Bop

via 'action de :
— (g7, 9p0q~ %87, v, g, gu,) € G119 (A®) /D g SUr F(t,m,) ott v € Dy, est tel que v(rn ) =
v(det ¢g5) — deg o ;
- (95, U) sur Stt(ﬂ-v) ® 2(7711)'

Remarque. On notera aussi que P(t, m,) ne dépend, en tant que W,-faisceau pervers de Hecke,
que de la classe d’équivalence inertielle de .

2.6 Résultats globaux de [Boy09b]

Les résultats principaux de [Boy09b] reposent essentiellement sur la série d’égalités dans le groupe
de Grothendieck & des faisceaux pervers de Hecke donnée a la proposition 4.3.1 et précisée par
le corollaire 5.4.1 de loc. cit., que nous reproduisons ci-dessous.

PROPOSITION 2.6.1. Pour tout 1 <t < s, on a les égalités dans & :
o — t—1
if G2 P HT (mp, ) = i 7 \HT (my, T, X X[i—t—1]x )< 5 ) (2.6.2)
i=t
s—t
i G2 HT (1) = > (~1) i 2 I BTy, X [ — 1], ) (/2). (2.6.3)
r=0
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Remarque. La série d’égalités de (2.6.3) s’obtient directement par récurrence a partir de celles
de (2.6.2).

Le faisceau pervers des cycles évanescents RV, 7(Q;)[d — 1]((d — 1)/2) sur X7 définit un W,-
faisceau pervers de Hecke que I'on note ¥z ,. Pour 7, une représentation irréductible cuspidale
de GLy(Fy), on note V7 - la composante m,-isotypique de ¥z ,. La restriction de I’action de W,
a I, est potentiellement unipotente ce qui fournit un opérateur de monodromie pro-nilpotent
Nz € Endppr(x)(Vz) qui définit deux filtrations : la filtration par les noyaux Kz qui est
croissante, et celle par les images I7 qui est décroissante. Leur convolution donne la filtration Mz o
dite de monodromie. On note grf(¥zr,) (respectivement g'ré( (Uz.r,)) le gradué IP/IPT1(Pr)
(respectivement K, 1/K,(Pr)).

THEOREME 2.6.4. Avec les notations précédentes, on a
_ ‘ d
P(p+q+177rv)<_p2q> 31p7€7>0€tp+q+1<\‘gJ7

0 sinon.

grigri (i) =

Remarque. Au §2.4 de [Boy09b], on explique comment se débarrasser de l’exposant fe,, dans
la formule précédente ainsi que l'intérét de cette notation. Dans notre contexte cohomologique
cet exposant est plutdt encombrant puisqu’il fait apparaitre un facteur e,, dans toutes nos
formules, cependant afin de garder des notations similaires a celles de [Boy09b] nous avons
préféré le conserver.

Signalons enfin qu’étant donnée une tour de points géométriques z de XI: ' 1a fibre Z*Frollp

est munie d’une action du noyau (DJ,,)? de la valuation de la norme réduite.

v7tg
PROPOSITION 2.6.5. En tant que D, x Z-module, on a

DX
(D”Qg )Oz* Tl = @ 7 [tlp ® ((X;)l ® @ x ! ovalodet) (2.6.6)
v,tg

T~y XEU (1y)

Ind

ou x4 désigne le caractere central de ).

Remarque. En particulier on notera que pour P(t, m,) la formule devient :

DY . -
Ind, L;gjg)oz Pty 1) ~en, D [t 1r,o @ Tooltlp @ L(m00),

T~y

ou m, o est unitaire dans la classe d’équivalence inertielle de .

2.7 Résultats locaux de [Boy09b]

Soit d > 1 et ¥ g le Og-module de Barsotti-Tate formel sur & de hauteur d, cf. [HT01, §II]. On
considere la catégorie C' des Og-algebres locales, artiniennes, de corps résiduel &. Le foncteur
qui a un objet R de C associe 'ensemble des classes d’isomorphismes des déformations sur R
de ¥k ¢ munies d’une structure de niveau n est pro-représentable par un anneau local complet,
noethérien, régulier Ry 4, de corps résiduel &.

DEFINITION 2.7.1. Soit \IIZK Ldn 1€ Q;-espace vectoriel de dimension finie associé, via la théorie
des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural Spf Rx 4, — Spf @%’, et on pose

) 13 )
‘I’K,l,d = h_H}‘I’K,l,d,n-
n
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Le Q-espace vectoriel \P%Jvd est muni entre autre d’une action de GL4(Ok) ; pour un
caractere x de K* d’image finie, soit Wg 4, le facteur direct de Wi 4, sur lequel le centre
de GL4(O) agit via x. Ce dernier espace est alors munie d’une action du groupe GDWp (d)! =
GDWg (d)'@% ot GDWk(d)? (respectivement GDWi (d)') est le noyau de I'application

GDWK(d) = GLd(K) X DIX(d X WK — 7
(g, 6, c) — val(det g~'rn §) + deg c
(respectivement composée avec la surjection canonique Z — Z/dZ). On définit alors

i N GDWg(d) i
Uk 1.ax = dg Y dx
K (d)

qui est donc une représentation de GDWg (d).

THEOREME 2.7.2. Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible cuspidale
7 de GLy(K), on a

d—s+2i) - — .
et L) ——— | ®|t,s—1—1|, 0<t<s,
Ui (els]p) (- | ]

0 1< 0.

A — . . . . —
Remarque. On rappelle que [i,s—1—1]; est l'unique quotient irréductible de St;(m) x
Speh,_;(m).

3. Groupes de cohomologie des P(t, 7y)

3.1 Définitions et notations

Dans la suite on fixe une Qj-représentation irréductible ¢ de dimension finie de G ce qui
d’apres [HTO01, p. 96], fournit un systeme local Le.

Remarque. Dans [Boy09b], on utilisait seulement le cas £ = 1.

DEFINITION 3.1.1. Etant donné un faisceau F sur X7, on notera Fe le faisceau F ® L¢ qui
d’apres [HTO01, p. 98] est pur de poids w(§).

Remarque. D’apres [HTO01, p. 98 et p. 150], L¢ est un W,,-faisceau pervers de Hecke pour G(A™)
ot g™ agit par £(g;) et o € W, par Z-%(€)/2 ayec les notations de loc. cit.

DEFINITION 3.1.2. Une représentation automorphe IT de G(A) sera dite cohomologique pour &
s’il existe 7 tel que

H'((Lie G(R)) ®r C, Uy, Tlo @ (£)") # (0)
ou U; est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [HTO01, p. 92], et ou

¢ est le caractére sur C associé & ¢ via un isomorphisme Q; ~ C fixé. On notera dé(woo) la
dimension de cet espace.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes.
— Etant donnée une représentation irréductible T°¥ de G(A%") = Hy(A%?), on notera
Uqe(T°Y)  (respectivement Up, ¢(T°Y))

I'ensemble des représentations irréductibles automorphes II de G(A) (respectivement I de
Hy(A)) cohomologiques pour £V, telles que I1°°¥ ~ TV (respectivement [1°°¢ ~ T°). On
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notera aussi m(II) (respectivement m(I1)) la multiplicité de II) (respectivement de IT) dans
I’espace des formes automorphes.

— Pour un W,-faisceau pervers de Hecke P sur Xz,
[H*(F)]
désignera l'image de > ,(—1)'H!(Xz, P® L¢) dans le groupe de Grothendieck des
représentations admissibles de G(A>) x W,,.

— Pour Groth le groupe de Grothendieck d’un groupe de la forme G(A>") x G, on notera
Groth{II**} le sous-groupe facteur direct de Groth engendré par les irréductibles de la
forme II°*Y ® o ol ¢ est une représentation irréductible quelconque de G. On notera alors

[H* (Pe) {1177}
la projection de [H*(P¢)] sur ce facteur direct.

Remarque. D’apres le corollaire VI.2.2 de [HTO01], pour II, II' € Ug ¢ (T>") (respectivement
IT, 11" € Upy, £ (Y°)), on a II, ~II) (respectivement II, ~II). Par ailleurs le corollaire VI1.2.7
de [HTO1] décrit Ug¢(T") et Up, (T>*") dans les situations ot d’apres [HTO01, VI.2.4 et
V.6.4], I1, est générique.

Remarque. On rappelle que G(Q,) ~ Q) x GLyq(F,) x [[_y(By})*. Pour II une représentation
de G(A), sa composante pour le facteur de similitude Q., sera noté comme dans [HTO1],

II, 0. Comme tous les compacts de Z contiennent le facteur Z;, les représentations II qui vont
intervenir, par la suite, dans les différents groupes de cohomologie, devront toutes vérifier que

3.2 Cohomologie d’un faisceau de Hecke sur de

Etant donné un faisceau de Hecke & support dans les points supersinguliers, ses groupes de
cohomologie H* son nuls pour tout i # 0 ; en ce qui concerne son HY, il résulte de la description
de XI:d rappelée au §2.2, les résultats suivants.

PROPOSITION 3.2.1 (cf. [Boy09b, proposition 5.1.1]). Soit Fzr un faisceau de Hecke sur la
composante X;f indexée par i de X7 = [Ticker (@) Shz (G, X)=4. On fixe une tour de points
supersinguliers z; de )_(I:;-i.

(i) La fibre 2} Fr est munie d’une action de Ho(Q) x GL4(F,)? ott GLy4(F,)° est le noyau de la
valuation du déterminant.
(ii) En tant que G(A*) ~ Hy(A°>") x GL4(F,)-module, on a
S H, Aoc,v 7 * 77 X
HO(XZ, Fr) = (Indyt (o5 Fr)
avec § € Ho(Q) — (6°, val orn(d,)) € Ho(A™V) X Z et ou laction de g, € GLy(F,) est

donnée par celle de (go_Val detgv g val det gv) €EGLy(F,)° x Z ot gy € GLy4(F,) est un

élément fixé tel que val det gg = 1.

COROLLAIRE 3.2.2 (cf. [Boy09b, corollaire 5.1.2]). Avec les notations de la proposition
précédente, si z} Fr est munie d’une action du noyau (D d)o de la valuation de la norme réduite

compatible a Iaction de Ho(Q) — D, ,, alors

— 7 X D* %
HY(XT{, Fr) = C*(Ho(Q)\Ho(A)™ @ Tnd [ = Fr. (3.2.3)
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En utilisant (2.6.6), I'isomorphisme (3.2.3) pour F7 = F¢(s, m,) s’écrit comme suit.
COROLLAIRE 3.2.4. Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) ot g divise
d = sg. Pour toute représentation irréductible TI°>" de G(A>") telle que (HP70)|Z§ =1, en tant
que Z-module on a :

[HO (Fe(s, m){IP*'} = et (@, @) Y > mi D xw'x

X0:Z—Qy et pry ¢ (T1°0) x€2A (mv)

Iy~ (7 ®x0 © val o det)[s] p
(3.2.5)

Remarque. D’apres [HT01, VI.2.2], dans la somme ci-dessus il y a au plus un xo qui contribue
a donner des termes non nuls. En ce qui concerne 'action de ¢, € W, on rappelle qu’elle est
donnée par celle de (¢~ degc,) € Q) x Z.

De la définition des actions sur le faisceau de Hecke HT¢(s, m,), on obtient le résultat suivant
ou dans la somme au plus un 7, contribue.

COROLLAIRE 3.2.6. Sous les hypothéses du corollaire précédent, en tant que GLg(F,) x W,-
module, on a
[H (Pe(s, m) ){IT} = g ker' (Q, G)en,
e _
x Y > m(I)[s — 1x © (£(m,) @ Mpo(Arty,))).

ml~im, e He,e (1Y)
IL,~7) [s]p

Remarque. Par pureté, £(m)) ®l:Ip,0(Art;,j) doit étre pur de poids we ; ainsi si m,o désigne
la représentation unitaire de la classe d’équivalence inertielle de m,, si m, ~m,o{r} alors
M0(p) = g7,

3.3 Une correspondance de Jacquet—Langlands globale

Commencons par des rappels de [HT01] sur la cohomologie & supports compacts des F, 7.

PropPOSITION 3.3.1 (cf. [HTO01, V.5.4, V.6.4, VI.2.4]). Soit II une représentation de G(A) telle
que (HP’O)IZ§ = 1. Dans le groupe de Grothendieck de GLq_p(F,) X Z, on a I’égalité suivante :

d[H} (Fr, 1.1,¢){I™"} =t ker' (Q, G) Z e(Im(IT)df (o) Red., (I1,) (3.3.2)
TI€Ug ¢ (TI°°:v)

ou €(II) est un signe qui dépend de II et Red,, : Groth(GL4(F,)) — Groth(D., /D), x
GL4_1(Fy)) est défini par

Red,, (II,) =red,, (L) ®  x "
XEL (70)
Démonstration. D’apres [HTO01, V.5.4], on a d[H}(Fr, 1,1.¢)] = Redr, ([H*(¥7,¢)]). On écrit
[H*(Vze)] =) T ® Ri(Y™)
Yoo

ou d’apres [HTO01, V.6.4] la parité des i tels que RE(T‘X’) # (0) est fixé et donne donc un signe
que l'on note €(IT). Le résultat découle alors du fait que, cf. [HT01, p. 104], la dimension de
R{(T°0V) est égale a t ker'(Q, G) ZHEMG’E(TOOW) m(I)dg (11°°). 0
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Remarque. On rappelle que l'action de o € W, sur le membre de droite de (3.3.2) est donnée
par celle de (157, ¢=9¢7 § 1,.) € G (A®) /DX, ot § € D, est tel que v(rn §) = deg 0.
DEFINITION 3.3.3. Pour toute représentation irréductible T°V de G(A™Y) telle que

(T;?O’”)‘Z; =1, on notera

mG7§_(TOO,’l}) —

Y mIDdg()

Ile Z/{G’;’: Yoo,v)

et mkg ¢(Y?) =t ker' (Q, G)me(T).

SHN

Remarque. D’apres [HTO01, VI.2.7] s’il existe une place = telle que T3 est générique, alors
mea,e(Y°") est un entier. Le résultat est encore valide dans le cas général s'il existe 7, tel que
Red, (I,) est irréductible non nul pour II, € Ug ¢(T>") ce que nous montrerons plus loin.

COROLLAIRE 3.3.4. Soit II une représentation irréductible automorphe de G(A) cohomologique
pour £ telle que :

— (Hp,o)ig =1 N et

— II, n’est pas de la forme St4(m,) ou Speh,(m,) pour tout diviseur g de d = sg et pour toute
représentation cuspidale m, de GLgy(Fy).

Alors Up, ¢ (II?) est vide.

Plus généralement étant donnée une représentation irréductible TV de G(A*") telle que
(T;f’dv)zg =1 et une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,) avec d=sg, on a
Pégalité suivante

% > m(IDdg (o) = > m(I). (3.3.5)
T U ¢ (1) TI€ Upgy ¢ (1)
IT,~Sts(mv) ou Spehg(my) ﬁvgﬂ—v[s]D

Démonstration. On considere (3.3.2) pour h =d de sorte que 7, est de la forme m,[s|p pour
un certain diviseur s de d=sg et m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F}).
Le résultat découle alors du fait que le terme de gauche est aussi calculée par (3.2.5). Ainsi pour la
premiere affirmation, s’il existait I € Un, ¢(I1°>7), alors pour 7, cuspidale telle que I, ~ 7, [s]p,
de (3.2.5) on en déduirait que H%(F¢(s, m,)) serait non nul. En utilisant (3.3.2), on en déduirait

qu'il existe IT € Ug ¢ (TII°?) tel que 11, ~ Sts(m,) ou Speh,(m,) ce qui contredit [HT01, VI.2.2].
Enfin en ce qui concerne I’égalité notons tout d’abord que d’apres [HT01, VI.2.2], pour tout
IT € Ug ¢ (1Y), 11, est fixe de sorte que si le membre de droite de (3.3.5) est non nul, les II°*¥ du
membre de gauche sont tous isomorphes avec I, fixé isomorphe soit & St,(m,) soit & Speh, () ;
dans le premier cas le signe ¢(IT) de la proposition 3.3.1 est égal & 1 et dans le second & (—1)°~1. O

Remarque. D’apres [HTO01, VI.2.2], les IT € Ug ¢(T°) de (3.3.5) ont toutes la méme composante
locale II,,. Il faut prendre cet énoncé comme une forme de correspondance de Jacquet—Langlands
en tenant compte des multiplicités dg(Hoo). Dans le cas d > 2 ou il existe une place x telle que
I1, est générique, alors d’aprés [HT01, VI.2.7], on obtient une vraie correspondance de Jacquet—
Langlands globale puisque tous les IT € Ug ¢(T°>") ont méme multiplicité et que leur dZ(HOO)
sont tous égaux a 1.

COROLLAIRE 3.3.6. Soit Il €Uge(T>") telle que II,~Sty(m,) (respectivement II,~
Speh,(m,)) alors le signe €(I) de la proposition 3.3.1 est égal a 1 (respectivement (—1)*71).
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3.4 Cas ou II, ~ St (7y)

On fixe dans ce paragraphe un diviseur g de d = sg ainsi qu’une représentation irréductible
cuspidale unitaire m, de GL4(F},). On consideére alors une représentation irréductible IT de G(A)
cohomologique pour &, telle que II,, ~ St4(my).

PROPOSITION 3.4.1. Soit 7, une représentation irréductible cuspidale de GLgy(F,) ; pour
1<t<d/g, II; désigne une représentation quelconque de G Ly (F,).

— Sim, n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m, alors
[H'(j7)2 HT (i, T1)){II"} = 0
pour tout i et pour tout 1 <t <d/g'.
— Si m), ~m, ® xo o val o det pour o : Z — Q], alors [H’(]I,g HTe(m), IT) ) {II°*} est :

x nul pour tout i si 1 <t<s ;
* nul pour tout i 0 sit=s et dans Groth(GLg(Fy) X Z) :

(HO G2 H T (), TL) {1V} = § ker (@, Gym ( D x'x )

x€ELL (1)
Démonstration. D’apres la proposition 2.6.1, on a 1’égalité
s—t
* = —
H* (j7 Y HTe (), 1)) = S (= 1) H* (7, HTe(), T X a = 1]y ) (a/2),
a=0

dont d’apres la pureté, il suffit de calculer le membre de droite.

LEMME 3.4.2. Avec les notations de la proposition précédente, [H*(]I,QHTg( , ) {11V}
est :

— nul pour tout 1 <t < d/g" si ) n’est pas inertiellement équivalente a , ;

— pour 7, ~m, ® Xo o val o det, égal a

ter! (@ () [T T o (2020 @ i)

XEL (7y)
Démonstration. D’apres la proposition 1.4.1,
Jp;;d([g_—_i]m) ® 511{5 L= = = U (omtyio-1)/2) ® [5 = £ = L (cr(g-1)/2)
de sorte que
0 sim Aim,
red (5= 1r,) = (ECDOD2 @ x5 ) @[5 — — L (mig-1)/2)

pour 7, ~ T, ® Xp o val o det.
Les résultats découlent alors de :
— La proposition 3.3.1 et le corollaire 3.3.6, en utilisant [HT01, VI.2.7] ; et

— de l'isomorphisme GL4(F,) x Z-équivariant

H* (JI ,gHTé( L)) ® =(d—tg)/2 _ 1y dGde((};“ ))Ht ®Rdet (Hp (fﬁ;[tbl,l)). O
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Pour t=s et w, ~'m,, le résultat découle alors de I'égalité jI YHT(m,, 11 )—jI,gHTg
(m!, IIs) dans le groupe de Grothendieck des W,-faisceaux pervers de Hecke. On suppose donc
t < s ; le lemme précédent donne alors 1’égalité suivante dans Grot d X

le 1 précédent d lors I’égali d Groth(GLg(Fy) X Z) :
s—t
S (V) g7 H T (), 11X 0 — L, ) (a/2)) {1}

T .x
a=0

:ﬁkerl(@,a)m(n)(ntir)e;( D2 B x'x 1)
XEA (7y)

avec
s—t—1

T= Y (-1)a—1]X[s—t—a—1]x, + (=1)*"[s =t — 1], =0.

a=0

En utilisant la pureté des H Z(ZI . jZ ,9 HT¢(my, I1;), on en déduit qu'’ils sont nuls pour tout 7. O

3.5 Cas II,, = Speh,(7y)
On considere dans la suite une représentation irréductible automorphe IT de G(A), cohomologique

pour &, telle que II, ~ [s — 1], pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,).

PROPOSITION 3.5.1. Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GLgy(F,) ; pour
1<t<d/g, II; désigne une représentation quelconque de GLyy (F,).

— Si 7, n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m, alors

[Hl(JI ¥ H T (), TIy){TI"} = 0
pour tout i et pour tout 1 <t<d/g'.

— Si 7, ~m, ® xo o val o det pour xo:Z — Q, alors [Hz(jz,g HT (), II;)){II°"} est nul
pour |i| >s—1t ou i#s—tmod2 et sinon il est, dans le groupe de Grothendieck de
GL4(Fy) X Z, égal a 'image de

t ker! (Q, G)m(T0) <[t — 1, [W] m)? [W] ™

®<E—i/2® &b xolx‘1>- (3.5.2)

XEL (1)

Démonstration. D’apres la proposition 2.6.1, on a ’égalité

s—t

* i AP §
H* (j7 0 HTg(m, T)) = > (=1) H (7, HT (m, T X [0 = 1], ) (0/2),

a=0
dont d’apres la pureté, il suffit de calculer le membre de droite.
LEMME 3.5.3. Avec les notations de la proposition précédente, [H*(j;ngTg(W;, I1;))]{II>v}
est :

— nul pour tout 1 <t <d/g si ) n'est pas inertiellement équivalente a , ;

— pour T, ~ T, ® Xo o val o det, égal a

(—1)' ker' (Q, G)ym(ID) [ILX[s — £ — 1], ® <E<5‘t)/2 © D xalx‘1>].

XELU (7y)
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Démonstration. D’apres la proposition 1.4.1,

—_ — _
Tpee (15 = 11) @012, = [E = Uy ((s-t)g 1172} ® 5 = = Ly (t(g41)/2)

de sorte que
0 sim Aim,
t P —1 o =—(s—
red"? g ) il ([s —1]z,) = (—1)th 1 g a-(s-(g+)/2 g [S—’_ P 1]7rv{—t(g+l)/2}
pour 7, ~ T, ® Xo o val o det.

Les résultats découlent alors de la proposition 3.3.1 et le corollaire 3.3.6, et de 'isomorphisme
GLg4(F,) x Z-équivariant

H* (]I ,gHTE(ﬂ' Ht)) ® E(d—tg)/ —1In dGLd((Fv))Ht Rdet (H (fﬂ“t]D’Zl)). O

Pour t=s et 7 ~'m,, le résultat découle de I’égalité ]I,gHTg( 1T )—]I,gHTg( , 1)
dans le groupe de Grothendieck des W,-faisceaux pervers de Hecke. On suppose donc t < s ; le
lemme précédent donne 1’égalité suivante dans Groth(GL4(Fy,) X Z) :

[H* (j7 \JH T (m,, 1)) {TI>"}

s—t—1
= (-1 ker’(Q, G) [HtY (m(H) Z (@ —1]x, X[s—t—a—1]x,
a=0
o (=0 @ W)+ X miE-r- i
XEU (o) ITe U gy, (IT)
y~my[s]D
® (E“—W 4 xalx*))}
XE U (7v)

Du fait que H*(j Iz ,g HT¢(my, I1;)) est pur de poids 4, on en déduit le résultat dans le groupe de
Grothendieck pour tout i #t¢ — s, et enfin pour i =% — s par dualité ce qui en outre fournit le
corollaire suivant. O

Remarque. En passant aux faisceaux non induits, on en déduit que [H'(jZ¥F(m,,t)[d —
tg])]{II>"} est égal a 'image de

-

§ ker! (Q, G)m(II) [‘S_H — 1]
2 o {((5—3t—i)g-+s—i+t)/4}
%
o [s —t+e 1} (E—((s—t)g+i)/2 ® @ )
2 ro{—(s+t—3)(g+1)/4} XER (m0)

3.6 Cas général
D’apres [MW94], la composante locale H d’une représentation automorphe II de G(A) est
X o [s —1]—

—_— S 7’ .
de la forme [s — 1] ou les m,; sont des représentations

[E]n 1) [tu— HM wliu}
irréductibles cuspidales de GLg, (F,) avec \; € |5, S[ et s 31 | git; = d. Commencons comme le
s

suggere le lemme 1.5.5, par étudier le cas IT, ~ [s — 1][15 0

PROPOSITION 3.6.1. Soit II une représentation irréductible automorphe de G(A), co-

homologique pour & et telle que Hvz[s—l][z_—l] . Pour tout r>1, Il'image de
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[H(Pe(r, my)) {11} dans le groupe de Grothendieck de GL4(F,) x W, vérifie les propriétés
suivantes :

(i) sir>s-+t—1 alors elle est nulle pour tout i ;

(ii) pour r=s+t — 1, elle est nulle pour tout i # 0 et pour i =0 elle est égale a

— _
er,mka (1) [s +t — 2], X [s — 2] = ® L(my) ® Hng(Arthl) :
(iii) pour t<r<s—+t—1, elle est nulle si |i| >s+t—1—1r et pouri=s+t—1—r elle est
égale, avec les notations de 1.5.8, a
o s+t—1-—r -1
e, kG ¢ () R, (5, 8)(r — 8,8 = 1) @ L(my) |~ | @ Tpp(Arty)) ;
(iv) pour max{l,t— s} <r <t, elle est nulle pour tout |i| >s—t+r ;
<

(v) pourt—s>1etl<r<t—s, elle est nulle pour tout i.

—_
Démonstration. (i) D’apres le corollaire 1.5.6, pour tout 7 > s +¢ — 1 on aredy, |, ([s — 1][2—‘1] )
= (0) de sorte que d’apres la proposition 3.3.1 [H*(j?rgHTg(m, [r— 1]z,)){II>*"} = (0) ce qui
implique (i) d’apres la proposition 2.6.1.

(ii) Pour r=s+t¢t—1, on a

(1]

Rt s—1)(t—1)g/2 -3
redﬂ'v[T]D([S_l][z:}ﬂ_U): (s=1)(t=1)g/ ®[5_2][;5_-2]7%{7(5“71)57/2}-

Dapres (i) et la proposition 2.6.1, [H*(j7 9 HT¢(my, [r — 1], )){I%V} = H*(j7 " HT¢ (7,
[ —1]x,)) est donc égal d’apres la proposition 3.3.1 & ex, mkg ¢ (1I°")[s + ¢ — 2, X [5 — 2] =)
® (L(my) ® Hpﬁo(Art;ﬂvl)) avec e(IT) = (—=1)*~1L.

Remarque. Par pureté E(m)@l‘[p,o(Art}:) est pur de poids w(§) ; par ailleurs comme
red,, (s+i—1], () est irréductible mg¢(I1°?) est un entier, cf. la remarque qui suit la
définition 3.3.3.

(iii) On raisonne par récurrence sur r de s+t —1 a ¢ ; Uinitialisation r=s+¢—1 a été
traitée en (ii). Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang r + 1 et traitons le cas de 7.
—_
D’apres le corollaire 1.5.6, red, [, ([s — 1][;5?1} ) est égal a

E(stg—rg+s+t—1—r)/2 Q va (S, t)(T‘ —tt— 1)
plus une somme de termes de la forme ZE(W-7919)/2 @15 avec d=s+t—1— 7 mod?2
et §<s+t—1—r. Dapres la proposition 3.3.1 et le fait que e(II)=(—1)*"!, on en
4101 *(2Tg N 00,V 4 N 00,V
déduit que H* (57" HT¢(my, [ — 15, )){II°"} est égal & ex, mkg ¢(II°V)Ry (s, t)(r —t,t —1) ®
2H-1-1/2 plus des termes de poids strictement plus petit de sorte que d’apres la
proposition 2.6.1 et 'hypotheése de récurrence, [H*(P(r, m,))]{II°"} est égal &

er,mkg (I )Ry (s, t)(r —t,t — 1) @ L(my)(—(s+t—1—-17)/2) ® Hp,g(Art;:)

plus des termes de poids strictement plus petit. Le résultat découle alors de la pureté et du fait
que d’apres (ii), L£(m,) ® Hp,o(Art;j) est pur de poids w(§).

(iv) On raisonne par récurrence sur r de ¢ & max{1l,t — s} ; l'initialisation r =t a été traitée
en (iii). Le raisonnement est strictement identique a celui de (iii) en remarquant que les termes
de red, [ D([sTi] [;f—-l]m) sont tous de poids inférieur ou égal & s — ¢t — 1 + 7.
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(v) Le raisonnement de (iv) fournit la nullité pour tout i > —1 et donc pour tout 7 par dualité
de Grothendieck—Verdier. O

COROLLAIRE 3.6.2. On reprend les hypothéses de la proposition précédente, en particulier 11, ~
[s — 1][§_~l]wv. Pour tout 1<r < st et 7 #t (respectivement r #t £ 1), [H'(Pe(r, m,))]{I1>} =
(0) pour tout i > s — 1 (respectivement i = s — 2). Par ailleurs :

(i) pourr=t, [H* Y Pe(t, m,)) {1} contient e, mky¢(I1°), ® (L(m,) ® Hno(Art;Ul)) ;

ii) pour r=t=+1, II, n'est pas un constituant de [H* 2(Pe(r, m))]{II>®"} en tant que

(ii) p p e (7, q
GL4(F,)-module.

Démonstration. Par rapport a la proposition précédente, il ne reste plus qu’a vérifier (ii). Pour
r=t+1 d’aprés le point (iii) de la proposition précédente, [H* (Pe(t + 1, m,)) {11} est,
en tant que GLg4(F,)-module, isotypique pour [7]%{(5—2)/2} X Ry, (s,t)(1,t —1). Le résultat
découle alors du lemme suivant.

LEMME 3.6.3. L’image de [?]m{(s_g)/g} X Ry, (s,t)(1,t — 1) par Jp,,,, ne contient jamais un
élément de la forme [t — 1], {(s_1)/2® 7.

— — —
Démonstration. En effet comme Jp .\ ([t ]x,{(s—2)/2}) = [0]r, {(s—t-2)/2) ® [t = Un,{(s-1)/2}
par égalité des supports cuspidaux, on en déduit que si [m]m{(s,l) /2)® 7 était un constitu-
ant de

Tbrgtey (o t(s-2)/2) X Ry (5,8) (1, = 1))

-
alors [t — 1], ((s—1)/2) serait un constituant de Jp, ., (Br,(s,t)(L, ¢t — 1){(t +1)g/2}) ce qui
n’est pas car m,{(s+t — 2)/2} n’appartient pas au support cuspidal de Ry, (s,t)(1,¢t— 1){(t +

1)g/2}. O
Dans le cas r =t — 1, d’aprés la proposition précédente et comme e(IT) = (—1)*"!, dans
Groth(GL4(Fy))

—

[H*72(Pe(t — 1, 7)) {TIV} = [H*(j7 " HT (o, [i — 2], X [0 ],))] 1 {T1V}
— (H GV HT (e, [F— 20, ))]sma (T

ot [M]y indique la partie de poids k de [M]. On obtient alors que [H* 2(P¢(t — 1, m,))]{I1°"}
est égal a er, gmkg ¢ (I1°) fois
— — <6

-
[s — 2] X [t — 2]7rv{(s—2)/2} x [ ]Tru{(s+t—2)/2} — Rq,(s,1)(0,t —2) x [t — 2]%{(5—2)/2}-

[t—1lry(—1/2)

) N el —= e 2
Comme d’apreés la proposition 1.4.2, JPg,t(s—l)g([S — 2][271]7%{_1/2}) =[0 ], {(s—t—2)/23® 7, par
égalité des supports cuspidaux, on en déduit que la somme des constituants de la forme
[t — 1 f(s—1)/2y® ? de
e — —
TPrg s ([s = 2; X [t = 2]r, 1(s=2)/2} X [0 ]r,{(s+t-2)/2})

.
t=1ry {~1/2}

7 N et — A~ . . 7 N
est égale & [t — 1] (s—1)/2} @[5 — 2] . Le méme raisonnement appliqué a Ry, (s,t)

[ﬁ]mj{qm}
(0, —2) x [t — 2], {(s—2)/2} donne exactement le méme résultat, ce qui prouve l'affirmation. O

Remarque. On pourrait étre plus précis et donner le calcul explicite de chacun des groupes de
cohomologie ; par exemple dans la situation de (ii), pour tout 0 <d<s+t—1—r,

[Hs+t717r725(zp(7,7 WU))]{HOO’U}
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est égal & ex, mkg ¢ (I1°)Il; ® (L(my) ® Ipo(Arty')) o

s = [t = 1, (1-s)y2y BB -1
i

B[t — 2lr, ((1-s42(st41-r—5))/2) B Bt — 2] 1(5-25)/2}

t—1

B[t — 1, {(s+3-26)/2) B+ B

]ﬂ'v{(1—S+2(8+t—2—7’—5))/2}

Jru{(s+1)/2}-

Dans le cas général, en utilisant le lemme 1.5.5, il est facile de généraliser la proposition 3.6.1
et le corollaire 3.6.2. Signalons simplement le corollaire suivant qui sera utilisé dans la section
suivante.

COROLLAIRE 3.6.4. Soit II une représentation irréductible automorphe de G(A), cohomologique
pour & ; d’aprés [MW94] sa composante locale I, est de la forme

R — —

s = U= b = =

Lrﬂu,l{Al} o, u{Au}

oil les m,; sont des représentations irréductibles cuspidales de GLg,(F,) avec \; € |5, 4. On a
alors les résultats suivants :

(i) il existe un caractére x tel que pour tout i=1,...,u, m,; ® X est unitaire et (x ® I, o) o
(Art}:) est pur de poids w(§) avec \; =0 ;

(ii) sim, est une représentation irréductible cuspidale unitaire de GL4(F,) qui n’est isomorphe a
aucun des m,; ® X, alors [H*(Pe(t, m,))]{II°*"} est nul pour tout i et pour tout 1 <t <d/g ;

(iii) pour tout i=1,...,u, [HI(Pe(t, m;)){II°"} est nul pour tout j>s—1 et pour
tout 1<t<d/g; et pour j=s—1 avec 1<t <d/g;, [H* " (Pe(t, my;))]{II°"} contient
er, Mkg.¢(II°)II, ® Zk/m,k,vi,rvyi,tk:t Ly 1)y o ® (Art;vl) :

I v X Ux ’ . » Mo g d\L'v )~
(iv) pour tout m, et pour tout 1<t<d/g, [H"2(Pe(t, m)){II°®"}, en tant que GLg(F,)
module, ne contient jamais II,,.

Remarque. Le point (i) du corollaire précédent correspond a la conjecture de Ramanujan—
Peterson. Au point (iii), on peut comme dans la proposition 3.6.1, donner précisément
(= (Pe(t, m,) {7}

H 7N (Pe(t, ) {11}
= ex, b (1Y) " [s—1]

k/ﬂ-v,k’\‘iﬂ'v,i
tp=t

— — — —
[t1—1] =, ><~~~><[t;c_l—l],rv’k_1 X [tk_,,l—l],fmk X[ty =17y

X [t = 1x,, X [s =2

[E=2ry i
On notera enfin que pour une telle représentation, on a e(I1) = (—1)~1.
4. Groupes de cohomologie des variétés de Shimura de [HTO01]
Le but de cette section est de prouver la conjecture de monodromie poids pour les schémas

X7, autrement dit que pour tout i, les gradués gr% H}]U de la filtration de monodromie de
H'(X;®p, F,, Q) sont purs de poids de poids k + 1.
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4.1 Cas II,, = Sts(my,)

On fixe comme précédemment un diviseur g de d = sg ainsi qu’une représentation irréductible
cuspidale m, de GL4(F,). On considere alors une représentation irréductible II de G(A),
cohomologique pour &, telle que II, ~ Sts(m,). On rappelle que 'on a un isomorphisme
G(A>) x W,-équivariant Hrizv,ﬁ((d —1)/2) ~ H74H(U7 ) ot Hfm§ désigne la cohomologie de
L¢ sur la fibre générique Xz, .

PROPOSITION 4.1.1. Dans Groth(GLg(F,) x Z), les [H (¥ ¢,,)|{II°>V} sont nuls pour i # 0 et
— —
[HO(Wzg0) {TI%V} = g ker' (Q, G)m(ID)[s — 1, @ [£([s — 1]x,)] @ Tpo(Arty,).

Démonstration. On considere la suite spectrale de monodromie

By = H (gr (Ve ) = H (U,)
ou d’apres [Boy09b],

er k
oz (5) = @ Pl

|k|<t<s
t=k—1 mod 2

D’apres la proposition 3.4.1, pour tout (i, 7) tels que i 4+ j # 0, [Ei’j]{l'[oo’“} = (0) de sorte que
la suite spectrale ci-dessus dégénere en E; ce qui donne le résultat en remarquant que l'indice
de nilpotence de I'opérateur de monodromie est bien égal & s — 1. O

4.2 Cas I1,, = Speh(m,)

On consideére dans la suite une représentation irréductible automorphe II de G(A) cohomologique
_

pour £ telle que II, ~ [s — 1], pour 7, une représentation irréductible cuspidale de G Ly(F}).

PROPOSITION 4.2.1. Dans Groth(GL4(Fy) x Z),

; sy JO si|i| >s—1 ousii=smod?2,
[H* (U £,0) {TI77"} = {ﬁ ker! (Q, G)m(II) [S—_—_ﬂm ® L(my)(—i/2) ® Hp’O(Art;,Ul) sinon.

Démonstration. On considere la suite spectrale de monodromie-poids
EY = HV (grM(Vre,)) = H (V7 ,)

dont on étudie les I[1°°Y-parties au sens ou pour r > 1, on regarde 'image de EY dans le groupe
de Grothendieck des G(A*°) x W,-modules et plus particulierement les constituants de la forme
1% @ I}, ® 0.1 De la description des gr,]{\/[(\llz@v), et d’apres la proposition 3.5.1, pour § > 0,
on a

(B Ty
t ker! (Q, G)m(T1)

—_— —_—
_ @ [(ﬁj} 7[s—t+5—2] )§[s—t—5—2} }
|k|<t<s 2 Ty 2 Ty
t=k+1=s+9 mod 2
k3§ »
@ £(m) (5 ) @ Myo(Arti)), (4.2.2)

! Prendre la II®*-partie n’est pas un foncteur exact.
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[y ey
t ker! (Q, G)m/(II)

_ g [([ﬁu*[ﬁ})ﬂﬁu

|k|<t<s
t=k+1=s+06 mod 2

@bsww)<—5?;k)éanﬂouhtaﬁ. (4.2.3)

On en déduit que

Jry ® £(my) (S;l> ® I, 0(Artz))

e
s—1

f ker (Q, G)m(I1)]

est un constituant de [EX*]{II1°**} de sorte que d’apres le théoreme de Lefschetz difficile,

—1-2
r><8IIp(AﬂT§)

— s
terk(Q G)m(n s~ lr, & £(n) (=
est un constituant de [H' 52" (¥ ,,)]{II°>}. Le résultat découle alors du fait que d’apres [HTO01,
V.6.4], si [H!(Vz,)]{II°"} est non nul alors la parité de i est fixée et que la dimension virtuelle
de [H*(Wz,)]{IT1>®} est égale & df ker' (Q, G)m(II). O

Remarque. On peut se passer de toute référence a [HT01] en étudiant directement la suite
spectrale de monodromie et en utilisant que I'aboutissement doit vérifier le théoreme de Lefschetz
difficile et étre compatible a la dualité de Verdier (cf. [Boy09al).

4.3 Cas général : conjecture de monodromie-poids

On fixe dans ce paragraphe une représentation irréductible automorphe II de G(A) coho-
mologique pour §. D’apres [MW94] sa composante locale I1,, est de la forme [s — 1], pour 7, une
représentation irréductible tempérée de GL4(F,) pour d = sg, i.e. de la forme [(tlj]m’l X - X

[ty — 1]r,. ol d’apres le corollaire 3.6.4(i), pour un certain caractere x de I, les m,; ® x sont
des représentations irréductibles unitaires cuspidales de respectivement GLg, (F).

THEOREME 4.3.1. Avec les notations précédentes, les [Hfh (J{II™V} vérifient les propriétés
suivantes :

(i) ils sont nuls si i =smod 2 ou si |i| > s ;
(ii) pour i=s—1—2k avec 0<k<s—1, ils sont égaux a fker'(Q, G)m(INIL, ®
L(I1,) I, o(Art ;).

Démonstration. (i) Le résultat découle de la premiere affirmation du point (iii) du
corollaire 3.6.4. En ce qui concerne (ii), on considére comme ci-avant la suite spectrale de
monodromie-poids

Eid = Hi—‘rj(grﬁ/[i(qllf,v)) = Hi+j(\IJZ,§,v)
dont on étudie les II°>V-parties; par pureté celle-ci dégéneére en Fs. Comme le suggere

[
le lemme 1.5.5, cela revient a traiter le cas ou II, ~[s— 1] avec m, irréductible

[2—‘1]7“,

cuspidal. D’apres le corollaire 3.6.2(i), pour tout (i,j) avec i +j=s—1et —i=t—1— 2k ou
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0<k<t—1, [EM]{II°*"} contient

§ ker! (Q, G)m(IDII, ® (s(m) (—S L ’;_ L= 2k > ® Hp,O(Art;j)>

et d’apres le corollaire 3.6.2(ii), il en est de méme pour E;] . Ainsi [H, ;;2]{H°°“} contient

S —

# ker' (Q, G)m(INII, ® (S(Hv)<— 1) ®Hp,o(Art;j)> ;

d’apres le théoréeme de Lefschetz difficile il en est de méme pour [H;;gf%]{ﬂoo’”} pour tout
0<k<s—1eton conclut comme précédemment par un argument de dimension.

Le cas général se traite de maniere strictement identique en invoquant le corollaire 3.6.4. O

5. Groupes de cohomologie des j;t!gHTg(ﬂ'v, I1;)

Aux égalités de (2.6.2), on associe la suite spectrale des poids dont les termes initiaux ont déja

été calculés et dont I’aboutissement calcule les H'( j; fg HT(m,,11;)). Comme application de ces

calculs on a en vue un énoncé de connexité pour les X; donné au corollaire 5.3.3.

5.1 Cas II, = Sts(my)

On fixe comme précédemment un diviseur g de d = sg ainsi qu'une représentation irréductible
cuspidale m, de GLg(F,). On considere alors une représentation irréductible II de G(A)
cohomologique pour ¢ telle que IT, ~ St4(m,).

PRroproOSITION 5.1.1.

— Soit 1 < tg' < d et m,, une représentation irréductible cuspidale de GLy (F,). Sig' # g ousi,

n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de 7, alors les [H* (j?fg/HTg (m, Iy))[{T1>*v }
sont nuls pour tout 1.

— Pour ¢ = g et wl, = m,, pour tout i # 0, [Hi(j?tgHTg(m, IT;))|{I1°>"} est nul et pour i =0
[H°(jz,* HT¢ (my, ILy)) {I1°}

= k() [(I X [s =t — 1]r,)] @ (5_(5_”/2 @ Myo(Arty) © (P x_1>
x€ 2 (my)
en tant que représentation de GL4(F,) X Z.
Remarque. De maniere équivalente, [H Z(],2 tgl]:g(t, 7)) [{II°*"} est nul si 7, n’est pas dans
la classe d’équivalence inertielle de m, ou si i # d — tg, et dans le groupe de Grothendieck de
GL(s—)g(Fy) X Z, on a I'égalité

[HA19 (219 Fe (¢, my)1)|{T1}

X€ A (my)

Démonstration. On considere la filtration par les poids du W,-faisceaux pervers de Hecke

j!>tg,HT§<7T;, I1;) de sorte que ces gradués gry’ (!, 7., ) sont nuls pour k >0 ou —k < |d/g'| — t et

sinon donnés par ji(tfk)ngTg(W;, L X [~k — 1] )(—=k/2), cf. la proposition 2.6.1. On considere
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alors la suite spectrale associée
EY = H™ (g (1, 7, t) = H™(§7Y HTe(n), I1,)).

D’apres la proposition 3.4.1, les Ei] [IT>*¥] sont nuls sauf si 7, est dans la classe d’équivalence
inertielle de 7, et sit=—j =5 —t avec

[Eieft,th]{Hoo,v} _ mkzgg(ﬂoo’”)[ﬂt;}[‘;*t—*ﬂ”v] ® (E(t—s)/2 R Hp,O & @ X_1>
x€ 2 (mv)

d’ou le résultat. O

5.2 Cas II, ~ Speh,(m,)

On considere une représentation irréductible automorphe IT de G(A) cohomologique pour & telle
—_—

que II, ~ [s — 1],, pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,).

PRrRoPOSITION 5.2.1.

— Soit 1 < tg' < d et m), une représentation irréductible cuspidale de GLy(F,). Sig' # g ousi,
n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m,, alors les [H' (j;fg/HTg(ﬂ';, I1;))]{II>v}
sont nuls pour tout 1.

— Pour ¢’ = g et 7}, = m,, dans le groupe de Grothendieck de GL4(F,) X Z,
[H' (jz," HT¢ (o, 1L,) {117}

est nul sii# s —t et pour i = s — t égal a I'image de

ke (9L K 5 = = ], & (z<s—t>/2 oA e @ X—l).
XE A (1)

Remarque. De maniere équivalente, [Hi(j;fg/]:g(t, m)1)[{TI°>?} est nul si 7, n’est pas dans la

classe d’équivalence inertielle de 7, ou si i # (s —t)(g + 1), et on a
[HO=OUHD (G210 Fe (¢, o)1) {TIV)

= mkqg(ﬂoo’v)[s —t— 1]7"1}{7t(g+1)/2} & (E(St)(g+1)/2 & Hp70(Art;ﬂv1) ® @ X1>.
X€E A (my)

Démonstration. On considére comme précédemment la filtration par les poids du W, -faisceaux
pervers de Hecke j; fg HT(m, II;) ainsi que la suite spectrale associée

Ei] _ H”j(gr%(!, 7l t) = H”j(jifngTg(W{,, IL;)).

D’apres la proposition 3.5.1, [Ei’j J{II°>¥} est non nul si et seulement si 7, est dans la classe
d’équivalence inertielle de 7, et (i, j) est de la forme (a,t —s+2r) avecO0<a<s—t—r<s—t
auquel cas on a

By

— (M X[a -1, X[s—t—1—7r—al, )X [r—1],
mkG,g(Hoo’v) [( t X [a ] v X [S r CL] ’L)) X [’r ] v]
®(E(2’“S+t>/2 oA e @ Xl). (5.2.2)
X€ A (my)

On observe en particulier que pour tout (i,j) tels que [Eij J{II>>"} est non nul, il est pur
de poids w(§) + j de sorte qu’en particulier, la suite spectrale dégénere en FEy. Il s’agit alors
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de montrer que pour tout (i,7)=(a,t—s+2r)#(0,s —1), [E;’j]{ﬂ"o’“} est nul. Pour cela,
en raisonnant par récurrence sur t, on suppose la conclusion de la proposition vérifiée pour
tout ¢’ <t ; pour t =1 I’hypotheése de récurrence est vide. Soit alors ¢ — s <4 minimal tel que

[H! (]I YH Tg (7y, I1;))]{II°¥} soit non nul de sorte que sa partie de poids minimale non nulle est

—_—

mka e (X [T, 5 —t — 1 — 7 — alm,) X [ — 1]n,]
® (E(Zr—s—‘rt)/Q ® pr (Al"t;j) ® @ X—l)
XE Q[(ﬂ'/u)
avect=t— s+ 2r +a.

LEMME 5.2.3. Sous les hypothéses ci-avant, on a pour g > 1
[Hd tg+z(X \Ifl d+t(g— 1))]{1—[00,1;}

T.twv
— —

= mk¢ (M) [([F = 1]n, X [@y 5 — £ — 1 — 7 — aln,) X [F — 1],]
® (2(m) <—%_28H> ® Hp,o(Art;j)> .

Pour g =1, il contient

— —

mka eI ([t —1,a4+1,s =t =1 —r —a]g,) X [r —1]x,]
® (2@,) <—2T_23’+t) ® Hp,o(Art;j)> .

Démonstration. On considere la suite spectrale associée a la stratification
aq = 1—d+t(g—1) +q/ v 1—d+t(g—1)
EYY = HE (XL, W ) = HP"(Xz, U ).

D’apres la proposition 3.4.1, [EP?{II°>"} est nul si p n’est pas de la forme t'g avec t'(g — 1) <
tlg—1)<t'g—1.
En particulier pour g > 1, on a ¢’ < t. En outre pour un tel ¢, on a

) = Fe(t! m) @ UL (m, []p)

1—d+t(g—1)
(v )ik

7.6,y
de sorte que pour p=1t'g <tg, [EPI{II>"} est nul pour p+q# (s—t')(g+1)>(s—t)g+i

pour tout i < s—t. On en déduit donc que [E(S v gﬂ]{l‘[o‘”}} (B (o= 2t)gﬂ]{l'lo‘”’} qui est
donc isomorphe a

— — —

mkc e (M) [([t — U, X [T, 5 —t — 1 — 7 — als,) X [r — 1]r,]
® <£(m) (—”?”) ® Hp,o(Art;j)>

d’apres (5.2.2), d’ou le résultat.

Pour g =1, on a comme précédemment [EPI{I1°?} =0 pour p+ q= (s —t)g +i — 1, reste
alors a regarder le cas p+¢q=(s—t)g+i+1 : la partie de poids w(§) +t — s+ 2r est alors,
d’apres (5.2.2), a prendre parmi les constituants de

([ =1, Xla+t—t]e X[s—2—7—a—tz,)X[r — 1]n,

de sorte que

— —

(t—1,a+1,s—t—1—r—al,)x[r—1];
n’en est jamais un constituant, d’ou le résultat. a

v
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LEMME 5.2.4. Avec les hypothéses précédentes [H' (X7, \111 dﬂ)]{H‘X’ v}, pour tout j < t(g — 1),
est mixte de poids strictement supérieur a w(§) + s — 2t + 1

Démonstration. On raisonne comme précédemment via la suite spectrale associée a la
stratification

HP+Q(X =p \I’é—gd;f(g 1)) :>It[10+q()_(z7 \I,%Ed;:(g 1))

Pour que [EY ’q]{H"o’”} soit non nulle il faut, car j < ¢(g — 1), que ¢’ < t. Le résultat découle alors
du fait que, d’apres (5.2.2), la propriété est vérifiée pour les termes initiaux d’apres ’hypothese
de récurrence sur les t’ < t. O

LEMME 5.2.5. Avec les hypothéses précédentes, pour j =t(g — 1) + a avec a > 0, les constitu-
ants de poids 1 — s + 2r des [H'(X7, \I/é_gdjj)]{ﬂoo’”} sont & prendre parmi les constituants de

Y
—

«—
(6, =1=6]x, X[a =z, X[s—t' =1 =1 —d']x,) X[ = 1],

avect' >t, 0=a—({t' —t)(g—1) et ¥ =r — 0.

Démonstration. La suite spectrale de stratification nous ramene a prouver le résultat pour

les [H'(X;?, \Ifé_éd;; N{I>*} avec p=t'g. Comme nous I'avons remarqué dans la preuve du

lemme précédent, pour t’ < ¢, d’apres 'hypothese de récurrence, il n’y a pas de parties de poids

w()+1—s+2r<s—2t+ 1. Pour ¢’ >t le résultat découle alors de (5.2.2). O

Fin de la preuve de la proposition 5.2.1. On consideére la suite spectrale des cycles évanescents :

, o ol-dt +
By = HP(Xg, U7 ") = Hy 'L

Pour 0<r<s—t, dapres le lemme 523, [t+r—1,a+1,s—t—r—a—1]; est un
constituant de la partie de poids 1 — s+ 2r < s — 1+ 2t de [E; patottmstartatlg= 1)]{HOO v} alors
que d’apres le lemme 5.2.4 il n’est pas un constituant de [E5’ q]{H‘X’”} pour tout g <t(g—1).
Par ailleurs comme d’apres la proposition 4.2.1, il n’est pas un constituant de I’aboutissement,
on en déduit, d’apres le lemme 5.2.5, qu’il existe ¢’ >t tel qu'il soit un constituant de

— 5

(0,8 —1—dmXJd —n,X[s—t —1 =1 —d]o) X[ — 1],

avec t'>t, d=a— ' —t)(g—1) et ¥'=r—4. En reprenant les notations de §1.2, les
constituants de ces derniers sont de la forme I'*~' = (a3, a2, a3, a4, as) avec (a, as) = (r' — 1,

d+1) ou (r,d) de sorte que si 'on veut qu’il contienne [t +7r—2,a+1,s—t—r—a—1],,,
il faut que §=0 et a2 =0. On a alors (a1, az,a3)=(r',0,t —1) ou (+/,0,t) ; il faut alors
4+t —1<t+r—1etdonct <tcequiimposet' =tet donca=0+ (t'—t)(g—1)=0 ce qui
n’est pas par hypothese, d’ou le résultat. O

5.3 Cas général : irréductibilité des variétés d’Igusa

7 7 7’ \ % N % %
L’é¢tude du cas général ou II, >~ [s — 1], ot my =~ [t — 1], ; X -+ X [ty — 15, avec pour tout
i=1,...,u, m; irréductible cuspidale de GLg,(F,) se ramene comme précédemment, cf. le

lemme 1.5.5; au cas u=1. Plutét que de se lancer dans un énoncé particulierement lourd
a formuler nous allons prouver la proposition suivante dont une application est donnée au
corollaire 5.3.3.
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PROPOSITION 5.3.1. Soit m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F),) et 1 <t <s
|d/g]. Le groupe de cohomologie H%%9 (j?tgHTg (my, I1y)) vérifie les faits suivants :

— il est nul dés que g > 1 ;

— pour g =1 et m, = Xy, il est, en tant que G(A®) x W,-module, isomorphe a # ker'(Q, G)x>
® vapyo(Art;ﬁvl), ol Y est un caractére de A* cohomologique pour & de composante locale
Xv €1 v.

Démonstration. On raisonne comme dans les deux paragraphes précédents via I’étude de la suite
spectrale
.7 . . . . - ~>t !
By = H™ (gr%(, m,, 1)) = H™ (j7\? HT(m,, IL,)).
D’apres la proposition 3.6.1, pour II une représentation irréductible automorphe de G(A) telle

que I, ~ [s — 1] , pour tout 7 > s —t, [EY"']{I1°"} = (0) pour tout i de

i1y g XX [hu—1lry
sorte que [Hr(j?tgHTg(wv,Ht))]{H‘X”“} est nul pour tout r > s —t. Ainsi en ce qui concerne
r=d—tg>g(s—t), pour que [Hd_tg(j!>tgHT,5(7rv, I1;))]{II°>"} soit non nul, il faut g=1 et
s=d, ie. II, ~[d — 1], d’ou le résultat. O

DEFINITION 5.3.2. Soit Dé » le noyau de la norme réduite de D,. Pour tout m >0, on note
1
alors D, . :=D, ;, /(1 + @®) et soit g = (Jl’}p,m)pv,h,m.

v,h,m UP.m,s
COROLLAIRE 5.3.3. Pour tout 1< h<d, les variétés d’lgusa de premiére espéce Igp,m,

. Ly ‘2 h h,1 1
sont géométriquement connexes. Plus généralement Jpp, ,, — Jup m est un D, . -torseur
géométriquement irréductible au dessus de toute composante géométriquement connexe et

Rl =N L Th = 1
JUPVm(IFP) — IUP,m(FP) X DUJLm/Dv,h,m
ott I'action est induite par I'action du groupe de Galois D, ,, du revétement J{}p m I{}p _—

Démonstration. Le résultat découle classiquement par dualité de Poincaré de la proposition
précédente. O
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Appendice A. Preuve cohomologique de la proposition 5.4.3 de [Boy09b]

11 s’agit ici de prouver la proposition 5.4.3 de [Boy09b| sans invoquer la propriété d’autodualité
du modele local. On va utiliser les calculs de groupes de cohomologie précédents, ceux qui
n’utilisent pas la connaissance des faisceaux de cohomologie des P(t, m,), ce qui est le cas des
propositions 3.5.1, 4.2.1 et 5.2.1. On considere dans la suMne représentation irréductible
automorphe IT de G(A) cohomologique pour 1 telle que I, ~ [s — 1], , pour 7, une représentation
irréductible cuspidale unitaire de GLg4(F).

PROPOSITION A.0.4. Soient g un diviseur de d=sg et m, une représentation cuspidale
irréductible de GL4(F,). Dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d), si II, ® 7, ®
L(my)(—(s(g — 1) + 2k)/2) est un constituant non nul de limage de Z/l};ﬂv’hd, on a alors les
propriétés suivantes :
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CONJECTURE DE MONODROMIE-POIDS POUR QUELQUES VARIETES DE SHIMURA UNITAIRES

(i) 0<k<s—1;
.o . . 1
(ii) sik=0 alorson ai=d — s avec I, = [s — 1], et 7, = my[s]D.
Démonstration. (i) On considere la suite spectrale des cycles évanescents
ENY = HP(h9W1) = HPT9(U7).
Chacun des termes initiaux est I’aboutissement d’une suite spectrale de stratification
E 0,55 _ HH—]( *I:i’ hq\I/I) - Hi—l—j(hqq,z)

dont tous les termes [F] 35 “{I1°*v} pour i#d sont, d’aprés la proposition 5.2.1 de poids
1 — s+ 2k avec 0 < k < s— 1. Le résultat découle alors du fait que d’apres la proposition 4.2.1,
les [H"(W7)]{II°**"} sont aussi de poids 1 — s+ 2k avec 0 < k< s — 1.

(ii) D’apres la proposition 5.2.1, on remarque qu’en ce qui concerne les parties de poids 1 — s
des [ERI{II°>V} de la suite spectrale des cycles évanescents, seuls les points supersinguliers
contribuent. On se retrouve alors dans la situation de [Boy99] et on procede de méme.
Précisément, de la suite spectrale de stratification du W,-faisceau de Hecke \I/I, on en déduit,
d’apres la proposition 5.2.1, que la partie de poids 1 — s de [H™(W7)]{II**"} est nulle pour n >0
et sinon, d’apres la proposition 3.2.1, égale dans Groth(GL4(F,) x W,,) a la partie de poids 1 — s
de Z/{gv 1a(mu[s]p)((d —1)/2) qui est donc, via la suite spectrale des cycles évanescents, égale a
la partie de poids 1 — s de [H™(W7)[{II°>"}. Le résultat découle alors de la proposition 4.2.1. O
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