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UNE GENERALIZATION DU THEOREME DE 
GINSBURG-ROSE 

DANIEL CHAPUT ET GERT SABIDUSSI 

1. I n t r o d u c t i o n e t pré l imina ires . Nous présentons ici une étude 
relative aux applications entre monoïdes, que nous nommerons t rans­
ductions, qui peuvent être réalisées par un t ransducteur (machine 
séquentielle généralisée). L'exposé s'oriente sur l 'examen des conditions 
caractérisant de telles applications. Le point de dépar t est le théorème 
de Ginsburg-Rose [2], qui caractérise les t ransductions entre monoïdes 
libres de type fini, en termes de quat re conditions dont une, la condition 
de "bounded ou tpu t " , implique la longueur des mots et, par conséquent, 
ne peut être formulée que dans un monoïde libre. A l'aide d 'un langage 
propre aux structures algébriques en général, celle des congruences, nous 
étudions des conditions remplaçant ' 'bounded ou tpu t " , pour généraliser 
le théorème connu aux monoïdes quelconques et aux monoïdes libres 
quelconques. 

Rappelons qu 'un automate sur un monoïde S est un triplet s/ = 
(QJ Çoi à) où Q est un ensemble fini non vide d 'é ta ts , ô une fonction de 
transit ion et go £ Q Y état initial. Un sous-ensemble U C 5 est dit 
régulier si et seulement s'il existe un au tomate s/ = (Q, qo, 8 ) et F C Q 
tels que U = {x £ S:8(q0, x) £ F}. On utilisera le fait [3] que U <Z S 
est régulier si et seulement si ind pv est fini, avec pu l 'équivalence définie 
par xpuj si et seulement si x\U = y\U, où x\U = {z £ S:xz £ U}. 
De plus, pu est une congruence à droite qui sature U, c 'est-à-dire que 
U est une union de classes de pv. Finalement pv est le suprémum de 
toutes les congruences à droite sur 5 sa turan t U. 

Une application entre monoïdes <p:S —> T est dite régulière si et seule­
ment si pour tout V C T, V régulier implique: <£-1[F] régulier dans S. 

Un transducteur est un quintuplet ~ # = (Qf S, T, 8, X) où Q est un 
ensemble non vide fini, S et T sont des monoïdes, ô:Q X S—* Q et 
\:Q X S —> T des applications telles que pour tout x, y £ S et q £ Q, 

8(g, xy) = ô(ô(q, x), y), \(q, xy) = \(q, x)\(Ô(g, x), y), 

ô(q, es) = qet \(q, e8) = eT 

(où es et eT sont les éléments neutres de S et T). La fonction ô est di te de 
transition et X est la fonction de sortie. 

Reçu le 27 juillet 1978. 
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On dira qu'une application cp'.S—^T est une transduction si et seule­
ment s'il existe un transducteur <M = (Q, S, T, ô, X) et un q Ç Q tels 
que <p(x) = X(g, x) pour tout x G 5. 

Une transduction entre deux monoïdes quelconques a toujours les trois 
propriétés suivantes: 

(i) <p(es) = eT (<p préserve Vêlement neutre); 
(ii) pour tout x, y Ç 5 il existe w £ T tel que v(xy) = <p(x)w (ici on 

dira que <p préserve les entrées initiales) ; 
(iii) <p est régulière. En effet, on montre facilement que pour tout 

V C T on a 

ind pu è r ind PF, 

où £7 = <P - 1 [F] et r est le nombre d'états d'un transducteur réalisant <p. 

2. La version classique du théorème de Ginsburg-Rose. Enonçons 
le théorème de Ginsburg-Rose [2]. 

(2.0) THÉORÈME. Une application <p:A*—+B* entre monoïdes libres 
de type fini est une transduction si et seulement si: 

(i) * ( 0 = e; 
(ii) <p préserve les entrées initiales; 

(iii) <ç est régulière; 
(iv) il existe N G N tel que pour tout x G A* et pour tout a G A, on a 

\<p(xa)\ - \<p(x)\ S N 

(\x\ dénote la longueur du mot x). 

Pour référer à (iv), on dira que ç a des segments terminaux bornés. 

Cette dernière condition a évidemment l'avantage d'être très facile à 
verifier. Par contre, dans une théorie des transductions entre monoïdes 
quelconques, elle est inutilisable parce qu'elle ne peut être énoncée que 
pour les monoïdes libres. De plus, même dans le contexte de ces derniers, 
elle doit être écartée dès qu'on se libère de la restriction de la finitude 
des deux alphabets A et B. En effet, si A est infini et B quelconque, il 
existe des homomorphismes de monoïdes A*—> B* (sous-classe des 
transductions) qui n'ont pas de segments terminaux bornés. Dans ce 
qui suit, nous donnons une interprétation de la condition (iv) qui est 
indépendante de la finitude de A et B. 

Soit <p:A* —•» B* (A et B quelconques) une application préservant les 
entrées initiales. Pour a G i on définit l'application œa:A* —» B* par 

(1) <p(xa) = <p(x)œa(x) 

(voir, par exemple, [1], p. 314). Ensuite notons l'équivalence ker o)a par 
aa. La famille (o)a)aeA est appellee le différentiel de <p. 
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Si (ç est une transduction on obtient pour un certain g Ç Q 

<p(xa) = <p(x)\(ô(q, x), a), 

donc coa(x) = X(<5(g, x),a). Par conséquent, cofl[yl*] C X[<2 X A] et 
<?(/!*] C (X[Q X A])* (le sous-monoïde de 5* engendré par X[Q X A]). 
Donc, si A est fini, alors 

ind <Ta ^ |X[<2 X A]\ < co pour tout a £ 4̂ 

et l'image de <p est incluse dans un monoïde libre de type fini. 

(2.1) LEMME. Soit (p:A*—>B* une application préservant les entrées 
initiales. Si A est fini et ind <ra < oo pour chaque a £ A alors ç> a des 
segments terminaux bornés. Si B est fini et <p a des segments terminaux 
bornés, alors ind cra < oo pour chaque a G A. 

Démonstration. Si ind <ra = |coa[^4*]| est fini pour chaque a £ A et si A 
est fini, on prend 

N = max {\y\:y G U«€A wfl[y4*]} 

et on obtient bien que \<ç(xa)\ — \<p{x)\ = |coa(x)| ^ N. 
Réciproquement, si TV est une borne pour les segments terminaux de 

<PJ alors |ajfl(ar)| g N pour tout a G A et tout x G ^4*. L'ensemble 5 étant 
fini ceci entraîne que cofl[̂ 4*] est un ensemble fini. 

Il est facile de donner des exemples montrant que les deux parties du 
lemme deviennent fausses lorsque l'un ou l'autre des deux alphabets est 
infini. 

Une conséquence immédiate du lemme est que dans le théorème de 
Ginsburg-Rose on peut remplacer la condition que <p ait des segments 
terminaux bornés par ind <ra < oo pour tout a G A. C'est sous cette forme 
que le théorème se prête à plusieurs généralisations. 

(2.2) PROPOSITION. Soit cp:A* —• B* une application où A est un en­
semble fini et B un ensemble quelconque. Alors <p est une transduction si et 
seulement si elle vérifie les conditions (2.0) (i), (ii), (iii) ainsi que 

(iv) (conditionnellement à (ii)) ind <ra < oo pour tout a G A. 

Démonstration. La nécessité découle de la discussion qui précède (2.1). 
Pour la suffisance on remarque que si ind <ra < oo pour chaque a Ç A, 
alors W = U {ua[A*]:a G A] est fini et que <p[A*] C W*. Donc <a[A*] 
est incluse dans un monoïde libre de type fini et on se retrouve dans le 
cas classique du théorème de Ginsburg-Rose. 

3. La congruence à droite induite par le différentiel d'une 
application. Soit ç>: S —> T une application quelconque entre monoïdes. 
Posons r = (ker <p)[, où pour une équivalence a sur 5, a[ désigne la plus 
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grande congruence a droite contenue dans a. Il est clair que xry si et 
seulement si <p(xz) = v(yz) pour tou ts G S. 

Dans ce qui suit nous supposons que S est un monoïde quelconque, T 
un monoïde simplifiable à gauche et ç une application préservant les 
entrées initiales. D'une façon analogue à (1) nous définissons pour tout 
z £ S l'application co2:5 —•> T par 

(2) <p(xz) = <p(x)coz(x). 

Soit maintenant l'équivalence f = f~]zes^zy où az = ker co2. T étant 
simplifiable à gauche on vérifie facilement que pour tout x, y, z £ -S on a 

(3) ù>yt(x) = w„(tf)co2(a;:y). 

Ceci entraîne que f est une congruence à droite. Nous dirons que f est la 
congruence à droite induite par le différentiel de <p. D'après (2) on a 
immédiatement que f Pi ker cp = T. 

Le théorème suivant caractérise les transductions en termes de f. 

(3.1) THÉORÈME. Z7we application <p:S —> T, ayec T simplifiable à 
gauche, est une transduction si et seulement si: 

(i) <?(es) = eT; 
(ii) <£ préserve les entrées initiales; 

(iii) (conditionnellement à (ii)) ind f est fini. 

Démonstration. Soit <̂  une transduction et <Jé = (Q, S, T, <5, X) un 
transducteur réalisant <p avec g comme état initial. Définissons une 
équivalence a sur 5 par 

xay t=> ô(g, x) = <5(g, y), 

et montrons que « C f . Soit xay. Alors pour tout s Ç 5 on a 

coz(x) = X(Ô(g, x) ,s) = X(ô(g, y), 2) = 00,(3;); 

donc ind f g ind a; ^ |Q|. 
Réciproquement, supposons que ind f < 00. Notons x la classe f [x] 

et soit ^ # = (5/f, 5, T, ô,\) un transducteur où ô:5/f X 5 —* 5/f est 
définie par ô(x, y) = xy et X:5/f X S—> T est définie par X(x, 3/) = 
o)v(x). 

f étant une congruence à droite, 5 est bien une fonction de transition. 
L'application X est bien définie par la définition de f. Vérifions que X est 
une fonction de sortie: 

X(x, es) = Ues(x) = eT 

et (3) se traduit par X(x, yz) = \(x, y)X(ô(ôcJ y), z). Alors <p(x) = 
\(ës, x), donc ^ r é a l i s e <p. 
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4. Monoïdes libres de type quelconque. La condition (3.1) (iii) est 
évidemment assez exigeante. Nous l'analyserons donc dans le contexte 
des monoïdes libres, dans le but d'examiner le cas où le monoïde des 
entrées est de type quelconque. Dans ce qui suit, nous considérons 
toujours une application <p:A*-+B* préservant les entrées initiales. 
Sans perdre de généralité on peut toujours supposer que <p(e) = e. Car 
sinon, on modifie <p en posant <p'(e) = e, <p' (x) = cp(x) si x 9e e. On 
vérifie alors aisément que <p' préserve les entrées initiales et que <p' est 
régulière si et seulement si <p l'est. 

Soit a = DaeA Va- Comme f C c on a évidemment que ind f < oo 
entraîne ind o- < oo. Dans cette section nous donnerons une condition qui 
garantit la validité de l'implication réciproque. Signalons d'abord qu'en 
général ind a < oo n'implique pas que ind f < oo. Pour cela il suffit 
simplement de remarquer que si A est fini, alors la condition que 
ind cr < oo est équivalente à (2.0) (iv). Donc ind f est infini pour toute 
fonction entre deux monoïdes de type fini qui vérifie (2.0) (i), (ii), (iv) 
sans vérifier (iii). Un exemple d'une telle fonction est donné en [2], 
p. 384. 

Dans le cas d'un alphabet d'entrée infini nous n'avons pas réussi à 
résoudre la question à savoir si pour une fonction cp vérifiant (2.0) (i), 
(ii) et ind a < oo , la régularité de <p entraîne que <p est une transduction. 
La proposition suivante suggère une alternative: remplacer la régularité 
de (p par la régularité de son différentiel. 

(4.1 ) PROPOSITION. Si ç : S —•> T est une transduction avec S quelconque 
et T simplifiable à gauche, alors œz est une application fortement régulière 
pour chaque z Ç S. 

<p est dite fortement régulière si et seulement si pour tout V C. T, 
<p-1[F] est régulier dans S. 

Démonstration. Soit *Jé = (Q, S, T, ô, X) un transducteur réalisant <p. 
L'image de chaque œz étant finie, il suffit de montrer que pour chaque 
y Ç œz[S], cûg^Hy}] = U est un ensemble régulier. On sait que 

w2(x) = X(ô(<7, x), z). 

Si on pose Qy = {p G Q'^(p,z) = y], alors U = {x:ô(q, x) Ç Qv\ est 
régulier par définition. 

(4.2) THÉORÈME. Soit A un alphabet quelconque. Si wa:A* —» B* est une 
application régulière pour chaque a G A, alors ind a < oo implique que 
ind f < oo. 

La démonstration de ce théorème est basée sur les lemmes qui suivent. 

Pour r è 1 soit <o r l'ensemble des équivalences d'indice inférieur ou 
égal à r sur un ensemble S. Le fait que $ T a la propriété de la chaîne 
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descendante entraîne que si (as-) ̂ 7 est une famille d'équivalences sur S 
avec Dizi &i £ $7, alors il existe i\, . . . , in Ç / tels que 

(4) Cuvât = anr\ . . . C\ain. 

(4.3) LEMME. Soit (a i) i ̂  une famille d'équivalences sur un monoïde S. 
Si pour tout i (z I chaque arclasse est régulière, alors 

ind n*ej ai < 00 => ind O i € / « 4 < °° • 

Démonstration. Soit r = ind a, où a = Plzç/^i- Donc at G & r pour 
tout i £ I. Par (4) il existe i\, . . . , in Ç J tels que 

n 

k=l 

Comme a[x] = O/Li ocik[x], a[x] est donc régulière pour tout x Ç 5. 
Soit alors [/1, . . . , Um les a-classes et soit p = Pi?=i Pm- L'indice de 

p est fini puisque chaque ind pVi est fini. De plus, p est une congruence à 
droite qui sature chaque Uiy donc p C « et aussi p C a],. On a bien alors 
ind aJ, ^ ind p < 00 ; c'est-à-dire ind O * €/ a*1 < °° • 

Afo/e. On peut facilement montrer que (Pl ic /^OI — C\iaaii-

(4.4) LEMME. 5i T est simplifiable à gauche et piS—tT préserve les 
entrées initiales, alors f = o-j. 

Démonstration, a D f entraîne o-j D fj = f. A montrer donc que 
Pla€A (Ta| C f. S o i t (x, y) £ PlaG4 CTa| e t 2 = a i . . . an , tti, . . . , a n 6 ^4. 

Alors 

uz(s) = wfll...an(ff) = wai(x)coa2(xai) . . . coan(xai . . . an_i) 

= coai(3/)coa2(yai) . . . coan(^ai . . . an_0 = cofll...an(:y) = co2(y). 

Démonstration de (4.2). Chaque coa, a G ^4, est une application régulière 
et ind aa ^ ind a < oo pour tout a £ A. Donc coa|yl*] est fini et 

est régulier puisque {coa(x)} est régulier; alors par (4.3) et (4.4) 
ind f < oo . 

Il est clair que dans la démonstration de (4.4) et de (4.2) nous n'avons 
pas vraiment utilisé le fait que 5 est libre sur A mais seulement que A 
engendre S. De plus, (4.2) reste vrai si on remplace B* par un monoïde 
simplifiable à gauche dont toute partie finie est régulière. Nous avons 
donc: 

(4.5) THÉORÈME. Soit S un monoïde quelconque, A un ensemble de 
générateurs de S, T un monoïde simplifiable à gauche dont toute partie finie 
est régulière. Si o)a:S —> T est une application régulière pour chaque a G A, 
alors ind C\ a ÇA <*a < °° implique que ind f < oo . 
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Signalons également que dans (4.2) la condition que ind a < co ne peut 
être remplacée par ind aa < N pour tout a £ A. En effet, pour A = 
{a0, a1} . . .} un alphabet dénombrable, notons x0, xïf . . . les éléments de 
A* et définissons œai comme étant la fonction charactéristique du 
singleton {xt}, i Ç N. Alors chaque œai est régulière, ind aai = 2, mais a 
est l'identité sur A*. 

5. Régularité d'une application et de son différentiel. Il est clair, 
d'après le résultat principal de la section précédente, qu'il serait sou­
haitable de connaître le lien, s'il y en a, entre la régularité de p et de la 
régularité de son différentiel. Nous montrons dans cette section que les 
deux propriétés sont indépendantes. Nous montrons d'abord (5.1) que 
la régularité de tous les membres de la famille (coa)a€A n'entraîne pas la 
régularité de ç\ ensuite nous donnons un exemple (5.5) montrant qu'en 
général l'implication réciproque est également fausse. Dans les deux cas, 
il s'agit d'applications pour lesquelles ind a est infini. Pour ce qui est de 
l'exemple (5.1) ceci découle de (4.2) et (3.1). Quant à l'implication 
réciproque, voir la remarque qui précède (4.1). La méthode de construc­
tion de l'exemple (5.5) est d'un certain intérêt dépassant le contexte 
restreint dans lequel nous l'employons. Nous utilisons une classe de sous-
ensembles d'un monoïde ayant la propriété que chaque application dont 
l'image appartient à la classe en question, est automatiquement régulière. 

(5.1) Exemple. Soit A un alphabet infini et soit l'homomorphisme de 
monoïdes coa :A* —» A* défini par sa restriction à A : 

œa(a) = a, coa(a') = e si a' £ A — {a}. 

Alors considérant l'application <p:A*-^A* induite par cette famille 
d'applications coa, a £ A, c'est-à-dire 

<p{ai . . . an) = œai(e)ù)a2(ai)ù)az(aia2) . . . wflf|(ai . . . an_i), 

on a que <p n'est pas régulière. De fait, sachant que le singleton {e} est un 
sous-ensemble régulier de A*, on montre que U = ^^[{e}] est non 
régulier. 

Pour w £ A*, notons Lw l'ensemble de lettres différentes faisant partie 
du mot w. On a alors que U = {u G A*:\LU\ = \u\}. Pour déterminer 
ind pu on remarque que 

\ 7 7 = i 0 ' s i x ( Z U 

XXU \Ux,six£ U, 

où Ux = {z G U:LZ H Lx = 0}. Il y a autant de tels ensembles Ux 

qu'il y a de sous-ensembles de A, donc ind pv = 2 | A | . Dans cet exemple, 
a>a[yl*] est infini; donc ind aa aussi, et ceci même si A est fini. 
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Pour obtenir maintenant une démonstration du fait que la régularité 
de <p n'implique pas que les applications œa, a £ A, doivent être régulières, 
nous utilisons les définitions et propriétés suivantes. 

(5.2) Définition. Soit a une équivalence sur un monoïde 5. Alors 
ACS est dit a-épars si et seulement s'il existe un x G 5 et un ensemble 
fini F C A tels que A\F C OL[X]; c'est-à-dire A est presqu'entièrement 
contenu dans une classe de a. A est dit êpars si et seulement si A est 
a-épars pour toute congruence a d'indice fini. 

Tout ensemble fini d'un monoïde est épars et il en est de même pour 
tout sous-ensemble d'un ensemble épars. Voici deux exemples d'ensembles 
épars infinis dans le monoïde additif N que nous utiliserons par la suite: 

{PPCM{1, . . . , w} :w ^ 1} et {m\\m è 1}. 

En effet, si am dénote la relation de congruence mod m, on sait que dans 
N toute congruence est de la forme am<n, m > 0, n ^ 0, où 

<xm,n[k] = {k}, si k < n, 
et 

aTO,n[fe] = am[k]\{0, . . . , n - 1}, si k ^ n. 

(5.3) LEMME. Un ensemble A C N est épars si et seulement si A est 
am-épars pour tout m £ N. 

Démonstration. Nous démontrons la suffisance seulement. Soit am>n une 
congruence. Par hypothèse, il existe un xm et un ensemble fini F C A tels 
que A\F C am[xm]y où on peut supposer que n ^ xm < n + m. Soit 

F' = FVJ (A H {0, . . . , n - 1}). 

Alors F' est fini et 

A\Ff C (xm[xm]\{0, . . . , n - 1} = am>n[xm], 

c'est-à-dire A est aOTiW-épars. 

Donc, soit x G N et soit fc = ai H . . . H am, m = 1 , 2 , . . . . Choisis­
sant ai, a2, . . . , successivement de façon que am £ &m[x] pour chaque m, 
avec am 9e ai, . . . , am_i, ce qui est possible puisque f$m[x] est infini, 
l'ensemble A = {ai, a2, . . .} est alors épars. On remarque finalement 
que j3m = (XppcMd mh d'où la justification des exemples donnés. 

(5.4) PROPOSITION. Soient S, T deux monoïdes, où S est tel que toutes ses 
parties finies sont régulières. Alors, pour qu une application ip'.S—^T soit 
régulière, il est suffisant d'avoir: (i) ip'^F] fini, pour tout F fini dans T; 
(ii) <p[S] épars dans T. 

Démonstration. Il suffit de montrer que ^_1[a[y]] est régulier pour 
tout y G T et a une congruence à droite sur T d'indice fini (puisque tout 
régulier dans T est réunion de telles classes). On a qu'il existe un x £ T 
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et F C <p[S] tels que <p[S]\F C a[x]. Alors 

r'[«M] 3 v-WSWF] = swt f l . 
Par (i) et le fait que les parties régulières d'un monoïde forment une 

algèbre de Boole, on a que S'V'-^F] est régulier. Si a[y] ^ a[x], alors 

c'est-à-dire p-^taQy]] est fini, donc régulier. Pour le cas ^_1[a[x]], on a 
qu'il existe un ensemble fini F' C F tel que ^~![a[x]] = .SX^-^fF'] qui est 
régulier par les deux mêmes raisons que précédemment. 

(5.5) Exemple. <p régulière n'implique pas que les applications œa, 
a £ A, doivent être régulières. 

Soit A = {a0, a1} . . .} C N un ensemble épars infini tel que 0 < at < 
ai+1 pour tout i G N, et soit U = \u0, ux, . . .} C N un ensemble infini 
tel que ut < ui+i pour tout i G N. 

Puisque N est libre sur {1}, on définit la seule application coi par 

, . S at — a*_i, si x = uu (a_i = 0) 
Ul{x)=\0,siX$U. 

Alors (p : N —» N est donc donnée par 

où j est l'indice vérifiant Uj < n S uj+1. On remarque que «^[F] est 
fini pour toute partie finie F C N, car v~l[F] = \J {<p~l[{k}]:k Ç F} et 

( 0, si k g 4 
<P-1[{&}] = j {Wf + 1, . . . , Wf+i), si fc = â  

( {0, . . . , u0}, si k = 0. 

De plus, <p[N] = 4̂ qui est épars; donc (p est régulière par (5.4). 
Signalons que la régularité de (p provient de A et est indépendante de U. 

Supposons à présent que U est non régulier et considérons le régulier 
{0}. On a que coi_1[{0}] = N\£ /qui , forcément, est non régulier. Donc coi 
n'est pas régulière. 
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