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0. Introduction

Soit R un anneau de val uation discrete complet, de corpsrésiduel £ algébriquement
clos, et de caractéristiquep > 0. Soit X une R-courbe semi-stable. Dans cetravail,
dont lesrésultatsont &té annoncésdans[Sa], nousétudionslesrevétements modérés
de X.

Soit C une courbe semi-stable sur k. Nousdironsqu’ un revétement fini ¢’ — C,
qui est étale en dehors des points doubles de C', et modéré au-dessus de ces points,
est kummérien, si C' est semi-stable, et si pour tout point double de C’, localement
pour la topologie étale, un générateur de I'inertie sur I’une des branches en ce
point, est inverse d’ un générateur de I’ inertie sur I’ autre branche. Soit 7™ (C) le
groupe fondamental kummérien de C' qui classifie ces revétements. Nous donnons
une description de 7{™ (C') en termes de groupe fondamental d’ un certain graphe
de groupes au sens de Bass et Serre (cf. [S-1]). On associe classiquement a C' un
graphe I, dont les sommets sont les composantes irréductibles de C, et les arétes
sont définies par lespointsdoublesde C. InspirédelaDéfinition 2.9 dans[A-M-0],
nous définissons dans 2.7 un graphe de groupes (T, G). Le groupe fondamental
m1(C, G) de ce graphe de groupes est extension d’ un groupe libre a - générateurs,
ou r est le nombre de Betti du graphe I, par un produit amalgamé de copies des
groupes fondamentaux modérés des composantes irréductibles de C, auquelson a
enlevéles points doubles. Nous montrons alors dansle Théoreme 2.8 que 7Y™ (C)
est isomorphe au complété profini de 71 (T", G).

Nous considérons ensuite une courbe semi-stable X sur R. Soit f: Y — X un
morphisme fini. On montre dans le Théoreme 3.2, en utilisant une formule locale
qui est due aKato, que si f est étale en dehors des points doubles de X, aorsle
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revétement fr: Y, — Xy := X X g k induit sur les fibres spéciales est kummérien.
Enparticulier Y est semi-stable, et lerevétement f: Y — X est modéré. Soit 74 (X)
le groupe fondamental modéréde X, qui classifielesrevétementsY — X, qui sont
étales au-dessus de I'ouvert U de X obtenu en enlevant les points doubles, et
modéré au-dessus de ces points. En termes de groupe fontamental le Théoreme 3.2
signifie qu'il existe un isomorphisme canonique 7t (X) ~ m1(U).

Nous montrons ensuite dans le Theoreme 3.7, en utilisant les méthodes de
la géométrie analytique rigide, I’ énoncé de relevement suivant: soient X une R-
courbe formelle semi-stable, et f;: Y, — X un revétement kummeérien de lafibre
spéciale X, de X. Alors f; se releve en un revétement modéré f:Y — X, S et
seulement si pour tout point double y de Y}, au-dessus d’ un point double z de X,
I”indice de ramification au point y divise|’ épaisseur delasingularité de X en z. De
plus cerelevement est uniquesi X est affine, ou si X est une R-courbe algébrique
et propre (un résultat analogue a été obtenu par Stevenson [S], en utilisant les
méthodes de |la geométrie formelle). Ce résultat combiné avec 3.2 et 2.8 implique
qu'il existe des isomorphismes 7 (X) ~ 7f4™ (X}) ~ m1(T, G)", ol my (T, G)"
est le complété profini du groupe fondamental de graphe de groupes associé a X,
dans 2.7, et X := X xp R, ol R est la cloture intégrale de R dans une cloture
algébrique de Fr R.

Comme application nous donnons dans4.2 une condition nécessaire et suffisante
sur un couple (C, G), ou C' est une k-courbe semi-stable, et G est un sous-groupe
fini de Aut (C'), qui opérelibrement sur I’ ouvert de C obtenu en enlevant les points
doubles, et modéerément sur les points doubles de C, pour qu'il se releve en un
couple (C, G) sur I’anneau des vecteurs de Witt W (k), ou C est une W (k)-courbe
propre afibre générique lisse, et G' est un sous-groupe de Autyy ;) (C).

Enfin on donne une application au groupe fondamental d’ une courbe générique.
Soit X, une courbe générique de genre g > 2, en caractéristique p > 0. Nous
montronsdans 5.9, en faisant degénérer lacourbe générigque X, en unecourbe stable
composeée de droites projectives, dont chacune rencontre les autres composantes
irréductibles en exactement trois points doubl es, quele groupefondamental 71 (X))
de X, possede un quotient qui est le complété profini d'un groupe extension d’'un
groupe profini libre a g générateurs, par un produit amalgamé de copies du groupe
fondamental modéré wﬁ(P]%p —{0,1,00}). L'intérét de ce quotient est motivé par
un analogue en caractéristique p > 2 du théoreme de Belyi, et que nous montrons
dansle Théoreme 5.6.

1. Notations

1.1. Pour un schéma localement noethérien et connexe S, et a: Spec(2) — S un
point géométrique de S a valeurs dans un corps algébriquement clos €2, on note
m1(S, a) legroupefondamental de S en a, au sensde Grothendieck (cf. [Gr], exposé
V, 5.7, p. 140). Soient REt /S := |la catégorie des revétements étalesde S, et F' le
foncteur qui aun objet X de REt /.S associe |’ ensemble des points géométriques
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de X au-dessus de a. Alors la catégorie REt /S est une catégorie galoisienne, et
le foncteur F' établit une équivalence de REt /S avec la catégorie des ensembles
finis qui sont munis d’une action continue du groupe 71(.S,a). Si a' est un autre
point geométrique de S, aorsil existe un isomorphisme 71(.S, a) ~ m1(S, a'), qui
est canonique modul o automorphismeintérieur.

S de plus S est un schéma normal, de corps de fonctions K (s) := le corps
résiduel en son point générique s, et €2 est une extension algébriquement close de
K (s), définissant un point géométrique a: Spec(€2) — S. Alors le groupe fonda-
mental 71(S, a) S'identifie canoniquement au groupe de Galois G (K (s)™ /K (s)),
ou K(s)™ est la sous-extension de 2/ K (s), composée des extensions finies de
K (s) qui sont non ramifiées (cf. [Gr], exposé |, déf. 3.2, p. 2) sur S.

Le groupe 71(S, a) est un groupe topologique profini, limite projective de ses
quotientsfinis. Si p est un nombre premier, on notera (.S, a)(P') le groupe profini,
qui est lalimite projective des quotientsfinisd’ ordre premier ap de 1 (S, a). C' est
le plus grand quotient premier a p du groupe 71(S, a).

1.2. Considéronsune courbe algébrique Uy, affine, et lisse, sur un corps agébrique-
ment clos £ de caractéristiquep > 0. Il existe une unique courbe propre et lisse Cj,
sur k, qui contient U, comme ouvert dense. Soient K (CY,) le corpsde fonctionsde
C', qui est aussi celui de Uy, et ©2 uneextension algébriquement closede K (Cy). On
note a: Spec () — Uy, le point geométrique correspondant de Uy,. Alors le groupe
fondamental modéréde Uy, en a, et quel’on note r} (Uy, a), est le groupe de Galois
G(K(Ck)'/K(Cy)),0u K (Cy)! estlasous-extensionde 2/ K (Cy.), composée des
extensionsfiniesde K (C}) qui sont non ramifiées au-dessusde Uy, et modérement
ramifiées au-dessus des points de Cy, — Uj. C'est a dire les extensions finies de
K (Cy), telles que I'indice de ramification en une place au-dessus d’un point de
Cy — Uy, est premier ap.

Soient C' une courbe algébrique réduite sur k, et z un point fermé de C'. Notons
Ch:= Spec Oy, le spectre d'un hensélisé de I'anneau local de C' en , et 2’
' unique point fermé de C. Soit Og’g,i une composante connexe de la normalisation
de C", on dirapar la suite que ¢’ est une branche de C” en z'. Nous noterons auss
sans risque de confusion ' le point fermé de C! ;.

Soient a;: Spec (£2;) = Ct; — &’ un point géométrique, et mf(C; — ', a;)
le groupe fondamental modéré de C; — 2’ en a;. Alors il existe un isomor-
phisme canonique 74 (C*; — ', a;) ~® Z(1)¥) := M (1) = 14, OU i =
{z€k*, 2" =1} (cf.[9], chap. V). Dans cetravail on fixeun systeme cohérent de
racinesdel’ unité d' ordre premier ap, ¢’ est adire quel’ on fixe un générateur z,, de
Lin, VEC 2]t = 2z, pour touslesentiers positifsn et m premiersap. On munit ainsi
2,(1)*") d’ un générateur topologique canonique, qu’ on notera par lasuite 1), Si
la caractéristique de & est nulle, alors le groupe fondamental m(og,i — 1’ a;) est
modéré, et il est canoniquement isomorphe a7 (1) := I(ln niiy, tout entier.
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Soit a préesent C' — C' un morphisme fini, qui est génériquement étale, et
modérément ramifig, c’est a dire que le morphisme correspondant entre les nor-
malisées est modéré au sens usuel. Soient y un point fermé de C’, et = son image
dans C'. On dispose d’un morphisme fini ) — C%. Soit ¢}/ ; une branche de
C’Z en y, elle se projette sur une branche bien déterminée C!; de C en .
Le morphisme C’Z,i — CQ,Z- est fini, disons de degré n premier a p. Il est aors
nécessairement galoisien de groupe ., € correspond a un unique homomor-
phisme continu A: 7 (C!; — o/, a;) ~ Z(1)®) — pu,,, qui est surjectif. Nous
dirons par lasite que I’image A(1(")) du générateur 1) de (1)®") dans j,,, est
un générateur de l’inertie au point y, sur labranche C’Z,i.

2. Revétementskummeériensd’une cour be semi-stable

2.1. Soit k un corps agébriquement clos de caractéristique p > 0. Considérons
une courbe algébrique semi-stable C' sur k, ¢’ est adire une courbe C' sur k qui est
réduite, et n’apour singularités que des points doubles ordinaires. Plus précisement
le complété del’anneau local de C' en un point singulier, est isomorphe au quotient
de I’ anneau des séries formelles a deux variables k[[s, t]], par I'idéal (st).

Considérons un morphisme fini f: C' — C, qui est génériquement étale. On
suppose que f est étale au-dessus des points réguliers de C, et que C’ est semi-
stable. En particulier I'image d’un point double de C’ dans C' est un point double,
et au-dessus des points doubles de C' il y adans C’ des points doubles. Soit y un
point double de C”. Alors|’ hensélisé ") de C" en y posséde deux branches C') ;
et CIZ,Z' On suppose que I'indice de ramification en y, qui est nécessairement le
méme sur chacune des deux branches, est premier a p, ¢’ est adire qu’ on suppose
quelemorphisme f: C' — C est modéré. Nousdirons qu’ un revétement f: C' — C
satisfaisant aux conditions ci-dessus est kummérien, si pour tout point double y de
C’, un générateur del’inertie en y dans C’Z,l (cf. 1.2) est inverse d’un générateur
del’inertie en y dans C”;,z. Notons que cette définition est independante du choix
fait dans 1.2, du générateur 1(?") de Z(1)®").

S f:C"— C, et g: C" — C sont deux revétements kummeériens, et h: C' — C”
est un morphismefini deschémasavec f = goh, alorsh: C' — C" est unrevétement
kummeérien. Aussi s f:C' — C' est kummeérien, et G est un groupe fini de C-
automorphismes de C’, aors le quotient C":=C’'/G de C' par G existe, et le
morphisme canonique h: C” — C' est kummeérien. Dans la suite on suppose que
C est connexe. Soient C'yym la catégorie des revétements kummeériens de C,
et a: Spec(2) — C un point geométrique a valeurs dans le lieu régulier de C.
Considérons le foncteur T gym, qQui a un revétement kummérien C’ — C, asso-
cie I’ensemble des points geométriques de C' au-dessus de a. Alors le couple
(C'kum, 'kum ) satisfait aux conditions axiomatiques de la théorie de Galois (cf.
[Gr], expose V, 4, p. 118). Seule I'existence d'un produit fibré de deux objets
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f:C'—C, et g:C"— C de Cyym dans cette méme catégorie est a justifier. Au-
dessus du lieu regulier de C, les morphismes f et g sont étales et le produit fibré
existe dans ce cas. Si ¢’ et C" désignent les normalisées de C’ et C”, on note
C' x C" leur produit fibré dans la catégorie des revétements modérés de C'. Soient
x un point double de C, et y (resp. z) un point double de C’ (resp. C"') au-dessus
de z. On numérote les points dans les normalisées au-dessus des points doubles.
Le point y; (resp. z;) de C’ au-dessusde y (resp. de C” au-dessus de ) se projette
sur le point ; de C qui est au-dessus de z, pour i =1,2. Au-dessusde z; il y a
dansC’ x C"" un nombrefini de points (z;,5), Qui sont au-dessus des points y; et z;,
et ce nombre est le méme pour 7 = 1, 2. On recolle alors le point 1 ; avec le point
x2,; enun point double z; qui se projette sur le point double . On construit ainsi
une courbe semi-stable C’ x uym C" qui se projette sur C' et C”, et le morphisme
canonique C' X gym C" — C est kummérien.

Il résultealorsde[Gr] (exposeV, 4.1), qu'il existe un groupetopol ogiqueprofini,
que |’on notera 7™ (C, a): le groupe fondamental kummérien de C en a, tel que
I’on ait une équivalence de lacatégorie C'yym avec lacatégorie des ensemblesfinis
qui sont munis d’ une action continue du groupe 7™ (C, a). D’ autre part comme
tout revétement étale de C' est kummeérien, il existe un homomorphisme continu
canonique '™ (C, a) — m1(C, a), €t qui est surjectif.

Dans ce qui suit nous allons donner une description du groupe fondamental
kummeérien 7£UM (C, a), en termes de groupe fondamental d’ un graphe de groupes
quel’on associeraa C (cf. 2.8).

2.2. GROUPE FONDAMENTAL D’UN GRAPHE DE GROUPES

DEFINITION 2.3. Un graphe T est la donnée d’un ensemble S = somT', d’'un
ensemble A = ar T, et de deux applications

A— S xS, e (o(e), t(e)),

A— A, e— é,

qui satisfont a la condition suivante: pour tout e€ A, on ae=e,é # e, €t
o(e)=t(e). Un élément P € S s appelle un sommet de T', un élément e € A s ap-
pelleunearéte (orientée) deT, et & S appellel’ aréteinverse. Le sommet o(e) = t(€)
S appelle le sommet origine de e, et le sommet t(e) = o(e) S appelle le sommet
terminal dee.

DEFINITION 2.4. Soit I" un graphe, connexe et non vide. Ladonnée d’ un graphe
de groupes (I, G) (cf. [S-1], 4.4, déf. 8, p. 55), est la donnée pour tout sommet
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P e S dun groupe G p, €t pour toute aréte orientée e € A d’un groupe G, muni
d’un monomorphisme A¢: Ge — Gy(.). On exigeen plusque G = Ge.

DEFINITION 25. Soit 7' un arbre maximal de I'. Le groupe fondamental du
graphe de groupes (I, G), relativement & I’arbre maximal 7', et que I’on note
m1 ([, G, T), est par définition le groupe engendré par les groupes Gp (P € S), et
lesélémentse € A, soumis aux relations suivantes

(i) e=e L.
(ie=1secT.
(iii) ede(a)e = Ne(a), Sl a € Ge = Ge.

Cette définition est independante du choix de I'arbre maximal 7' (cf. [S-1],
5.1, Prop. 20, p. 63). Nous noterons par la suite 71 (T", G) le groupe fondamental
m1(T, G, T), sous entendu qu’ on afait un choix de |’ arbre maximal 7.

REMARQUES?2.6. (a) Si (T", I) est legraphedegroupestrivial, c'estadireIp =1
pour tout P € S. Alorsle groupe fondamental 71 (T, I), est le groupe fondamental
topologique (") del'. C'est ungroupelibre ar générateurs, our estlenombrede
Betti deI". Soit (I', G) un graphe de groupes. Pour tout P € S, I"homomorphisme
canonique Gp — m1(I', G) est injectif (cf. [S-1], Chap. 5). Soit R le plus petit
sous-groupe normal de 71 (I", G) contenant lesGp (P € S), on aaors une suite
exactel -+ R—m1(I', G) = m1(I') — 1.

(b) S I' est un arbre connexe, ¢’ est a dire un graphe connexe qui ne possede
pas de cycles, et (I', G) est un graphe de groupes. Alors le groupe fondamental
m1(I", G) estle produit amalgamé des groupes Gp (P € S), suivant lesG. (e € A)
(cf. [S-1], 4.9).

2.7. Revenons a présent ala courbe semi-stable C sur &, que I’ on supposera dans
la suite connexe. Nous allons associer a C' un graphe de groupes (I", G). D’ abord
on associe classiquement a C' un graphe d'intersection I" défini comme suit

(i) lessommetsde I" sont les composantesirréductibles de C'.

(i) LesarétesdeI" sont définies par les points doubles de C'. Chague point double
ou se croisent deux composantesirréductibles Cj 1y et C;(,) de C, définit une
aréte joignant les sommets Cj1y €t Cj(2). Bien sur on peut avoir i(1) =i(2).
Notons que le graphe I" est connexe et fini.

Dans la suite on suppose que C' n’est pas lisse, et on fixe une orientation de I
Soit C; une composante irréductible de C. Soient U; I’ ouvert affine lisse de C;,
obtenu en enlevant les points doubles de C' appartenantsa C;, et b: Spec (Q2) — U;
un point géométrique. On pose G ¢, := 7} (U;, b).

Soit z un point double de C'. L’ hensélise C! de C' en z, posséde deux branches
Ch, et CJ', (cf. 1.2). Labranche 1 (resp. 2) se projette sur la normalisée Cjy
(resp. C‘i@)) d'une composante irréductible bien déterminée Cj 1) (resp. Cj)) de

https://doi.org/10.1023/A:1000146031462 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000146031462

REVETEMENTSMODERES ET GROUPE FONDAMENTAL DE GRAPHE DE GROUPES 325

C, et qui passe certainement par le point double x. Soit e =e(x) I'aréte de I" qui
est associéeax, et orientée de Cy (1) vers Cj ), €t soit e son aréte opposee. On pose
G.=Gz:=17(1)!*"). Choisissons un point géométrique ay (resp. az) de C; — o
(resp. de Oﬁyz — z'). Notons qu'il existe un homomorphisme continu canonique
mi(Chy — @', a1) = 7 Uy, aa) (resp. i (Cl, — o, a2) = 7 (Uj(2), a2)), € qui
est injectif (cf. [Gr], expose V, 6.7, p. 138). On définit alors les monomorphismes
AeiGe— Gio) par

Ge = m{(Chty — o', a2) = 74 (Uyz), a2) ~ 7§ (U(2), b2)

et \e: G — Gz(l) par
Ge =" 7l (Ch) — o', a1) = 7} (Uiy, a1) = w4 (Uiqay., ba),

ol can ! désignel’inversede!’identification canonique Gz ~ " 7} (Cl  —a', az)
(cf. 1.2). Notons o1 =o01(z) (resp. o2 =o02(x)) I'image du générateur 1*") de
G =G (cf. 1.2) dans i (U; 1), ba) (resp. I'image de 1% dans i} (U2, b2)).

On aains défini un graphe de groupes (T, G). On note 71 (T, G), son groupe
fondamental relativement a un arbre maximal 7" de I'. C’est |le groupe engendré
par les groupes G ¢;, ou C; parcourt I’ ensemble des composantes irréductibles de
C, etlesélémentse = e(x) et €, ou z parcourt I’ ensemble des pointsdoublesde C,
et soumis aux relations

(i) e=e?,
(i) e=1,seeT,
(iii) eope ! =01, en particulier oo =01 S e € T.

On notera par la suite 71 (I", G)" le groupe complété profini de 1 (I, G), pour
latopologie des sous-groupes d'indice finis.

THEOREME 2.8. Il existe un isomorphisme k'™ (C, a) ~ (', G)".

Preuve. Soit H un groupe fini. Nous allons établir une correspondance biuni-
voque entre les ensembles Hom cont (744™ (C, @), H) (le groupe H étant muni de
satopologie discréte), et Hom (71(T, G), H).

Partons d’abord d’ un homomorphisme +: 71(I', G) — H. 1l induit pour tout
sommet C; deT’, par restriction aG (), un homomorphismecontinu;: G, — H.
Soit fi: C! — C; le revétement modéré, ou C; est la normalisée de C;, et qui
correspond au sous-groupe ouvert ker ¢; de G ¢, . Soit f: € := [[ C! — C I'unique
revétement au-dessus de la normalisée C' de C, qui est gaI0|S|en de groupe H,
et tel que f / C; = f; pour toute composante C; de C. Pour tout point double
z € Cy1y N Cjp) de C, I'image de I'élément o1 € G, @ (resp. ozch@) dans
H via;q) (resp. ;(2)), est un genérateur de I'inertie en un point bien déetérminé

Y1 € éz{(l> (resp. un point y5 € O{ ) au-dessus de z. |dentifions alors dans C” les
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pointsy, ety := (y5)"=, olih, == (e(x)) € H, enun point doubleordinairey, qui
se projette sur z. L' anneau local au point y est par définition {(f, g) € Oc; 4,4, @
OC, 40> f(y1) =g(y2)}. Notons que par construction méme, un générateur de
I’inertie au point y1, est inverse d’ un générateur de I’ inertie au point y,. Identifions
aors deux a deux les autres points de C” au-dessus de z, en des points doubles
ordinaires, de maniere compatible avec I'action du groupe H. C'est a dire on
identifie le point (y1)" avec le point (y2)", ol h € H. On obtient ainsi une k-
courbe semi-stable C’, munie d'une action du groupe H, qui opere librement
sur I’ouvert des points réguliers de C’, et le quotient C'/H est canoniquement
isomorphe a C. De plus le morphisme canonique C’ — C' est kummeérien, et on a
naturellement une action du groupe H sur I’ ensemble des points géométrique de
C' au-dessus de a. Ceux-ci correspond donc a un unigue homomorphisme continu
@: i (C,a) — H.

Réciproquement soit ¢: Y™ (C, @) — H unhomomorphismecontinu. Lesous-
groupe ouvert kerp de 7fUM(C,a), correspond & un revétement kummérien
f:C"— C, qui est galoisien de groupe H. Pour toute composanteirréductible C; de
C, lemorphisme f~1(C;) — C; est &éale en dehors des points doubles de C' appar-
tenant a C;, et modéré en ces points. Il lui correspond donc un homomorphisme
continu +;: G¢; — H, qui est défini modulo automorphismesde H.

Soit z un point double de C' ou se croisent deux composantesirréductibles Cj q)
et Cy(2) (aveclapossibilité quei(1) =i(2)). L'imagedel’@lément o1 € G, ,, dans
H viat;1), est un générateur del’inertie en un point double bien détérminéy € C"
sur une branche de y qui est au-dessus de la branche Cg’;’l. Fixons maintenant un
systeme de représentants {g; }; ¢ 1 de G, ,, modulo |e sous-groupe engendré par
o2. |l existealorsununique g;, tel que; 2 (gio2g; 1) soit un générateur de’ inertie
en y sur |'autre branche qui est au-dessus de O;}’z. Soit hi= hy 1= 1) (9:) € H.
Commeun générateur del’inertie eny dansune branche est inversed’ un générateur
del’inertie sur I autre branche, on en déduit que hy;(2) (o2)h 1= Yi(1)(01)-

Soite I'aréte de I associéeax, et qui est orientée de Cj 1) vers Cj o). Supposons
que e soit une aréte origine de I’ arbre maximal 7" de I". On peut alors composer
I’homomorphisme ;2 ci-dessus avec I’ automorphisme intérieur de H, défini par
la conjugaison par h~t=h1, de sorte & avoir 1;(5)(02) = ;1) (o1), sans pour
autant changer le revétement f *1(01-(2)) — Cj2). On peut aussi, en partant de
I aréte origine e, faire de méme par induction pour toute aréte e’ contenue dans
I’ arbre maximal 7', et supposer ainsi que ;2 (02) = (1) (01) Sl e € T', sans pour
autant pouvoir lefaire simultanement pour toute aréte du grapheT. |l existealorsun
unique homomorphisme v: 71 (I, G) — H, qui coincide sur chague sous-groupe
G ¢, avec|"homomorphisme 1);, et tel que v(e) = h, pour toute aréte orientée e de
I'. D’autre part il est clair que les deux correspondances ci-dessus sont inverses
I’une de |’ autre.
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REMARQUE 2.9. Pour toute composante irréductible C; de C, soit I, le sous-
groupe normal de G ¢, engendré par les o, ou e parcourt I’ ensemble des arétes de
I’ d'extrémité C;. Alors le quotient 7, de G, par I, est le groupe fondamental
m1(C;, b;) de C;. Si I est le sous-groupe normal de 71(I', G) engendré par les
éléments o, ou e parcourt I'ensemble des arétes de I', adlors I N G¢, = I, €t
on a une suite exacte 1 — I — m1 (I, G) — m¢ — 1, ou le groupe quotient 7¢ est
le produit libre des groupes 7¢,, €t du groupe fondamental topologique 71 (I") du
graphe I'. L’isomorphisme dans le Théoreme 2.8 induit alors un isomorphisme
m1(C,a) ~ wc”, ol o est le complété profini de m. En particulier le groupe
fondamental 71(C, a) est isomorphe au complété profini du groupe fondamental
de graphe de groupes (', 7), défini par 7. = 1, et ¢, = w1(Ci, b;).

3. Revétements modér és des R-cour bes semi-stables
3.1. NOTATIONS

Danstout ce qui suit, on désignerapar R un anneau de valuation discrete complet,
d uniformisanter, decorpsdefractions K := Fr R, etdecorpsrésiduel k := R/mR
que I’ on suppose algébriquement clos de caractéristique p > 0. On note K une
cléture algébrique de K. Pour un schéma X sur R, onnotera X := X xgr K la
fibre génériquede X, et X := X x p k safibre spéciale.

Dans cetravail, une R-courbe semi-stable est un schémanormal X, séparé, de
type fini, et plat sur R, de dimension relative 1, et dont la fibre spéciale X, est
une courbe semi-stable (on N’ exige pas dans cette définition que le schema X soit

régulier).
Dans la suite nous désignerons par germe d’'une R-courbe semi-stable en un
point double, le schéma X := SpecOx , spectre du localise d'une R-courbe

semi-stable X en un point double z.

Enfin considérons une courbe algébrique réduite C' sur k, et un point ferme x
de C. Soient O¢, I"anneau local au point z, et O, lacloture intégrale de O¢
dans son anneau total des fractions. On note m,, le nombre des idéaux maximaux
de O¢,, €t 0, ladimension du k-espace vectoriel O¢ ;,/Oc,,. On définit I entier
Ly =20 —mgy + 1. Commed, — m, + 1> 0,0onap, > 0. Notons que i, =0,
s et seulement si le point z est un point régulier, et 4, =1 si et seulement si z est
un point double ordinaire.

THEOREME 3.2. Soient X' un germe d' une R-courbe semi-stable en un point
double, et f: Y — X un morphismefini, avec ) normal. On supposeque f est étale
endehorsdu point doublez de X'. Alorsle morphisme fi: Vi — X est kummeérien.
En particulier ) est semi-stable, et le morphisme f est modéré.

Preuve. C’est une consequence d’'une formule due a Kato ([K], Prop. 5.7, p.
640). Cette formule aaussi éte demontrée dans ([Ma-Y]) (dans un cadre particulier
qui est satisfait par les hypothéses de 3.2), et ou €elle est énoncée sous la forme
suivante: soit y un point fermé de ), et = son image dans X, qui est un point
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double. On note (z;)1< ;<2 les points de la normalisée X}, de A, au-dessus de «,
et (y;,5); les points de la normalisée ), de ), au-dessus du point z; de Xj,. On a
aorslaformule

My_lzl(ﬂx_l)"i_D_ZdZ}waa

i,J

ou 1, €t 1, Sont définisdans 3.1, et [ est le degré du morphismefini Spec @y,y —
Spec@%z entre les complétés de I’anneau local de ) au point y et celui de X
au point z. L’entier D est le degré du diviseur de ramification dans le morphisme
Spec(Oy,y ®r K) = Spec(Ox» ®r K). Enfindy, .. désignel’entier positif ou
nul vg; (dy, ;z;) — e+ 1,004y, ., estl’idéal discriminant del’ extension d’anneaux
de valuation discréte complets O3, — Oy, ., e sonindice de ramification, et
vg; 1a valuation associée au point z;. Notons que d;,jxj =0, s et seulement si
cette extension est modérément ramifiée.

Par hypotheses D = 0. D’ autre part comme z est un point double on a 1, = 1,
etdoncpuy, =1-%; ;dy; .. Notonsque s, > 1 (i, nepeut &renul, car danscette
situation m,, > m, =2 (cf. [Mat], Th. 5, p. 33)). Ainsi nécessairement dy; o; =0,
pour tout i et 7, et 11(y) = 1. En conclusion y est un point double, et le morphisme
f est modéré en ce point.

REMARQUE 3.3. Soit y un point double de Y. Alors |’ homomorphisme (?)X,x —
@y,y entre les complétés de X' (resp. V) en z (resp. en y), est fini de degré [,
ou [ premier a p est I'indice de ramification au point y. Si z est un point double
d épaisseur ¢, cCestadires Oy, ~ R|[s,t]]/(st —=°), dlorsi divisee, et deplus
y est un point double d’ épaisseur e/[ (cf. [Ra], Appendice).

COROLLAIRE 3.4. ‘un énoncéde p-pureté’. Soient X' un germe d’ une R-courbe
semi-stable en un point double z, et f: Y — X un morphisme fini dont le degré
est une puissance de p, avec Y normal. S f est étale en dehors de z, alors f est
partout étale.

3.5. Soit X une R-courbe agébrique (ou formelle) semi-stable. Nousdironsqu’ un
morphismefini f:Y — X estmodéré, si f est étale en dehorsdes pointsdoublesde
X, et modéré au-dessus de ces points. Soit U I’ ouvert de X obtenu en enlevant les
points doubles, et a: Spec(2) — U un point géométrique. On suppose que X est
connexe. Soient X la catégorie des revétements modérés de X, et I'; le foncteur
qui a un revétement modéeré Y — X associe I’ ensemble des points geométriques
deY au-dessusdea. Alorslecouple (X, IT';) satisfait aux conditions axiomatiques
delathéorie de Galois. On note 7} (X, a) le groupe fondamental modéréde X en
a correspondant (cf. [Gr], exposé V, 4.1). Le résultat suivant est une conséquence
immédiate de 3.2.
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PROPOSITION 3.6. 1l existe un isomorphisme canonique m1 (U, a) ~ 7{(X, a).

Dans ce qui suit nous allons montrer un énoncé de relevement d’ un revétement
kummérien de X, en un revétement modéré de X . Nous utiliserons pour celale
language des schémas formels sur R, et celui des espaces analytiques rigides sur
K (cf. [T], [Fr]).

THEOREME 3.7. Soient X une R-courbe formelle semi-stable, et f;: Vi — X,
un revétement kummérien de la fibre spéciale X, de X. Alors f; se releve en un
revétement modéré f:Y — X, s et seulement si pour tout point double y de Y}
au-dessus d’un point double z de X}, I'indice de ramification au point y divise
I’ épaisseur de la singularité de X en z. De plus cerelevement est unique si X est
affine, ousi X est une R-courbe algébrique et propre.

Preuve. D’abord considéronsle casou X = Spf A est affine, et lafibre spéciale
X, contient un unique point double z. Soit Uy, := X, — {z}. L'immersion ouverte
U, — X}, sereléeve en une immersion ouverte U — X . D’autre part il résulte des
théoremes de relevement des morphismes étales (cf. [Gr], expose |, 8.4, p. 15),
gue le revétement étale V. := fk‘l(Uk) — U}, se releve de maniere unique en un
revétement étale V' — U. Soient y1, .. ., y, les points de Y}, au-dessus de z. Nous
alons faire une localisation étale, qui va nous permettre dans un premier temps,
de nousramener au casd’ un revétement f: Y, — X, totalement ramifié au-dessus
du point double z.

Localisation étale.

Soit X}, le spectre dun hensélisé de I'anneau local de X, en . Le revétement
fr: Ye — X}, est complétement décomposé au-dessus de X . Comme X[ est
une limite inductive de schémas affines étales sur X, et qui ont un seul point
au-dessus de z, on déduit que quitte a diminuer X on peut trouver une R-courbe
formelle semi-stable X' := Spf A%, un morphisme X! — X étale et fidélement
plat, et X1 contient un unique point double au-dessus du point double de X, telle
que le revétement ;! — X} déduit par changement de base, soit un revétement
décomposé Y1 := [[ Z;, ol Z}. est la composante connexe qui contient le point
au-dessusde y;. 1| en ait aussi de méme pour le revétement étale V! — UY, déduit
lui aussi par changement de base. Pour relever le revétement Y, — X2, il suffit de
traiter le cas d' un revetement Z,i — X, totalement ramifié au-dessus de z.

Cas totalement ramifié.

Supposonsdonc que Y, contient un seul point double y au-dessusde z. Comme la
ramification est modérée, le revétement f;.: Y, — X est dedegrél premier ap, ou
[ est I'indice de ramification au point . Soit e |’ &paisseur de lasingularité de X au
point double z. On suppose que [ divise e. Cette condition est en effet nécessaire
pour pouvoir trouver un revétement modéré f: Y — X qui releve fi.: X — Yy, (cf.
3.3).
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Danscequi suit nousallonsutiliser lesnotationsde Raynaud (cf. [Ra-1], 3). Pour
un R-schémaformel X nous noterons X "9 |’ espace analytiquerigide sur K, fibre
générique de X . Soit C' le R-schémaformel affine d’anneau R{xz, y}/(xy — 7°).
Safibre générique est une couronne standard formelle d’ épaisseur e. |l existe alors
des morphismes étales f: X' — X, et g: X' — C, ou X' posséde un unique point
au-dessus de z, et les morphismes f et ¢ induisent des isomorphismes sur les
espaces rigides formés des points de la fibre générique qui se réduisent suivant le
point double. Si on prend pour coordonéede Laurent 2 sur C'"'9, nousidentifierons
dansla suite les pointsde X "9 — /"9 avec I’ ensemble des points de la couronne
ouverte {z € K, |r|® < |z| < 1} (cf. [Ra-1], 3.3.2).

Les mémes arguments utilisés par Raynaud dans [Ra-1] 3.4, montrent que le
revétement étale V19 — /19 se prolonge en un revétement étale f': V' — U "9 U
C1U Cy, ou C1 (resp. C>) est une couronne semi-ouverte {z € K, |r|¢ < |z| < r1}
(resp. {x € K, 72 < |z| < 1}), pour un choix convenable de r1 < r,. Soient C}
(resp. C5) lacouronned' épaisseur nulle {z € K, |z| =71} (resp. {z € K, |z| = r2},
et C' la couronne fermée {re€ K,r1 < |z| < r2}. Le revétement étale
() = O (resp. '~ 1(C%) — C%) est un p-torseur, et correspond aun unique
homomorphisme continu Ay: 71 (C5)®) ~ Z(1)®) — p; (resp. Ap: w1 (Ch)#) ~
2(1)®) — ;). Le groupe fondamental d un espace affinoide est ici pris au sens
de [Ra-1], 4.2. De plus comme un générateur de I’inertie au point y € Y, sur une
branche, estinversed’ un générateur del’ inertiesur |’ autre branche, on déduit facile-
ment que I"homomorphisme A, est inverse de A,. Il existe aors un unigue homo-
morphisme\: m1(C")?) ~ 7(1)®") — 1;, qui vialeshomomorphismes canoniques
m1(CHP) = 71(C")#), est compatible avec les \;, i = 1, 2. Le y;-torseur corre-
spondant C"" — C" prolongealorslesu-torseurs f'~1(C!) — C!,i =1, 2. Enpartic-
ulier lerevétement C"" — C' serecolle aveclerevétement f/: V' — U"9 UCL U C»
en un revétement étale Y "9 — X "9, Pour un choix convenable de coordonées
de Laurent, ce revétement coincide au-dessus de X "9 — U "9 avec le revétement
{yeK,|r|*' < |y| < 1} = {z € K, |r|* < |z| < 1}, donnépar |'équationy’ = z.
LerevétementY "9 — X "9 correspond donc aunrevétement modereY — X entre
models formels, et qui releve le revétement fi: Yy — Xy.

Descente.
En conclusion on reléve ainsi le revétement induit V! — X3, en un revétement
induit et modéré Y1 — X*. Cerevétement se descend alors de maniére unique, par
desarguments de descente étale (voir aussi [Ga), 3, pour desargumentssimilaires),
en un revétement modéré f: Y — X, et qui releve le revétement fi: Yy — Xy.
Considérons a présent le casou X est une R-courbe algébrique, semi-stable, et
propre. On note X la R-courbe formelle semi-stable, qui est le complété formel
de X le long de sa fibre speciale X. Soit U I'ouvert des points réguliers de
X,.. Lerevétement étale V}, .= f,;l(Uk) — U}, se releve de maniere unique en un
revétement étale V' — U. Pour tout point double 2 de X}, on peut comme dans
le cas traité ci-dessus, et localement dans un voisinage de z, relever de maniere
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unique f; en un revétement modéré. Les relevements ainsi construits se recollent,
de maniére unique, en un revétement modéré Y — X, qui reléve fi: Vi — X
Par les theoremes GAGA formels de Grothendieck (cf. [Gr-1], exp. 182, Th. 4),
ce revétement correspond a un unigue revétement modéré Y — X, et qui releve
fk: Yk — Xk.

3.8. Considéronsune R-courbe algébrique X, semi-stable, connexeet propre. Soit
U I'ouvert connexe de X obtenu en enlevant les points doubles. On note R la
clotureintegralede Rdans K, X := X xg R, U :=U xg R, et X := X xg K.

Soit @ un point géométrique de X x. Les morphismes Xz — U — X induisent
des homomorphismes continus canoniques: 71 (X, a) — m(U,a) — m1(X,a),

et qui sont surjectifs. De plus si b est un point géométrique de Xy, il existe un
isomorphisme canonique 71(X,a) ~ m1(Xk,b), qui est défini modulo le choix
d’'un chemindans X dea ab (cf. [Gr], expose X, 2.1, p.268).

PROPOSITION 3.9. L’ homomorphisme 71 (X, a) — m1(U, a) induit un isomor-
phisme canonique: 71 (X, a)®) — 71 (U, a)®").

Preuve. C’est une conséguence du lemme d’ Abhyankar, et du theoreme de
pureté de Zariski—Nagata (cf. [Gr], exposé X).

PROPOSITION 3.10. Il existe des isomorphismes m1(U,a) ~ 7i(X,a) =~
7™ (X, b), ol b est un point géométrique a valeurs dansle lieu régulier de X

Preuve. C'est une conséquence de 3.2 et 3.7. La condition exigée pour le
relevement dans 3.7, est en effet satisfaite aprés un changement de base par une
extension ramifiée de R.

COROLLAIRE 3.11. Il existe unisomorphismeny (X ¢, a)®) ~ k™ (X, b)),

En particulier si lacaractéristiquede k est nulle, alorsil existe unisomorphisme
(XK7 ) = Wkum (kab)

4. Application au relevement de cour bes semi-stables avec groupe
d’automor phismes

4.1. Soit C une courbe algébrique propre, et connexe sur un corps al gebriquement
clos k de caractéristique p > 0. On suppose que C' est semi-stable. Soit G un
sous-groupe fini de Aut(C'), qui opére librement sur un ouvert dense de C'. On
se pose le probleme de relever le couple (C, G) en un couple (C,G), ou C est
une R-courbe propre dont la fibre générique Cx est lisse, et un sous-groupe G
de Aut zC, pour un anneau de valuation discréete convenable R fini sur W (k) :=
I’anneau des vecteursde Witt de k. Notons quelacourbe C' := C/G quotient de C
par G est elle méme semi-stable. Nous considéronsici le cas ou le morphisme fini
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canonique f:C — C':=C/G, est étale au-dessus des points réguliers de C’, et
quele groupe G opere modérément sur C, ¢’ est adire que le sous-groupe d'inertie
de G, en un point double de C' est cyclique d' ordre premier ap.

Silerelévement (C, G) existe, alorsdanslemorphismefini canonique f: C — (',
ouC’:=C/@G,I"'imaged’ un point double est un point double, et le morphismeinduit
par f sur lesfibres génériques fx: Cx — Cj, est étale. C'est une consequencedela
formule de Kato (cf. 3.2). Une condition alors nécessaire pour que le relevement
(C,@) existe sur R, est que le revétement f.: C' — C’ soit kummérien (cf. 3.2),
et que I’on puisse relever la courbe C’ en une R-courbe propre C' dont la fibre
générique est lisse, et telle que I’ épaisseur d'un point double z de C’, soit divisble
par I'indice de ramification d’ un point double y de C' au-dessus de x (cf. 3.3.)

THEOREME 4.2. Soient C une k-courbe algébrique propre et semi-stable, et G
un sous-groupe fini de Aut(C') qui opére librement sur un ouvert dense de C.
On suppose que le morphisme fini canonique C' — C/G est kummérien. Alors le
couple (C, G) se reléve en un couple (C,G) sur I’anneau des vecteurs de Witt
W (k).

Preuve. Comme dans[Sa-1] 6.2, celarésulte de 3.7 et de[Sa-1] 6.3.

5. Application au groupe fondamental d’ une courbe générique

DEFINITION 5.1. Soient S un schéma, et g un entier positif. Une courbe semi-
stable (resp. stable) de genre g au-dessus de S, est un morphisme propre et plat
f:C— S, tel quelesfibresCs :=C x4 k(3) au-dessusd’ un point geomeétrique 5
de S sont des schemas réduits, connexes, de dimension 1, et qui satisfont aux deux
(resp. trois) conditions suivantes.

(i) Cs n”admet que des points doubles ordinaires pour singularités.

(if) dim HY ) (C5, Oc,) =g

(resp. (iii) Toute composante irréductible rationnelle, et non singuliere de Cs,
rencontre les autres composantes irréductibles de C; en au moins trois points
distincts).

5.2. Danslasuiteonfixeunentier g > 2. Soit f: C — S unecourbestabledegenreg
au-dessusde S. Alorslefalsceauduallsantrelanfwc/s surC estinversible, et vérifie

les propriétés suivantes: Iefalsceanc/Sesttresamplepourfs n > 3,etsonimage
directe f*(%/s) est un faisceau localement libre sur S derang (2n — 1)(g — 1)

(cf. [D-M]). En particulier pour n =3, il suit que toute courbe stable C/S peut
étre réalisée comme une famille de courbes dans P>9—° avec polyndme de Hilbert
P,(t)= (6t — 1)(g — 1). Plus précisement il existe une S-immersion canonique
C— JP’(f*(wc/S)) et ]P’(f*(wc/s)) est (localement sur S) isomorphe a9 —©
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Comme dans [Mu-F], Prop. 5.1, p. 99, on montre qu’il existe un unique sous-
schéma H, 7 du schéma de Hilbert Hilblffgg,6 sur Z, et un isomorphisme de fonc-
teurs

Mor (S, Hy,z) ~ {courbes stables m: C — S, avec P(m. (wf %)) = P¥~° x S}.

Soit Z, , — H, 2 |acourbestable universelleau-dessusde H , ;. Alorstoute courbe
stable 7: C — S, plus un isomorphisme P(W*(Wée/?g)) ~ P% -6 x S, est déduite de
maniere universelle, par produit fibré, d’un unique morphisme S — H,, 5.

Soit a présent &£ un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Nous
NOterons Z, := Zy ; X specz. SPECk, €t Hy:=Hy; X speczz SpeCk. Le schéma H,,
estirréductible et lissesur & (cf. [D-M]), et I’ ensemble des pointsfermés = € H , tel
que lafibre de z dans Z, soit lisse est un ouvert dense de H ;. Nous noterons dans
la suite L une cloture algébrique de K (7)), ou K (7)) est le corpsrésiduel de H, en
son point générique . On alanotion de courbe genérique X, := Z, x 7, SpecL,
de genre g. C’est une courbe propre, lisse, et connexesur L, et on aun diagramme
cartésien:

Zg

X

H, ~—— SpecL

5.3. ‘DEGENERESCENCE’ DE LA COURBE GENERIQUE X,/L

Soit C' une courbe stable de genre g sur k, qui correspond aunefibrede Z, — H,
au-dessusd’ un point fermé z de H,,. Alorsil existe un anneau de valuation discrete
R, tel que si on note ' le point générique de S := Spec R, et s le point fermé de
S, on ait un morphisme f: S — H, qui induit un isomorphisme Fr(R) ~ K(n),
avec f(s) =z, et f(n') =n, (cf. [G-D], Prop. 7.1.7, p. 140).

Soit X :=Z,; xp, S. Alors X est une S-courbe stable, dont lafibre générique
geométrique est la courbe générique X,/ L, et la fibre speciale Xy ,)=C x
k(s) est obtenue a partir de C' par changement de base. On a un diagramme

cartésien
Z, X
H, S
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Comme L est algébriquement clos, le morphisme Spec L — Spec R se fac-
torise a travers un hensélisé strict de R, et on peut donc supposer R strictement
hensélien.

Dans ce qui suit nous ometrons de mentionner les points bases pour noter les
groupes fondamentaux que |’ on considérera, sous entendu que I’ on afait un choix
d'un tel point. Le groupe fondamental algébrique m1(X,,) dela courbe générique
X, /L, degenre g, est le ‘plus gros’ parmis les groupes fondamentaux de courbes
lisses (ou plus généralement stables) de genre g sur k. Plus précisement, on ale
résultat bien connu suivant.

PROPOSITION 5.4. Soit X' unecourbe algébrique projective, connexe, et lisse (ou
plus généralement stable) sur k, degenreg > 2. Alorsil existe un homomor phisme
continu surjectif 71 (X,) — 71(X’), ou X,,/L est la courbe générique de genre ¢
définie ci-dessus.

Preuve. Soit R un anneau de valuation discrete strictement hensélien, de corps
résiduel &', et soit X une R-courbe stable dont la fibre générique géométrique
est la courbe générique X,/ L, et la fibre spécide &), = X' x;, k' (cf. 5.3). On
a aors un homomorphisme continu de spécialisation 71 (X,) — 71 (X)), €t qui
est surjectif (cf. [Gr], expose X, thé. 2.1, p. 268). D’autre part comme k' est
une extension algébriquement close de &, il existe un isomorphisme canonique
m1(Xpr) =~ m1(X") (cf. [Gr], expose X, cor. 1.8, p. 266). D’ ot un homomorphisme
continu surjectif 71 (X;,) — w1 (X’).

5.5. THEOREME DE BELYI EN CARACTERISTIQUE p > 2

Rappelons d’ abord I’ énoncé du théoreme de Belyi en caractéristique nulle.

THEOREME. (Belyi, [B], [S-2]) Soit C' une courbe algébrique projective, lisse,
et connexe sur le corps des complexes C. Alors C' est définie sur Q := la cldture
algébrique de Q dansC, s et seulement s il existe un morphisme fini C' — P2, qui
est non ramifié en dehorsde {0, 1, oo }.

En caractéristique positive on a un résultat analogue en considérant les
revétements modérément ramifiés de P! — {0, 1, co}. Plus précisement on a le
résultat suivant.

THEOREME 5.6. Soient k£ un corps algébriquement clos de caractéristique
p > 2, et F, la cléture algébrique du corps fini F, dans k. Soit C' une courbe
algébrique projective, lisse, et connexe sur k. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes
(i) C est définiesur F,,,
(i) il existe un morphisme fini C' —>IP,%, qui est étale en dehors de {0, 1, o}, et
modér ément ramifié au-dessus de {0, 1, co}.
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Preuve. Montrons d abord que (i) entraine (ii). On suppose que C est définie
sur F,,. D’ aprés Fulton ([Fu], prop 8.1, p. 569) il existe un morphisme f: C — ]P]%p
dedegrén, et card f ~Y(x) > n — 1 pour tout point z € ]P%Fp. En particulier I'indice
de ramification en un point de C est au plus égal a deux, et le morphisme f
est modérément ramifié au-dessus de Plp soit S C 1?1 le lieu de ramification
de f. S z€ S est different de O et de oo, aors il existe un entier positif m
(indépendant de ) tel que zP" ~1 = 1. Soit ¢: 1P>1 lep le morphisme défini par
o(z) =2P""1 Alorsp(S) C {0,1,00} etlemorphlsmefogo:C—HP%Fp satisfait la
condition (ii).

Enfin (i) entraine (i) résulte du fait quelesrevétementsétalesde P: — {0, 1, o},
et qui sont modérément ramifiés au-dessus de {0, 1, oo}, sont définis sur F,, (cf.
[Gr]).

REMARQUES 5.7 (a) Nous ne savons pas si ce résultat vaut encore en car-
actéristique 2. Ladémonstration dans [Fu] du résultat que nous utilisons ne semble
pas pouvoir s adapter a ce cadre. D’ autre part on aimerait une démonstration plus
constructive.

(b) LeThéoreme5.6 motive uneétude plusapprofondiepour décrirelastructure
du groupe wﬁ(ﬁ”]%p —{0,1, 0}).

(¢) Il résultedelathéorie du groupefondamental modéré (cf. [Gr], exposée X,
Cor. 2.12, p. 392), que le groupe w{(IPIle —{0,1, 00}) peut étre engendré par trois
eléments og, o1, €t 0, tel que o (resp. o1 €t o) Soit un générateur de I’inertie
correspondant a0 (resp. 1, et 0o), et quel’on ait larelation ogo10,, = 1. Deplusla
partie premiereap de w{(IPIle —{0,1,00}) est engendré par les générateurs og, 01
et oo, avec I’ unique relation ci-dessus.

5.8. UN QUOTIENT DU GROUPE FONDAMENTAL DE LA COURBE GENERIQUE Xy/L

Soient R un anneau de valuation discrete strictement hensélien, de corps résiduel
k', et X une R-courbe stable, dont la fibre générique geométrique est la courbe
générique X,,/L, et la fibre spéciadle X, est composée de droites projectives,
dont chacune rencontre les autres composantes irréductibles de X, en exacte-
ment trois points doubles ordinaires. Soient U |’ ouvert connexe de X obtenu en
enlevant les points doubles, R la cloture intégrale de R dans L, et U :=U xp
R. On a un homomorphisme canonique surjectif: m(X,) — m(U). Soit (T, G)
le graphe de groupes associé a la fibre spécide X, de X, et m1(T',G)" le
groupe complété profini du groupe fondamental du graphe de groupes (T, G)
(cf. 2.7).

THEOREME 5.9. Le groupe 71(I", G)” est un quotient du groupe fondamental
m1(X,,) dela courbe générique X,/ L.
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Preuve. En effet d'aprés 3.10 il existe un isomorphisme 71 (U) ~ 7fM (X},
et d’ aprés le Théoréme 2.8 on aun isomorphisme 7™ (X}) ~ (T, G)".

Il résulte aors de la description du groupe 71 (I, G) (cf. 2.7), que le groupe
fondamental 71(X,) de la courbe générique X,,/L en caractéristique p > O,
possede un quotient qui est le complété profini, d’ un groupe extension d’ un groupe
profini libre & g générateurs (ol g := genre X)), par un groupe qui est un produit
amalgamé de copies de wﬁ(P]%p —{0,1, 0}).

REMARQUE 5.10. Avec les notations de 5.2, supposons que k soit de car-
actéristiquenulle. Soit X, / L lacourbe génériquedegenreg > 2, en caractéristique
0. Avec les notations de 5.8, on a alors un isomorphisme m1(X,) ~ m1(U)
(cf. 3.9), et le Théoreme 5.9 se traduit alors par I’ existence d'un isomorphisme
m1(X,) ~ (T, G)". En particulier, il résulte de la description de m1(I', G)" que
le groupe fondamental d’ une courbe générique en caractéristique 0, est déterminé
par le groupe 1 (Pt — {0, 1, 0o} ) en caractéristique 0. Ce dernier est bien connu par
le théoreme d’ existence de Riemman, ¢’ est un groupe profini libre a2 générateurs.
Il serait intéressant d’ avoir une preuve algébrique de ce fait.

REMARQUE 5.11. On pourrait faire ‘dégénérer’ la courbe générique X,/ L vers
d’ autres courbes stables, et obtenir en utilisant 2.8 et 3.10 des quotients du groupe
fondamental 71(X,), tout aussi intéréssants que celui qu’'on obtient ci-dessus.
Supposons pour fixer lesidées que g = 2. On peut aorsfaire ‘ degénérer’ la courbe
générique X,/ L en une courbe stable C'; composée de deux courbes rationnelles
lisses, complétes, et qui se croisent en trois points doubles ordinaires. On notera
71(T'1, G) legraphedegroupesassociealacourbestable C (cf. 2.7), et 1 (I'y, G)*
son complété profini. Soit aussi 71(I',, G) le graphe de groupes associéala courbe
stable C5, qui est une chaine de 2 courbes rationnelles complétes ayant chacune
un unique point double ordinaire et qui se croisent en un point double ordinaire, et
soit m1(T'2, G) son complété profini. Comme dans 5.9 le groupe 71 (T2, G)" est
un quotient de 71 (X,,), et on montre delaméme maniére quele groupe 71 (I'y, G)"
est aussi un quotient de 71 (.X;,). On peut alors se poser la question de comparer
ces deux guotients.

PROPOSITION 5.12. S par exemple p =5, alorsle groupe m1(I'2, G)" n’est pas
isomorphe au groupe 1 (I'1, G)".

Preuve. On se propose de montrer cela en comparant les suites de Jordan—
Holder: H, <« H; < m(I';, G)", 1 < 4 < 2, oU H; est un sous-groupe normal
d'indice 3 de 71 ([';, G)", et H, est un sous-groupe normal d'indice p de Hj.
D’abord le nombre de suites H; < m1(I';, G)" est indépendant de i. En effet C;
et C» sont chacune spécialisation d' une courbe de genre 2, en caractéristique p
difféerente de 3, et les sous-groupes H; sont en correspondance buinivoque avec
les classes d’'isomorphismes des revétements kummeériens de degré 3 de C;, et qui
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correspondent par 3.7 aux revétements étales de degré 3 d’ une courbe de genre 2,
dont le nombre est égal & (3* — 1)/(3 — 1).

A présent soit Hy <1 m1(I'2, G)™ un sous-groupe normal d’indice 3 fixé, et soit
C' — C> le revétement kummeérien de C, correspondant au sous-groupe Hi. Le
nombre de sous-groupes normaux de Hy d'indice p, correspond au nombre de
revétements kummeérien cycliques de degré p de C' (qui sont étales par 3.4), qui
dans ce cas est maximal égal a (p* — 1)/(p — 1), car lacourbe C’ et ordinaire (en
fait les composantesirréductibles de C’ sont rationelles). En conclusion e nombre
de suites H, < Hy <t m1(I'2, G)" est égal a

(=) (55):

Soit a présent £y — P1 (resp. Ep — Py), le revétement défini par I équation
z3=y? — 1 (oU y est un paramétre uniformisant de P}), qui est &tale en dehors
del, —1 et co, et totalement ramifié au-dessus de ces points (resp. le revétement
défini par I équation z° = (y?> — 1)~%, qui est étale en dehors de 1, —1 et oo et
totalement ramifié au-dessus de ces points). Soit £ — C le revétement de degré
3, oll E est la courbe stable obtenue en identifiant dans E1] [E» deux & deux les
points au-dessus de 1 —1 et oo en des points doubles ordinaires. Le revétement
fr: E — Cy est kummérien, il est donc associé & un unique sous-groupe normal
H; < m(I'1, G)" dindice 3. D’autre part la courbe E est supersinguliére, et les
sous-groupes normaux H, > Hi d'indice p correspondent aux revéetements étales
cycliques de degré p de E, ces revétements sont nécessairement complétement
décomposes, on en adans cecas (p® — 1)/(p — 1).

On peut aussi faire dégénerer la courbe générique X, /L de genre 2, en une
chaine de deux courbes elliptiques qui se croisent en un point double ordinaire.
Le quotient qu’'on obtient aors de 71(X,) est un produit amalgamé de deux
copies du groupe fondamental modéré d’une courbe elliptique moins un point,
dont la structure n'est pas connue, et qui certainement dépend de la courbe
elliptique.
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