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Résonances pres de seuils d’opérateurs
magnétiques de Pauli et de Dirac

Diomba Sambou

Résumé. Nous considérons les perturbations H := Hy + V et D := Dy + V des Hamiltoniens
libres Hy de Pauli et Dy de Dirac en dimension 3 avec champ magnétique non constant, V étant
un potentiel électrique qui décroit super-exponentiellement dans la direction du champ magnétique.
Nous montrons que dans des espaces de Banach appropriés, les résolvantes de H et D définies sur le
demi-plan supérieur admettent des prolongements méromorphes. Nous définissons les résonances
de H et D comme étant les pdles de ces extensions méromorphes. D’une part, nous étudions la répar-
tition des résonances de H pres de l'origine 0 et d’autre part, celle des résonances de D pres de £m ot
m est la masse d’une particule. Dans les deux cas, nous obtenons d’abord des majorations du nombre
de résonances dans de petits domaines au voisinage de 0 et =m. Sous des hypothéses supplémentaires,
nous obtenons des développements asymptotiques du nombre de résonances qui entrainent leur accu-
mulation pres des seuils 0 et £m. En particulier, pour une perturbation V de signe défini, nous
obtenons des informations sur la répartition des valeurs propres de H et D prés de 0 et £m respective-
ment.

Abstract. 'We consider the perturbations H := Ho+V and D := Dy+V of the free 3D Hamiltonians Hy
of Pauli and Dy of Dirac with non-constant magnetic field, and V' is a electric potential which decays
super-exponentially with respect to the variable along the magnetic field. We show that in appropriate
Banach spaces, the resolvents of H and D defined on the upper half-plane admit meromorphic exten-
sions. We define the resonances of H and D as the poles of these meromorphic extensions. We study
the distribution of resonances of H close to the origin 0 and that of D close to £m, where m is the
mass of a particle. In both cases, we first obtain an upper bound of the number of resonances in small
domains in a vicinity of 0 and +m. Moreover, under additional assumptions, we establish asymp-
totic expansions of the number of resonances which imply their accumulation near the thresholds 0
and £m. In particular, for a perturbation V' of definite sign, we obtain information on the distribution
of eigenvalues of H and D near 0 and =£=m respectively.

1 Introduction

A

Dans cet article, le but est d’étudier les résonances (ou valeurs propres) pres de 0
de 'opérateur de Pauli perturbé H défini par (2.2), et prés de £m de 'opérateur de
Dirac perturbé D défini par (2.3). La perturbation V = {V i }1<jk<n (n = 2 0u4) est
un potentiel matriciel hermitien symétrique identifié a 'opérateur de multiplication
par V, et dont les coefficients Vj; € L°(IR?, C) décroissent super-exponentiellement
par rapport a la variable x;. Pour ces opérateurs, G. D. Raikov dans [23] et R. Tiedra
de Aldecoa dans [33] étudient la fonction de décalage spectral respectivement pres
de 0 et +m et montrent quelle possede des singularités pour V de signe fixé
décroissant polynomialement a I'infini. Il est naturel de penser que ces explosions
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de la fonction de décalage spectral sont liées a une accumulation de résonances pres
de 0 et &m. Cela a d’ailleurs été montré pour 'opérateur de Schrodinger avec champ
magnétique constant par J. F. Bony, V. Bruneau et G. D. Raikov dans [6] et [7], suite
a un travail de C. Fernandez et G. D. Raikov [13] sur la fonction de décalage spectral
preés des niveaux de Landau.

En suivant la démarche de [6], nous montrons d’abord que I’étude des résonances
pres des seuils 0 et £m peut se ramener a étude des zéros d’un certain déterminant
(propositions 4.4 et 5.4). Dans les théoremes 2.1 et 2.3, nous donnons une
majoration du nombre de résonances prés de 0 et prés de £m respectivement.
Cette majoration est décrite en termes du nombre de valeurs propres d’un certain
opérateur compact de type Toeplitz. Dans les théoremes 2.2 et 2.4 et pour V' de signe
défini vérifiant hypothese de décroissance (2.1), nous donnons respectivement un
développement asymptotique du nombre de résonances pres de 0 et pres de +m.
Nous en déduisons en particulier une accumulation des résonances prés des seuils 0
et £m.

Nous supposons que le champ magnétique B: R> — IR? est unidirectionnel de la
forme B = (0,0, b) ou la composante b est dans la classe des champs électromagné-
tiques admissibles définie dans [23, section 2.1]. En d’autres termes, nous supposons
que b = by + b ol by > 0 est une constante et b: R> — R une fonction telle que
Péquation de Poisson A@ = b admette une solution @: R> — R, continue bornée
ainsi que ses dérivées d’ordre < 2.

Pour tout x1; := (x1,%) € R, nous définissons également g (x15) := ibo|x12|2
et posons  := o + ¢. Nous obtenons ainsi un potentiel magnétique A =
(A1, A, A3) € CH(R?,R?) générant le champ magnétique B en considérant

Ay = =0y, Ay:=0yp, As;:=0.
Posons
(11) Hl = *Z‘ax] *Al, H2 = *l.axz *Az, H3 = *Z‘axs.

Soient les matrices 4 x 4 standards de Dirac « = (1, v, ai3) et 8. Pour j € {1,2,3}

(1.2) aj = <:j 05) , Bri= <(l) _01> )

ou 0 et 1 sont les matrices 2 x 2 nulle et unité, les o; sont les matrices 2 x 2 de Pauli
définies par

Notons que le choix des matrices « et 3 n’est pas unique (voir p. e. Pappendice du
chapitre 1 de [34] pour d’autres représentations). Les matrices a; et 3 sont en fait
déterminées par les relations suivantes pour j, k € {1,2,3}:

OéjOék-f-OékOtj :26jk17 aj5+ﬂaj:0, 52 = 1,
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ou §j est le symbole de Kronecker défini par §jx = 1si j = ketdj = 0si j # k.

Pour n = 2 ou 4, soit L2(R?) := [*(R?, ") = [*(R?, C")®L*(R). Désignons par a
et a* les fermetures dans L?(R?) := L?(R?, C) des opérateurs définis sur C5° (R?) par

a:=1II, +ill, = —2ie”%05e¥, a*:=1I, —ill, = —2ie¥d,e” %,
ou les I1; sont définis par (1.1), z = x; + ix; et Z = x; — ix,. Posons
H{, :=aa*, Hj,:=a"a
On a (voir sous-section 2.2 de [23])
(1.4) ker Hy, = ker(a) = {u € L*(R?) : u = ge™¥ et ;g = 0},
ker H, = ker(a*) = {u € L*(R?) : u = ge” et 0,g = 0},

dim ker Hy, = oo, dimker H}, = 0, o(HZ) C {0} U [¢, 00) out

(1.5) ¢ :=2byexp(—2o0scp) >0

et

(1.6) osc@:= sup @(x1;) — inf @(x1,).
x1,ER? x12 ER?

Par ailleurs, il est bien connu que la projection orthogonale p sur ker H;, admet un
noyau intégral continu P(x;5, y12) ol X12, y12 € R? (théoréme 2.3 de [17]).
Lopérateur Hy de Pauli est défini a priori sur C3°(R?, C?) par

(1.7) Hy:= (- (—iV — A))°,

ou o = (01,0,,03) est le triplet de matrices de Pauli définies par (1.3). Il y est
essentiellement auto-adjoint de spectre o(Hy) = [0, 00) (voir [23]). D’autres résul-
tats sur le spectre d’opérateurs de Pauli peuvent étre trouvés dans [21] et [22]. Une
représentation matricielle de Hy est donnée par

_ (Hp®1+1113 0 _(Hy 0
(1.8) HO_( 0 Hh®l+1eI3) "\ 0 H)

Lopérateur Dy de Dirac est défini a priori sur C5°(R?, C*) par

(1.9) Dy:=a-(—iV —A)+mp

= Oéll_[l + O[2H2 + O[3H3 + mﬂ,

ou les o et 3 sont les matrices de Dirac définies par (1.2), les II; sont définies
par (1.1), m > 0 est la masse d’une particule. 1l y est essentiellement auto-adjoint
et nous avons o(Dy) = (—oo0,—m] U [m,c0) (voir [33]). Dans [14], [18], [26],
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[34], on peut trouver d’autres résultats sur le spectre d’opérateurs de Dirac et de plus
dans [1], [2], [3], [27], [28], [29] des résultats sur les zéro-modes. Une expression
explicite matricielle de Dy est donnée par

m 0 1®Il; a*"®l1
0 m a®l —-1®II
1.10 Dy =
(1.10) 0 19; a*®l —m 0
a®l —-1® H3 0 —m
et nous avons 'identité
Hy, @1+1Q(I15+m?*) 0 0 0
2 0 H},®@1+1@(I15+m?) 0 0
(L11) Dy = 0 0 H, @1+1@((I1E+m?) 0
0 0 0 H,®@1+10115+m?)

Dans la suite, pour un espace de Hilbert X séparable et g € [1, oo], S;(X) désigne
la classe de Schatten—Von Neumann des opérateurs compacts T  sur X pour lesquels la
norme || T||, := (Tr |T|9)"/4 est finie (So (X) est Pensemble des opérateurs compacts
sur X). Pour g = 1, S1(X) est 'espace de Banach des opérateurs a trace; pour g = 2,
S2(X) est 'espace de Banach des opérateurs de Hilbert—Schmidt.

Nous adoptons également le choix standard de la racine carrée complexe

V1 C\ [0,+00) — C*:={¢ € C\ Im( > 0}

dans tout larticle.

Le plan adopté est le suivant. Nos résultats principaux sont presentés dans la
section 2. Dans la section 3, nous rappelons quelques résultats auxiliaires sur les
opérateurs de type Toeplitz et sur les valeurs caractéristiques d’une fonction holo-
morphe a valeur opérateur. Dans la section 4, nous définissons les résonances de
lopérateur H pres de 0 et prouvons les théoréemes 2.1 et 2.2. Dans la section 5,
sont définies les résonances de D pres de £m. Par ailleurs, nous y prouvons les
théoremes 2.3 et 2.4. La section 6 est un bref appendice sur les notions d’indice (le
long d’un contour fermé orienté positivement) d’une fonction holomorphe et d’une
fonction méromorphe finie & valeur opérateur.

2 Enoncés des résultats principaux
Pour tout x = (x15,x3) € R?, nous supposons que V = {Vik}i<jk<n satisfait
(2.1) V(x) € BL(C"), |Vi(x)| = O(<x12>*"’“ exp(726<x3>)),
ott myy > 0,8 > 0, (x15) := (1+ |x12]*)"/? et By(C") est ensemble des matrices
n x n hermitiennes symétriques.

Pour n = 2, nous définissons dans le domaine de H, 'opérateur

(2.2) H:=Hy+V.
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Pour n = 4, nous définissons dans le domaine de Dy opérateur
(2.3) D:=D,+V.

Soient les opérateurs pW p ou p est la projection orthogonale sur ker H;, défini
par (1.4), et W sont les opérateurs de multiplication par les fonctions W : R> — R
définies par

Wi(x2) = [ [Vii|(x12,%3) dxs et W,(xlz)::/|V33\(x12,x3)dx3
(2.4) R R

W, ='W pourn =2,
ot les |V x| sont par définition les coefficients de la matrice |V|. Sous I’hypothese
(2.1), pour tout x;; € R%, 0 < |[W(x12)| = O({x12) ~™2). Le lemme 3.1 ci-dessous

entraine ainsi que les opérateurs pW. p sont compacts dans L?(R?).
Pour un opérateur auto-adjoint A compact, posons pour tout s > 0

14 (s, A) := rang 1 100y (A).
Soit le disque pointé
(2.5) D(0,e)" :={keC:0< |k| <€}

avec

€ < min(J, ﬂ),

ou J et ¢ sont respectivement définis par (2.1) et (1.5). Désignons par Res(H) I'en-
semble des résonances de H pres de 0 (définition 4.1). Notre premier résultat est une
majoration du nombre de résonances z(k) = k? de H pres de 0 pour k € D(0, €)*.

Théoréme 2.1 (Borne supérieure) Supposons que (2.1) soit vérifiée pour n = 2 et
soit W défini par (2.4). Alors il existe ro > 0 tel que pour tout 0 < r < 1y,

(2.6) #{z==z(k):==k € Res(H) : r < |k| < 2r} = O(n+(r7 pWp)|In r|) + 0(1),

oiy si la fonction W satisfait les hypothéses des lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 nous avons respec-
tivement

(i) ni(r, pWp) = O(r=2/m2),
(ii) n4(r,pWp) = O(g@g(r)) avec

Loop= VP Inr| /P si0< B <1,
pp(r) == m“nﬂ siff =1, >0,
ﬁ‘—jl(ln|lnr|)_1|lnr| sif>1,

(iii) ny(r,pWp) = O((ln|lnr|)_1\lnr|).
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Notre second résultat concerne un développement asymptotique pres de 0 du
nombre de résonances de I'Hamiltonien perturbé H, := Hy + eV (V > 0), ou
e € R* \ E avec E un ensemble discret de R*.

Théoréeme 2.2 (Développement asymptotique) Supposons que (2.1) soit vérifiée
pourn = 2, V. > 0 et soit W définie par (2.4). Il existe un ensemble discret E de
IR* tel que pour tout e € R* \ E, H, := Hy + €V possede les propriétés suivantes.

(i)  PrésdeO, les résonances z(k) := k* de H, pour |k| < € assez petit vérifient
elmk <0, Rek=o(|k|).

(ii) Il existe une suite (r;); € RN tendant vers 0 telle que
1
#{z=1z(k) € Res(H,) : 11 < |k| < 1o} = n+(r1, EPWP> (1 + 0(1)).

(iii) Si W = U satisfait les hypotheses du lemme 3.2 ou 3.3 ou 3.4,

#{z =z(k) € Res(H,) : r < |k| < 1o} = n+<r, %pr) (1+0(1)), r\0.

Remarque 2.1 Plus généralement dans le théoreme 2.2, hypotheése V' > 0 peut
étre remplagée par 'hypothese (signV)(§§) = (15). Par exemple si le potentiel
V = Diag(Vi1, V) est diagonal et V;; > 0, alors cette derniére hypothese est
satisfaite.

Prés de 0, les valeurs propres de 'opérateur H sont les résonances z(k) avec k €
{93310, ¢[. Le théoreme 2.1 fournit donc une majoration du nombre de valeurs
propres de H dans des intervalles du type [—4r?, —r*] pour tout 0 < r < ry < €.

Pour tout e € R* \ E, le théoréme 2.2 montre en particulier qu’il y a une
accumulation de résonances de H, := H, + eV pres de 'origine 0. Pour V. < 0
(V11 < O suffit si V' est diagonale par la remarque 2.1), les seules résonances sont les
valeurs propres z(k) avec k € e'7 |0, ¢[ et |k| assez petit. Pour V. > 0 (Vy; > 0
suffit si V est diagonale), H, n’a pas de spectre discret négatif. Nous pouvons
comparer nos résultats a ceux de [23] sur la distribution asymptotique pres de 0
du spectre discret (négatif) de H- := Hy, — V avec V" > 0. En effet par un
développement asymptotique pres de 0 de la fonction de décalage spectrale associée a
la paire d’opérateurs (H_, Hy), dans le corollaire 3.6 de [23] G. D. Raikov montre en
particulier la méme accumulation de valeurs propres de I'opérateur H_ prés de 0 si
les coefficients Vjr(x), 1 < j, k < 2 dela perturbation V sont de 'ordre de O(({x) ")

avecm > 3.

Nous obtenons des résultats similaires sur les résonances de D pres de +m (voir
définition 5.1). Soient Res(D) ’ensemble des résonances z.,,(k) := i’{’(_il;zkz) de D
prés de £m pour k dans
(2.7 D(0,n)" :={keC:0< [k| <n}.
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Im k Im k

V<0 V>0

Cy
Co % .

Figure 2.1: Localisation des résonances en variable k pour V de signe défini: Pour r, assez petit,

2
les résonances z(k) = k* de Hy + V et z,,(k) = % de Dy + V sont concentrées dans Sy

(théorémes 2.2 et 2.4). Pour V' < 0, les seules résonances sont les valeurs propres z(k) = k
et z = zy,(k) et sont concentrées sur la demi-droite k = i]0,+00). Pour V> 0, elles sont
concentrées prés de la demi-droite k = —i]0, +00). Dans Cy, le nombre de résonances est
majoré par O(| Inr|) pour V de signe non fixé (théorémes 2.1 et 2.3).

Le rayon 7 est assez petit et vérifie

)
n < min(4—, V31— 2m/u) ,
m
ou § est défini par (2.1) et p est tel que 2m < p < 1, := \/m? + ( +m, ( étant défini
par (1.5).

Théoréeme 2.3 (Borne supérieure) Supposons que (2.1) soit vérifiée pour n = 4 et
soient W définies par (2.4). Alors il existe ry > 0 tel que pour tout 0 < r < r,

+m(1 +k?)
1 — k2
= O(n+(r, pWip)|In r\) + O(1),

#{z =zip(k) = ERes(D) : r < k| < Zr}

oir si les fonctions W satisfont les hypotheéses des lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 nous avons
respectivernent:

(i) ny(r,pWep) = O(r=2/m2),
(i) n4(r,pWip) = O(gag(r)) avec

Lbop =8| Inr[1/5 si0< B <1,

1 . o
w2 | Il sif=1, >0,
Fr(n[Inr) Y Inr| sif>1,

p(r) :
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(iii) n4(r,pWyp) = O((ln|ln )7 In r|)

Théoréeme 2.4 (Développement asymptotique) Supposons que (2.1) soit vérifiée
pour n = 4,V > 0 et soient Wy définies par (2.4). 1 existe un ensemble discret €
de R* tel que pour toute € R* \ &, D, := Dy + €V possede les propriétés suivantes.
(1) Prés de 0, les résonances z4,,(k) = ir{'(_ilkﬁkz) de D, pour |k| < n assez petit
vérifient

+eImk <0, Rek= o(]k]).

(ii) Il existe une suite (r;); € R tendant vers 0 telle que
#{z =zym(k) € Res(D.) : 1 < k| < 1o} = n+(r1, %pWip) (1 + o(l)) .
(iii) Si Wy = U satisfait les hypotheses du lemme 3.2, 3.3 ou 3.4,
#{z=z1,(k) ERes(D:) : r < |k| < 1o} = n+<r, %pWip> (1 + 0(1)) , T\ 0.

Remarque 2.2 De maniere plus générale dans le théoreme 2.4, ’hypothese V' > 0
peut étre remplacée par ’hypothese

1 0 0 O 1 0 0 O
. 0 0 0 O 0 0 0 O
GignV) 1o 0 0 0] = {0 0 0 o0
0 0 0 O 0 0 0 O
pres de m. Prés de —m, elle peut étre remplagée par
0 0 0 O 0 0 0 O
. 0 0 0 O 0 0 0 O
GignV) o o 1 0] =0 0 1 0
0 0 0 O 0 0 0 O
Par exemple si V. = Diag(Vy1, V2, V33, Vua) est diagonale et V), respectivement

V33 > 0, ces deux hypotheses sont vérifiées.

Pour toute € R* \ &, le théoréme 2.4 montre en particulier qu’il y a une accumu-
lation des résonances de 'opérateur D, := Dy + €V pres des seuils £m. Pour £V <
0, les seules résonances sont les valeurs propres z.,,(k) avec k € 2 ]0,7[ et |K|
suffisamment petit. Pour £V > 0, il n’y a pas d’accumulation de valeurs propres
prés de =m. Nous pouvons comparer nos résultats a ceux de [33] sur la distribution
asymptotique pres de +m du spectre discret dans (—m, m) de Dy := Dy = V. La
perturbation V étant telle que V' > 0 et ses coefficients Vjx(x), 1 < j, k < 4 delordre
de O((x)~™) avec m > 3. En effet dans le théoréme 6.5 de [33], par des majorations et
des minorations de la fonction de décalage spectrale associée a la paire d’opérateurs
(D4, Dy), R. Tiedra de Aldecoa montre d’une part qu’il n’y a pas d’accumulation
des valeurs propres dans (—m, m) de Dy pres de £m. D’autre part, quil y a une
accumulation des valeurs propres dans (—m, m) de Dy prés de £m.
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3 Définitions et résultats auxiliaires
3.1 Des résultats de G. D. Raikov

Dans cette sous-section, nous résumons quelques résultats dus a G. D. Raikov sur les
opérateurs de type Toeplitz (voir [23]).

Lemme 3.1 ([23, Lemme 2.4]) Soit U € L1(R?), ¢ € [1,00). Supposons que b
soit un champ électromagnétique admissible (voir Uintroduction). Soit p la projection
orthogonale sur ker Hy, défini par (1.4). Alors pUp € S;(L*(R?)) avec

bO )
lpUPIl < &L,

o011 0sC @ est défini par (1.6).

Soit U une fonction de L>°(R?). La distribution asymptotique des valeurs propres
des opérateurs de type Toeplitz pU p fait objet des trois lemmes ci-dessous. Dans le
premier lemme, une densité d’états intégrés (DEI) pour 'opérateur H;, dans L*(IR?)
est définie comme suit: soit X1y, la fonction caractéristique du carré x;, + (— %, %)2
avec x1; € R* et T > 0. Désignons par P;(H;,) la projection spectrale de 'opérateur
Hj, associée au borélien I C R. Une fonction décroissante o: R — [0, 00) est

appelée une DEI pour Popérateur H, si elle satisfait pour tout point x;, € R?
o(t) = im T Tr[ X7, P00 (H1;) X Ty, ]
T—o0

en chaque point de continuité ¢ de o (voir p. e. [23]). Si b = by, i.e., b = 0 (champ
magnétique constant), nous avons o(t) = é’—; Z;’io XR, (t —2bog), t € Ret xg, estla
fonction indicatrice de R, .

Lemme 3.2 ([23, Lemme 3.3]) Soit U € C'(R?) telle que
0<Ulxp) < Cifxa) ™, |[VUG)| < Cilxn) ™", x € R,
aveca > 0 et C1 > 0. Supposons que U (x1) = uo(xlz/\x12|)|x12\_“(1+ 0(1)) quand
|x12| — 00, 0it ug est une fonction continue sur la sphére S' non identiquement nulle, et
qu’il existe une DEI pour Popérateur H,. Alors
ni(s, pUp) = Cas /(1 +0(1)), s\,0,

avec

C, = b uo (1) dt.
47T sl

Lemme 3.3 ([23, Lemme 3.4]) Soit0 < U € L*®°(R?). Supposons que

InU(x12) = *ﬂ|x12|2ﬁ(1 +o(1)), |x12| = oo,

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-057-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2012-057-7

1104 D. Sambou
avec B > 0 ety > 0. Alors

ny (s, pUp) = @s(s) (1 +0(1)), s \,0,

oit Pon a posé pour 0 < s < e~

Lbop= 1P| Ins|V/? si0< B <1,
Pp(s) = ln(l+;u/b0) | 1115|_1 sif=1,
%(ln|lns|) [Ins|] sif>1.

Lemme 3.4 ([23, Lemme 3.5]) Soit 0 < U € L*°(R?). Supposons que U soit a

support compact et qu’il existe une constante C > 0 telle que U > C sur un sous-
ensemble ouvert non vide de R?. Alors

ne(s,pUP) = poc(s)(1+0(1)), s\,0,

avec

Yoo(s) == (In|Ins|)"!|Ins|, 0<s<e .

3.2 Des résultats de J. F. Bony, V. Bruneau, et G. D. Raikov

Dans cette sous-section, nous résumons des résultats dus a J. F. Bony, V. Bruneau
et G. D. Raikov sur les valeurs caractéristiques d’une fonction holomorphe a valeur
opérateur (voir [6] et [7]).

Le lemme suivant est une conséquence de 'inégalité classique de Jensen.

Lemme 3.5 ([6, Lemme 6]) Soient A un domaine simplement connexe de C, et g une
fonction holomorphe sur A\ ayant une extension sur A\ continue. Supposons qu’il existe
Ao € A tel que g(Ng) # 0, et g(A) # 0 pour X appartenant a la frontiere OA de A.
Soient A1, Az, ..., AN € A les zéros de g répétés avec leur multiplicité. Alors pour tout
domaine A’ € A, il existe une constante C' > 0 telle que N(A',g), le nombre de
zéros \j de g contenus dans A', vérifie

N(A'jg) <C’ </M In|g(\)|d\ — In |g()\0)|> .

Soit un domaine D de C contenant 0 et considérons une fonction holomorphe a
valeur opérateur compact T: D — So. Pour un domaine 2 C D\ {0}, un nombre
complexe z € € est une valeur caractéristique de z — I — @ si lopérateur I — @
nest pas inversible. Désignons par

T
Z(Q) = {z eQ: 11— g nest pas inversible} .

Des qu'il existe zy € (2 tel que I'opérateur I — @ est inversible, alors I’ensemble

Z(§2) est discret (voir p. e. la Proposition 4.1.4 de [015]). On définit alors

N(Q) := #2(Q).
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Supposons que T(0) soit auto-adjoint. Soient 2 € C\ {0} et
(3.1) Cola,b) :={x+iyeC:a<x<b —ax<y<ax}
avec a > 0 tendant vers 0 et b > 0. Soit
n(A) :=Tr IA( T(O))

le nombre de valeurs propres comptées avec leur multiplicité de 'opérateur T/(0)
dans A un intervalle de R*. Désignons par Il la projection orthogonale sur ker T(0).

Lemme 3.6 ([7, Corollaire 3.4]) Soit T comme ci-dessus et tel que I — T'(0)I1, soit
inversible. Supposons que 2 € C\ {0} soit un domaine borné de frontiere réguliere qui
soit transverse a 'axe réel en chaque point de leur intersection.

(i) SiQNR = g, alors N(s§2) = 0 pour s assez petit. Ceci entraine que les valeurs
caractéristiques z € Z(D) pres de 0 vérifient | Im z| = o(|z]).

(i1) De plus, si Popérateur T(0) est de signe défini (:I:T(O) > 0) , prés de 0 les valeurs
caractéristiques vérifient £ Rez > 0, respectivement.

(iii) Si T(0) est de rang fini, il 0’y a pas de valeur caractéristique dans un voisinage de 0.
De plus, si Popérateur T(0)1[o +o0) (:I:T(O)) est de rang fini, il 0’y a pas de valeur
caractéristique dans un voisinage de 0 intersectant {+Rez > 0}, respectivement.

Lemme 3.7 ([7, Corollaire 3.9]) Soit T comme ci-dessus et tel que I — T'(0)I1, soit
inversible. Supposons qu’il existe y > 0 tel que

n([r,1]) = O0(™"), r\0,

et que n([r, 1]) croit vers Uinfini quand r ~\ 0. Alors il existe une suite positive (1y)x qui
tend vers 0 telle que

N(Ga(rk, 1)) = n([r, 1])(1 + 0(1)), k — oo.

Lemme 3.8 (|7, Corollaire 3.11])  Soit T comme ci-dessus et tel que I — T'(0)IIy soit
inversible. Supposons que

n([r,1]) = () (1+o(1)), r\0,

avec ®(r) = |Inr|’, v > 0, ou ®(r) = (In|lnr|)~!|Inr|, ou encore (r) = r7,
v > 0. Alors

N(Ga(r7 1)) = (I>(r)(1 + 0(1)) , T N\(0.
4 Résonances pres de 0 de I'opérateur de Pauli

Nous supposons que la perturbation V vérifie (pour n = 2) I’hypothese (2.1) dans
toute la section.
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4.1 Résonances

Soit Hy Popérateur de Pauli défini par (1.7). Dans cette partie, nous définissons les
résonances pres de 0 de Popérateur perturbé H := Hy + V.

Soient P := p® 1 et Q := I — P, ol p est la projection orthogonale sur ker Hy,
défini par (1.4). Considérons également les projections orthogonales dans L*(IR?, C?)

(P o0 . o [(Q o0
(4.1) P._<O 0), Q:=1 P-(O 1>’

Soit z € C\ o(Hy). Via (1.8), nous avons

(4.2) (Hy — 2)-'P = <p ®09%(z) 8) ,

ot la résolvante R(z) := (II3 — z) ! bornée dans L*(IR) admet pour noyau intégral
N, (x5 — x}) = ie?Vas=xl /(2,/2).

Par conséquent

(43) (Hy—2)"' = [p® R()] (}) g) +(Hy—2)7'Q

Soit z € C*. Effectuons le changement de variables
(4.4) z:=z(k) =k* pourke (Cf/2 ={keC : K eC}.

La premiére étape consiste a prolonger holomorphiquement en la variable k €
(C;r/2 Popérateur (Ho — z(k)) “'Pau voisinage de k = 0. Puisque le spectre de Hy
est [0,+00), le prolongement pourrait se faire a partir de k € C' (& k* € C\
[0, 4+00)). Cependant, H peut avoir des valeurs propres négatives. Nous prolongeons

donc (H — z(k)) “a partir de k € (C;’/2 tout en sachant que ses seuls poles dans C*
sont sur la demi-droite i |0, +00).

Lemme 4.1 Soient § et D(0, €)* définis respectivement par (2.1) et (2.5).
(i) Lapplication

ki (Ho = 2(0) "' e 0 L2(R) — ) L2(R0) )

admet un prolongement holomorphe de (Cf/2 N D(0,¢€)* a D(0, €)* avece < 6.
(i)  Soit via(x12) := (x12) ™, a > 0. L'application
T : k — V12(X12)€_5<x3> (Ho — Z(k)) _1P€_6<x3>

Vi *

se prolonge aussi holomorphiquement sur D(0, €)*, a valeurs dans Soo (Lz(]R{3)) .
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Preuve (i) Vu comme opérateur de e~ [2(R?) dans ) L2(R?), soit

L(k) = [p @ R()] (é 8) .

Le noyau intégral de opérateur N(k) := e ) R(k?)e =) est

ieik|x3 —x |

—6(x))
T .

(4.5) e (%)

Il est dans L*(R*) pour Imk > —d. Donc si e < d, on peut prolonger holomor-
phiquement k —— L(k) € £(eT0™IL2(R?), ™) [2(R%)) de €, N D0, )" &
D(0,€)*. Dotk —s (Hy —2(k)) P € £(e @ I2(R?), "™ [2(R?)) admet
un prolongement holomorphe a D(0, €)*.

(ii) Par (4.2),

T,,(K) = [vi2p ® N(K)] (é 8) .

De la preuve de (i), il découle que N(k) € S, dans L*>(R) pour Imk > —6. Le
lemme 3.1 entraine que pvi,p est dans une certaine classe S, pour g tel que ag > 1;
d’oli sa compacité. Ce qui est équivalent a la compacité de 'opérateur v;,p. Donc
T,, (k) est compact pour Imk > —§ etk — T,,(k) € SOO(LZ(]R{3)) se prolonge
comme ci-dessus holomorphiquement de (Cf/2 ND(0,¢)* aD(0,¢€)*. D’ou le lemme.

La deuxiéme étape consiste a prolonger holomorphiquement lopérateur
(Hy — 2)~'Q en la variable z.

Lemme 4.2 Soient § et { définis respectivement par (2.1) et (1.5).
(1)  Lapplication

z+— ((Hy —2)7'Q: e ™I L2(R®) — /™ [2(R))

admet un prolongement holomorphe de C* a C\ [, 00).
(i)  Soit via(x12) := (x12) ™, a > 0. L'application

LV12: Z— V12(x12)e_5<x3> (H() — Z)_1Q3_5<x3>
se prolonge aussi holomorphiquement a C \ [(, 00), a valeurs dans Soe (L*(R?)) .

Preuve (i) Soit z € C*. Par (1.8) Popérateur (Hy — z) ~'Q est donné par

H —2)! o .
(4.6) (( 0 0 (Hgfz)_l)zwo —27'Qe (Hy —2) .

Ainsi, C\ [¢,00) 2 z+—— (Hy —2)7'Q@® (H — z)~! est bien définie et analytique
car C\ [(,00) est contenu dans 'ensemble résolvent de 'opérateur H, restreint
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a QD(H, ), et de Hy restreint a D(Hy). Lopérateur e ) (Hy — 2)71Qe () se
prolonge donc holomorphiquement a C \ [(, 00).
(ii) L'identité (4.6) entraine que

Ly, (z) = vi2e °®) (Hy — 2)71Qe™0®) @ vppe %) (HY — 2) e ™00,

En utilisant 'inégalité diamagnétique ([4, théoréme 2.3]) et le théoreme 2.13 de [30],
on montre en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 4.4 de [23] que
Popérateur L, ,(z) est dans une certaine classe S;, pour q paire tel que g > 3 et g >
2. Donc L,,(z) est dans SOO(LZ(]R{3)) et se prolonge holomorphiquement de C*

AT\ [C, 00)
Le lemme suivant découle directement des lemmes 4.1 et 4.2.

Lemme 4.3 Soit D(0, €)* défini par (2.5). Supposons que V vérifie (2.1) pour n = 2.
Lapplication
* —1
Cl,ND(0,6)* 3 k— Ty (2(k)) = JIV|'*(Ho — z(k)) [V['/?,
avec ] := signV, se prolonge analytiquement a D(0, €)* a valeurs dans S (LZ(JR{3)) .
Ce prolongement est encore noté Ty (z(k)) .

Lidentité
(H-—2)""(1+V(Ho—2)") = (Hy—2)""

donne

e—5<X3) (H _ Z)—le—(f(x3) _ e—5(x3)(Ho o Z)—le—é(x3>
X (1 + eV (H, — z)_le_(i(’“)) -

Par le lemme 4.3, la fonction k —— e‘$<x3>V(H0 — z(k)) _le_d("3> est holomorphe a
valeur opérateur compact dans L*(R?) inversible en au moins un point. D’ou par le
théoreme analytique de Fredholm,

k— (1 + e5<x3>V(Ho — z(k)) _lefd<x3>>

admet un prolongement méromorphe de (Cf/2 N D(0,¢e)* a D(0,¢)*. Ce qui nous
permet de définir les résonances de H pres de 0.

Proposition 4.1 Soient (C;’/2 défini par (4.4) et D(0, €)* par (2.5). Lapplication

ki (H=2(0) "5 e "SI — 20 )

admet un prolongement méromorphe de (Ci’/2 N D(0,€e)* a D(0, €)*. Ce prolongement

est encore noté R(z(k)) .
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La notion d’indice (le long d’un contour fermé orienté positivement) d’une
fonction méromorphe finie a valeur opérateur qui est définie dans 'appendice,
permet de définir la multiplicité d’une résonance.

Définition 4.1 Nous définissons les résonances de 'opérateur H (pres de 0) comme
étant les poles du prolongement méromorphe noté R(z), de la résolvante (H — z) !
dans £ (e"5<x3>L2(]R{3), e5<x3>L2(]R{3)) . La multiplicité d’une résonance z; := z(k;) =
k? est définie par

mult(z;) := Indh,(l-i- Tv(Z('))) )

ol y est un cercle assez petit orienté positivement contenant k; comme unique point
vérifiant que z(k;) est résonance de H, et Ty (z(~)) est défini au lemme 4.3.

Remarque 4.1 Si Hj est 'opérateur de Schrodinger magnétique défini dans [6],
Popérateur Ty (z) est dans S, et 9,Ty (z) est dans S;. Et dans ce cas la définition 4.1

coincide avec la définition 3 de [6] (voir aussi la définition 4.3 de [32]).

Proposition 4.2 Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes:
(i)  z(k) = k? est un pole de R(z(k)) R
(i) —1 est une valeur propre de Ty (z(k)) = J|V|Y?Ro(2(k)) |V| 1/2,

Preuve Ce résultat découle directement de I'identité

(4.7) (I+ JIVI'"*Re()|V[V?) (I JIV]'/?R(2)|V|'?) =L

4.2 Preuve du théoréme 2.1

Rappelons que p est la projection orthogonale sur ker H, défini par (1.4). Décom-
posons grice a (4.3) opérateur Ty (Z(k)) (défini au lemme 4.3) de la maniére sui-
vante: Ty (Z(k)) = T7 (k) + T (k) ot

T W = VP Pp o) o o) VI,
TV (k) = JIV[V2(Hy — 2(k)) ' Q[V|'/2.
Par le lemme 4.2, 'opérateur T} (k) est holomorphe dans un voisinage de 0 a valeurs
dans S (L*(R®)) . Considérons a present T} (k) pour k € D(0, €)* défini par (2.5).
Le noyau intégral de Popérateur N (k) := e I R(K2)e9¢) est donné par (4.5). Ce

qui nous permet d’écrire

N(K) = %n (),
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out;: L*(R) — L*(R) est 'opérateur de rang 1 défini par
(4.8) ti(u) = %(u,e*‘5<'>>e*5<x3>,

et r1 (k) est Popérateur de Hilbert—Schmidt (sur D(0, €)*) ayant pour noyau intégral

R ik|xs—x]| _ ,
et S T hta)
2k

Donc

i] 1 1 0
TV (k) = < X 5|V|1/2[p®7'1] (O 0) [v|/?
(4.9)

TR (R TI

ou 7y et s;(k) sont des opérateurs dans L*(R) ayant respectivement pour noyau inté-
gral 1 et

1— eik|x37x3'|
2ik
Soit 'opérateur borné K : L*(R?, C?) — L?(R?,C?) défini par

1

0
o o) WP (e

(4.10)  (KY)(x12) = [ Plxiz, x1) (

R
ot P(-,-) est le noyau intégral de la projection p. Son adjoint K*: L*(R?, C?) —
L2(R?, C?) est donné par

(K*)(x12,%3) = [V |"?(x12, %3) <é g) (p)(x12)

et nous avons
RK= I pan o o) VI

Finalement (4.9) devient

i 1
TV (k) = % x SKK+ VI [p @ si(k)] ((1) 8) VY2,

D’ou la proposition suivante.
Proposition 4.3 Pourk € D(0,¢)%,
i]

Ty (2(k) = TB+AK),
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our ] := signV, B est Popérateur auto-adjoint positif défini par

1 *
B:= -K*K,
2

K donné par (4.10), et A(k) € S (L*(R®)) est Popérateur holomorphe sur D(0, €)*
défini par
AR) = JV[[p © 5,(0)] <(1) 8) VIV 4TV (k).

Soit W la fonction définie par (2.4). Nous avons

« (10
KK_(O O)pr.

Alors pour s > 0,

1
m(s7 EK*K) =n,(25,K*K) = n,(2s, KK*)

(s o)
= n4(2s, pWp).
C’est-a-dire
(4.11) ny(s, B) = ny(2s, pWp).

Proposition 4.4  Soit sy < € assez petit. Pour 0 < s < |k| < s,

(1) z(k) est une résonance de H (pres de 0) si et seulement si k est un zéro de
(4.12) D(k,s) := det(I +K(k,s)),
oit K(k, s) est un opérateur de rang fini analytique en k, vérifiant
rangK(k, s) = O( (s, pWp) 1), [K(k,s)[| = O™,

uniformément pour s < |k| < s,.
(i) Siz := z(k;) = k? est une résonance de H, alors

(4.13) mult(z) = Ind, (T + K(k,s)) = m(k,),

~y étant choisi comme dans la définition 4.1 et m(k) désigne la multiplicité de k;
en tant que zéro de D(k, s).
(iii) SiIlmk> > ¢ > 0, Popérateur I + K(k, s) est inversible avec

|(1+Kk.9) || = 06,

uniformément pour s < |k| < s.
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Preuve (i) et (ii) Par la proposition 4.3, pours < |k| < sy < ¢,

Tv(z) = %]B + A(k).

Lapplication k — A(k) est analytique pres de 0 a valeurs dans So.. Donc pour sy
assez petit, il existe un opérateur A, de rang fini indépendant de k, et A(k) analytique
prés de 0 dans S, vérifiant [JA(k)|| < 1, [k| < so tels que

AK) = Ay + A(K).
Soit la décomposition
B = Bljy 1(B) +Bl1, . (B).
Puisque [|(i]/k)B1 o 14(B) + A(k)|| < § pour 0 <'s < [k| < 5, alors

(4.14) (1+Tv(@) = (1+K(k9) (1+ %31[&%5] (B)+AK).,

ou l'opérateur K(k, s) est donné par
i i - -1
K(ks) = (281, (B) + Ao) (1+ 2Bl 1y (B) + AR)) .

C’est un opérateur dont le rang est majoré d’une part par
1
O(m(is, B) + 1) = O(nJr(s7 pWp) + 1)

via (4.11), et d’autre part dont la norme est majorée par O(|k|™!).
Par ailleurs, puisque ||(i]/k)B1}y 1(B) +A(k)|| < 1pour0 < s < |k| < s, alors
par le théoreme 4.4.3 de [16]

Ind, (I+ (i]/k)Blyg 1,(B) + A(k)) =0.

En appliquant a (4.14) les propriétés sur I'indice d’'un opérateur sur un contour
énoncées dans 'appendice, nous obtenons facilement les égalités (4.13). Par consé-
quent, par la définition 4.1 et la proposition 4.2 combinées a (4.14), on voit que
z := z(k) est une résonance de H si et seulement si k est un zéro du déterminant
D(k, s) défini par (4.12).

(iil) Pour 0 < s < |k| < so,

I+K(ks) = (1 + ‘Tv(z(k))> (1+ ’%31[0_’%5](3) +A(k)> B

par définition des opérateurs Ty (z(k)) et K(k, s). Par I'identité (4.7), nous déduisons
pour Imz > 0 l'inversibilité de I + Ty (z) avec pour inverse

(I+Tv(@) " =1—JIV[V2(H—2)""|V|"/2.
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Or Imz = Im k2. D’oui Pinversibilité de 'opérateur I + K(k, s) pour Imk?* > ¢ > 0,
0 <s< k| < spavec

[ (1+Kk,9) " =01+ | VY2 (H = 200) v )
=O0(1+|Imk*[™")
=0(s™).

Ce qui achéve la preuve.
La proposition 4.4 ci-dessus montre pour 0 < s < |k| < sy que

O(n(s,pWp)+1)

Dk = [ (1+Xk9)
(4.15) j=1

= Oexp(O(m(s, pWp) +1) |lns\) ,

ot les Aj(k, s) sont les valeurs propres de K := K(k, s) et satisfont |\;(k, s)| = O(s™h.
De plus, puisque pour Imk* > ¢ > 0et 0 < s < |k| < s

D(k,s)”" =det +K) ™' =det(I - KI+K)™").
Alors comme ci-dessus, pour Imk? > ¢ > 0
(4.16) ID(k,s)| > Cexp(—C(m(s, pWp) +1) (|Ing] + |lns|)).

Appliquons a présent le lemme 3.5 a la fonction g(k) := D(rk,r) sur le domaine
A={keC:1<Ik <2et? < Argk < 27+ I} avecImkj > ¢ > 0.
Regarder les zéros de la fonction g(k) sur un sous-domaine A’ € A, avec 0 < r <
rlk| < ro < €, est équivalent par la proposition 4.4 a regarder les résonances z(k) de
Popérateur H. Ainsi (2.6) s'obtient en combinant (4.15) et (4.16), ce qui conclut la
preuve du théoréme 2.1.

4.3 Preuve du théoreme 2.2

Les notations sont celles de la sous-section 3.2. Avec la terminologie de valeur carac-
téristique, nous pouvons reformuler la proposition 4.2 comme suit.

Proposition 4.5 Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1) z1:=2zk) = k% est une résonance de H pres de 0,
(ii)  ky est une valeur caractéristique de I + Ty (z(k)) .

De plus, la multiplicité de la résonance z; est égale a Ind., (I+‘J'V( : )) la multiplicité de la
valeur caractéristique ki, -y étant un cercle assez petit orienté positivernent et contenant
ki comme unique valeur caractéristique.
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Ainsi, ’étude des résonances z(k) = k? de H, prés de 0 peut se ramener a celle des
valeurs caractéristiques de
T(ik)
ik

I+ T (z(k) =I1—e

ou T(ik) := (sign V))B — ikA(k). Les opérateurs compacts B et A(k) sont définis dans
la proposition 4.3. En particulier pour V' > 0, nous avons T(0) = B. Comme dit
dans la remarque 2.1, (signV)( § ) = (§9) suffit pour que T(0) = B. Puisque
T'(0)IIy est compact, alors il existe une suite (e,), qui tend vers I'infini telle que
I — eT’(0)II, soit inversible dés que e € R\ {e,,n € N}. Plus précisément, nous
pouvons choisir pour e, les inverses des valeurs propres de 'opérateur T'(0)I1,.

Tournons nous vers la preuve du théoreme 2.2. Le point (i) s’obtient par une
application du lemme 3.6 avec z = ik/e.

Par ailleurs, (i) montre que pour |k| suffisamment petit, les résonances z(k) de H,
s’accumulent dans le secteur {k € D(0, €)* : ik/e € C,(r,19)} pour tout & > 0, ol
Ca(r, 1) est défini par (3.1). D’ou en particulier lorsque r ™\, 0,

#{z = z(k) € Res(H,) : r < |k| <10}
= #{z = z(k) € Res(H.,) : ik/e € Cu(r,19)} + O(1).

Or nous avons
#{z = z(k) € Res(H,) : ik/e € Co(r,10)} = N((‘,’a(r, ro)) .

De plus via (4.11), n(]r,r0]) = nJr(r7 %pr) + O(1). Ainsi, le point (ii) découle
directement du lemme 3.7 et des lemmes 3.8, 3.2, 3.3 et 3.4. Ceci conclut la preuve
du théoréme 2.2.

5 Résonances pres de +m de I'opérateur de Dirac

Dans toute cette section, nous supposons que V vérifie (2.1) (pour n = 4). La
démarche reste similaire a celle de la section précédente. Nous traitons uniquement
I’étude des résonances pres de m. L'étude pres de —m se traite de la méme maniére
(voir remarque 5.1).

5.1 Résonances

Soit Dy l'opérateur de Dirac défini par (1.9). Nous définissons dans cette partie les
résonances de I'opérateur D := Dy + V.

Soient P; (d pour Dirac) la projection orthogonale sur I'union des sous-espaces
propres associés aux valeurs propres +m de Dy et Q; := I — P. Par (1.10),

(5.1) P, = <l(; g), Qd:—IP—<(3 g),

ou P et Q sont les projecteurs définis par (4.1).
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Soitz € C\ (Dp). Nous avons

(5.2) (Do —2)~" = (Dg = 2) " 'Pa+ (Do — 2)7'Qq
et (Dg —z)"'P; = (Dy + 2)(D} — z*)~'P4. Par conséquent par (1.10) et (1.11), nous
avons
z+m 0 0 0
oy , o 0 o0 0
(5.3) (Do —2)" Pg=[p@R(z" —m")] 0 0 z—m 0
0 0 0 0
0 0 1 0
, a0 0 00
+[p @ II;R(z" — m?)] 10 0 0
0 0 0 O
Soitz € C*. Pour k € Cy, défini par (4.4), posons
zZ—m m(1+k2)
=K e—=z=z,k):=—""¢€cC".
z+m # = zm(k) 11—k <

La premiére étape consiste a prolonger holomorphiquement (Dy — z,,(k)) _lPd
au voisinage de k = 0.

Lemme 5.1 Soient § et D(0,n)* définis respectivement par (2.1) et (2.7).
(i) Lapplication

ks ((D0 — z(K)) "' Pgr e T 2(RP) — e5<"3>L2(]R{3))

admet un prolongement holomorphe de (Cf/2 N D(0,n)* a D(0,n)* avecn < &.
(ii)  Soit via(x12) := (x12)~% « > 0. Lapplication

TVlz tk— 1/12(x12)676<x3> (Do - Zm(k)) 71Pde75<x3>
se prolonge aussi holomorphiquement sur D(0,n)*, a valeurs dans Soo (Lz(]R{3)) )

Preuve (i) Vus comme opérateurs de e 2% L2(IR?) dans e} L2(R?), soient

z+m O 0 0
Li(k) := [p @ R(K(z+m)?) ] 8 8 Zi)m 8
0 0 0 0
et
0 0 1 0
LK) = [pemr(Eerm)] [] 0 0 o
0 0 0 O

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-057-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2012-057-7

1116 D. Sambou
Le noyau intégral de 'opérateur N (k) := e_5<"3>fR(k2(z +m)?) e~ 0(®) est

) ieik(z+m) |x3 7x3' |

e 0(x)
2k(z + m)

(5.4) e 00s

1l est dans L?(R?) pour Imk(z + m) = Im lzf,fz > —4. Doncsin < &, on peut

prolonger holomorphiquement k — Li(k) € L(e*‘5<"3>L2(]R{3),e5<x3>L2(]R{3)) de
(CIr/2 N D(0,7n)* a D(0,n)*. De méme se prolonge holomorphiquement I'application
k— Ly(k) € L(e_5<x3>L2(IR{3), e‘5<"3>L2(]R{3)). D’ou le prolongement holomorphe
via (5.3) de k — (Do — zu(k)) “'p, € L(e 0@ 2(R?), ™) 2(R?)) de CipN
D(0,7)* a D(0,n)* pour n < §/4m.

(ii) Par (5.3),

z+m 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 O

T,,,(k) = [vi2p@N; (k)] 0 0 z—m 0 +[vi2p@N, (k)] 100 0
0 0 0 0 0 0 0 O

On conclut en raisonnant comme dans la preuve du lemme 4.1.
La deuxiéme étape consiste a prolonger holomorphiquement (Dy — z)~!Q, en la
variable z.

Lemme 5.2 Soient § et { définis respectivement par (2.1) et (1.5).
(i) Lapplication

z— (Do — 2)7'Qu: e I L2(R®) — I [2(R?))
se prolonge holomorphiquement de C* a
C\ {(=00, —/m2 + (1 U [\/m? +(, 00)}.
(i)  Soit via(x12) := (x12) ™, a > 0. L'application
Ly, : 2z — via(x12)e %) (Dy — 2) 71 Que 06!
se prolonge aussi holomorphiquement a
C\ {(=o0, —/m? +¢] U [v/m? + (,00)},
a valeurs dans Soo (Lz(]R{3)) .
Preuve (i) Soitz € C*. Légalité

(Dy —z)~' =Dy +2(1+ 2Dy ') (Dj — 22) !
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donne
e ) (Dy — 2) 71 Que ) = eI P Qe
+ze 00 (1 4 zDy ') (D} — 2)71Que ),

Les identités (1.11) et (5.1) entrainent que (D} — z*)~'Q, est donné par

(Hy +m*—2z")7'Q 0 0 0
0 (Hf + m* —2%)7! 0 0
0 0 (Hy +m* —2z)7'Q 0
0 0 0 (Hf + m? — 247!

Ainsi, C\ {(—o00, —/m2 + (] U [\/m*+(,00)} 2 z — (D} — 22)~'Qy est bien
définie et analytique car C )\ [(, 00) est contenu dans 'ensemble résolvent de 'opéra-
teur H, restreint a QD(H, ), et de I'opérateur H{ restreint & D(H{). Lopérateur
e 903} (Dy — 2)71Que ) se prolonge alors holomorphiquement a I'ensemble des
points z € C\ {(—o0, —\/m2 +¢JU [\/m2 +(,00)}.

(ii) Par la décomposition ci-dessus,

Ly, (2) = vi2e 0@ D51 Que 00 + zvipe 009 (1 4 2Dy ) (DR — 2%) 7' Que ).

Un raisonnement similaire a celui de la preuve de la proposition 5.3 de [33] permet
de montrer que L, ,(z) est dans une certaine classe S;, donc compact. On conclut la
preuve comme pour le lemme 4.2.

Le lemme suivant découle des lemmes 5.1 et 5.2.

Lemme 5.3 Soit D(0,n)* défini par (2.7). Supposons que V vérifie (2.1) pour n = 4.
Lapplication

Cly NDO,7)" 3 ks My (2u(K)) := JIV['(Dy — zu(k)) V|2,

avec ] := signV, se prolonge analytiquement a D(0,1)* a valeurs dans S (Lz(]R{S)) .
Ce prolongement est encore noté My (zm(k)) .
Lidentité
(D—2)"'(1+V(Dy—2)"") =(Do —2)~ ',

donne

676<x3)(D o Z)fleftﬂxg) _ 676(x3)(D0 o Z)flefcﬂxg)
X (1 +e® Vv (D, — z)_le_5<"3>) -
Par le lemme 5.3, la fonction k — e5<x3>V(Do - zm(k)) _lef‘5<"3> est holomorphe a

valeur opérateur compact dans L2(R?) inversible en au moins un point. D’oti par le
théoréme analytique de Fredholm,

k— (1 +e @IV (Dy — z,(k)) ﬂe*é(’“))

admet un prolongement méromorphe de (Czr/2 N D(0,n)* a D(0,n)*. Ce qui nous

permet de définir les résonances de D pres de m.
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Proposition 5.1 Soient (C;’/2 défini par (4.4) et D(0,n)* par (2.7). Lapplication

k —s ( (D= zy(K) '+ e 2 L2(RE) — e5<"3>L2(]R{3))
admet un prolongement méromorphe de (Cf/2 N D(0,n)* a D(0,n)*. Ce prolongement

est encore noté R(zm(k)) .

De maniére analogue a la définition 4.1, nous avons la suivante.

Définition 5.1 Nous définissons les résonances de I'opérateur D (prés de m)
comme étant les pdles du prolongement méromorphe noté R(z), de la résolvante
(D — z)7! dans L(e_‘5<"3>L2(R3 ), e‘5<"3>L2(]R{3)). La multiplicité d’une résonance
zp := z (ko) est définie par

mult(zy) := Indh,(1+ MV(Zm('))> )

ol +y est un cercle assez petit orienté positivement contenant ky comme unique point
vérifiant que z,,(ko) est résonance de D, et My (zm(-)) est défini au lemme 5.3.

La proposition suivante est ’'analogue dans le cas Dirac de la proposition 4.2.

Proposition 5.2 Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes:
(1)  zpy(k) est un pole de R(zm(k)) ,
(i) —1 est une valeur propre de My (z(k)) = JIV|'/2R, (zm(K)) |V |12,

5.2 Preuve du théoreme 2.3

Posons z = z,,(k) et considérons My (zm(k)) défini au lemme 5.3. Rappelons que p

est la projection orthogonale sur ker H;, défini par (1.4). Via (5.2) et (5.3), nous
avons My, (zm(k)) = M (k) + MY (k) ou

z+m 0 0 0
i = v lpereer )] | 50 0 S e
0 0 0 0
0 0 1 0
My (k) = J|V|'? [ p @ TLR(K(z + m)?) ] (1) 8 8 8 V|2
0 0 0 O

+ JIV|V2(Hy — 2)7'Qq|V V2.

Lopérateur MY (k) est holomorphe pres de 0 a valeurs dans S (LZ(IR{3 )) . Consi-
dérons a présent MY (k) pour k € D(0,7)* défini par (2.7). Le noyau intégral de
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Popérateur N (k) := e_‘5<"3>52(k2(z +m)?) e %) est donné par (5.4). D’ou la dé-
composition

1
Ni(k) = mfl + b1 (k),

ou t; est défini par (4.8) et by (k) Popérateur de Hilbert—Schmidt (sur D(0, n)*) ayant
pour noyau intégral

BT il QT
2k(z + m)
Par conséquent
z+m 0 0 0
v i) Lo 0 0 0 0 12
(655 M0 = VIPpenl | o L0, |1V
0 0 0 0
z+m 0 0 0
1/2 0 0 0 0 1/2
HIVIEpea®l | o o -, ol VIS
0 0 0 0

ou 7 et ¢; (k) sont des opérateurs dans L?(R) ayant respectivement pour noyau inté-
gral 1 et

1— eik(z+m)|x37x3'\

2ik(z + m)
Soient les opérateurs bornés K. : L2(R*, C*) — L*(R?, C*) définis par

(5.6)

|V‘1/2(x{2> xé)w(xiza xé) dx{zdx;a

(Koth)(x12) = / P(xiz, x,)
R3

|V\1/2(x{2, xé)w(x{z, x;) dx{deS/,

(K_)(x12) = / Py, x!y)

R3

S O OO (= i R
o O O O S O O O
S = O O O O OO
o O O O (= el el

ou P(-, -) est le noyau intégral de la projection p. Les opérateurs adjoints

Ki: (R, CYH — L*(R*, CY
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sont donnés par

1 0 0 O
0 0 0 O
(Kj:gO)(Xlz,X3) = |V|1/2(X12,X3) 0 0 0 0 (pw)(x12)7
0 0 0 O
0 0 0 O
* _ 1/2 0 0 0 0
(KX @) (x12,%3) = V| *(x12, %3) 00 1 0 (pp)(x12),
0 0 0 O
et nous avons
1 0 0 O
0 0 0 O
KK =IVI"penl g o o ol V17
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
* _ 1/2 1/2
0 0 0 O
Finalement (5.5) devient
z+m 0 0 0
vy - i e LTk 2 0 0 0 0| up
Ml(k)—sz+K++2K7K,+I\V| [pci (k)] 0 0 z—m 0 V|-,
0 0 0 0

D’ou la proposition suivante.
Proposition 5.3 Pour k € D(0,n)*,
i] )
My (zm(k)) = IBd + Ay(k), (d pour Dirac)
ou ] := signV, B Popérateur auto-adjoint positif défini par

1 *
By = KiK.,

avec K, donné par (5.6), et Ay(k) € Soc (L*(R®)) holomorphe sur D(0, n)*

z+m O 0 0
iJk ., 0 0 0 0

Adk) = KK+ VIR p@al [0 o T VI (),
0 0 0 0
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Remarque 5.1 Pour regarder les résonances pres de —m, on effectue le changement

de variables 2. = k> ou k € C ), :== {k € C" : Imk® < 0}, de sorte que z =
2

Z_p(k) = _”11(_71,;1‘) € C*. De plus dans la proposition 5.3 ci-dessus, nous aurons

pour k € D(0,n)* défini par (2.7)

My (2 n(B) =~ LB+ AR,

ou les opérateurs B, et A;(k) sont donnés par B, := %KfK,,

z+m O 0 0
_ iJk o, 12 0o 0 o0 0 12, gV
Adk) = = TKK = IV Ppeal |0 o L0 o VI e,
0 0 0 0
avec
0 0 1 0
0 0 0 O
MY = VI [pe LR (FE-m?)] [T 0 o o[V
0 0 0 O
+ J|V|V2(Hy — 2)7'Qq|V V2.
Soient W les fonctions définies par (2.4). Nous avons
1 0 0 O 0 0 0 O
. _lo o0 00 ., _loo oo
K.Ki = 00 0 0 pWip et K_K* = 00 1 0 pW_p.
0 0 0 O 0 0 0 O

Ainsi pour s > 0,

1
n, (s, EKjIQ) = 1,25, KXKy) = 1, (25, K, K7)

=ny | 2s,

pPWip

S O O
SO O OO
O O OO
S O OO

— ny(25, pW.p).
Cest-a-dire
n.(s, Ba) = ny(2s, pW4p).

Proposition 5.4 Soit sy < 1 assez petit. Pour 0 < s < |k| < s,
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(i)  zpu(k) est une résonance de D (pres de m) si et seulement si k est un zéro de
Dy(k,s) := det(I + Ky(k, s)) ,
oir Ky(k, s) est un opérateur de rang fini analytique en k, vérifiant
rang Ky(k,s) = O(n.(s, pWip) +1),  [[Kalk,s)|| = O(s™1),

uniformément pour s < |k| < s,.
(i1) Sizy := z,(ko) est une résonance de D, alors

mult(zy) = Indn/(I—i-Kd(k7 s)) = m(kg),

~y étant choisi comme dans la définition 5.1 et m(ky) désignant la multiplicité de k
en tant que zéro du déterminant D;(k, s).
(ili) SiIlmk* > ¢ > 0, Popérateur I + K,(k, s) est inversible avec

| (1+Kak,9) || = 0™,

uniformément pour s < |k| < s,.

On conclut alors la preuve du théoréme 2.3 comme pour le théoreme 2.1 en
remplagant le determinant D(k, s) par Dy(k, s), et lopérateur K(k, s) par K;(k, s).

5.3 Preuve du théoréeme 2.4

La proposition 5.2 peut étre reformulée de la maniére suivante.

Proposition 5.5 Pour k pres de 0, les assertions suivantes sont équivalentes:

(i)  zo := zy(ko) est une résonance de D pres de m,
(i1) ko est une valeur caractéristique de I + My (zm(k)) .

De plus, la multiplicité de la résonance z, est égale a Ind, (I +My (- )) la multiplicité de
la valeur caractéristique ko, vy étant un cercle assez petit orienté positivement et contenant
ko comme unique valeur caractéristique.

Létude des résonances z,,(k) de D, prés de m se raméne ainsi a celle des valeurs
caractéristiques de 'opérateur

Ta(ik
[+ Moy (20(k) =1— 57‘*,(; )
i
ou Ty(ik) := (sign V')By — ikA4(k). Les opérateurs compacts B, et A;(k) sont définis
dans la proposition 5.3. On conclut alors la preuve du théoréme 2.4 comme pour le
théoréme 2.2.
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6 Appendice

Dans cette appendice, nous rappelons les notions d’indice (le long d’un contour
fermé orienté positivement) d’une fonction holomorphe (scalaire) et d’une fonction
méromorphe finie (voir p. e. la définition 2.1 de [7]).

Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage d’un contour fermé . Lindice
de f le long du contour 7y orienté positivement est défini par la quantité

. _ 1 [f@
ind, f := 2i7r/w, 5 dz.

Notons que si f est holomorphe sur un domaine €2 tel que 92 = ~, alors par le
théoreme des résidus ind, f est le nombre de zéros de la fonction f contenu dans €2,
comptés avec leur multiplicité. Soient a preésent un domaine ouvert borné D C C,
de frontiere C! par morceaux, Z C D un ensemble fini et A: D\Z — GL(E) une
fonction méromorphe finie et de Fredholm aux points de Z. Uindice de 'opérateur A
sur le contour 0 est défini par

Indgg A = #tr/ A(2)A(z) tdz = L tr/ A(z)"'A'(2) dz.
2 Jaq 2 Jo

Nous avons les propriétés suivantes: Indpg A1A; = Indgg A1 +Indgg A, et pour K(z)
un opérateur a trace, Indgo (I+K) = indyq det(I+K). Pour plus de détails sur I'indice
d’un opérateur sur un contour, nous renvoyons au chapitre 4 de [16].
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